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FACIT TILL PROBLEM 10.
e 10.
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Det givna omradet.

“Standardlosning” med Lagrangemultiplikator:

Eftersom funktionen f(z,y) &r kontinuerlig och vi studerar den pa
ett slutet, begransat omrade, sa vet vi fran en kind sats (Theorem 2,
5.784 i boken) att f(z,y) antar ett globalt maximum i nagon punkt i
det givna omradet, och att f(x,y) antar ett globalt minimum i nagon
punkt i det givna omradet. Vi vet ocksa att den/de punkter dar detta
intraffar maste vara kritiska punkter till f(z,y), singuldra punkter till
f(z,y), eller randpunkter till omradet. Observera att f(z,y) inte har
nagra singulara punkter.

Vi borjar med att soka kritiska punkter till f(z, y) inuti omradet, dvs
punkter dar V f(x,y) = (fi(x,y), f2(x,y)) &r nollvektorn. Vi beréknar:

y(x +2y)? — 2y - 2(z + 2y) B yx + 2y — 2xy Y2y —2)

filz,y) = (x 4 2y)* (423 (z+2y)3
boey) = r(x+2y)? —zy- Ao +2y) 2420y —4dovy  x(r—2)
2y (x 4 2y)* (24293 (z+2y)3

Eftersom x > 1 och y > 1 i vart omrade sa galler att den enda
mojligheten for bada ovanstaende uttryck att bli noll ar att faktorn
2y — x blir 0, dvs = 2y. Alla punkter pa denna linje ar kritiska
punkter, och vi ser att denna linje gar genom vart omrade; alltsa finns

oandligt manga kritiska punkter inuti vart omrade.
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Virdet i varje sadan kritisk punkt:

29/ 1

f(Qy;y):W =3

Det aterstar att undersoka randen till omradet. Denna rand bestar
av tre kurvor:

Kurva 1: z =1, 1 £ y £ 3. Denna kurva ar naturligt parametris-
erad av y-variabeln. Vi ska alltsa studera funktionen ¢(y) = f(1,v)
for 1 £y < 3. Nuéar ¢'(y) = f2(1,y), och ur ovanstaende formel for

fa(z,y) ser vi att fo(l,y) = ((11;22;))3 <0 forallal <y < 3.0 Alltsa ar

g(y) avtagande for 1 < y < 3. Det storsta viardet som var funktion
antar pa kurva 1 ar alltsa ¢g(1) = f(1,1) = 1/9 och det minsta véirdet
ar ¢g(3) = f(1,3) = 3/49.

Kurva 2: y =1, 1 £ 2 < 3. Denna kurva ar naturligt parametris-
erad av z-variabeln. Vi ska alltsa studera funktionen h(z) = f(z,1)
for 1 < 2 £ 3. Nuér ¢'(x) = fi(x,1), och ur ovanstaende formel for
fi(z,y) ser vi att fi(x,1) = %, sa att fi(z,1) >0for 1 <z <2
och fi(z,1) < 0 for 2 < = < 3. Det storsta virdet som var funktion
antar pa kurva 2 &r alltsa h(2) = f(2,1) = 1/8 och det minsta vérdet
ar min(h(1), h(3)) = min(1/9,3/25) = 1/9.

Kurva 3: 22 +¢y* = 28, 1 < 2 < 3. PAa denna kurva analyserar
vi situationen med hjalp av Lagrangefunktionen. Bivillkoret ges av

g(z,y) =0, dir g(z,y) = 23 + y> — 28. Alltsa ar Lagrangefunktionen:

L(z,y,\) = f(z,y) + Mz’ +y° — 28).

De méjliga kandidaterna till lokala extremvéarden for f(z,y) begréansad
till kurva 3 &r alltsa:
Andpunkt (dvs (1,3) och (3,1)). Koll av véirden: f(1,3) =3 =
3 fB)=3=2
19 ’ 52 25
Singular punkt. Finns ej.
Punkt dir Vg(x,y) = 0. Dvs (322, 3y?) = (0,0). Det géller bara
i origo, dvs inte for nagon punkt pa kurvan.
Punkt dar VL(z,y,\) = 0. Da &r:

2B 430 = 0

) 302 =0
23+ =28

Antag att (z,y, \) uppfyller detta, och att (x,y) ar en punkt pa
var del av kurvan. Eftersom xz > 0 och y > 0 sa kan vi 16sa ut A



ur de bada forsta ekvationerna och fa:
o y@y—x)  a(r—2y)
3u2(x +2y)3  3y*(x +2y)*
Detta medfor (vi utnyttjar ater = > 0, y > 0):
y(2y — )y® = x(z — 2y)a
= (y° +2°) 2y —2) =0
— (v +y)(2* — 2y +y*)(2y — x) = 0.

Observera att eftersom = > 0 och y > 0 sa giller 22 > zy (om
x> y) eller y*> > zy (om y > x), alltsa sakert 2% — xy + y* > 0.
Dessutom é&r sjalvklart = +y > 0. Alltsa medfor ekvationen ovan
att

2y —x = 0.

Detta kombinerat med tredje ekvationen ger (2y)3 + y3 = 28,
dvs 9y® = 28, och om man ater tittar i ekvationssystemet och
utnyttjar 2y = x sa foljer:

o= (52 {fB).

Omvéant kontrollerar man direkt att denna punkt verkligen upp-
fyller kraven i vart ekvationssystem (utnyttja 2y —z = 0!) och
r>1,y>1

Alltsa finns det precis en punkt pa var kurva dar VL(z,y, A) = 0,

namligen (z,y) = <2@3/%,@3/2§8>. Vardet av f(x,y) i denna

punkt blir % (eftersom punkten uppfyller z = 2y).

Vi har ovan funnit alla mojliga kandidater till punkter dar f(z,y)
kan anta sitt globala maximum och sitt globala minimum. Om vi gar

igenom motsvarande f-varden sa finner vi att det storsta ar % och det

. .o i
minsta ar 19" ,

Svar: Det storsta vardet ar é, det minsta vardet ar ;5.
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Alternativ, bekvam losning utan Lagrangemultiplikator:
Eftersom x > 1 och y > 1 sa kan vi utan vidare dividera med x och y.
Vi kan alltsa skriva om funktionen f(x,y) sa hér:

) zy xy /[y z/y

T2y @+ @y 2
Vi ser alltsa att f(x,y) ar en en-variabel-funktion av x/y, dvs

flz,y) =g(x/y), dir g(t) = !

(t+2)*
Vi beréknar derivatan till g(t):

» (t+2)—2t(t+2) t+2—2¢ 2—t
IO =02 " ax2p Gt
Vi ser att detta uttryck ar positivt for 0 < ¢ < 2 och negativt for ¢t > 2.
Alltsa ar funktionen g(t) vixande for 0 < t < 2 och avtagande for
t>2.

Alltsa ar f(x,y) som storst nir x/y = 2 och som minst antingen nér
x/y har sitt minsta vérde eller nér x/y har sitt storsta varde. Vi finner
att x/y = 2 géller for manga punkter i vart omrade, t.ex. fér punkten
(z,y) = (1,2).

Vidare ser man latt i figur (se figuren nedan) att det storsta vérdet
som x/y antar i vart omrade &r 3, och det minsta vérdet ar 1/3. [Mer
stringent, utan hanvisningen “man ser i figur”, kan detta bevisas sa hér:
Omz > 1,y >1och 2®4+1y° < 28sa dr x < /28 — y3 < /27 =3 och
analogt y < 3. Alltsa ar z/y < 3/1 (ty téljaren d&r < 3 och ndmnaren
dr > 1) och x/y > 1/3 (ty tdljaren d&r > 1 och ndmnaren ar < 3). Vi
kontrollerar att kvoterna 3 och 1/3 verkligen uppnas i vart omrade, for
(x,y) = (3,1) respektive (z,y) = (1,3). (Dessa punkter ligger i vart
omrade eftersom 1 > 1 och 3 > 1 och 13 + 33 < 28.)]

Alltsa ér det minsta vérdet som f(x,y) antar i vart omrade likamed
det minsta av talen ¢(3) och g(1/3). Vi rdknar ut:

3 13 3
o)== g1/ = o=

(7/3)2 49
Det minsta vérdet ar alltsa g(1/3) = 2.
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Svar: Det storsta vardet ar i, det minsta vardet ar 4.




