Tenta 2002-05-31, 16sningsskisser

1. Viberdknar 27242724273 4273 427342741 97% = 1. Eftersom
detta ar < 1 sa sager Krafts olikhet att det finns en binar prefixfri kod
med ordlangder (2,2,3,3,3,4,4).

Exempel pa sidan kod: 00,01, 100,101,110,1110, 1111.

Andra fallet: Viberaknar 27242 24+2724273427342744274 =9/8.
Eftersom detta ar > 1 sa sdger Krafts olikhet att det inte finns en binér
prefixfri kod med ordlangder (2,2,2,3,3,4,4).

2. Bindra entropin: Hy(S) = —0.3 - log, 0.3 — 0.3 - log, 0.3 — 0.2 -
log, 0.2 — 0.1 - log, 0.1 — 0.08 - log, 0.08 — 0.02 - log, 0.02 = 2.2431434...

Vi bestdmmer nu en optimal bindr kod for S. Vi vet att varje Huff-
mankod ar optimal, alltsa racker det att bestimma en Huffmankod for
S:

0.3 0.3 0.2 0.1 0.08 0.02
0.1 03 0.3 0.2 0.1
0.2 0.3 0.3 0.2
0.4 0.3 0.3
0.6 04
1

Harifran kan vi genast ldsa av att medelordlingden for denna kod
blir L(C) =14 0.6+ 0.4+ 0.2+ 0.1 = 2.3. (Vi behdver ej bestimma
kodorden i C...)

Svar: Medelordlangden for en optimal binar kod for S ar 2.3.

Vi studerar hiarnast binar Shannon-Fano-kod for §. Enligt definition
ska ordléngderna vara ¢; = [— log, p;, avrundat uppat till ndrmaste heltal],
dar p; = 0.3, ..., pe = 0.02 ar sannolikheterna for S. Alltsa:

El = 52 = 2, €3 = 3, €4 = €5 = 4, EG = 6. Medelordlé’mgden for denna
kod blir L(C) = Y7_, £; - p; = 2.64.

3. Ternéra entropin blir H3(S) = —0.3 - log3 0.3 — 0.25 - log; 0.25 —
0.15 - log3 0.15 — 0.1 - log5 0.1 — 0.1 - log3 0.1 — 0.04 - log; 0.04 — 0.03 -
log; 0.03 — 0.03 - log; 0.03 = 1.6311477...

Vi bestimmer nu en optimal terndr kod for S. Vi vet att varje
Huffmankod ar optimal, alltsa racker det att bestimma en Huffmankod
for S.

(Kom ihag att man maste ligga till “dummy”-symboler tills antalet
symboler &r = 1 (mod r — 1), ddr nu r = 3. Vi maste alltsa lagga till
EN dummy-symbol.)



S 0.3 0.25 0.15 0.1 0.1 0.04 0.03 0.03 0
S 0.06 0.3 0.25 0.15 0.1 0.1 0.04

S" 0.2 0.3 0.25 0.15 0.1

S®) 0.45 0.3 0.25

S® 1

Vi bestdmmer nu kodorden genom att arbeta biaklanges i ovanstainde
tabell:
S

1 2 01 02 001 002 0000 0001 *
S’ 000 1 2 01 02 001 002
S 00 1 2 01 02
S® 0 1 2

SW ¢

En optimal kod &r alltsa C = {1,2,01, 02,001, 002,0000,0001} C
{0,1,2}*, med kodorden i denna ordning svarande mot den givna
ordningen pa sannolikheterna. Medelordlingden fér denna kod blir
L(C)=0.064+0.2+0.45+1=1.71.

4. Vi anvander samma metod som i beviset av Krafts olikhet.

Vilj ett tal n > max(¢y, s, ...,¢;). Varje ord w € T™ har hdgst ett
prefix som tillhor koden C, eftersom C ar prefix-fri. Vidare ser vi ur den
givna definitionen av “uttémmande” (exhaustive) att C ar uttommande
om och endast om varje ord w € T™ har precis ett prefix som tillhor
koden C. (Det &r naturligt att téinka pa dessa pastadnden i “tridet”
T*, som jag har definierat pa en foreldsningen. Men nu, i nista steg,
utnyttjar vi en lite annan graf...)

Vi kan representera denna situation genom att rita en bipartit graf:
Lat grafens noder vara orden i 7" samt orden i C, och drag en kant
mellan w € T™ och u € C om och endast om u ar ett prefix till w. Detta
ar en bipartit graf eftersom 7" N C = () och vi inte har nagra kanter
mellan tva C-noder eller mellan tva T"-noder. Enligt vad vi ovan har
sagt sa gar det hdgst en kant till varje T™-nod, och C dr uttommande
om och endast om det gar precis en kant till varje T™-nod. Alltsa ar
totala antalet kanter i var bipartita graf

ST =4,

med likhet om och endast om C ar uttommande.

MEN: For varje kodord u € C, om u har langd ¢ sa finns det precis
¢"* ord i T™ som har u som prefix; alltsa har noden u precis ¢" ¢ kanter
i var bipartita graf. Alltsa ar totala antalet kanter = ;’.:1 .



Vi har darmed visat

med likhet om och endast om C ar uttommande. Dividera detta med
q". Vi har da bevisat att:

ir‘j <1,
j=1

med likhet om och endast om C ar uttommande.

Dérmed har vi 16st problemet (och samtidigt aterbevisat ena halvan
av Krafts olikhet!).

5. Utdata-sannolikheterna blir:

(0.2 0.8) (82 82) = (0.46 0.54).

(dvs ut-kéllan B har slh(b;) = 0.46, slh(by) = 0.54).
Bakat-sannolikheterna Q;; ges av Bayes formel:

q.

ij-
j

Alltsa:
0.2 0.2
= —".0.7=0.30434... = ——.0.3=0.11111...
Q1 016 0.7 = 0.3043 Q12 SE 0.3=0
0.8 0.8
Q2 oag 04 = 0.69565 Q20 5= 0.6=0388888

Systementropier (vi anvinder basen 2, och vi skriver som vanligt Hy(z) =
—zlogyz — (1 — z)logy(1 — x)):
= 0.46 - Hy(Q11) + 0.54 - Hy(Q12) = 0.67956...
H2(B|A) =0.2- HQ(B|CL = CLl) + 0.8- HQ(B|G = CLQ)
=0.2- Hy(0.7) + 0.8 - H5(0.4) = 0.95301...
Alternativ berdkning: Vi berdknar forenade sannolikheterna R;; =
piP,-j; R11 = 014, R12 = 006, R21 = 032, R22 = 048, harur fOL]QI‘
H(.A, B) = — Zi,j Rij 10g2 Rij = 1.674946....

Slutligen, informationen:

(A, B) = Hy(A) — Ho(A|B) = 0.042359...



6. i) Koden ar perfekt omm likhet géller i Hammings sfarpackningsgréns;

r2ie Y (7).

§=0

Héir arg=3,n=11,¢t =2 ((d(C) —1)/2 avrundat nedat), |C| = 729 =

).22.

Vi ser att likhet géller! (VL =243 och HL =1+ 22+ 55 -4 = 243.)

3%, s& olikheten ovan blir i vart fall:

11 11
3i=6>1 )
21+ () 2+ ()

Alltsa ar koden perfekt!

ii) Har tror jag att det dr feltryck; kanalen bor vél vara den terndra
symmetriska kanalen (eftersom F' = Fj har tre element), med kanalma-

0.9 0.05 0.05

tris 1 0.05 0.9 0.05 | (da &r ju sannolikheten @ = 0.05+0.05 = 0.1

0.05 0.05 0.9
att en given siffra sinds fel!).

Eftersom koden &r perfekt blir felsannolikheten for ndrmaste-granne-

regeln:

t
11 . .
Slhp (= Slhy) =1-) ( ) -0.17 - 0.9

j=0 7

=1-09"—-11-0.1-0.9"%=55-0.12-0.9° = 0.08956...

7. g = 5. Paritets-check-matris kan t.ex. tassom: H = (

1000

A .~ _ 10100
Da blir en generatormatris: G = 0010
0001

8. Enligt Hammings sfarpackningsgrans ar

" zq (1 + (711) (g~ 1))

=>q321+<?>(q—1)

31
= 1 2n
qg—1

=¢+qg+12n,

4

4
4
4
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VSB.



