Uppsala Universitet i 2011-08-26
Matematiska Institutionen LINJAR ALGEBRA II

Ernst Dieterich, Thomas Erlandsson LINJAR ALGEBRA 1MAT722

STS, IT, F, W, KandMat, Lérare
»Gamla” kursen Linjir Algebra 1IMAT22 oberoende av program

Tentamen bestar av 10 UPPGIFTER (max 2 poéng per uppgift) samt 4 PROBLEM (max
5 posng per problem). Till bdde uppgifterna och problemen fordras fullsténdiga l6sningar. .
18-24 posng ger betyg 3, 25-31 podng ger betyg 4 och 32-40 poing ger betyg 5. Det finns
inga krav p& posngfordelningen mellan uppgiftsdelen och problemdelen.
Skrivtid: 8.00-13.00 Tillatna hjilpmedel: Skrivdon.

UPPGIFTER

1. A= [ 8 2 ] . Bestém rangen av A och en bas for nollrummet.

2. Lat A= [ b2 ] och definiera T : R? = R? genom T'(x) = Ax. Bestdm de virden

1 2

pa a for vilka virderummet av T’ innehéller vektorn [ Z ] .

3. Lit T : R2 — R? vara den linjéra avbildning som definieras av en spegling med
avseende pd x1—axeln &tfoljd av en moturs rotation omkring origo med vinkeln 7 /2=
90°. Bestim standardmatrisen av T

4. Finn en bas i det ortogonala komplementet M L1 av delrummet
M = {@ € Rglml =T = .’123}.

4%, %3

5. A= [ (1) (1) ] Motivera varfor det finns en diagonalmatris D och en matris P sé att

A = PDP~1, Ange #ven en sddan diagonalmatris D.

110
6. A= !’ 1 1 0 |.Motivera varfér A &r ortogonalt diagonaliserbar. Bestdm dimen-
0 0O
sionen av egenrummet hérande till egenvérdet 0 som har multipliciteten 2.

7. Lat A vara matrisen for ortogonal projektion pa linjen z; = 2z9. Egenvérdena &r 0
och 1. Bestdm en ortogonal bas av egenvektorer till A.

V.G.V!




8.

10.

Grafen av ekvationen 2z1z9 = a, a > 0, &r en hyperbel. Bestdm det minsta avstdndet
fran origo till en punkt pé hyperbeln for varje virde pa a > 0.

P, &r rummet av polynom av grad hogst ett inklusive nollpolynomet. For p och ¢ i
P; kan man t ex definiera den inre produkten

1 |
<pg>= / p(t)a(t) dt (1)

Lt W vara det delrum av P, som genereras av p(t) = 1, dvs 1t W = Span{1}.
Bestam den ortogonala projektionen av polynomet po(t) =t ps W med avseende pa
den inre produkten (1).

1+t -t 1 —t+1t* och —1+1t+ 2 genererar ett delrum W av Po,
dvs W = Span{l +1t — 21 —t+t2,-14+t+ t?}. Bestdm de vérden pd a, b och
¢ for vilka W innehaller polynomet a + bt + ct?.




PROBLEM

. Delrummet U av R* spénns upp av vektorerna

2 1 3 1 1
11 1 |1 11 _ 0
Uy = 1 y Ug = 0 y U3 = 9 y Uq = 1 y Us = -9
1 0 2 0 1
(a) Finn en bas i U bland dessa vektorer.
1
(b) Visa att vektorn v = i) tillhor delrummet U.
-2

(¢) Ange koordinaterna f6r vektorn v i den basi U som du fann i deluppgift (a).

. Den linjéra operatorn f p& R3 ges geometriskt som spegling i planet P: z+y+2 = 0.

(a) Finn f:s matris A i standardbasen.
(b) Avgdr om A &r ortogonal. (Motivera ditt svar.)

(c) Avgor om A dr symmetrisk. (Motivera ditt svar.)

. Egenvirdena av matrisen for den kvadratiska formen

Qx) = —7:1:% — :1:% - 7:3% + 8z1x9 + 41173 + 8073

kan beréknas till —9 och 3 dir egenvirdet —9 har multipliciteten 2. Grafen av ek-
vationen Q(x) =1 &r darfoér en tvad-mantlad rotationshyperboloid. Endast en av sym-
metriaxlarna skar ytan och denna axel dr samtidigt rotationsaxel. Symmetriaxlarna ar
de réta linjer genom origo som &r parallella med principalaxlarna. Ange det minsta
avstandet fran en punkt pé ytan till origo. Bestdm ocksa riktningen i x)2223-systemet
for rotationsaxeln.

. Los foljande system av linjara differentialekvationer.

yi =y o+ 4y 0) = 1o (0) = 1
{yé — 2y1 + 3y2 7y1() yz() *

De som tenterar den gamla kursen 1MA722 kan byta ut Problem 4 mot Problem 4”
nedan.

11 1
A=1111
111

har egenvéardena 0 och 3. Bestdm en en diagonalmatris D och en ortogonal matris
T s att A=TDT 1.
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UPPSALA UNIVERSITET CIVILINGENJORSPROGRAMMEN I, IT, STS, W
MATEMATISKA INSTITUTIONEN KANDMAT, LARARE, FRISTAENDE
ERNST DIETERICH

THOMAS ERLANDSSON

Svar pa problemdelen i tentan 2011-08-26

1. (a) (u1,u2,uq) &r en bas i U, exempelvis.

(b) och (c) Ekvationen v = —2u; + 2ug + 3ug visar att v € U, samt att (—2,2,3) &r vs
koordinatf6ljd i basen (u1, uz,u4).
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(b) A &r ortogonal, d& Ae; @ Ae; = 6;; for alla (4,7) € 3 x 3.

(c) A &r symmetrisk, d& A;; = Aj; for alla (4,5) € 3 x 3.

1
3. Ytans minsta avsténd till origo ar @ Ytans rotationsaxel har riktningsvektor | 2
1

, exempelvis.
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