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1. Delrummet M av R* spiinns upp av vektorerna uy = (1,—1,1,1), ug = (1,-2,1,2),
us = (1,2,1,-2), uy = (1,1,2,3), us = (1,2,2,2). Bestdm en bas i M bland dessa
vektorer och bestdm dven a € R sa att vektorn v = (a,1,—1,3) tillhér M . Ange for
ett sadant a-virde koordinaterna for v i den valda basen.

Lisning. Vi loser bada delarna av uppgiften samtidigt. En vektor v ur R* tillhér M
omm det finns reella tal A1, ..., \s € R sadana att

Aug + Agug + Aguz + Mug + Asus = v

Detta ar ekvivalent med att det linjara ekvationssystemet

1 1 1 1 1 a
-1 -2 2 1 2 1
A1 +A2 L[+ L o [ o [T 2 (1)
1 2 —2 3 2 3
har nagon 16sning.
Vi loser ekvationssytemet med hjalp av Gausselimination:
1 11 1]|a 1 1 111] a —
-1 -2 2121 | [2]+[1] [0 -1 32 3| a+1 (2]+[4])/4
1 1 12 2/-1|[3-[1]{lo o 01 1|-a-1 | [4]-23]
12 -23 213 ) [4/-[1] \0 1 =3 2 1|3-a ) [4]<]2]
11 0 0]2a+1\ [1]-[2] f1 0 40 1] a4
. 01 -3 0 —1| a+5 — 01 -3 0 —1| a+5
00 01 1|-a-1 00 01 1|—-a-1
00 01 1] 1 -~ 00 00 0|a+2
Detta system é&r losbart omm a+2 = 0 dvs. om och endast om a = —2. Det foljer att

v=(a,1,-1,3) e M & a=-2

Dessutom é&r dim M = rang ( koeff.matrisen ) = 3.

I den sista matrisen har vi pivotelement i kolonn 1, 2 och 4 vilket medfor att U =
(ui,ug,uy) utgdr en basi M.



Antag nu att a = —2. Den sista matrisen ar da

10 40 1]-6
01 -3 0 —-1| 3
00 01 17 1
00 00 0| O

Vi kan har direkt avlasa att
(=6)u; +3us+us=v

om a=—2.

Svar: U = (uj,ug,uy) utgér en basi M (tex.). ve M < a=-2. Om a = —2:
v=(—6)u; +3uz+uy = (-6,3,1)y.

O

. Antag att u = (1,—1,1) medan v har koordinatvektorn (1,—1,1) med avseende pa
basen b; = (1,1,1), be = (1,2,2), bs = (2,2,3). Bestdm koordinaterna fér u — v med
avseende pa (a) standardbasen, (b) basen by, ba, bs.

Lésning. Vi har alltsa v.= by —ba +bs = (1,1,1) — (1,2,2) + (2,2,3) = (2,1,2),
vilket ger w = u—v = (1,-1,1) — (2,1,2) = (—1,—2,—1) (standardkoordinaterna).
For att finna koordinaterna for w i basen B = (by, bg, bs) 16ser vi ekvationssystemet
A1b1 + Aobs + A3bs = w. Pa matrisform:

11 2|-1 1 0 0|2
12 2(-2]~1010|-1
1 2 3|-1 0 01 1

Alltsa galler w = (=2, —1,1)3.

Svar: w = (—1,-2,—-1) = (-2,-1,1)5.

. M #r ett delrum till E* som definieras genom
M = {(xl,xg,x3,$4) S E* | r1+xo+a3+24=0, x1+ 229+ 23+ 414 = 0}

Bestim en ON-bas i det ortogonala komplementet M=, till M. Skriv vektorn w =
(0,0,0,1) som en summa w =u + v, dir u € M och v.e M*.



Lésning. Koefficienterna framfor x1, xs, x3, x4 i de bada ekvationerna ger oss direkt
en bas uz = (1,1,1,1), ugy = (1,2,1,4) i M+. En ortogonalbas bz, by i M+ fis med
Gram-Schmidt’s metod: bg =us = (1,1,1,1),

’ U4~b3 8
=uy — by =(1,2,1,4) — —-(1,1,1,1) = (-1,0—1,2
4 = U4 b3'b33 (777)4(777) (70 7)
bs = —b), = (1,0,1,—2). Genom att normera dessa vektorer far vi ON-basen

(1/2,1/2,1/2,1/2), (1/v/6,0,1/v6,-2/v/6) i M.
Vi borjar med att berikna v, d.v.s. ortogonala projektionen av w pa M=*:
W - b3 W - b4 i

1
= b by = 3,3,3,3) —(4,0,4,-8)| = —(-1,3,—-1,11).
V" by bs 3+b4'b4 ! 12[( 3,3,3) — (4,0,4,-8)] 12( 3, —1,11)

Slutligen far viu=w — v = 1—12(1, -3,1,1).

Svar: En ON-bas i Mt #r (1/2,1/2,1/2,1/2), (1/v/6,0,1/v6,—2/1/6).

u= %(17 —3’ 1’ 1) OCh vV = %(_173) _17 11)

. Bestiim standardmatrisen for den linjira operatorn F pa E? som geometriskt kan beskri-
vas som en ortogonal projektion pa planet © —y + z = 0.

Lésning. En normalvektor till planet &r n = (1, —1,1) som spénner upp ett endimen-
sionellt delrum N till E3. Standardmatrisen @ for den ortogonala projektionen pa N
ges av

1 { 1 1 -1 1

Q=—nn"=_| -1 |(1 -1 1)=_( -1 1 -1
n-n 3

1 1 -1 1

3 00 1 -1 1 1 21 -1
P=I-QQ=-103 0 |]—-=-[ -1 1 -1 =3 1 2 1
00 3 1 -1 1 -1 1 2

Svar: Se ovan.

. Visa att ekvationen 22 — 3y? 4+ 4yz = 1 beskriver en rotationsyta i E3. Bestdm ytans
typ, rotationsaxeln samt minsta avstandet fran ytan till origo.



Lésning. Den kvadratiska formen i vansterledet har matrisen

1 00
A= 0 -3 2
0 20
Egenvérdena till A ges av
1—A 0 0
0= 0 —3-=X 2 |=0-NN+3x-4=010-N}(-4-X
0 2 —-A
Alltsa A1 = Ay = 1, A3 = —4. Ytans ekvation i principalkoordinaterna ar darfor

72 4+ % — 422 = 1, varav framgar att ytan ir en enmantlad rotationshyperboloid med
rotationsaxeln parallell med vs. Avstandet till origo ar 1. Vid berdkningen av vs ar
det enklast att betrakta ekvationssystemet for vi och vo:

0 0 00 0 2 —-11]0 0=2y—=z
0 -4 2|0 |~ 00 O0fO0 0=0
0 2 —-1|0 00 010 0=0

D4 vj #r vinkelrdt mot v och vy foljer av ovanstaende ekvation att vz = (0,2, —1)//5.
Rotationsaxeln &r alltsa den réita linjen med ekvationen (z,y, z) = ¢(0,2, —1).

Svar: Ytan dr en enmantlad rotationshyperboloid med minsta avstandet 1 till origo.
Rotationsaxeln &r den réta linjen med ekvationen (z,y, z) = ¢(0,2, —1).

O
. Los systemet
y1(t) = 3y1(t) — y2(t)
Ya(t) = 4y1(t) — 2y2(t)
dér y1(0) = 1, y2(0) = 2.
Lésning. Pa matrisform kan systemet skrivas y’ = Ay dar
_ (3 -1 _ _( wn(®)
A‘<4 —2> och y_Y(t)_<yz(t)
Egenvérdena till A ges av
1 3=A -1 2 B
0—' 4 _2_)\‘—)\ —A=2=(2=-XN)(-1=-X)
Alltsé Ay = 2, Ay = —1. Motsvarande egenvektorer ges av de pa matrisform skrivna
ekvationssystemen

L —1loY (1 —1]0 0=y —yo v (1
4 —410 0 0|0 0= 1=\



respektive

4 -1 4 —1]0 0= 4y; — yo (1
4 -1 0 0l0 0= V2= 4

For matrisen

1 —
P=(vivy) = ( } i > med inversen pl= 3 < _le 1 >

giller da att P~1AP = D, dir D ar diagonalmatrisen med egenvirdena 2, —1 i di-
agonalen. Genom transformationen y(t) = Pz(t) fas systemet z'(t) = Dz(t), d.v.s.
24 (t) = 221(t), 25(t) = —22(t), med 16sningen 21 (t) = c1e?, 22(t) = coe~t. Hir giller att

(2)--rs=3( £ 1)(D)-( )

vilket slutligen ger oss losningen
11 2¢2t 2e?t — et
Y(t) - PZ(t) - ( 1 4 ) ( _eft > - < 26225 _ 4€7t >

Svar: y;(t) = 2e2 — et yo(t) = 2e% — de7t,

7. Den linjéira operatorn F pa E? har standardmatrisen

1 a 14a
A= 0 1 0
l1—-a 0 14 2a

(i) For vilka a € R finns en ON-bas i E? bestdende av egenvektorer till F? Ange i
forekommande fall en sadan bas.

(i) For vilka a € R #r F diagonaliserbar? Ange i forekommande fall en bas i E?
bestaende av egenvektorer till F.

Lésning. (i) F har en ON-bas av egenvektorer precis da A &r symmetrisk, vilket
intraffar om och endast om a = 0. D4 géller att

1 0 1
A=10 1 0
1 0 1
Egenvirdena ges av
1—A 0 1
0= 0 1-X 0 |=0-N[A=X*=1]=01-N2-X)(0-2X)

1 0 1-A



Allta galler A\ = 2, Ao = 1, A3 = 0. En ON-bas av egenvektorer ges av

—1 110 —-110 O=x—=2 1 1
0 —1 00 00 0=y vi=—=1( 0
1 —-110 O 0 0]0 0=0 V2 1
0 0 11]0 1 0 0|0 0=z 0
0 0 00 0 0 1]0 0==z Vo = 1
1 0 0|0 0 0 00 0=0 0
respektive
1 0 1]0 1 0 1]0 O=x+=2 1 1
01 0{0]|]~]101TO0]|O0 0=y V3 = — 0
1 0 1|0 0 0 00 0=0 V2 -1
(ii) I de aterstaende fallen (a # 0) ges egenvardena av
1—A a 1+a
0= 0 1-2)\ 0 = (1-N)[N=2(14+a) M 2a+a%] = (1-N)(2+a—))(a—\)

1—a 0 142a—X

Alltsa har vi A\; = 1, Ao = 2+ a, A3 = a. Egenvérdena ar distinkta da a ¢ {1, —1},
vilket medfor att F' ar diagonaliserbar for dessa a—vérden.

Egenvektorerna, da a # +1, ges av de pa matrisform skrivna ekvationssystemen

0 a 1+al0 l—a 0 2a |0 T = 2a%t
00 0[0 | ~ 0 a 1+a|0 y=(1-a?t
l—a 0 2a | 0 0O 0 0 |0 z=(a® —a)t
t.ex. vi = (2a%,1 — a?,a® — a),
—1—a a 14+a|0 1 0 -1|0 T=t
0 —1—-a 0 |O]~[ 01 0]0 y=20
1—a 0 —a |0 00 010 z=1
t.ex. vo = (1,0, 1), respektive
l-a a 14al0 l—a 0 14+al0 z=(a+1)t
0 l—a 0 |0 |~ 0o 1 0 |0 y=20
l—-a 0 14a|0 0 0 0 |0 z=(a—1)t
t.ex. v = (a+1,0,a — 1).
Da a = 1 ges egenvektorerna till Ay = A3 =1 av
01 20 01 0|0
0000 |~100T1]0
0 0 20 0 0 0/0
Da a = —1 ges egenvektorerna till Ay = Ao = 1 av

0 -1 0 10 0
0 00|00}~ 01 O01{O0
2 0 2 0 0 010




I bada fallen har egenrummet dimension 1, vilket betyder att F' ej &r diagonalis-
erbar for a = +1.

O

8. Den linjéra operatorn F' pa R™ har standardmatrisen A som uppfyller A2 = I, dir I
ar enhetsmatrisen. Visa att F' ar diagonaliserbar, d.v.s visa att det finns en bas i R™
bestaende av egenvektorer till F.

Lésning. Om x # 0 ar en egenvektor till ', horande till egenvardet A, giller att
x = Ix = A%x = A(Ax) = A(\x) = Mx = \’x
sé vi maste ha 1 = A2, De enda mdjliga egenvirdena dr alltsa A = +1. Lat
M={xeR"|F(x)=x} och N={xeR"|F(x)=—-x}
vara motsvarande egenrum.
Varje vektor x kan skrivas

1 1
Xzi(x—l—Ax)—ki(x—Ax):u—l—v,

dir u = (x + Ax)/2 € M, ty F(u) = A(x + Ax)/2 = (Ax + A?x)/2 = u, och v =
(x—Ax)/2 € N, ty F(v) = A(x—Ax)/2 = (Ax—A%x)/2 = —v. En basi M tillsammans
med en bas i NV bildar alltsa en bas i R™ av egenvektorer till F'. O



