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Skrivtid: 14.00 — 19.00. Tillatna hjdlpmedel: Skrivdon. Loésningarna skall vara forsedda med
motiveringar. Varje korrekt 16st uppgift ger 5 poang. For betygen 3, 4, 5 kravs minst 18, 25
respektive 32 poéing.

Observera: Duggor och inlimningsuppgifter kan endast tillgodorédknas av dem som laste kursen
i period 3 varen 2005.

Tentamensresultatet, och forslag till l6sningar, kommer att finnas tillgangligt senast torsdag
24/3.

Féljande tva problem léses endast om motsvarande duggor ej dr godkdnda.

1. Bestam dimensionerna hos radrummet, kolonnrummet och nollrummet till matrisen

1 1 1 0 2
0 -2 0 1 3
A= 2 4 2 -11
-1 -5 -1 2 4

2. Lat M vara det delrum av E* som spanns upp av vektorerna u; = (1,1,1,1) och ug =
(1,1,0,0). Skriv vektorn v = (1,2,3,—5) som en summa v = vy + vo, dir vi € M och

x

vo € M.

Foljande sex problem loses av alla och envar.
3. Latu = (1/v3,1/v3,1/V3) € E®. Bestim en ON-bas B i E? sadan att u’s koordinatvektor
i basen B ar [u|g = (0,1,0).

4. Lat M =span{(1,1,1,1),(1,1,0,0)} och lat proj,, : E* — E* vara ortogonala projektionen
pa M. Bestdm matrisen for proj,, i standardbasen i E*. Vad blir proj,, (1,2, 3, —5)7
5. Lat G : Py — P, vara avbildningen F(p(z)) = 2%p” (z) + (z — 2)p/(z).

a) Visa att F' ar linjér.
b Bestdm F’s matris i basen B = {1, z, 2%} i P,.

c) Bestam baser i F’s nollrum och vérderum.

Var god vand!



6. For vilka virden pa den reella parametern b dr matrisen

b b O
A= 0 5 0
0 4 -1

ar diagonaliserbar?

7. Undersok om
22+ y? =222 — 20y —dwz — dyz =4

beskriver en rotationsyta i E3. Bestém i sa fall en riktningsvektor for rotationsaxeln. Bestdm
minsta avstandet fran ytan till origo, &ven om det inte &r en rotationsyta.

8. Kryssprodukten mellan tva vektorer u = (x,y,z) och v = (2/,7/,2') i E® definieras (som
bekant) av determinanten

i j k
uxv=\|z y =z |,
x/ y/ Z/
dér i, j och k &r vektorerna i standardbasen i E®. Lat nu v = (1,1,1) och definiera

K :E? — E3 genom K(u) = u x v. Da &r K linjir (detta behover inte visas).

a) Bestdm K’s matris i standardbasen i E3.

b) Bestam baser i K’s viarderum och nollrum.

LYCKA TILL!



Svar till tentamen i Linjar algebra 2005-03—22

1. Radrummet och kolonnrummet har bada dimension = rangen hos A, som via elementéra
radoperationer berdknas till 2. Dimensionssatsen ger sedan att dimensionen hos nollrummet &r
5—-2=3.

2. Bestdam forst en ON-bas i M med hjilp av Gram-Schmidt. En sadan ar f; = (1,1,0,0)/v2
och f5 = (0,0,1,1)/v/2. Dérefter beriknas vi = (v - f))f; + (v - f)f; = (3,3,-2,—2)/2, och
vo=v-—v;=(-1,1,8,-8)/2.

IZZ

3. Lat v = (a,b,c) och bestdm a,b och ¢ sa att v-= = (a + b +¢)/V3 = 0. Detta ger att
¢ = —a—0b, det vill sdga v = (a,b,—a — b) = (a(1,0,—1 ( 1). Gram-Schmidt ger tva
ortonormerade vektorer vi = (1,0, —1)/v/2 och vg = (—1,2 )/\f Valj nu som ON-bas vy,
vo = u och vs.

4.
5. a) Flinjar: Lat o, 8 € R och p,q € P,. Da ar
F(ap(x) + Ba(x)) = 2*(ap + Bq)"(z) + (x — 2)(ap + Bq)' (z) =

= a?ap”(z) + 2*B¢" (2) + (z — 2)ap'(z) + (z — 2)B¢ (x) =
a(a®p" () + (x = 2)p(2)) + B(2*¢" (2) + (z = 2)¢ (z)) = aF (p(x)) + BF (q(x)),

vilket visar att F' ar linjar.

b) F’s verkan pa basvektorerna:

(1) = 0-14+0-2+0-22
F(z) = r—2= (=2)-1+1-2+0- 22
F(a?)= 2224 (x—2)22= 0-14(-4) -z +4 22

[

~—
o
I

Alltsa ar F’s matris

0 -2 0
A=10 1 -4
0 0 4

c) Man ser direkt att bas i A’s varderum &r (—2,1,0) och (0,—1,1) (multiplicera den sista
kolonnen med 1/4). Dessa ar koordinatvektorer till polynomen —2+x respektive —x42?, 58
dessa bagge ar bas i F’s varderum. Nollrummet till A spanns upp av (till exempel) vektorn
(1,0,0), som &r koordinatvektor till det konstanta polynomet 1. Alltsa &r polynomet 1 en
bas i F’s nollrum.

6. Man berdknar det(A —AI) = (b—A)(5—A)(—=1—A) = 0, vilket ger egenvirdena A = b, 5 och
—1. For b # —1,5 har vi alltsa tre skilda egenvarden, och A &r dérmed diagonaliserbar. For
b = —1 eller 5 har vi ett egenvirde av multiplicitet 2, och berdkning av egenvektorerna visar, i
fallet b = —1, att dimensionen hos egenrummet horande till A = —1 ar ett, och i fallet b =5 ar
dimensionen hos egenrummet horande till A = 5 tva ar 1. Alltsa ar A diagonaliserbar for alla

b —1..



7. Man berdknar egenvardena till den symmetriska matrisen horande till den kvadratiska fromen,
till A = 2 (multiplicitet 2) och A = —4. Ett egenvirde med multiplicitet 2 ger att det &r en rota-
tionsyta (enmantlad hyperboloid i detta fall). I ON-basen av egenvektorer blir den kvadratiska
formen

2hatx? + 2haty?® — 4hatz® = 4.

Minsta avstand till origo fas for 2 = 0, och vi ser att 2hatz® + 2haty? = 4 beskriver en cirkel
med radie v/2. Rotationsaxeln &r riktad i den riktning som ges av en egenvektor hérande till
A = —4. En sadan berékans till (1,2,1).

8. a) Man berdknar K's verkan pa (standard)basvektorern, och far att K’s matris &r

b) Nollrummet blir span{(1,1,1)} och varderummet span{(1,0,—1), (0,1, —1)}.



