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motiveringar. Varje korrekt 16st uppgift ger hogst 5 podng. For betygen 3, 4, 5 krdvs minst
18, 25, respektive 32 poang.

1. En linjir avbildning F : R* — R? definieras genom
F($1,$2,x3,x4) = (.Tl + T2 — T4,TQ + €T3 + Ty4,T1 — T3 — 2%4).

(a) Bestdm F's matris i standardbasen.

(b) Bestdm en bas i F':s viarderum och en bas i F':s nollrum.

2. Lat G : R* — R* vara den linjira avbildning som avbildar vektorn u; = (1,2,3) pa
vektorn G(uq) = (1,0, 1, 1), vektorn us = (—2,1,—1) pa vektorn G(ug) = (1,2,0, 1), och
vektorn ug = (2,5,6) pa vektorn G(uz) = (3,—1,1,2). Bestdm G:s matris i standard-
basen.

3. (a) Lat E vara ett euklidiskt rum och M ett delrum till E. Ge definitionen av det
ortogonala komplementet till M.

(b) Avgor om vektorn u = (1,1,1) tillhor det ortogonala komplementet till det linjara
holjet av vektorerna v; = (1, —1,0) och vy = (1,—1,1) i E?.

(¢c) Avgor om polynomet p(x) = z tillhor det ortogonala komplementet till det linjéara
holjet av polynomet ¢(z) = x? i det euklidiska rummet P, av alla reella polynom

f(x) av grad hogst 2 med skalarprodukten (f(z),g(x)) = /11 f(x)g(x)dx.

4. Lat N vara det delrum till E* som ges av
N = {(z1,22,23,24) €E* : 21 + 23+ 24 =0, 9 — 73 = 0},
(a) Finn en ON-bas i N.
(b) Finn en ON-bas i Nt

(c) Bestam den ortogonala projektionen av vektorn a = (3,—2,0,3) pa N.

Var god vand!



5. En andragradsyta i E3 ges av ekvationen z? + y? + 222 4+ 4zy — 222 — 2yz = 1. Bestim
ytans typ, det minsta avstandet fran ytan till origo samt alla punkter pa ytan dar det
minsta avstandet antas.

6. Den linjira operatorn F : R* — R* har i standardbasen matrisen

SO = O =
_ O = O
o~ O
— O = O

Avgor om F &r diagonaliserbar och, om sa &r fallet, finn en bas i R* bestaende av
egenvektorer till F' samt den motsvarande diagonalmatrisen.

7. Lat P, vara rummet av alla reella polynom p(x) av grad hogst 2 och lat a vara en reell

konstant. Finn alla virden pa konstanten a for vilka polynomen py(z) = a + z — z2,

pa(x) = —1 + x + az? och p3(x) = a + 2z + 222 utgdr en bas i Ps.

8. Antag att de kvadratiska matriserna A och B uppfyller ekvationen A% + AB = E.

(a) Visa att A &r inverterbar.
(b) Visa att AB = BA.

LYCKA TILL!



Svar till tentamen i LINJAR ALGEBRA 2007-08-16

1.
11 0 -1
Fgd=101 1 1
1 0 -1 -2
En bas i V(F') utgors t.ex. av (1,0,1) och (1,1,0). En basi N(F) utgors t.ex. av (1,—1,1,0)

och (2,-1,0,1).

2.
1 5 =2
1y -11 -5 7
std
[G]std 5 -6 -5 7
-4 0 3
3. (b) Nej.
(c) Ja.

4. (a) T L (21,0,0,1) och L C1,2,2,-1)
. ex. up = —(—1,0,0, Uy = ——(—1,2,2,-1).
1 NG 2 /10

(b) T.e L (0,1,-1,0) och L 51,1,2)
-€X. = =M1 =&, .
hn NG Y2 /10
(c) (1,-2,-2,1).
. . .. . +1
5. Enmantlad hyperboloid. Avstandet &r 1/2, antas i punkterna P; o = ﬁ(l’ 1,-1).
6. F ar diagonaliserbar,
20 00
0200
D= 00 0O
0000

Vektorerna (1,0,1,0), (0,1,0,1), (1,0,—1,0), (0,1,0,—1) utgdr en egenbas till F'.
7. a# —1,4

8.



Losningar till tentamen i LINJAR ALGEBRA 2007—08-16

Losning till problem 1. Vi har

F(1,0,0,0) = (1,0,1),
F(0,1,0,0) = (1,1,0)
F(0,0,1,0) = (0,1,-1),

F(0,0,0,1) = (—1,1,-2).

9

Om vi skriver dessa vektorer som kolonner i en matris, far vi F:s matris i standardbaserna:

Nu anvander vi Gauf-elimination for att reducera matrisen till trappstegsformen:

[3]+[2]

11 0 -1 1 1 0 -1 10 -1 -2
31—11 1]—12

01 1 1 —> 0 1 1 1 —> 01 1 1

10 -1 -2 0 -1 -1 -1 00 0 O

Eftersom pivotelement star i den forsta och i den andra kolonnen, utgér motsvarande kolonner
i den ursprungliga matrisen en bas i V(F'), d.v.s. vektorerna (1,0, 1) och (1,1,0) utgor en bas
i V(F). Motsvarade homogena linjdra ekvatiuonssystemet har tva linjar oberoende 16sningar,
teex. (1,—1,1,0), (2,—1,0,1). Dessa tva vektorer utgor da en bas i N(F).

Lo6sning till problem 2. Vi kontrollerar forst att u = (u1,u2,us) ar en bas i R3. Eftersom
dimR?® = 3, &r u en bas i R® om och endast om vektorerna fran u ar linjéirt oberoende, d.v.s.
om och endast om foljande determinant ar nollskild:

1 -2 2
2 1 5[=6-4-30—6+5+24=—5%0.
3 -1 6

Om vi véljer nu basen u i R? och standardbasen i R* blir G:s matris foljande:

[Glsta =

— = O =

Nu foreslar vi tva olika 16sningar.



Losning 1 (basbyte formeln). For att kunna anvinda basbyteformel, behover vi inversen till
transformationsmatrisen fran standardbasen till u:

[2]-21]
1 -2 2|1 0 0 1 -2 21 0 0
3|-31 3]-[2
2 1 5[0 10 —>o 11-2 1 0 _>
3 -1 6|0 0 1 0 5 0/-3 0 1
— 23
1 -2 2|1 0 0 _
—lo 5 1]-2 1 o0 — 5 -2 1 0 -
0 0 —-1]-1 -1 1 0 0 1[1 1 -1

-2 0 -1 -2 =2 +2
—

1 0[-3/5 0 1/5
0o 1] 1 1 -1

10 0]-11/5 -2 12/5
—|lo0o1o0|=35 0 15
00 1

1 1 -1
Vi far .
1 -2 2\ —-11 —-10 12
1 1
ST = 2 1 5 :g -3 0 1
3 —1 6 5 5 -5

Nu anvénder vi basbyteformeln:

(1) ; 31 -t =10 12 1 111 55 _72
std __ U o1 _ - 1 _ _1 — _
[G]std - [G]stds - 1 0 1 53 g _15 5 -6 -5 7
1 1 2 -4 0 3
Losning 2. Lat s = (s1,s9,s3) vara standradbasen i R3. Vi har u; = s; + 2s9 + 3s3,
ug = —281 + 59 — s3 och ug = 2s1 + 5sy + 6s3. Eftersom G &r en linjar avbildning, far
vi
G(ul) = G(Sl +282 +383) = G(Sl) +2G(82) +3G(83) = (1,0,1,1)
G(u2) = G(=2s1+s2—s3) = —2G(s1)+G(s2) —G(s3) = (1,2,0,1) (1)
G(u;g) = G(281 +582+683) = 2G(81) +5G(82) +6G(83) = (3,—1,1,2).

Vi finner vektorerna G(s1), G(s2), G(s3) genom att 16sa det linjara ekvationssystemet (1).



Detta system har totalmatrisen:

[2]+21] 2] 53]
1 2 3[1 0 11\ [3l_97] /1 23|t 0 1 1\ ql_o3
—21—1120105532 23_>
2 5 6|2 —1 1 2 0101 =1 =10
1
103[/-1 2 3 1\ =21 /10 -1 2 3 1 71— 43
~loos5|-2 7 7 3| °= 00 1|-2/5 7/5 7/5 3/5 b))
0101 -1 10 0 1

3
1
0 1 -1 -1 0
o 1/5 —-11/5 —6/5 —4/5
11-2/5 7/5 7/5  3/5
0 1 -1 -1 0
.. 1 1
Detta medfor att G(s;) = 5(1, —11,-6,—4), G(s2) = (1,—1,-1,0) och G(s1) = g(—Q, 7,7,3).
Foljaktigen ar F':s matris i standardbaserna lika med

1 5 =2
1 -1 -5 7

std __ —
[G]std - 5 -6 -5 7
—4 0 3

Lo6sning till problem 3. (a) Det ortogonala komplementet M L bestar av alla element v € E
som &ar ortogonala mot alla element fran M.

(b) Eftersom (u,v2) =1 # 0, har vi att vektorerna u och vy inte ar ortogonala. Detta innebér
att u inte tillhor det ortogonala komplementet till det linjara holjet av vektorerna v; och s

i E.
(p(x), q(x)) = /1193'”32d”3 - <%4>

(c) Vi har
Detta medfor att p(x) och ¢(z) &r ortogonala och saledes p(x) tillhér det ortogonala komple-
mentet till det linjara holjet av polynomet g(x).

1

L, 4 4

Losning till problem 4. (a) For att bestimma en bas i N skall vi l6sa det homogena linjara
ekvationssytemet med foljande martisen:

10 1 1
01 -1 0/
Denna matris ar redan en trappstegsmatris och vi far foljande tva linjart oberoende losningar:

vy = (=1,0,0,1) och vy = (—1,1,1,0). Vi ortonormerar de med hjéilp av Gramm-Schmidt
U1

metod: vy = — = —(—1,0,0,1),
TR )
~ (’Ug,’Ul) 1 1
= vy — =(-1,1,1 — =(-1 1) =(-1/2,1,1,-1/2) = =(—1,2,2,—1);
U2 (%) (’Ul,’l)l)vl ( y Ly 70) 2( 70707 ) ( /7 y Ly /) 2( ) Ly 4y )7



a? = (_1)272’_1)7 U = 2 =

= %l (—1,2,2,—1). Vektorerna u; och ug utgor en ON-bas i
Uz

1
v/10
(b) Eftersom vilkoret x1 + 23 + 4 = 0 kan skrivas som ((1,0,1,1), (z1,x2,x3,24)) = 0, och
vilkoret x9 — x3 = 0 kan skrivas som ((0,1,—1,0), (z1,x2,x3,24)) = 0, drar vi slutsatsen

att vektorerna x; = (0,1, —1,0) och x5 = (1,0,1,1) spinner upp N-. Dessa tva vektorer &r
icke-proportionella och dérmed linjért oberoende. Detta innebér att de utgor en basi N+, Vi

il 1
T = 0717_170 )
o] V3 :

ortonormerar denna bas med hjilp av Gramm-Schmidt metod: y; =

1 1
Y2 = X2 — (x27$1)x1 = (1707 L, 1) + _(0¢ 1,-1, 0) = (17 1/27 1/27 1) = _(2¢ 1,1, 2);
(xl,arl) 2 2
- 7 1
U2 =(2,1,1,2), yo = 2 = (2,1,1,2). Vektorerna y; och yo utgér en ON-bas i N*.

92| V10

(c) Den ortogonala projektionen av a pa N riknas pa foljande sétt:

(@) = (@) + (w2 = D(=1,0,0,1) + 0 (1,2,2,-1) = (1,-2,-2,1),

Losning till problem 5. Matrisen fér motsvarande kvadratiska formen &r

1 2 -1
B = 2 1 -1
-1 -1 2

For att 16sa problemet maste vi bestdmma B:s egenvarden. For det berdknar vi sekularpoly-
nomet:

1—-X 2 -1
det(B=AE)=| 2 1-X —1 |=10-XN22-N)+24+2-(1-X)—(1-N)—4(2-)\) =
-1 -1 2-A
= N+ A —d4=—A-DA -1\ +1).
Egenvarden ar Ay =4 > 0, Ao =1 > 0 och A3 = —1 < 0. Dérfér ar ytan en enmatlad

1
hyperboloid med det minsta avstandet fran ytan till origo (v/A1)™! = 3

For att bestamma dem punkter pa ytan dar det minsta avstandet antas behéver vi en egen-
vektor med egenvirde \; = 4. For att finna en sadan egenvektor maste vi hitta en 16sning
till det homogena linjara ekvationsystemet med matrisen

-3 2 -1
B —4F = 2 -3 -1
-1 -1 -2

Genom GaufB-elimination far vi losningen (1,1,—1). Nu stoppar vi in vektorn a(1,1,—1) i
ytans ekvation:

a? + a® + 2a* + 4a® + 2a* + 20> = 124* = 1
+1

2—\/5(1,1,—1).

+1 . .
som innebar att a = —~=. Darfor antas det minsta avstandet pa punkterna P o =

2V3



Losning till problem 6. Avbildningen F' ar diagonaliserbar eftersom matrisen A &r sym-
metrisk. Vi borjar med sekularpolynomet.

[1]+[3] 2

1-x 0 1 0 A0 2-x 0
detANE) —| 0 1A 01 2]+l | 0 2-x 0 2-a_
10 1-XA 0 10 1-XA 0
0 1 0 1-2A 0 1 0 1-A
1o 1 o | B[] 10 1 0
Cpoap|0l 0 [4]-[2] P L S S PR
10 1-XA 0 00 0-XA 0
01 0 1-A 00 0 0-A

Vi har tva egenvarden, Ay = 2 och Ao = 0, bade av multiplicitet 2. Darfor blir F:s diagonal-
form

2 000
0200
b= 00 00
0 000

For att bestamma egenvektorer med egenvarden A\; = 2 skall vi losa det homogena linjara
ekvationssystemet med matrisen A — 2F

-1 0 1 0
0 -1 0 1 10 -1 0

— .
1 0 -1 0 (o 1 0 —1>
0 1 0 -1

Detta system har tva linjart oberoende losningar som ar mycket enkelt att gissa, t.ex. vy =
(1,0,1,0) och vy = (0,1,0,1).
For att bestamma egenvektorer med egenvarden A; = 0 skall vi losa det homogena linjara
ekvationssystemet med matrisen A
10 0
— .
0 1 1

Detta system har tva linjart oberoende losningar som ar mycket enkelt att gissa, t.ex. vg =
(1,0,—1,0) och vg = (0,1,0,—1).
Vektorerna vy, vo, vz och vy utgor en bas i R* bestaende av egenvektorer till F.

1
0

S = O =
_ o = O
S = O =
—_ o = O

Losning till problem 7. Vi vet att dimPy = 3. Tre element i ett tredimensionellt rum
utgor en bas om och endast om de ar linjart oberoende. Det senaste ar fallet om och endast om
determenanten for matrisen som innehaler koordinaterna av dessa vektorer i basen (1, z, 332),
skrivna som kolonner, &r nollskild. I vart fall har vi foljande matris:

a -1 a
S = 1 1 2
-1 a 2



Vi rédknar nu determinanten:
det(S) =2a+2+a’+a—2a>+2=—-a’>+3a+4=—(a—4)(a+1).

Darfor ar det(S) # 0 om och endast om a # —1,4, som innebér att pj, ps och ps utgoér en
bas i P, om och endast om a # —1,4.

Losning till problem 8. (a) Vi har E = A* + AB = A(A + B). Eftersom matrisen A ir
kvadratisk, medfor detta enligt en av satserna i kursen att A &r inverterbar med inversen
A'=A+B.

(b) Vi multiplicerar nu bada sidor av likheten A% + AB = E med A™! fran vinster och far
A+ B = A~!. Nu miltiplicerar vi bada sidor av sista likheten med matrisen A fran héger och
far A2+ BA=E. Ur A2+ BA = E och A?> + AB = E foljer att A> + BA = A% + AB och
diarmed AB = BA.



