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Övningar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 395

Bibliografiska och historiska notiser 397

Referenser 401

Svar och lösningar till övningarna 407
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Förord

Som utlovas av titeln har den här boken tv̊a teman, konvexitet och opti-
mering, och konvex optimering är den gemensamma nämnaren. Konvexitet
spelar en mycket viktig roll inom många delar av matematiken, och bokens
del I, som behandlar ändligdimensionell konvexitetsteori, inneh̊aller därför
väsentligt mer om konvexitet än vad som sedan används i de efterkommande
tre delarna om optimering, där del II ger den grundläggande klassiska teorin
för linjär och konvex optimering, del III ägnas åt simplexalgoritmen, och del
IV beskriver Newtons algoritm och en inrepunktsmetod med självkonkordant
barriär.

I boken presenteras ett flertal algoritmer, men tyngdpunkten ligger hela
tiden p̊a den matematiska teorin, s̊a vi g̊ar inte in p̊a hur algoritmerna bör
implementeras rent numeriskt, utan den som är intresserad av denna viktiga
aspekt f̊ar söka sig till speciallitteraturen.

Matematiska optimeringsmetoder används numera rutinmässigt som red-
skap i samband med ekonomisk och industriell planering, vid produktions-
styrning och ingenjörsmässig produktdesign, i civil och militär logistik, i me-
dicinsk bildanalys, etc., och utvecklingen inom optimeringsomr̊adet har va-
rit enorm sedan andra världskriget − år 1945 studerade George Stigler ett
dietproblem med 77 födoämnen och 9 bivillkor utan att kunna bestämma
den optimala dieten, idag är det möjligt att lösa optimeringsproblem som
inneh̊aller hundratusentals variabler och bivillkor. Det är tv̊a faktorer som
möjliggjort detta − datorer och effektiva algoritmer. Naturligtvis är det den
explosiva utvecklingen inom datoromr̊adet som varit mest synbar för geme-
ne man, men p̊a teori- och algoritmsidan har det ocks̊a skett en fantastisk
utveckling, och utan effektiva algoritmer skulle datorerna st̊a sig slätt.

Maximerings- och minimeringsproblem har man naturligtvis löst sedan
den matematiska analysens begynnelse, men optimeringsteori i modern me-
ning kan sägas starta kring 1948 med George Dantzig, som introducerade och
populariserade begreppet linjär programmering (LP) och anvisade en effektiv
lösningsalgoritm, simplexalgoritmen, för s̊adana problem. Simplexalgoritmen
är en iterativ algoritm, där för normala och i verkligheten förekommande LP-
problem antalet iterationer erfarenhetsmässigt är ungefärligen proportionellt
mot antalet variabler. Dess värstafalluppförande är emellertid d̊aligt; ett ex-
empel av Victor Klee och George Minty 1972 visar att det finns LP-problem
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viii

i n variabler som för sin lösning kräver 2n iterationer. En naturlig följdfr̊aga
är därför hur sv̊art det är att lösa generella LP-problem.

En algoritm för att lösa en klass K av problem kallas polynomiell om det
finns ett polynom P s̊a att algoritmen löser varje problem av storlek s i K med
högst P (s) aritmetiska operationer; ett problems storlek mäts d̊a i antalet
binära bitar som behövs för att representera det. Klassen K kallas vidare
lättlöst om det finns en polynomiell algoritm som löser samtliga problem i
klassen, och sv̊arlöst om det inte finns n̊agon s̊adan algoritm.

Klee–Mintys exempel visar att (deras variant av) simplexalgoritmen inte
är polynomiell. Huruvida LP-problem är lättlösta eller sv̊arlösta förblev dock
ett öppen fr̊aga fram till år 1979 d̊a Leonid Khachiyan visade att LP-problem
kan lösas med en polynomiell algoritm, ellipsoidmetoden. LP-problem är
s̊aledes i teknisk mening lättlösta.

Ellipsoidmetoden kom emellertid inte att f̊a n̊agon praktisk betydelse be-
roende p̊a att den för normala LP-problem uppför sig sämre än simplexalgo-
ritmen. Simplexalgoritmen var därför ohotad som praktiskt lösningsverktyg
för LP-problem fram till år 1984, d̊a Narendra Karmarkar presenterade en
polynomiell inrepunktsalgoritm med lika goda prestanda som simplexalgo-
ritmen d̊a den tillämpas p̊a i praktiken förekommande LP-problem.

Karmarkars upptäckt blev startpunkten för ett intensivt utvecklingsar-
bete av olika inrepunktsmetoder, och ett nytt genombrott skedde i slutet av
1980-talet, d̊a Yurii Nesterov och Arkadi Nemirovski introducerade en speci-
ell typ av konvexa barriärfunktioner (s. k. självkonkordanta funktioner), som
gör att en klassisk inrepunktsmetod f̊ar polynomiella konvergensegenskaper,
inte bara för LP-problem utan ocks̊a för en stor klass av konvexa optime-
ringsproblem. Detta gör det möjligt att idag lösa optimeringsproblem som
tidigare l̊ag utom räckh̊all.

Embryot till den här boken är ett kompendium som Christer Borell och
undertecknad skrev 1978–79, men olika tillägg, uteslutningar och omarbet-
ningar under årens lopp har medfört att framställningen nu är helt annorlun-
da jämfört med ursprunget. Det viktigaste tillägget är del IV med en beskriv-
ning av självkonkordanta funktioner som i allt väsentligt bygger p̊a Nesterovs
och Nemirovskis arbeten.

Framställningen i boken är fullständig i s̊a mening att alla satser bevisas.
N̊agra av bevisen är ganska tekniska, men i princip behövs det ingenstans
andra förkunskaper än goda kunskaper i linjär algebra och flervariabelanalys.

Uppsala, april 2016
Lars-Åke Lindahl
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Konvexitet

1





Kapitel 1

Notation och rekvisita

I det här inledande kapitlet skall vi etablera den notation som vi kommer
att använda oss av samt repetera n̊agra grundläggande begrepp och resultat
fr̊an analys och linjär algebra.

Reella tal

Vi använder standardbeteckningen R för mängden av alla reella tal. Vi sätter

R+ = {x ∈ R | x ≥ 0},
R− = {x ∈ R | x ≤ 0},

R++ = {x ∈ R | x > 0}.

R+ best̊ar med andra ord av alla icke-negativa reella tal, och R++ betecknar
mängden av alla positiva reella tal.

Utvidgade reella tallinjen

Varje upp̊at begränsad icke-tom delmängd A av de reella talen har som
bekant en minsta övre begränsning som betecknas supA, och varje ned̊at
begränsad icke-tom mängd B har p̊a motsvarande sätt en största nedre be-
gränsning, betecknad inf B. För att dessa b̊ada begrepp skall bli väldefiniera-
de för godtyckliga delmängder av R (och ocks̊a av andra skäl) utvidgar vi de
reella talen med de b̊ada symbolerna −∞ och ∞ samt inför beteckningarna

R = R ∪ {∞}, R = R ∪ {−∞} och R = R ∪ {−∞,∞}.

Vi utvidgar ordningsrelationen p̊a R till den utvidgade tallinjen R genom
att för alla reella tal x definiera

−∞ < x <∞.
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4 Notation och rekvisita

De aritmetiska operationerna p̊a R utvidgas partiellt med hjälp av föl-
jande ”naturliga” definitioner, där x betecknar ett godtyckligt reellt tal:

x+∞ =∞+ x =∞+∞ =∞
x+ (−∞) = −∞+ x = −∞+ (−∞) = −∞

x · ∞ =∞ · x =


∞ om x > 0

0 om x = 0

−∞ om x < 0

x · (−∞) = −∞ · x =


−∞ om x > 0

0 om x = 0

∞ om x < 0

∞ ·∞ = (−∞) · (−∞) =∞
∞ · (−∞) = (−∞) · ∞ = −∞.

Nu kan vi p̊a ett konsistent sätt definiera supremum och infimum för
godtyckliga icke-tomma delmängder av den utvidgade reella tallinjen; för
icke upp̊at begränsade mängder A definieras supA = ∞, och för icke ned̊at
begränsade mängderA definieras inf A = −∞. Slutligen definierar vi infimum
och supremum ocks̊a för den tomma mängden ∅ genom att sätta

inf ∅ =∞ och sup ∅ = −∞.

Mängder och funktioner

Vi kommer att använda oss av mängdlärans standardbeteckningar, och dessa
är förhoppningsvis välbekanta för läsaren, men måhända är snitt och union
av godtyckligt många mängder nya begrepp.

L̊at {Xi | i ∈ I} vara en familj av mängder Xi; med deras snitt, betecknat⋂
{Xi | i ∈ I} eller

⋂
i∈I

Xi,

menas mängden av alla element som tillhör alla mängderna Xi. Unionen⋃
{Xi | i ∈ I} eller

⋃
i∈I

Xi

best̊ar av alla element som tillhör Xi för åtminstone n̊agot i ∈ I.

Vi skriver f : X → Y för att ange att funktionen f är definierad p̊a
mängden X och antar sina värden i Y . I allmänhet kommer X att vara Rn

eller n̊agon delmängd av Rn, medan Y oftast kommer att vara R eller Rm

för ett allmänt m ≥ 1 men ibland ocks̊a R, R eller R.



Notation och rekvisita 5

Om A är en godtycklig delmängd av definitionsmängden X kallas mäng-
den

f(A) = {f(x) | x ∈ A}
för bilden av A under funktionen f , och om B är en delmängd av m̊almängden
Y kallas mängden

f−1(B) = {x ∈ X | f(x) ∈ B}
för inversa bilden av B under f . Observera att f−1(B) existerar oavsett om
funktionen f har en invers eller ej.

För funktioner f : X → R använder vi dom f som beteckning för den
inversa bilden av R, dvs.

dom f = {x ∈ X | −∞ < f(x) <∞}.

Mängden dom f best̊ar med andra ord av alla x ∈ X med ändliga funk-
tionsvärden f(x) och kallas f :s (effektiva) domän.

Vektorrummet Rn

Vi utg̊ar ifr̊an att läsaren är väl bekant med grundläggande vektorrumsbe-
grepp s̊asom linjärt delrum, linjärt oberoende, bas och dimension. Rn beteck-
nar som vanligt vektorrummet av alla n-tipler (x1, x2, . . . , xn) av reella tal.
Elementen i Rn, som vi omväxlande kallar punkter och vektorer, kommer
att betecknas med små bokstäver fr̊an alfabetets början eller slut, och om
bokstäverna inte räcker till förser vi dem med sub- eller superindex. Subin-
dex används även för att ange koordinaterna till en vektor, men risken för
förväxling är obefintlig, ty av sammanhanget kommer alltid att framg̊a om
exempelvis x1 är en vektor i Rn eller första koordinaten i vektorn x.

Vi kommer att identifiera vektorerna i Rn med kolonnmatriser. För oss
är därför

(x1, x2, . . . , xn) och


x1

x2
...
xn


samma objekt.

Vi l̊ater e1, e2, . . . , en beteckna de naturliga basvektorerna i Rn, dvs.

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, 0, . . . , 0, 1).

Vi l̊ater vidare 1 beteckna vektorn vars alla koordinater är lika med ett s̊a
att

1 = (1, 1, . . . , 1).



6 Notation och rekvisita

Standardskalärprodukten 〈· , ·〉 p̊a Rn definieras av att

〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn.

Om vi använder oss av matrismultiplikation är tydligen

〈x, y〉 = xTy = yTx,

där T st̊ar för transponering; allmänt betecknar AT transponatet av matrisen
A.

Lösningsmängden till ett homogent linjärt ekvationssystem med n obe-
kanta är ett linjärt delrum till Rn, och omvänt är varje linjärt delrum till Rn

lika med lösningsmängden till n̊agot homogent linjärt ekvationssystem
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = 0
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = 0

...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = 0.

P̊a matrisform f̊ar systemet ovanför utseendet

Ax = 0,

där A är systemets koefficientmatris. Dimensionen hos systemets lösningsrum
är n− r, där r är lika med matrisen A:s rang.

Speciellt finns det för varje linjärt delrum X till Rn av dimension n − 1
en nollskild vektor c = (c1, c2, . . . , cn) s̊a att

X = {x ∈ Rn | c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn = 0}.

Mängdsummor

L̊at X och Y vara tv̊a icke-tomma delmängder av Rn och l̊at α vara ett reellt
tal. Med (vektor-)summan X +Y , (vektor-)differensen X −Y och produkten
αX menas mängderna

X + Y = {x+ y | x ∈ X, y ∈ Y },
X − Y = {x− y | x ∈ X, y ∈ Y },

αX = {αx | x ∈ X}.

För att summor, differenser och produkter ocks̊a ska vara definierade för
den tomma mängden utvidgar vi ovanst̊aende definitioner genom att sätta
α∅ = ∅ och X ± ∅ = ∅ ±X = ∅ för godtyckliga mängder X.
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Om {a} är en enpunktsmängd skriver man a+X istället för {a}+X och
kallar mängden a+X för ett translat av X.

För godtyckliga mängder X, Y och Z och godtyckliga reella tal α och β
gäller, som man lätt verifierar, följande räkneregler

X + Y = Y +X

(X + Y ) + Z = X + (Y + Z)

αX + αY = α(X + Y )

(α + β)X ⊆ αX + βX .

Man bör i anslutning till den sistnämnda av ovanst̊aende räkneregler no-
tera att den omvända inklusionen αX + βX ⊆ (α + β)X inte gäller för
godtyckliga mängder X.

Olikheter i Rn

L̊at x = (x1, x2, . . . , xn) och y = (y1, y2, . . . , yn) vara vektorer i Rn. Vi skriver
x ≥ y om xj ≥ yj för alla index j, och x > y om xj > yj för alla j. Speciellt
betyder allts̊a x ≥ 0 att alla koordinaterna i x är icke-negativa.

Mängden

Rn
+ = R+ × R+ × · · · × R+ = {x ∈ Rn | x ≥ 0}

kallas icke-negativa ortanten i Rn.
Ordningsrelationen ≥ är en s. k. partiell ordning p̊a Rn, ty den är reflexiv

(x ≥ x för alla x), transitiv (x ≥ y & y ≥ z ⇒ x ≥ z) och antisymmetrisk
(x ≥ y & y ≥ x⇒ x = y). Däremot är den först̊as inte fullständig om n > 1;
tv̊a vektorer x, y kan vara orelaterade.

En viktig egenskap, som vi kommer att utnyttja d̊a och d̊a, är de triviala
implikationerna

x ≥ 0 & y ≥ 0 ⇒ 〈x, y〉 ≥ 0

x ≥ 0 & y ≥ 0 & 〈x, y〉 = 0 ⇒ x = y = 0.

Sträckor

L̊at x och y vara tv̊a punkter i Rn. Om punkterna är skilda kallas mängden

[x, y] = {(1− λ)x+ λy | 0 ≤ λ ≤ 1}
för sträckan mellan x och y, och mängden

]x, y[= {(1− λ)x+ λy | 0 < λ < 1}
kallas den öppna sträckan mellan x och y. Om punkterna sammanfaller, dvs.
om x = y, s̊a är först̊as [x, x] =]x, x[= {x}.



8 Notation och rekvisita

Linjära avbildningar och linjära former

Vi p̊aminner om att en avbildning S : Rn → Rm kallas linjär om identiteten

S(αx+ βy) = αSx+ βSy

gäller för alla vektorer x, y ∈ Rn och alla skalärer (dvs. reella tal) α, β.
En linjär avbildning S : Rn → Rn kallas ocks̊a för en linjär operator p̊a

Rn.

Till varje linjär avbildning S : Rn → Rm hör en unik m× n-matris S̃ s̊a
att

Sx = S̃x,

dvs. s̊a att avbildningsvärdet Sx beräknas som matrisprodukten S̃x. Av
det skälet kommer vi att använda samma bokstav för avbildningen och av-
bildningens matris. Vi uppfattar s̊aledes urskiljningslöst Sx som ett avbild-
ningsvärde och som en matrisprodukt.

Genom att beräkna skalärprodukten 〈x, Sy〉 som en matrisprodukt f̊ar
vi sambandet

〈x, Sy〉 = xTSy = (STx)Ty = 〈STx, y〉

mellan en linjär avbildning S : Rn → Rm (dvs. m × n-matris S) och den
transponerade avbildningen ST : Rm → Rn (dvs. den transponerade matrisen
ST).

En n × n-matris A = [aij], och motsvarande linjära avbildning, kallas
symmetrisk om AT = A, dvs. om aij = aji för alla index i, j.

En linjär avbildning f : Rn → R kallas en linjär form. De linjära formerna
har utseendet

f(x) = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn,

där c = (c1, c2, . . . , cn) är en vektor i Rn. Med hjälp av standardskalär-
produkten p̊a Rn kan linjärformen f enklare skrivas

f(x) = 〈c, x〉,

och p̊a matrisform har vi

f(x) = cTx.

Om f(x) = 〈c, y〉 är en linjär form p̊a Rm och avbildningen S : Rn → Rm

är linjär, s̊a är den sammansatta avbildningen f ◦ S en linjär form p̊a Rn,
och det finns därför en unik vektor d ∈ Rn s̊a att (f ◦ S)(x) = 〈d, x〉 för alla
x ∈ Rn. Eftersom f(Sx) = 〈c, Sx〉 = 〈STc, x〉, är tydligen d = STc.
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Kvadratiska former

En funktion q : Rn → R kallas en kvadratisk form om det finns en symmetrisk
n× n-matris Q = [qij] s̊a att

q(x) =
n∑

i,j=1

qijxixj.

Detta innebär att

q(x) = 〈x,Qx〉 = xTQx.

Den kvadratiska formen q bestämmer den symmetriska matrisen Q entydigt,
s̊a vi kommer därför i fortsättningen att identifiera formen q med matrisen
(operatorn) Q.

Med hjälp av linjära och kvadratiska former kan vi nu skriva godtyckliga
andragradspolynom p(x) i n variabler p̊a formen

p(x) = 〈x,Ax〉+ 〈b, x〉+ c,

där x 7→ 〈x,Ax〉 är en kvadratisk form bestämd av en symmetrisk operator
(eller matris) A, x 7→ 〈b, x〉 är en linjär form bestämd av en vektor b, och c
är ett reellt tal.

Exempel. För att skriva andragradspolynomet

p(x1, x2, x3) = x2
1 + 4x1x2 − 2x1x3 + 5x2

2 + 6x2x3 + 3x1 + 2x3 + 2

p̊a denna form ersätter vi först termerna dxixj för i < j med 1
2
dxixj+

1
2
dxjxi.

Detta ger

p(x1, x2, x3) = (x2
1 + 2x1x2 − x1x3 + 2x2x1 + 5x2

2 + 3x2x3 − x3x1 + 3x3x2)

+ (3x1 + 2x3) + 2 = 〈x,Ax〉+ 〈b, x〉+ c

med A =

 1 2 −1
2 5 3
−1 3 0

, b =

3
0
2

 och c = 2.

En kvadratisk form q p̊a Rn (och motsvarande symmetriska operator
och matris) kallas positivt semidefinit om q(x) ≥ 0 och positivt definit om
q(x) > 0 för alla vektorer x 6= 0 i Rn.
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Normer och bollar

Med en norm ‖·‖ p̊a Rn menas en funktion Rn → R+ med följande egen-
skaper:

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ för alla x, y(i)

‖λx‖ = |λ| ‖x‖ för alla x ∈ Rn, λ ∈ R(ii)

‖x‖ = 0⇔ x = 0.(iii)

Den för oss viktigaste normen är den euklidiska normen, som definieras
via standardskalärprodukten som

‖x‖ =
√
〈x, x〉 =

√
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n.

Det är den normen som vi använder oss av, om inte annat sägs explicit. Om
vi speciellt behöver markera att en norm är den euklidiska normen, använder
vi beteckningen ‖·‖2 för densamma.

Andra normer, som kommer att förekomma d̊a och d̊a, är maxnormen

‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi|,

och `1-normen

‖x‖1 =
n∑
i=1

|xi|.

Man verifierar omedelbart att dessa verkligen är normer, dvs. att villkoren
(i)–(iii) är uppfyllda.

Alla normer p̊a Rn är ekvivalenta i den meningen att om ‖·‖ och ‖·‖′ är
tv̊a godtyckliga normer s̊a finns det positiva konstanter c och C s̊a att

c‖x‖′ ≤ ‖x‖ ≤ C‖x‖′

för alla x ∈ Rn. Exempelvis är

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤
√
n ‖x‖∞.

Givet en norm ‖·‖ definieras avst̊andet mellan tv̊a punkter x och a i Rn

som ‖x− a‖. Mängden

B(a; r) = {x ∈ Rn | ‖x− a‖ < r},

som allts̊a best̊ar av alla punkter x vars avst̊and till a är mindre än r, kallas
en öppen boll med centrum i punkten a och radie r. För att denna boll skall
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vara icke-tom krävs först̊as att r > 0. Med motsvarande slutna boll menas
mängden

B(a; r) = {x ∈ Rn | ‖x− a‖ ≤ r}.

Hur bollarna ser ut beror naturligtvis p̊a den underliggande normen. I
R2 och med maxnormen är bollen B(0; 1) en kvadrat med hörn i punkterna
(±1,±1). Med avseende p̊a `1-normen är bollen istället en kvadrat med hörn
i punkterna (±1, 0) och (0,±1), och med avseende p̊a den euklidiska normen
är bollen enhetscirkelskivan.

Av ovan nämnda ekvivalensegenskap för normer följer emellertid att om
B betecknar bollar som definieras med hjälp av en norm och B′ betecknar
bollar som definieras med hjälp av en annan norm, s̊a finns det positiva
konstanter c och C s̊a att inklusionerna

(1.1) B′(a; cr) ⊆ B(a; r) ⊆ B′(a;Cr)

gäller för alla punkter a ∈ Rn och alla r > 0.
När inget annat sägs förutsätts bollarna i fortsättningen vara definierade

relativt den euklidiska normen.

Topologiska begrepp

Med hjälp av v̊ara bollar skall vi nu definiera ett antal s.k. topologiska be-
grepp. Som den uppmärksamme läsaren lätt kan konstatera blir resultaten
p̊a grund av inklusionerna (1.1) oberoende av vilken underliggande norm som
används, men l̊at oss för enkelhets skull hela tiden anta att v̊ara bollar är
euklidiska.

L̊at X vara en godtycklig delmängd av Rn. En punkt a ∈ Rn kallas en

• inre punkt till X om det finns ett r > 0 s̊a att B(a; r) ⊆ X;

• randpunkt till X om X ∩ B(a; r) 6= ∅ och {X ∩ B(a; r) 6= ∅ för alla
r > 0;

• yttre punkt till X om det finns ett r > 0 s̊a att X ∩B(a; r) = ∅.
En punkt är tydligen antingen en inre punkt, en randpunkt eller en yttre

punkt till X. En inre punkt till X tillhör nödvändigtvis X, en yttre punkt
ligger alltid i komplementet till X, medan en randpunkt kan tillhöra X men
inte behöver göra det. En yttre punkt till X är tydligen en inre punkt i
komplementet {X och vice versa, och de b̊ada mängderna X och {X har
samma randpunkter.

Mängden av alla inre punkter till X kallas det inre av X och beteck-
nas intX. Mängden av alla randpunkter kallas randen till X och betecknas
bdryX.
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En mängd X kallas öppen om alla punkter i X är inre punkter, dvs. om
intX = X.

Det är lätt att se att unionen av ett godtyckligt antal öppna mängder är
öppen och att snittet av ett ändligt antal öppna mängder är öppet. Hela Rn

och den tomma mängden ∅ är per definition öppna mängder.
För varje mängd X är intX en öppen mängd (som kan vara tom), och

intX är den största öppna mängden som är inkluderad i X.

En mängd X kallas sluten om dess komplement {X är en öppen mängd.
Detta är ekvivalent med att alla randpunkter till X tillhör X. En mängd X
är därför sluten om och endast om bdryX ⊆ X.

Snittet av godtyckligt många slutna mängder är slutet, unionen av ändligt
många slutna mängder är slutet, och Rn och ∅ är slutna mängder.

För varje mängd X är mängden

clX = X ∪ bdryX

en sluten mängd som inneh̊aller X. Denna mängd kallas slutna höljet (eller
tillslutningen) av X. Slutna höljet clX är den minsta slutna mängden som
omfattar X.

Exempelvis är för r > 0

clB(a; r) = {x ∈ Rn | ‖x− a‖ ≤ r} = B(a; r),

s̊a det är allts̊a konsistent att kalla B(a; r) för en sluten boll.

För godtyckliga icke-tomma delmängder X av Rn och tal r > 0 sätter vi

X(r) = {y ∈ Rn | ∃x ∈ X : ‖y − x‖ < r}.

Mängden X(r) best̊ar av alla punkter vars avst̊and till X är mindre än r.
En punkt x är per definition en yttre punkt till X om och endast x har

ett positivt avst̊and till X, dvs. om och endast om det finns ett r > 0 s̊a att
x /∈ X(r). Detta innebär att en punkt x tillhör slutna höljet clX, dvs. är en
inre punkt eller randpunkt, om och endast om x tillhör mängderna X(r) för
alla r > 0. Med andra ord är

clX =
⋂
r>0

X(r).

En mängd X säges vara begränsad om den är inneh̊allen i n̊agon boll med
centrum i 0, dvs. om det finns n̊agot R > 0 s̊a att X ⊆ B(0;R).

En mängd X som är b̊ade sluten och begränsad kallas kompakt.
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En viktig egenskap hos kompakta delmängder X av Rn är att varje
oändlig följd (xn)∞n=1 av punkter xn ∈ X inneh̊aller en delföljd (xnk)

∞
k=1 som

konvergerar mot en punkt i X (Bolzano–Weierstrass sats).

Om X är en kompakt delmängd av Rm och Y är en kompakt delmängd
av Rn, s̊a är produktmängden X × Y en kompakt delmängd av Rm × Rn

(= Rm+n).

Kontinuitet

En funktion f : X → Rm, som är definierad p̊a en delmängd X av Rn, säges
vara kontinuerlig i punkten a ∈ X om det för varje ε > 0 finns ett r > 0 s̊a
att

f(X ∩B(a; r)) ⊆ B(f(a); ε).

(Här är först̊as bollen i högerledet en boll i Rm och bollen i vänsterledet
en boll i Rn.) Om funktionen är kontinuerlig i varje punkt a ∈ X säges
funktionen rätt och slätt vara kontinuerlig (eller kontinuerlig p̊a X).

Om funktionen f : Rn → R är kontinuerlig och I är ett öppet delintervall
av R, s̊a är inversa bilden f−1(I) en öppen mängd i Rn. Speciellt är allts̊a
mängderna {x | f(x) < a} och {x | f(x) > a}, dvs. mängderna f−1(]−∞, a[)
och f−1(]a,∞[), öppna för alla a ∈ R. Deras komplementmängder, mäng-
derna {x | f(x) ≥ a} och {x | f(x) ≤ a}, är först̊as slutna.

Summor och (skalär)produkter av kontinuerliga funktioner är kontinuerli-
ga, och kvoter av reellvärda kontinuerliga funktioner är kontinuerliga överallt
där kvoterna är definierade. Sammansättningar av kontinuerliga funktioner
är kontinuerliga.

Om mängden X är kompakt och funktionen f : X → Rm är kontinu-
erlig, s̊a är bilden f(X) kompakt. Detta gäller först̊as speciellt om m = 1
och innebär i detta fall att funktionen är begränsad och att maximum och
minimum existerar, dvs. att det finns tv̊a punkter x1, x2 ∈ X s̊a att f(x1) ≤
f(x) ≤ f(x2) för alla x ∈ X.

Lipschitzkontinuitet

En funktion f : X → Rm, som är definierad p̊a en delmängd X av Rn, kallas
Lipschitzkontinuerlig med Lipschitzkonstant L om

‖f(y)− f(x)‖ ≤ L‖y − x‖ för alla x, y ∈ X.

Eftersom alla normer p̊a ett ändligdimensionellt rum är ekvivalenta, beror
begreppet Lipschitzkontinuitet inte p̊a vilka normer som används. Däremot
beror först̊as konstanten L p̊a valet av normer.



14 Notation och rekvisita

Lipschitzkontinuerliga funktioner är uppenbarligen (likformigt) kontinu-
erliga.

Operatornormen

L̊at ‖·‖ vara en given norm p̊a Rn. Eftersom slutna enhetsbollen är kompakt
och linjära operatorer p̊a Rn är kontinuerliga, är

‖S‖ = sup
‖x‖≤1

‖Sx‖

ett ändligt tal för varje linjär operator S p̊a Rn. Talet ‖S‖ kallas normen av
operatorn S.

Att operatornormen verkligen är en norm p̊a rummet av linjära operatorer
p̊a Rn, dvs. har egenskaperna (i)–(iii) i normdefinitionen, följer omedelbart
av motsvarande egenskaper hos den underliggande normen p̊a Rn.

För varje x 6= 0 är vidare per definition S(x/‖x‖) ≤ ‖S‖, s̊a det följer att

‖Sx‖ ≤ ‖S‖‖x‖

för alla x ∈ Rn.
Av denna olikhet följer i sin tur att ‖STx‖ ≤ ‖S‖‖Tx‖ ≤ ‖S‖‖T‖‖x‖,

vilket ger oss den viktiga olikheten

‖ST‖ ≤ ‖S‖‖T‖

för normen av en produkt av tv̊a operatorer.
Identitetsoperatorn I p̊a Rn har uppenbarligen norm 1. Om operatorn S

är inverterbar, s̊a f̊ar vi därför genom att välja T = S−1 i olikheten ovan att

‖S−1‖ ≥ 1/‖S‖.

Operatornormen beror uppenbarligen av den underliggande normen p̊a
Rn, men återigen ger olika normer p̊a Rn upphov till ekvivalenta normer p̊a
operatorrummet. I den här boken kommer vi emellertid, när vi använder oss
av operatornormen alltid att förutsätta att den underliggande normen p̊a Rn

är den euklidiska normen, även om inte detta utsägs explicit.

Symmetriska operatorer, egenvärden och normer

Varje symmetrisk operator S p̊a Rn kan enligt spektralsatsen diagonaliseras.
Detta betyder att det finns en ON-bas e1, e2, . . . , en av egenvektorer och att
motsvarande egenvärden λ1, λ2, . . . , λn är reella.
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Operatorns största och minsta egenvärden λmax och λmin erh̊alls som
maximi- resp. minimivärden till den kvadratiska formen 〈x, Sx〉 över en-
hetssfären ‖x‖ = 1:

λmax = max
‖x‖=1

〈x, Sx〉 och λmin = min
‖x‖=1

〈x, Sx〉.

För x =
∑n

i=1 ξiei är nämligen

〈x, Sx〉 =
n∑
i=1

λiξ
2
i ≤ λmax

n∑
i=1

ξ2
i = λmax‖x‖2

med likhet d̊a x är den till egenvärdet λmax hörande egenvektorn ei, och
motsvarande olikhet åt andra h̊allet gäller för λmin.

För operatornormen (med avseende p̊a den euklidiska normen) gäller vi-
dare att

‖S‖ = max
1≤i≤n

|λi| = max{|λmax|, |λmin|}.

Med x som ovan är nämligen Sx =
∑n

i=1 λiξiei, och följaktligen

‖Sx‖2 =
n∑
i=1

λ2
i ξ

2
i ≤ max

1≤i≤n
|λi|2

n∑
i=1

ξ2
i = ( max

1≤i≤n
|λi|)2 ‖x‖2,

och likhet r̊ader i denna olikhet d̊a x är den mot maxi |λi| svarande egenvek-
torn.

Operatorn S är inverterbar om alla egenvärden är nollskilda, och d̊a
är först̊as ocks̊a inversen S−1 symmetrisk med λ−1

1 , λ−1
2 , . . . , λ−1

n som egen-
värden. Inversens norm f̊as därför som

‖S−1‖ = 1/ min
1≤i≤n

|λi|.

En symmetrisk operator S är positivt semidefinit om alla egenvärden är
icke-negativa och positivt definit om alla egenvärden är positiva. För positivt
definita operatorer är tydligen

‖S‖ = λmax och ‖S−1‖ = 1/λmin.

Av spektralsatsen följer det vidare enkelt att varje positivt semidefinit
symmetrisk operator S p̊a Rn har en unik positivt semidefinit symmetrisk
kvadratrot S1/2, och av identiteten

〈x, Sx〉 = 〈x, S1/2(S1/2x)〉 = 〈S1/2x, S1/2x〉 = ‖S1/2x‖

följer att operatorerna S och S1/2 har samma nollrum samt att nollrummet

N (S) = {x ∈ Rn | Sx = 0} = {x ∈ Rn | 〈x, Sx〉 = 0}.
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Differentierbarhet

En funktion f : U → R, som är definierad p̊a en öppen delmängd U av
Rn, kallas differentierbar i punkten a ∈ U om de partiella derivatorna ∂f

∂xi
existerar i punkten x och likheten

(1.2) f(a+ v) = f(a) +
n∑
i=1

∂f

∂xi
(a) vi + r(v)

gäller för alla v i n̊agon omgivning av origo med en restterm r(v) som upp-
fyller villkoret

lim
v→0

r(v)

‖v‖
= 0.

Vi sätter

Df(a)[v] =
n∑
i=1

∂f

∂xi
(a) vi,

och kallar den linjära formen Df(a)[v] för differentialen av funktionen f i
punkten a.

Differentialens koefficientvektor( ∂f
∂x1

(a),
∂f

∂x2

(a), . . . ,
∂f

∂xn
(a)
)

kallas för derivatan eller gradienten av f i punkten a och betecknas f ′(a) eller
∇f(a). Vi kommer mestadels att använda den förstnämnda beteckningen.

Ekvation (1.2) kan nu p̊a kompakt form skrivas

f(a+ v) = f(a) +Df(a)[v] + r(v),

och i termer av derivatan är

Df(a)[v] = 〈f ′(a), v〉.

En funktion f : U → R kallas differentierbar (p̊a U) om den är differen-
tierbar i varje punkt i U . Detta förutsätter allts̊a speciellt att U är en öppen
mängd.

För funktioner av en variabel är differentierbarhet och deriverbarhet sam-
ma sak, men s̊a är inte fallet för funktioner av flera variabler. Ett tillräckligt
villkor för att en funktion, som är definierad p̊a en öppen delmängd U av
Rn, skall vara differentierbar är att de partiella derivatorna existerar och är
kontinuerliga p̊a U .
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Medelvärdessatsen

Antag att funktionen f : U → R är differentierbar och att sträckan [x, x+ v]
ligger i U . Sätt φ(t) = f(x+tv); funktionen φ är d̊a definierad och deriverbar
p̊a intervallet [0, 1] med derivata

φ′(t) = Df(x+ tv)[v] = 〈f ′(x+ tv), v〉.
Detta är först̊as ett specialfall av kedjeregeln men följer i föreliggande fall
mycket enkelt ur derivatans definition. Medelvärdessatsen för envariabelfunk-
tioner ger nu att det finns ett tal s ∈ ]0, 1[ s̊a att φ(1)− φ(0) = φ′(s)(1− 0).
Eftersom φ(1) = f(x + v), φ(0) = f(x) och x + sv är en punkt p̊a den
öppna sträckan ]x, x+ v[, har vi därmed härlett följande medelvärdessats för
flervariabelfunktioner.

Sats 1.1.1. Antag att funktionen f : U → R är differentierbar och att sträc-
kan [x, x+ v] ligger i U . D̊a finns det en punkt c ∈ ]x, x+ v[ s̊a att

f(x+ v) = f(x) +Df(c)[v].

Funktioner med Lipschitzkontinuerlig derivata

I många fall kommer vi att behöva bättre information om resttermen r(v) i
likheten (1.2) än den som följer av definitionen för differentierbara funktioner.
För funktioner med Lipschitzkontinuerlig derivata har vi följande resultat.

Sats 1.1.2. Antag att funktionen f : U → R är differentierbar med Lipschitz-
kontinuerlig derivata, dvs. att ‖f ′(y)− f ′(x)‖ ≤ L‖y − x‖ för alla x, y ∈ U .
Antag vidare att sträckan [x, x+ v] ligger i U . D̊a är

|f(x+ v)− f(x)−Df(x)[v]| ≤ L

2
‖v‖2.

Bevis. Sätt
Φ(t) = f(x+ tv)− tDf(x)[v].

Funktionen Φ är definierad p̊a intervallet [0, 1] med derivata

Φ′(t) = Df(x+ tv)[v]−Df(x)[v] = 〈f ′(x+ tv)− f ′(x), v〉.

Det följer av Cauchy–Schwarz olikhet och Lipschitzkontinuiteten att

|Φ′(t)| ≤ ‖f ′(x+ tv)− f ′(x)‖ · ‖v‖ ≤ Lt ‖v‖2.

Eftersom f(x+ v)− f(x)−Df(x)[v] = Φ(1)− Φ(0) =
∫ 1

0
Φ′(t) dt, följer det

nu att

|f(x+ v)− f(x)−Df(x)[v]| ≤
∫ 1

0

|Φ′(t)| dt ≤ L‖v‖2

∫ 1

0

t dt =
L

2
‖v‖2.
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Tv̊a g̊anger differentierbara funktioner

Om f och samtliga partiella derivator ∂f
∂xi

är differentierbara i U , säges funk-
tionen f vara tv̊a g̊anger differentierbar. De blandade partiella andraderiva-
torna är i s̊a fall automatiskt lika, dvs.

∂2f

∂xi∂xj
(a) =

∂2f

∂xj∂xi
(a)

för alla i, j och alla a ∈ U .
Ett tillräckligt villkor för att funktionen f skall vara tv̊a g̊anger differenti-

erbar i U är att de partiella derivatorna upp till och med ordning 2 existerar
och är kontinuerliga i U .

För tv̊a g̊anger differentierbara funktioner f : U → R, punkter a ∈ U ,
och godtyckliga vektorer u, v i Rn sätter vi nu

D2f(a)[u, v] =
n∑

i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a)uivj.

Funktionen (u, v) 7→ D2f(a)[u, v] är en symmetrisk bilinjär form p̊a Rn,
och motsvarande symmetriska linjära operator kallas andraderivatan av f i
punkten a och betecknas f ′′(a). Andraderivatans matris, dvs. matrisen[ ∂2f

∂xi∂xj
(a)
]n
i,j=1

,

kallas hessianen (eller Hessematrisen) till f (i punkten a), och eftersom vi
inte skiljer p̊a matriser och operatorer, använder vi f ′′(a) ocks̊a som beteck-
ning p̊a hessianen.

Uttryckt med hjälp av f ′′(a), uppfattad som operator resp. matris, är
tydligen

D2f(a)[u, v] = 〈u, f ′′(a)v〉 = uTf ′′(a)v.

Vi erinrar om Taylors formel, som för tv̊a g̊anger differentierbara funk-
tioner f̊ar följande utseende.

Sats 1.1.3. Antag att funktionen f är tv̊a g̊anger differentierbar i en omgiv-
ning av punkten a. D̊a är

f(a+ v) = f(a) +Df(a)[v] + 1
2
D2f(a)[v, v] + r(v)

med en restterm som uppfyller lim
v→0

r(v)/‖v‖2 = 0.
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Tre g̊anger differentierbara funktioner

Vi kommer ocks̊a att f̊a anledning att betrakta tre g̊anger differentierbara
funktioner f som är definierade p̊a n̊agon öppen delmängd U av Rn. För
a ∈ U och godtyckliga vektorer u, v, w ∈ Rn sätter vi d̊a

D3f(a)[u, v, w] =
n∑

i,j,k=1

∂3f

∂xi∂xj∂xk
(a)uivjwk,

och f̊ar p̊a s̊a sätt för varje a en trilinjär symmetrisk form.
Vi överl̊ater åt läsaren att formulera Taylors formel för tre g̊anger dif-

ferentierbara funktioner och noterar istället följande deriveringsregler som
följer av kedjeregeln:

d

dt
f(x+ tv) = Df(x+ tv)[v]

d

dt

(
Df(x+ tv)[u]

)
= D2f(x+ tv)[u, v],

d

dt

(
D2f(x+ tw)[u, v]

)
= D3f(x+ tw)[u, v, w].

Om φ betecknar restriktionen av funktionen f till linjen genom punkten
x med riktningen v, dvs.

φ(t) = f(x+ tv),

s̊a är allts̊a speciellt

φ′(t) = Df(x+ tv)[v],

φ′′(t) = D2f(x+ tv)[v, v],

φ′′′(t) = D3f(x+ tv)[v, v, v].





Kapitel 2

Konvexa mängder

2.1 Affina mängder och avbildningar

Affina mängder

Definition. En delmängd av Rn kallas affin om den för varje par av skilda
punkter i mängden ocks̊a inneh̊aller hela linjen genom dessa punkter.

En mängd X är med andra ord affin om och endast om

x, y ∈ X, λ ∈ R ⇒ λx+ (1− λ)y ∈ X.

Den tomma mängden ∅, hela rummet Rn, linjära delrum av Rn, en-
punktsmängder {x} och linjer är exempel p̊a affina mängder.

Definition. En linjärkombination y =
∑m

j=1 αjxj av vektorer x1, x2, . . . , xm
kallas en affin kombination om

∑m
j=1 αj = 1.

Sats 2.1.1. En affin mängd inneh̊aller alla affina kombinationer av sina ele-
ment.

Bevis. L̊at X vara en godtycklig affin mängd. En affin kombination av ett
element är elementet självt, s̊a X inneh̊aller alla affina kombinationer som
kan bildas av ett element i mängden.

Antag induktivt att X inneh̊aller alla affina kombinationer som kan bil-
das av m− 1 stycken element ur X, där m ≥ 2, och betrakta en godtycklig
affin kombination x =

∑m
j=1 αjxj av m element x1, x2, . . . , xm i X. Eftersom∑m

j=1 αj = 1, måste n̊agon koefficient αj vara skild fr̊an 1; antag utan in-

skränkning att αm 6= 1, och sätt s = 1 − αm =
∑m−1

j=1 αj. D̊a är s 6= 0 och

21
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∑m−1
j=1 αj/s = 1, vilket innebär att elementet

y =
m−1∑
j=1

αj
s
xj

är en affin kombination av m − 1 stycken element i X. Enligt induktions-
antagandet ligger därför y i X. Men x = sy + (1 − s)xm, s̊a det följer av
affinitetsdefinitionen att x ligger i X, och därmed är induktionssteget ge-
nomfört och satsen bevisad.

Definition. L̊at A vara en godtycklig icke-tom mängd i Rn. Mängden av
alla affina kombinationer λ1a1 + λ2a2 + · · · + λmam som kan bildas av ett
godtyckligt antal element a1, a2, . . . , am fr̊an A, kallas A:s affina hölje och
betecknas aff A .

För att det affina höljet även skall vara definierat för den tomma mängden
sätter vi aff ∅ = ∅.

Sats 2.1.2. Affina höljet aff A är en affin mängd som inneh̊aller A som
delmängd, och det är den minsta affina delmängden med denna egenskap,
dvs. om mängden X är affin och A ⊆ X, s̊a gäller aff A ⊆ X.

Bevis. Att en affin kombination av tv̊a element i aff A är en ny affin kombi-
nation av element fr̊an A, dvs. tillhör aff A, är uppenbart, s̊a aff A är en affin
mängd. Att A är en delmängd av aff A är ocks̊a uppenbart, ty varje element
är en affin kombination av sig självt.

En affin mängd X inneh̊aller enligt sats 2.1.1 varje affin kombination av
sina element; om A ⊆ X s̊a inneh̊aller därför speciellt X alla affina kombi-
nationer av element hämtade fr̊an A, vilket innebär att aff A är en delmängd
av X.

Karakterisering av affina mängder

Icke-tomma affina mängder är translat till linjära delrum. Mer precist gäller:

Sats 2.1.3. Antag att X är affin mängd i Rn och att a ∈ X. D̊a är translatet
−a+X ett linjärt delrum till Rn. För varje b ∈ X är vidare −b+X = −a+X.

Till varje affin icke-tom mängd X hör med andra ord ett entydigt bestämt
linjärt delrum U s̊a att X = a+ U .

Bevis. Sätt U = −a+X. Om u1 = −a+x1 och u2 = −a+x2 är tv̊a element
i U och α1, α2 är godtyckliga reella tal, s̊a är linjärkombinationen

α1u1 + α2u2 = −a+ (1− α1 − α2)a+ α1x1 + α2x2
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a

X0

U = −a+X

Figur 2.1. Illustration till sats 2.1.3: En affin
mängd X och motsvarande linjära delrum U .

ocks̊a ett element i U beroende p̊a att (1 − α1 − α2)a + α1x1 + α2x2 är en
affin kombination av element i X och därför tillhör X enligt sats 2.1.1. Detta
visar att U är ett linjärt delrum.

Antag vidare att b ∈ X och att v = −b + x är ett element i −b + X.
Genom att skriva v p̊a formen v = −a+ (a− b+ x) ser vi att v ocks̊a ligger
i −a + X, ty a − b + x är en affin kombination av element i X. Detta visar
inklusionen −b + X ⊆ −a + X, och den omvända inklusionen följer först̊as
av symmetriskäl. S̊aledes är −a+X = −b+X.

Dimension

Sats 2.1.3 möjliggör följande definition.

Definition. Med dimensionen dimX hos en icke-tom affin mängd X menas
dimensionen hos det linjära delrummet −a + X, där a är ett godtyckligt
element i X.

Eftersom varje icke-tom affin delmängd har en väldefinierad dimension,
kan vi utvidga dimensionsbegreppet till godtyckliga icke-tomma mängder p̊a
följande vis.

Definition. L̊at A vara en godtycklig icke-tom delmängd av Rn. Med mäng-
dens (affina) dimension dimA menas dimensionen hos mängdens affina hölje
aff A.

I Rn har varje sträcka [x, y] dimension 1, och varje öppen boll B(a; r) har
dimension n.

Dimensionen är uppenbarligen invariant under translation och växande,
dvs. för alla vektorer a och icke-tomma mängder A, B gäller:

dim(a+ A) = dimA och A ⊆ B ⇒ dimA ≤ dimB.
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Lösningsmängder till linjära ekvationssystem

Följande sats ger en fullständig beskrivning av de affina mängderna i Rn.

Sats 2.1.4. Varje affin delmängd av Rn är lösningsmängd till ett linjärt ek-
vationssystem 

c11x1 + c12x2 + · · · + c1nxn = b1

c21x1 + c22x2 + · · · + c2nxn = b2
...

cm1x1 + cm2x2 + · · · + cmnxn = bm

och omvänt. Icke-tomma affina mängders dimension är lika med n − r, där
r är rangen hos koefficientmatrisen C.

Bevis. Den tomma affina mängden f̊as som lösningsmängd till ett inkonsi-
stent system, s̊a vi behöver bara betrakta icke-tomma affina mängder X,
och dessa har formen X = x0 + U , där x0 ligger i X och U är ett linjärt
delrum av Rn. Varje linjärt delrum är lösningsmängd till n̊agot homogent
ekvationssystem, s̊a det finns allts̊a en matris C s̊a att U = {x | Cx = 0},
och dimU = n−rangC. Med b = Cx0 gäller därför att x ∈ X om och endast
om Cx − Cx0 = C(x − x0) = 0, dvs. om och endast om x är en lösning till
ekvationssystemet Cx = b.

Omvänt, om Cx0 = b s̊a är x en lösning till ekvationssystemet Cx = b om
och endast om vektorn x − x0 ligger i lösningsrummet U till det homogena
ekvationssystemet Cx = 0. Det följer att lösningsmängden till ekvationssy-
stemet Cx = b har formen x0 + U , dvs. är en affin mängd.

Hyperplan

Definition. Affina delmängder till Rn av dimension n− 1 kallas hyperplan.

Sats 2.1.4 har följande korollarium:

Korollarium 2.1.5. En delmängd X av Rn är ett hyperplan om och endast
om det finns en nollskild vektor c = (c1, c2, . . . , cn) och ett reellt tal b s̊a att
X = {x ∈ Rn | 〈c, x〉 = b}.

Varje affin äkta delmängd av Rn kan följaktligen enligt sats 2.1.4 fram-
ställas som ett snitt av hyperplan.
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Affina avbildningar

Definition. L̊at X vara en affin delmängd av Rn. En avbildning T : X → Rm

kallas affin om

T (λx+ (1− λ)y) = λTx+ (1− λ)Ty

för alla x, y ∈ X och alla λ ∈ R.

Med induktion visar man lätt att om T : X → Rm är en affin avbildning
och x = α1x1 + α2x2 + · · · + αmxm är en affin kombination av element i X,
s̊a är

Tx = α1Tx1 + α2Tx2 + · · ·+ αmTxm.

Om Y är en affin delmängd av X, s̊a är vidare bildmängden T (Y ) en affin
delmängd av Rm, och om Z är en affin delmängd av Rm s̊a är inversa bilden
T−1(Z) en affin delmängd av X.

Sammansättningen av tv̊a affina avbildningar är uppenbarligen affin. Spe-
ciellt är en linjär avbildning följd av en translation affin, och nästa sats visar
att varje affin avbildning kan skrivas som en s̊adan sammansättning.

Sats 2.1.6. Antag att T : X → Rm är en affin avbildning och att X ⊆ Rn.
D̊a finns det en linjär avbildning C : Rn → Rm och en vektor v i Rm s̊a att

Tx = Cx+ v

för alla x ∈ X.

Bevis. Skriv definitionsmängden p̊a formen X = x0 + U med x0 ∈ X och U
som ett linjärt delrum av Rn, och definiera avbildningen C p̊a delrummet U
genom att sätta

Cu = T (x0 + u)− Tx0.

För u1, u2 ∈ U och α1, α2 ∈ R blir d̊a

C(α1u1 + α2u2) = T (x0 + α1u1 + α2u2)− Tx0

= T
(
α1(x0 + u1) + α2(x0 + u2) + (1− α1 − α2)x0

)
− Tx0

= α1T (x0 + u1) + α2T (x0 + u2) + (1− α1 − α2)Tx0 − Tx0

= α1

(
T (x0 + u1)− Tx0

)
+ α2

(
T (x0 + u2)− Tx0

)
= α1Cu1 + α2Cu2.

Avbildningen C är med andra ord linjär p̊a U och kan först̊as utvidgas till
en linjär avbildning p̊a hela Rn.

För x ∈ X blir nu, eftersom x− x0 ligger i U ,

Tx = T (x0 + (x− x0)) = C(x− x0) + Tx0 = Cx− Cx0 + Tx0,

vilket visar att satsen gäller med v = Tx0 − Cx0.
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2.2 Konvexa mängder

Grundläggande definitioner och egenskaper

Definition. En delmängd X av Rn kallas konvex om [x, y] ⊆ X för alla x
och y i X.

En mängd X är med andra ord konvex om och endast om den inneh̊aller
sträckan mellan varje par av sina punkter.

x
y

x y

Figur 2.2. Konvex och icke-konvex mängd

Exempel 2.2.1. Affina mängder är uppenbarligen konvexa. Speciellt är den
tomma mängden ∅, hela rummet Rn och linjära delrum konvexa mängder.
Öppna och slutna sträckor är konvexa mängder.

Exempel 2.2.2. För godtyckliga normer ‖·‖ är motsvarande öppna bollar
B(a; r) konvexa mängder. Detta följer av triangelolikheten och homogenitet;
för x, y ∈ B(a; r) och 0 ≤ λ ≤ 1 är nämligen

‖λx+ (1− λ)y − a‖ = ‖λ(x− a) + (1− λ)(y − a)‖
≤ λ‖x− a‖+ (1− λ)‖y − a‖ < λr + (1− λ)r = r,

vilket innebär att varje punkt λx+(1−λ)y p̊a sträckan [x, y] ligger i B(a; r).

Motsvarande slutna bollar B(a; r) = {x ∈ Rn | ‖x − a‖ ≤ r} är först̊as
ocks̊a konvexa.

Definition. En linjärkombination y =
∑m

j=1 αjxj av vektorer x1, x2, . . . , xm
kallas en konvex kombination om

∑m
j=1 αj = 1 och αj ≥ 0 för alla j.

Sats 2.2.1. En konvex mängd inneh̊aller alla konvexa kombinationer av sina
element.

Bevis. L̊at X vara en godtycklig konvex mängd. En konvex kombination av
ett element är elementet självt, s̊a X inneh̊aller alla konvexa kombinationer
som kan bildas av ett element i mängden. Antag induktivt att X inneh̊aller
alla konvexa kombinationer som kan bildas av m− 1 stycken element ur X,
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och betrakta en godtycklig konvex kombination x =
∑m

j=1 αjxj av m ≥ 2
stycken element x1, x2, . . . , xm i X. Eftersom

∑m
j=1 αj = 1, m̊aste n̊agon

koefficient αj vara strikt mindre än 1; antag utan inskränkning att αm < 1,
och sätt s = 1 − αm =

∑m−1
j=1 αj. D̊a är först̊as s > 0 och

∑m−1
j=1 αj/s = 1,

vilket innebär att

y =
m−1∑
j=1

αj
s
xj

är en konvex kombination av m− 1 stycken element i X. Enligt induktions-
antagandet ligger därför y i X. Men x = sy + (1 − s)xm, s̊a det följer av
konvexitetsdefinitionen att x ligger i X, och därmed är induktionssteget ge-
nomfört, vilket bevisar satsen.

2.3 Konvexitetsbevarande operationer

Vi skall nu beskriva ett antal sätt att konstruera konvexa mängder utifr̊an
givna konvexa mängder.

Bilder och inversa bilder till affina avbildningar

Sats 2.3.1. Antag att avbildningen T : V → Rm är affin, att X är en konvex
delmängd av V och att Y är en konvex delmängd av Rm. D̊a är bilden T (X)
och inversa bilden T−1(Y ) konvexa mängder.

Bevis. Antag att y1, y2 är tv̊a punkter i T (X). D̊a finns det x1, x2 ∈ X s̊a
att yi = T (xi), och för 0 ≤ λ ≤ 1 är

λy1 + (1− λ)y2 = λTx1 + (1− λ)Tx2 = T (λx1 + (1− λ)x2)

ett element i T (X) eftersom λx1 + (1 − λ)x2 ligger i X. Detta visar att
bildmängden T (X) är konvex.

För att visa att inversa bilden T−1(Y ) är konvex antar vi istället att
x1, x2 ∈ T−1(Y ), dvs. att Tx1, Tx2 ∈ Y , och att 0 ≤ λ ≤ 1. Eftersom Y är
konvex, är

T (λx1 + (1− λ)x2) = λTx1 + (1− λ)Tx2

ett element i Y , och detta innebär att λx1 + (1− λ)x2 ligger i T−1(Y ).

Som specialfall av föreg̊aende sats följer att translaten a+X till en konvex
mängd X är konvexa.
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Exempel 2.3.1. Mängder av typen

{x ∈ Rn | 〈c, x〉 ≥ b} och {x ∈ Rn | 〈c, x〉 ≤ b},

där b är ett godtyckligt reellt tal och c = (c1, c2, . . . , cn) är en godtycklig
nollskild vektor, kallas motsatta slutna halvrum, medan deras komplement,
dvs.

{x ∈ Rn | 〈c, x〉 < b} och {x ∈ Rn | 〈c, x〉 > b},

kallas öppna halvrum.

Halvrummen {x ∈ Rn | 〈c, x〉 ≥ b} och {x ∈ Rn | 〈c, x〉 > b} är inversa
bilder av intervallen [b,∞[ och ]b,∞[ till den linjära avbildningen x 7→ 〈c, x〉.
Det följer därför av sats 2.3.1 att halvrum är konvexa mängder.

Snitt och union

Sats 2.3.2. L̊at {Xi | i ∈ I} vara en familj av konvexa mängder i Rn. D̊a är
snittet

⋂
{Xi | i ∈ I} konvext.

Bevis. Antag att x, y är punkter i snittet Y . Definitionen av snitt innebär
att x och y ligger i Xi för alla i ∈ I, och konvexiteten medför att [x, y] ⊆ Xi

för alla i ∈ I. Enligt definitionen av snitt gäller därför [x, y] ⊆ Y . Detta visar
att snittet är konvext.

En union av konvexa mängder är först̊as i allmänhet inte konvex. I ett
trivialt fall blir dock unionen konvex, nämligen om mängderna kan ordnas
s̊a att de bildar en ”växande kedja”.

Sats 2.3.3. Antag att {Xi | i ∈ I} är en familj av konvexa mängder Xi och
att för varje par i, j ∈ I antingen Xi ⊆ Xj eller Xj ⊆ Xi. D̊a är unionen⋃
{Xi | i ∈ I} konvex.

Bevis. Förutsättningarna innebär att det för varje par av punkter x, y i
unionen finns ett index i ∈ I s̊a att b̊ada punkterna ligger i Xi, och d̊a ligger
hela sträckan [x, y] i Xi och därmed ocks̊a i unionen.

Exempel 2.3.2. Konvexiteten hos slutna bollar följer av konvexiteten hos
öppna bollar eftersom B(a; r0) =

⋂
{B(a; r) | r > r0}.

Omvänt följer konvexiteten hos öppna bollar av konvexiteten hos slutna
bollar, eftersom B(a; r0) =

⋃
{B(a; r) | r < r0} och mängderna B(a; r) bildar

en växande kedja.
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Definition. En delmängd X av Rn kallas en polyeder om X kan skrivas som
ett snitt av ändligt många slutna halvrum eller om X = Rn.†

Figur 2.3. Polyeder i R2

Polyedrar är konvexa mängder enligt sats 2.3.2, och de kan representeras
som lösningsmängder till system av linjära olikheter. Vi kan, genom att even-
tuellt multiplicera n̊agra av olikheterna med −1, anta att alla olikheterna är
av formen c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn ≥ d. Detta innebär att varje polyeder är
lösningsmängd till ett system av följande slag

c11x1 + c12x2 + · · · + c1nxn ≥ b1

c21x1 + c22x2 + · · · + c2nxn ≥ b2
...

cm1x1 + cm2x2 + · · · + cmnxn ≥ bm.

P̊a matrisform f̊ar först̊as systemet formen

Cx ≥ b.

Ett hyperplan {x | 〈c, x〉 = b} är en polyeder eftersom det är lika med
snittet av de tv̊a slutna halvrummen {x | 〈c, x〉 ≥ b} och {x | 〈c, x〉 ≤ b}.
Varje affin mängd (utom hela rummet) är ett snitt av hyperplan och är därför
en polyeder. Speciellt är den tomma mängden en polyeder.

Cartesiansk produkt

Sats 2.3.4. Den cartesianska produkten X × Y av tv̊a konvexa mängder X
och Y är en konvex mängd.

Bevis. Antag att X ligger i Rn och Y ligger i Rm. Projektionerna

P1 : Rn × Rm → Rn och P2 : Rn × Rm → Rm,

†Snittet av en tom familj av mängder brukar definieras som hela rummet, och med den
konventionen kan även polyedern Rn uppfattas som ett snitt av halvrum.
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definierade som P1(x, y) = x och P2(x, y) = y, är linjära avbildningar, och

X × Y = (X × Rm) ∩ (Rn × Y ) = P−1
1 (X) ∩ P−1

2 (Y ).

P̊ast̊aendet följer därför av satserna 2.3.1 och 2.3.2.

Summa

Sats 2.3.5. Summan X + Y av tv̊a konvexa delmängder X och Y av Rn är
konvex, och produkten αX av ett tal och en konvex mängd i Rn är konvex.

Bevis. Avbildningarna S : Rn × Rn → Rn och T : Rn → Rn, definierade
som S(x, y) = x + y och Tx = αx, är linjära. Eftersom X + Y = S(X × Y )
och αX = T (X), följer därför p̊ast̊aendena av satserna 2.3.1 och 2.3.4.

Exempel 2.3.3. Mängden X(r) av alla punkter vars avst̊and till en given
mängd X är mindre än det positiva talet r kan skrivas som en summa,
nämligen

X(r) = X +B(0; r).

Det följer att mängden X(r) är konvex om X är konvex, ty bollar B(0; r) är
konvexa mängder.

Bilder och inversa bilder till perspektivavbildningen

Definition. Perspektivavbildningen P : Rn × R++ → Rn definieras av att

P (x, t) = t−1x

för alla x ∈ Rn och t > 0.

Perspektivavbildningen skalar allts̊a om punkter i Rn ×R++ s̊a att sista
koordinaten blir 1 och kastar sedan bort den sista koordinaten. Figur 2.4
illustrerar det hela.

R++

1

Rn

(x, t)

P (x, t)

( 1
t
x, 1)

y

P−1({y})

Figur 2.4. Perspektivavbildningen. Inversa bilden av y ∈ Rn är en halvlinje.
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Sats 2.3.6. Antag att X är en konvex delmängd till Rn × R++ och att Y
är en konvex delmängd av Rn. D̊a är bilden P (X) av X och inversa bilden
P−1(Y ) av Y under perspektivavbildningen P : Rn × R++ → Rn konvexa
mängder.

Bevis. För att visa att bilden P (X) är konvex antar vi att y, y′ ∈ P (X). D̊a
finns t, t′ > 0 s̊a att punkterna (ty, t) och (t′y′, t′) ligger i X. Vi har att visa
att punkten λy + (1− λ)y′ ligger i P (X) om 0 < λ < 1. Sätt för den skull

α =
λt′

λt′ + (1− λ)t
;

d̊a är 0 < α < 1 och punkten

z = α(ty, t) + (1− α)(t′y′, t′) =
(tt′(λy + (1− λ)y′)

λt′ + (1− λ)t
,

tt′

λt′ + (1− λ)t

)
ligger därför i X. Punkten P (z) ligger s̊aledes i P (X), och eftersom P (z) =
λy + (1− λ)y′ är beviset klart.

För att visa att inversa bilden P−1(Y ) är konvex antar vi istället att (x, t)
och (x′, t′) är punkter i P−1(Y ) och att 0 < λ < 1. D̊a ligger punkterna 1

t
x

och 1
t′
x′ i Y , och

α =
λt

λt+ (1− λ)t′

är ett tal mellan 0 och 1. Eftersom Y är en konvex mängd, ligger punkten

z = α
1

t
x+ (1− α)

1

t′
x′ =

λx+ (1− λ)x′

λt+ (1− λ)t′

ocks̊a i Y , och följaktligen ligger punkten(
(λt+ (1− λ)t′)z, λt+ (1− λ)t′

)
= λ(x, t) + (1− λ)(x′, t′)

i P−1(Y ), vilket visar att P−1(Y ) är en konvex mängd.

Exempel 2.3.4. Inversa bilden av enhetsbollen B(0; 1) under perspektivav-
bildningen är lika med mängden

{(x, xn+1) ∈ Rn × R | ‖x‖ < xn+1},

som allts̊a är en konvex mängd i Rn+1 för varje val av norm ‖·‖. Speciellt är
s̊aledes mängderna

{x ∈ Rn+1 | xn+1 > |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn| },
{x ∈ Rn+1 | xn+1 > (x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n)1/2 } och

{x ∈ Rn+1 | xn+1 > max
1≤i≤n

|xi| },
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som f̊as genom att som normer välja `1-normen, den euklidiska normen och
maxnormen, konvexa.

2.4 Konvext hölje

Definition. L̊at A vara en icke-tom mängd i Rn. Mängden av alla konvexa
kombinationer λ1a1 + λ2a2 + · · · + λmam av ett godtyckligt antal element
a1, a2, . . . , am i A kallas A:s konvexa hölje och betecknas cvxA.

Vi sätter vidare cvx ∅ = ∅ s̊a att det konvexa höljet även blir definierat
för den tomma mängden.

A cvxA

Figur 2.5. En mängd A och dess konvexa hölje

Sats 2.4.1. Konvexa höljet cvxA är en konvex mängd som inneh̊aller A och
är den minsta mängden med den egenskapen, dvs. om X är en konvex mängd
och A ⊆ X, s̊a gäller att cvxA ⊆ X.

Bevis. cvxA är en konvex mängd, ty konvexa kombinationer av tv̊a ele-
ment av typen

∑m
j=1 λjaj, där m ≥ 1, λ1, λ2, . . . , λm ≥ 0,

∑m
j=1 λj = 1 och

a1, a2, . . . , am ∈ A, är uppenbarligen ett element av samma slag. Vidare gäller
att A ⊆ cvxA, ty varje element i A är en konvex kombination av sig självt
(a = 1a).

En konvex mängd X inneh̊aller enligt sats 2.2.1 alla konvexa kombinatio-
ner av sina element. Om A ⊆ X, s̊a inneh̊aller därför speciellt X alla konvexa
kombinationer av elementen i A, vilket betyder att cvxA ⊆ X.

Konvexa höljet av en mängd i Rn best̊ar av alla konvexa kombinationer
av ett godtyckligt antal element i mängden, men varje element i höljet är i
själva verket en konvex kombination av högst n+ 1 stycken element.

Sats 2.4.2. L̊at A ⊆ Rn och antag att x ∈ cvxA. D̊a inneh̊aller A en del-
mängd B med högst n+ 1 element s̊adan att x ∈ cvxB.
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Bevis. Enligt definitionen av konvext hölje finns det en ändlig delmängd B
av A s̊adan att x ∈ cvxB. Välj en s̊adan mängd B = {b1, b2, . . . , bm} med s̊a
f̊a element som möjligt. Minimalitetsantagandet innebär att x =

∑m
j=1 λjbj,

där
∑m

j=1 λj = 1 och λj > 0 för alla j.
Sätt cj = bj − bm för j = 1, 2, . . . , m − 1. Vi skall visa att mängden

C = {c1, c2, . . . , cm−1} är en linjärt oberoende delmängd av Rn, n̊agot som
först̊as implicerar att m ≤ n+ 1.

Antag motsatsen, dvs. att mängden C är linjärt beroende. D̊a finns det
reella tal µj, som inte alla är 0, s̊a att

∑m−1
j=1 µjcj = 0. Om vi definierar

µm = −
∑m−1

j=1 µj, s̊a är allts̊a
∑m

j=1 µj = 0 och
∑m

j=1 µjbj = 0. Vidare är
säkert n̊agot av de m talen µ1, µ2, . . . , µm positivt.

Betrakta nu för t > 0 talen νj = λj − tµj. Vi observerar att

m∑
j=1

νj =
m∑
j=1

λj − t
m∑
j=1

µj = 1 och
m∑
j=1

νjbj =
m∑
j=1

λjbj − t
m∑
j=1

µjbj = x.

Vidare är νj ≥ λj > 0 om µj ≤ 0, och νj ≥ 0 om µj > 0 och t ≤ λj/µj.
Genom att välja t som det minsta av talen λj/µj med positiv nämnare µj,
uppn̊ar vi därför att νj ≥ 0 för alla j och att νj0 = 0 för åtminstone ett
index j0. Detta innebär att x är en konvex kombination av de m− 1 stycken
elementen i mängden B \ {bj0}, vilket strider mot minimalitetsantagandet
beträffande mängden B.

2.5 Topologiska egenskaper

Slutna höljet

Sats 2.5.1. Slutna höljet clX av en konvex mängd X är konvext.

Bevis. Vi erinrar om att clX =
⋂
r>0X(r), där X(r) är mängden av alla

punkter vars avst̊and till X är mindre än r. För konvexa mängder X är
mängderna X(r) konvexa (se exempel 2.3.3), och snittet av konvexa mängder
är konvext.

Inre och relativt inre

För att en konvex mängd skall ha inre punkter krävs att mängdens dimension
är lika med det omgivande rummets − exempelvis är det inre av en sträcka
i Rn tomt om n ≥ 2.

Sats 2.5.2. En konvex mängd X i Rn har inre punkter om och endast om
dimX = n.
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Bevis. Om X har en inre punkt a, s̊a finns det en öppen boll B = B(a; r)
med centrum i a s̊a att B ⊆ X, och det följer därför att dimX ≥ dimB = n,
dvs. dimX = n.

Antag omvänt att dimX = n; vi skall visa att intX 6= ∅. Eftersom
dimensionen är invariant under translation och int (a+X) = a+ intX, kan
vi utan inskränkning anta att 0 ∈ X.

L̊at nu a1, a2, . . . , am vara ett maximalt antal linjärt oberoende vektorer
i X; d̊a är X en delmängd av det linjära delrum av dimension m som spänns
upp av vektorerna, s̊a det följer av dimensionalitetsantagandet att m = n.
Mängden X inneh̊aller som delmängd det konvexa höljet av vektorerna 0,
a1, a2, . . . , an, och därmed speciellt den icke-tomma öppna mängden

{λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λnan | 0 < λ1 + · · ·+ λn < 1, λ1 > 0, . . . , λn > 0}.

Detta visar att intX 6= ∅.

En sträcka [a, b] p̊a x-axeln i det tv̊adimensionella talplanet saknar in-
re punkter om vi betraktar sträckan som en delmängd av R2, men som
delmängd av R är sträckans inre lika med den öppna sträckan ]a, b[. Mot-
svarande gäller först̊as för det konvexa höljet T = cvx{a, b, c} av tre punkter
som inte ligger i linje; om triangeln T uppfattas som delmängd av R2 har
den inre punkter, men om den uppfattas som delmängd av R3 saknar den
s̊adana. Detta är naturligtvis otillfredsställande om man vill ha begrepp som
är oberoende av det omgivande rummets dimension. Lösningen p̊a dilemmat
ligger i att använda sig av den relativa topologi som mängdens affina hölje
”ärver” fr̊an det omgivande rummet Rn.

Definition. L̊at X vara en mängd av dimension m i Rn, och l̊at V beteckna
X:s affina hölje, dvs. V är den affina mängd av dimension m som inneh̊aller
X.

En punkt x ∈ X säges vara en relativt inre punkt i X om det finns ett
r > 0 s̊a att B(x; r)∩ V ⊆ X, och mängden av alla relativt inre punkter i X
kallas mängdens relativa inre och betecknas rintX.

En punkt x ∈ Rn kallas en relativ randpunkt till X om det för varje r > 0
gäller att snittet B(x; r)∩ V inneh̊aller minst en punkt fr̊an X och minst en
punkt fr̊an V \X. Mängden av alla relativa randpunkter kallas den relativa
randen till till X och betecknas rbdryX.

En relativt inre punkt i X ligger naturligtvis i X, och en relativ randpunkt
till X är ocks̊a en randpunkt till X i vanlig mening och ligger följaktligen i
tillslutningen clX. Detta betyder att rintX ∪ rbdryX ⊆ clX.

Omvänt, om x är en punkt i tillslutningen clX, s̊a är
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B(x, r) ∩ V ∩X = B(x, r) ∩X 6= ∅

för varje r > 0, och följaktligen är x antingen en relativ randpunkt eller en
relativt inre punkt till X. Detta visar den omvända inklusionen, och vi drar
slutsatsen att

rintX ∪ rbdryX = clX,

eller med andra ord att

rbdryX = clX \ rintX.

Det följer av sats 2.5.2 att alla icke-tomma konvexa mängder har icke-
tomt relativt inre. Notera att för enpunktsmängder {a} är rint{a} = {a}.
För sträckor är rint[a, b] =]a, b[, vilket är konsistent med v̊art spr̊akbruk att
kalla ]a, b[ en öppen sträcka.

Sats 2.5.3. Det relativa inre rintX av en konvex mängd X är konvext.

Bevis. Eftersom rintX ⊆ clX, är satsen ett korollarium till följande sats.

Sats 2.5.4. Om X är en konvex mängd, a ∈ rintX och b ∈ clX, s̊a ligger
hela den öppna sträckan ]a, b[ i rintX.

Bevis. L̊at V = aff X beteckna den affina mängd av minimal dimension som
inneh̊aller X, och l̊at c = λa + (1 − λ)b, där 0 < λ < 1, vara en godtycklig
punkt p̊a den öppna sträckan ]a, b[. Vi skall visa att c är en relativt inre punkt
i X genom att konstruera en öppen boll B som inneh̊aller c och vars snitt
med V ligger helt i X.

Välj för den skull r > 0 s̊a att B(a; r) ∩ V ⊆ X och en punkt b′ ∈ X s̊a
att ‖b′ − b‖ < λr/(1− λ); detta g̊ar eftersom a är en relativt inre punkt i X
och b är en punkt i slutna höljet till X. Sätt

B = λB(a; r) + (1− λ)b′,

och notera att B = B(λa + (1 − λ)b′;λr). Den öppna bollen B inneh̊aller
punkten c eftersom

‖c− (λa+ (1− λ)b′)‖ = ‖(1− λ)(b− b′)‖ = (1− λ)‖b− b′‖ < λr.

Vidare gäller

B ∩ V = λ(B(a; r) ∩ V ) + (1− λ)b′ ⊆ λX + (1− λ)X ⊆ X

p̊a grund av konvexitet, och därmed är beviset klart.
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a

b

b′
c

X

B(a; r) B

Figur 2.6. Illustration till beviset för sats 2.5.4. Konvexa
höljet till bollen B(a; r) och punkten b′ bildar en ”strut”
med icke-tomt inre som inneh̊aller punkten c.

Sats 2.5.5. För konvexa mängder X är

(i) cl (rintX) = clX;

(ii) rint (clX) = rintX;

(iii) rbdry (clX) = rbdry (rintX) = rbdryX.

Bevis. Likheterna i (iii) för relativa ränder följer av de övriga tv̊a likheterna
samt definitionen av relativ rand.

De b̊ada inklusionerna cl (rintX) ⊆ clX och rintX ⊆ rint (clX) är trivi-
ala, eftersom A ⊆ B medför clA ⊆ clB och rintA ⊆ rintB för godtyckliga
mängder A och B.

Det återst̊ar s̊aledes enbart att bevisa de b̊ada inklusionerna

clX ⊆ cl (rintX) och rint (clX) ⊆ rintX.

Fixera för den skull en punkt x0 ∈ rintX.
Om x ∈ clX, s̊a ligger enligt sats 2.5.4 varje punkt p̊a den öppna sträckan

]x0, x[ i rintX, och det följer först̊as av detta att punkten x antingen är en inre
punkt eller en randpunkt till rintX, dvs. en punkt i tillslutningen cl (rintX).
Detta visar inklusionen clX ⊆ cl (rintX).

För att visa den återst̊aende inklusionen rint (clX) ⊆ rintX antar vi
istället att x ∈ rint (clX) och sätter yt = (1 − t)x0 + tx för t > 1. Eftersom
yt → x d̊a t → 1, ligger punkterna yt i clX förutsatt att t ligger tillräckligt
nära 1. Välj ett tal t0 > 1 s̊a att yt0 tillhör clX. Enligt sats 2.5.4 är alla
punkter p̊a den öppna sträckan ]x0, yt0 [ relativt inre punkter i X, och x är
en s̊adan punkt eftersom x = 1

t0
yt0 + (1− 1

t0
)x0. Detta bevisar implikationen

x ∈ rint (clX)⇒ x ∈ rintX, och därmed är beviset klart.

Kompakthet

Sats 2.5.6. Konvexa höljet cvxA av en kompakt mängd A i Rn är kompakt.
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Bevis. Sätt S = {λ ∈ Rn+1 | λ1, λ2, . . . , λn+1 ≥ 0,
∑n+1

j=1 λj = 1}, och l̊at
f : S × Rn × Rn × · · · × Rn → Rn vara funktionen

f(λ, x1, x2, . . . , xn+1) =
n+1∑
j=1

λjxj.

Funktionen f är givetvis kontinuerlig, och mängden S är kompakt eftersom
den är sluten och begränsad. Enligt sats 2.4.2 kan varje element x ∈ cvxA
skrivas som en konvex kombination x =

∑n+1
j=1 λjaj av högst n + 1 stycken

element a1, a2, . . . , an+1 ur mängden A. Detta betyder att konvexa höljet
cvxA är lika med bilden f(S × A× A× · · · × A) under f av den kompakta
produktmängden S × A × A × · · · × A. Eftersom kontinuerliga funktioner
avbildar kompakta mängder p̊a kompakta mängder, är s̊aledes konvexa höljet
cvxA kompakt.

2.6 Koner

Definition. Om x är en punkt i Rn och x 6= 0, s̊a kallar vi mängden

−→x = {λx | λ ≥ 0}

för str̊alen genom x eller halvlinjen fr̊an origo genom x.
En kon X i Rn är en icke-tom mängd som för varje punkt x ∈ X inneh̊aller

hela str̊alen genom x.

En kon X är med andra ord en icke-tom mängd som är sluten under
multiplikation med icke-negativa tal, dvs.

x ∈ X, λ ≥ 0⇒ λx ∈ X.

Speciellt inneh̊aller allts̊a alla koner 0.
Vi ska studera konvexa koner. Str̊alar och linjära delrum till Rn är först̊as

konvexa koner; speciellt är allts̊a hela rummet Rn och det triviala delrum-
met {0} konvexa koner. Ytterligare exempel p̊a enkla konvexa koner ges av
följande exempel.

Exempel 2.6.1. Ett slutet halvrum {x ∈ Rn | 〈c, x〉 ≥ 0}, som begränsas av
ett hyperplan genom origo, är en konvex kon och kallas ett koniskt halvrum.
Även unionen {x ∈ Rn | 〈c, x〉 > 0} ∪ {0} av motsvarande öppna halvrum
och origo är en konvex kon.
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0 0

Figur 2.7. Plant snitt genom tv̊a äkta konvexa koner i R3

Exempel 2.6.2. Icke-negativa ortanten

Rn
+ = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn | x1 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0},

i Rn är en konvex kon.

Definition. En kon, som inte inneh̊aller n̊agon linje genom 0, kallas en äkta
kon.‡

En kon inneh̊aller en linje genom origo om och endast om det finns en
vektor x s̊adan att b̊ade x och −x ligger i konen. En kon X är med andra
ord äkta om och endast om X ∩ (−X) = {0}.

Slutna koniska halvrum i Rn är oäkta koner om n ≥ 2, medan icke-
negativa ortanten Rn

+ är en äkta kon. Konerna {x ∈ Rn | 〈c, x〉 > 0} ∪ {0}
är ocks̊a äkta koner.

Här följer nu tv̊a alternativa sätt att uttrycka att en mängd är en konvex
kon.

Sats 2.6.1. Följande tre villkor är ekvivalenta för en icke-tom delmängd X
av Rn:

(i) X är en konvex kon.

(ii) X är en kon och x+ y ∈ X för alla x, y ∈ X.

(iii) λx+ µy ∈ X för alla x, y ∈ X och alla λ, µ ∈ R+.

Bevis. (i)⇒ (ii): Om X är en konvex kon och x, y ∈ X, s̊a tillhör z = 1
2
x+ 1

2
y

mängden X p̊a grund av konvexitet, och x+ y (= 2z) tillhör X p̊a grund av
att X är en kon.

(ii)⇒ (iii): Om (ii) gäller, x, y ∈ X och λ, µ ∈ R+, s̊a följer först att λx ∈ X
och µy ∈ X p̊a grund av konvillkoret och sedan att λx + µy ∈ X p̊a grund
av additivitetsvillkoret.

‡Terminologin skiftar fr̊an författare till författare. P̊a engelska kallas en äkta kon van-
ligtvis för salient cone, medan begreppet proper cone kan betyda att konen ifr̊aga är sluten,
har ett icke-tomt inre och inte inneh̊aller n̊agon linje genom origo.
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(iii) ⇒ (i): Om (iii) gäller s̊a följer att X är en kon genom att välja y = x
och µ = 0, samt att konen är konvex genom att speciellt välja λ+µ = 1.

Definition. En linjärkombination
∑m

j=1 λjxj av vektorer x1, x2, . . . , xm i Rn

kallas en konisk kombination om samtliga koefficienter λ1, λ2, . . . , λm är icke-
negativa.

Sats 2.6.2. En konvex kon inneh̊aller alla koniska kombinationer av sina
element.

Bevis. Följer omedelbart med induktion av karakteriseringen (iii) av konvexa
koner i föreg̊aende sats.

Konbevarande operationer

Bevisen för nedanst̊aende fyra satser är analoga med bevisen för motsvarande
satser om konvexa mängder och lämnas därför som övning.

Sats 2.6.3. Antag att avbildningen T : Rn → Rm är linjär, att X är en
konvex kon i Rn och att Y är en konvex kon i Rm. D̊a är bildmängden T (X)
en konvex kon i Rm och inversa bildmängden T−1(Y ) en konvex kon i Rn.

Sats 2.6.4. Snittet
⋂
i∈I Xi av en godtycklig familj av konvexa koner Xi är

en konvex kon.

Sats 2.6.5. Antag att X är en konvex kon i Rn och Y är en konvex kon i
Rm. D̊a är cartesianska produkten X × Y en konvex kon i Rn+m.

Sats 2.6.6. Antag att X och Y är konvexa koner i Rn. D̊a är −X och X+Y
konvexa koner i Rn.

Exempel 2.6.3. Ett snitt

X =
m⋂
i=1

{x ∈ Rn | 〈ci, x〉 ≥ 0}

av ändligt många slutna koniska halvrum kallas en polyedrisk kon eller en
konisk polyeder.

En polyedrisk kon är med andra ord lösningsmängd till ett system av
homogena linjära olikheter. Om vi l̊ater C vara den m× n-matris vars rader
best̊ar av radmatriserna cTi , kan vi skriva konen X p̊a formen

X = {x ∈ Rn | Cx ≥ 0}.
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Koniskt hölje

Definition. L̊at A vara en godtycklig icke-tom delmängd av Rn. Mängden
av alla koniska kombinationer av element ur A kallas A:s koniska hölje och
betecknas conA. Elementen i A kallas generatorer till conA.

För att begreppet även skall vara definierat för den tomma mängden
sätter vi con ∅ = {0}.

Sats 2.6.7. För varje mängd A är conA en konvex kon som inneh̊aller A
som delmängd, och conA är den minsta konvexa konen med denna egenskap,
dvs. om X är en godtycklig konvex kon och A ⊆ X, s̊a gäller att conA ⊆ X.

Bevis. En konisk kombination av tv̊a koniska kombinationer av element fr̊an
A är uppenbarligen en ny konisk kombination av element fr̊an A, s̊a conA
är en konvex kon. Att A ⊆ conA är uppenbart, och eftersom en godtycklig
konvex kon X inneh̊aller alla koniska kombinationer av sina element, måste
en konvex kon X som inneh̊aller A som delmängd speciellt inneh̊alla alla
koniska kombinationer av element fr̊an A, dvs. konen conA.

Sats 2.6.8. Antag att X = conA är en kon i Rn, att Y = conB är en kon
i Rm och att T : Rn → Rm är en linjär avbildning. D̊a är

(i) T (X) = conT (A);

(ii) X × Y = con
(
(A× {0}) ∪ ({0} ×B)

)
;

(iii) X + Y = con(A ∪B), förutsatt att m = n s̊a att summan X + Y
är väldefinierad.

Bevis. (i) Konen X best̊ar av alla koniska kombinationer x =
∑p

j=1 λjaj av
element aj i A. För en s̊adan konisk kombination är Tx =

∑p
j=1 λjTaj, s̊a det

följer att bildkonen T (X) best̊ar av alla koniska kombinationer av elementen
Taj ∈ T (A). Detta innebär att T (X) = conT (A).

(ii) Konen X × Y best̊ar av alla par (x, y) =
(∑p

j=1 λjaj,
∑q

k=1 µkbk
)

av
koniska kombinationer av element i A resp. B. Men

(x, y) =

p∑
j=1

λj(aj, 0) +

q∑
k=1

µk(0, bk),

s̊a (x, y) är en konisk kombination av element i (A×{0}) ∪ ({0}×B), dvs. ett
element i konen Z = con

(
(A× {0}) ∪ ({0} ×B)

)
. Detta bevisar inklusionen

X × Y ⊆ Z.

Den omvända inklusionen Z ⊆ X × Y följer direkt av den triviala inklu-
sionen (A × {0}) ∪ ({0} × B) ⊆ X × Y , och det faktum att X × Y är en
kon.
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(iii) Ett typiskt element i X+Y har formen
∑p

j=1 λjaj+
∑q

k=1 µkbk, vilket
är en konisk kombination av element i A∪B. Detta bevisar p̊ast̊aendet.

Ändligt genererade koner

Definition. En konvex kon X säges vara ändligt genererad om X = conA
för n̊agon ändlig mängd A.

Exempel 2.6.4. Icke-negativa ortanten Rn
+ är ändligt genererad av stan-

dardbasen e1, e2, . . . , en för Rn.

Sats 2.6.8 har följande omedelbara korollarium.

Korollarium 2.6.9. Cartesianska produkter X×Y , summor X+Y och bilder
T(X) under linjära avbildningar T av ändligt genererade koner X och Y , är
ändligt genererade koner.

Även snitt X ∩ Y och inversa bilder T−1(Y ) av ändligt genererade koner
är ändligt genererade, men beviset för denna utsaga f̊ar anst̊a till kapitel 5,
där vi visar att varje ändligt genererad kon är en polyedrisk kon och vice
versa.

Sats 2.6.10. Antag att A är en delmängd av Rn och att x ∈ conA. D̊a finns
det en linjärt oberoende delmängd B av A s̊adan att x ∈ conB.

Anmärkning. Notera att mängden B inneh̊aller högst n element.

Bevis. Eftersom x är en konisk kombination av element fr̊an A, är x per
definition en konisk kombination av ändligt m̊anga element valda ur A. Välj
nu en ändlig delmängd B av A med s̊a f̊a element som möjligt s̊adan att
x ∈ conB. Vi skall visa att mängden B är linjärt oberoende.

Om B = ∅ (dvs. om x = 0), är saken klar, ty den tomma mängden är
linjärt oberoende. Antag därför att B 6= ∅ och sätt B = {b1, b2, . . . , bm}.
Enligt förutsättningarna är x =

∑m
j=1 λjbj, där varje λj > 0.

Vi gör ett motsägelsebevis och antar därför att mängden B är linjärt
beroende; d̊a finns det skalärer µ1, µ2, . . . , µm, där minst en av dem är positiv,
s̊a att

∑m
j=1 µjbj = 0. Det följer att x =

∑m
j=1(λj − tµj)bj för alla t ∈ R.

Sätt nu t0 = minλj/µj, där minimum tas över alla index j för vilka µj > 0,
och l̊at j0 vara ett index som ger minimum. D̊a är λj− t0µj ≥ 0 för alla index
j samtidigt som λj0 − t0µj0 = 0. Detta innebär emellertid att x ligger i
konen som genereras av B \ {bj0}, vilket motsäger minimalitetsantagandet.
Följaktligen är B linjärt oberoende.
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Sats 2.6.11. Varje ändligt genererad kon är sluten.

Bevis. Antag att X är en ändligt genererad kon i Rn, dvs. X = conA för
n̊agon ändlig mängd A.

Betrakta först fallet att A = {a1, a2, . . . , am} är en linjärt oberoende
mängd. D̊a är m ≤ n, och vi kan utvidga A med vektorer am+1, . . . , an till
en bas för Rn.

L̊at nu (c1(x), c2(x), . . . , cn(x)) beteckna koordinaterna för vektorn x med
avseende p̊a basen a1, a2, . . . , an, dvs. x =

∑n
j=1 cj(x) aj. Koordinatfunktio-

nerna cj(x) är linjära former p̊a Rn.
En vektor x tillhör X om och endast om x är en konisk kombination av

de m första nya basvektorerna. Detta innebär att

X = {x ∈ Rn | c1(x) ≥ 0, . . . , cm(x) ≥ 0, cm+1(x) = · · · = cn(x) = 0},

dvs. X är lika med snittet av de m slutna halvrummen {x ∈ Rn | cj(x) ≥ 0},
1 ≤ j ≤ m, och de n−m hyperplanen {x ∈ Rn | cj(x) = 0}, m+ 1 ≤ j ≤ n.
Följaktligen är X en sluten polyedrisk kon.

Vi överg̊ar nu till det allmänna fallet, dvs. vi l̊ater A vara en godtycklig
ändlig mängd. Eftersom det för varje x ∈ conA finns en linjärt oberoende
delmängd B s̊a att x ∈ conB, är conA =

⋃
conB, där unionen skall tas

över alla linjärt oberoende delmängder B av A. Det finns först̊as bara ändligt
många s̊adana delmängder B, s̊a vi har en union av ändligt m̊anga koner
conB, som samtliga är slutna enligt första delen av beviset. Konen conA är
därför sluten.

2.7 Recessionskonen

En mängds recessionskon beskriver mängdens uppförande i oändligheten ge-
nom att ge information om i vilka riktningar den är obegränsad. Här följer
den formella definitionen av begreppet.

Definition. L̊at X vara en delmängd av Rn och v vara en vektor i Rn skild
fr̊an nollvektorn. Vi säger att mängden X recederar i riktningen v och att
v är en recessionsvektor till X om alla halvlinjer med riktningsvektor v och
start i en godtycklig punkt i X ligger helt i X.

Mängden som best̊ar av alla recessionsvektorer till X och nollvektorn
kallas recessionskonen till X och betecknas reccX. För icke-tomma mängder
X är allts̊a

reccX = {v ∈ Rn | x+ tv ∈ X för alla x ∈ X och alla t > 0},

medan recc ∅ = {0}.
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X X X

a

a a

Figur 2.8. Figuren visar tre konvexa mängder X och motsvarande
translaterade recessionskoner a+ reccX.

Sats 2.7.1. Recessionskonen till en godtycklig mängd X är en konvex kon
och

X = X + reccX.

Bevis. Att reccX verkligen är en kon följer omedelbart av definitionen och
detsamma gäller inklusionen X + reccX ⊆ X. Den omvända inklusionen
X ⊆ X + Y är trivialt sann för alla mängder Y som inneh̊aller nollvektorn,
och d̊a speciellt för konen reccX.

Om v och w är tv̊a recessionsvektorer till X, x är en godtycklig punkt i
X och t är ett godtyckligt positivt tal, s̊a ligger per definition först punkten
x + tv i X och sedan ocks̊a punkten x + t(v + w) = (x + tv) + tw i X,
vilket betyder att summan v+w är en recessionsvektor. Recessionskonen har
s̊aledes additivitetsegenskapen v, w ∈ reccX ⇒ v +w ∈ reccX, vilket enligt
sats 2.6.1 betyder att den är konvex.

Exempel 2.7.1. Här följer n̊agra enkla exempel p̊a recessionskoner:

recc(R+ × [0, 1]) = recc(R+× ]0, 1[) = R+ × {0},
recc(R+× ]0, 1[∪{(0, 0)}) = {(0, 0)},
recc{x ∈ R2 | x2

1 + x2
2 ≤ 1} = {(0, 0)},

recc{x ∈ R2 | x2 ≥ x2
1} = {0} × R+,

recc{x ∈ R2 | x2 ≥ 1/x1, x1 > 0} = R2
+.

För konvexa mängder förenklas beräkningen av recessionskonen av föl-
jande sats.

Sats 2.7.2. En vektor v är en recessionsvektor till en icke-tom konvex mängd
X om och endast om x+ v ∈ X för alla x ∈ X.

Bevis. Om v är en recessionsvektor till X, s̊a ligger först̊as speciellt x + v i
X för alla x ∈ X.
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Antag för att visa omvändningen att x+ v ∈ X för alla x ∈ X. D̊a följer
genom induktion att x+nv ∈ X för alla naturliga tal n och varje givet x ∈ X.
Eftersom mängden X är konvex ligger därför den slutna sträckan [x, x+nv] i
X för alla naturliga tal n, och detta medför att x+ tv ∈ X för varje positivt
tal t och varje x ∈ X. S̊a v är en recessionsvektor till X.

För konvexa koner gäller speciellt:

Korollarium 2.7.3. Om X är en konvex kon, s̊a är reccX = X.

Bevis. Inklusionen reccX ⊆ X gäller för alla mängder X som inneh̊aller
0 och d̊a speciellt för koner. Den omvända inklusionen X ⊆ reccX följer
av föreg̊aende sats och additivitetsegenskapen x, v ∈ X ⇒ x + v ∈ X för
konvexa koner X.

Exempel 2.7.2. recc R2
+ = R2

+, recc(R2
++∪{(0, 0)}) = R2

++∪{(0, 0)}.

En sluten konvex mängds recessionsvektorer karakteriseras av följande
sats.

Sats 2.7.4. Antag att X är en icke-tom sluten konvex mängd. D̊a är följande
tre villkor ekvivalenta för en vektor v.

(i) v är en recessionsvektor till X.

(ii) Det finns en punkt x ∈ X s̊adan att x+ nv ∈ X för alla n ∈ Z+.

(iii) Det finns en följd (xn)∞1 av punkter xn i X och en följd (λn)∞1 av positiva
tal med egenskapen att λn → 0 och λnxn → v d̊a n→∞.

Bevis. (i) ⇒ (ii): Trivialt eftersom x + tv ∈ X for alla punkter x ∈ X och
alla positiva tal t, om v är en recessionsvektor till X.

(ii)⇒ (iii): Om (ii) gäller, s̊a uppfylls villkoret (iii) av punkterna xn = x+nv
och talen λn = 1/n.

(iii)⇒ (i): Antag att (xn)∞1 och (λn)∞1 är följder av punkter i X och positiva
tal s̊adana att λn → 0 och λnxn → v d̊a n→∞, och l̊at x vara en godtycklig
punkt i X. Punkterna zn = (1 − λn)x + λnxn ligger d̊a ocks̊a i X för alla
tillräckligt stora n, och eftersom zn → x + v d̊a n → ∞ medför slutenheten
hos X att x+ v ∈ X. Det följer nu av sats 2.7.2 att v är en recessionsvektor
till X.

Sats 2.7.5. Om X är en sluten konvex mängd, s̊a är recessionskonen reccX
en sluten konvex kon.

Bevis. Fallet X = ∅ är trivialt, s̊a antag att X är en icke-tom sluten konvex
mängd. För att visa att recessionskonen reccX är sluten antar vi att v är



2.7 Recessionskonen 45

en randpunkt till konen och väljer en följd (vn)∞1 av punkter i konen som
konvergerar mot v d̊a n → ∞. Om x är en godtycklig punkt i X, s̊a ligger
punkterna x + vn i X för varje naturligt tal n, och detta medför att deras
gränsvärde x + v ocks̊a ligger i X, eftersom X är en sluten mängd. Detta
visar att v är en recessionsvektor, dvs. tillhör recessionskonen reccX, som
s̊aledes inneh̊aller alla sina randpunkter och därför är sluten.

Sats 2.7.6. L̊at {Xi | i ∈ I} vara en familj av slutna konvexa mängder med
icke-tomt snitt. D̊a är recc(

⋂
i∈I Xi) =

⋂
i∈I reccXi.

Bevis. L̊at x0 vara en punkt i snittet
⋂
iXi. Det följer d̊a av sats 2.7.4 att

v ∈ recc(
⋂
iXi) om och endast om x0 + nv ligger i Xi för alla positiva heltal

n och alla i ∈ I, vilket gäller om och endast om v ∈ reccXi för alla i ∈ I.

För polyedrar ges recessionskonen av följande sats.

Sats 2.7.7. För icke-tomma polyedrar X = {x ∈ Rn | Cx ≥ b} är

reccX = {x ∈ Rn | Cx ≥ 0}.

Bevis. Uppenbarligen är recessionskonen till ett slutet halvrum lika med mot-
svarande koniska halvrum, s̊a satsen följer därför av föreg̊aende sats eftersom
varje polyeder är ett snitt av slutna halvrum.

Observera att recessionskonen till en delmängd Y av X kan vara större
än X:s recessionskon. Exempelvis är

recc R2
++ = R2

+ ) R2
++ ∪ {(0, 0)} = recc(R2

++ ∪ {(0, 0)}).

Detta kan emellertid inte inträffa om den större mängden är sluten.

Sats 2.7.8. (i) Antag att X är en sluten konvex mängd och att Y ⊆ X. D̊a
är reccY ⊆ reccX.

(ii) Antag att X är en konvex mängd. D̊a är recc(rintX) = recc(clX).

Bevis. (i) Fallet Y = ∅ är trivialt, s̊a antag att Y är en icke-tom delmängd
av X och l̊at y vara en godtycklig punkt i Y . Om v är ett element i reccY ,
s̊a ligger vektorerna y + nv i Y och därmed ocks̊a i X för varje naturligt tal
n, och det följer därför av sats 2.7.4 att v ocks̊a tillhör reccX.

(ii) Inklusionen recc(rintX) ⊆ recc(clX) följer av del (i) eftersom clX är en
sluten konvex mängd. För att visa omvändningen antar vi att v ∈ recc(clX).
Givet en godtycklig punkt x ∈ rintX ligger d̊a speciellt punkten x+2v i clX,
och det följer därför av sats 2.5.4 att den öppna sträckan ]x, x + 2v[ ligger i
rintX. Speciellt ligger allts̊a punkten x+ v i rintX, och därmed har vi visat
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implikationen x ∈ rintX ⇒ x+ v ∈ rintX, som enligt sats 2.7.2 innebär att
v ∈ recc(rintX).

Sats 2.7.9. En sluten konvex mängd X är begränsad om och endast om
reccX = {0}.

Bevis. Att reccX = {0} om mängden X är begränsad är uppenbart. För
att visa omvändningen antar vi att X är en obegränsad sluten mängd. D̊a
finns det en följd (xn)∞1 av punkter i X s̊adan att ‖xn‖ → ∞ d̊a n → ∞.
Den begränsade följden (xn/‖xn‖)∞1 har enligt Bolzano–Weierstrass sats en
konvergent delföljd, och vi kan genom att vid behov stryka element i den
ursprungliga följden anta att följden är konvergent. Gränsvärdet v är en
vektor med norm 1, vilket garanterar att v 6= 0. Med λn = 1/‖xn‖ har vi nu
en följd av punkter xn i X och en följd av positiva tal λn s̊adana att λn → 0
och λnxn → v d̊a n → ∞, och detta betyder enligt sats 2.7.4 att v är en
recessionsvektor, dvs. ett nollskilt element i reccX. Därmed har vi visat att
reccX 6= {0} om X är en obegränsad sluten konvex mängd.

Definition. Om X är en godtycklig mängd s̊a är snittet reccX ∩ (− reccX)
ett linjärt delrum, som kallas mängden X:s recessiva delrum och betecknas
linX.

En sluten konvex mängd kallas linjefri om linX = {0}. Mängden X är
med andra ord linjefri om och endast om reccX är en äkta kon.

Om X är en icke-tom sluten konvex delmängd av Rn och x är en god-
tycklig punkt i X, s̊a är tydligen

linX = {v ∈ Rn | x+ tv ∈ X för alla t ∈ R}.

Bilden T (X) av en sluten konvex mängd X under en linjär avbildning T
behöver inte vara sluten. Ett motexempel ges av X = {x ∈ R2

+ | x1x2 ≥ 1}
och projektionen T (x1, x2) = x1 av R2 p̊a första faktorn med bildmängd
T (X) = ]0 ,∞[. Anledningen till att bildmängden i detta fall inte är sluten är
att X har en recessionsvektor v som avbildas p̊a 0 av T , nämligen v = (0, 1).

Vi har följande generella resultat, där N (T ) betecknar nollrummet till
avbildningen T , dvs. N (T ) = {x | Tx = 0}.

Sats 2.7.10. L̊at T : Rn → Rm vara en linjär avbildning, l̊at X vara en
sluten konvex delmängd av Rn och antag att

N (T ) ∩ reccX ⊆ linX.

D̊a är bildmängden T (X) sluten, och

reccT (X) = T (reccX).



2.7 Recessionskonen 47

Speciellt är allts̊a bildmängden T (X) sluten om X är en sluten konvex
delmängd och x = 0 är den enda vektorn i reccX med Tx = 0.

Bevis. Snittet

L = N (T ) ∩ linX = N (T ) ∩ reccX

är ett linjärt delrum till Rn. L̊at L⊥ beteckna dess ortogonala komplement.
D̊a är X = X ∩ L+X ∩ L⊥, och eftersom Tx = 0 för alla x ∈ L är

T (X) = T (X ∩ L⊥).

L̊at nu y vara en godtycklig randpunkt till bildmängden T (X). D̊a finns
det p̊a grund av likheten ovan en följd (xn)∞1 av punkter xn ∈ X ∩L⊥ s̊adan
att limn→∞ Txn = y. Vi p̊ast̊ar att följden (xn)∞1 måste vara begränsad.

Antag nämligen motsatsen. D̊a har följden (xn)∞1 en delföljd (xnk)
∞
1 s̊adan

att ‖xnk‖ → ∞ d̊a k → ∞ och den begränsade följden (xnk/‖xnk‖)∞1 kon-
vergerar. Gränsvärdet v är först̊as en vektor i det linjära delrummet L⊥ med
norm 1. Eftersom xnk ∈ X och 1/‖xnk‖ → 0 följer det vidare av sats 2.7.4
att v ∈ reccX. Slutligen är

Tv = lim
k→∞

T (xnk/‖xnk‖) = lim
k→∞
‖xnk‖−1Txnk = 0 · y = 0,

s̊a vektorn v ligger i nollrummet N (T ), och därmed ocks̊a i L. Detta betyder
att v ∈ L ∩ L⊥, vilket är en motsägelse eftersom L ∩ L⊥ = {0} och v 6= 0.

Följden (xn)∞1 är s̊aledes begränsad. L̊at (xnk)
∞
1 vara en konvergent del-

följd, och sätt x = limk→∞ xnk . D̊a ligger x iX eftersom mängdenX är sluten,
och y = limk→∞ Txnk = Tx, vilket innebär att y ∈ T (X). Bildmängden T (X)
inneh̊aller s̊aledes alla sina randpunkter, och den är därför sluten.

Inklusionen T (reccX) ⊆ reccT (X) gäller för alla mängder X. Antag
nämligen att v ∈ reccX och l̊at y vara en godtycklig punkt i T (X). D̊a är
y = Tx för n̊agon punkt x ∈ X, och eftersom x + tv ∈ X för alla t > 0 och
y + tTv = T (x + tv), ligger punkterna y + tTv i T (X) för alla t > 0. Detta
innebär att Tv ∈ reccT (X).

För att visa den omvända inklusionen reccT (X) ⊆ T (reccX) för slutna
konvexa mängder X och linjära avbildningar T som uppfyller förutsättning-
arna i satsen, antar vi att w ∈ reccT (X) och ska visa att det finns en vektor
v ∈ reccX s̊adan att w = Tv. Vi noterar d̊a först att det finns en följd (yn)∞1
av punkter yn ∈ T (X) och en följd (λn)∞1 av positiva tal s̊a att λn → 0 och
λnyn → w d̊a n → ∞. Välj för varje n en punkt xn ∈ X ∩ L⊥ s̊adan att
yn = T (xn).

Följden (λnxn)∞1 måste vara begränsad. Ty antag motsatsen; d̊a finns det
en delföljd s̊adan att ‖λnkxnk‖ → ∞ och följden (xnk/‖xnk‖)∞1 konvergerar
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mot en vektor z d̊a k →∞. Det följer av sats 2.7.4 att z ∈ reccX, ty xnk är
punkter i X och ‖xnk‖ → ∞ d̊a k →∞. Givetvis ligger z ocks̊a i delrummet
L⊥, och vidare är

Tz = lim
k→∞

T (xnk/‖xnk‖) = lim
k→∞

T (λnkxnk/‖λnkxnk‖)

= lim
k→∞

λnkynk/‖λnkxnk‖ = 0 · w = 0.

Detta innebär att z ∈ N (T ) ∩ reccX = L, s̊a z ligger i L ∩ L⊥, vilket är en
motsägelse till att ‖z‖ = 1.

Eftersom följden (λnxn)∞1 är begränsad, har den en delföljd som konver-
gerar mot en vektor v, som enligt sats 2.7.4 ligger i reccX, och eftersom
T (λnxn) = λnyn → w, drar vi slutsatsen att Tv = w, och detta betyder att
w ∈ T (reccX).

Sats 2.7.11. L̊at X och Y vara icke-tomma slutna konvexa delmängder av
Rn, och antag att

x ∈ reccX & y ∈ reccY & x+ y = 0 ⇒ x ∈ linX & y ∈ linY.

D̊a är summan X + Y en sluten konvex mängd och

recc(X + Y ) = reccX + reccY.

Anmärkning. Förutsättningen i satsen är uppfyllt om reccX och − reccY
inte har n̊agon annan gemensam vektor än nollvektorn 0.

Bevis. L̊at T : Rn×Rn → Rn vara den linjära avbildningen T (x, y) = x+y.
Vi lämnar som enkel övning att visa att recc(X × Y ) = reccX × reccY och
att lin(X×Y ) = linX× linY . Eftersom N (T ) = {(x, y) | x+y = 0}, innebär
förutsättningen i satsen att

N (T ) ∩ recc(X × Y ) ⊆ lin(X × Y ),

och det följer därför av sats 2.7.10 att T (X × Y ), dvs. summan X + Y , är
sluten och att

recc(X + Y ) = reccT (X × Y ) = T (recc(X × Y )) = T (reccX × reccY )

= reccX + reccY.

Korollarium 2.7.12. Summan X + Y av en icke-tom sluten konvex mängd
X och en icke-tom kompakt konvex mängd Y är en sluten konvex mängd, och
recc(X + Y ) = reccX.
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Bevis. Eftersom reccY = {0} är förutsättningarna i sats 2.7.11 trivialt upp-
fyllda.

Korollarium 2.7.13. Antag att C är en sluten konvex kon och Y är en icke-
tom kompakt konvex mängd. D̊a är recc(C + Y ) = C.

Bevis. Korollariet följer som specialfall av föreg̊aende korollarium eftersom
reccC = C.

Övningar

2.1 Visa att mängden {x ∈ R2
+ | x1x2 ≥ a} är konvex, och mer generellt att

mängden {x ∈ Rn
+ | x1x2 · · ·xn ≥ a} är konvex.

[Ledning: Använd olikheten xλi y
1−λ
i ≤ λxi+(1−λ)yi mellan vägt geometriskt

och vägt aritmetiskt medelvärde; se sats 6.4.1.]

2.2 Bestäm konvexa höljet cvxA till följande delmängder A av R2:

a) A = {(0, 0), (1, 0), (0, 1)} b) A = {x ∈ R2 | ‖x‖ = 1}
c) A = {x ∈ R2

+ | x1x2 = 1} ∪ {(0, 0)}.
2.3 Ge exempel p̊a en sluten mängd med icke-slutet konvext hölje.

2.4 Bestäm den inversa bilden P−1(X) till mängden X = {x ∈ R2
+ | x1x2 ≥ 1}

under perspektivavbildningen P : R2 × R++ → R2.

2.5 Visa att mängden {x ∈ Rn+1 |
(∑n

j=1 x
2
j

)1/2 ≤ xn+1} är en kon.

2.6 L̊at e1, e2, . . . , en vara den kanoniska basen i Rn och sätt e0 = −
∑n

1 ej .
Visa att hela rummet Rn genereras som kon av de n+ 1 stycken vektorerna
e0, e1, e2, . . . , en.

2.7 Visa att ett koniskt halvrum i Rn genereras som kon av n+ 1 stycken vek-
torer.

2.8 Visa att om X är en sluten kon i R2, s̊a är X = conA för n̊agon mängd A
med högst tre element.

2.9 Visa att summan av tv̊a slutna koner i R2 är en sluten kon.

2.10 Bestäm reccX och linX för följande konvexa mängder:

a) X = {x ∈ R2 | −x1 + x2 ≤ 2, x1 + 2x2 ≥ 2, x2 ≥ −1}
b) X = {x ∈ R2 | −x1 + x2 ≤ 2, x1 + 2x2 ≤ 2, x2 ≥ −1}
c) X = {x ∈ R3 | 2x1 + x2 + x3 ≤ 4, x1 + 2x2 + x3 ≤ 4}
d) X = {x ∈ R3 | x2

1 − x2
2 ≥ 1, x1 ≥ 0}.

2.11 L̊at X vara en godtycklig icke-tom delmängd av Rm och Y vara en godtycklig
icke-tom delmängd av Rn. Visa att recc(X × Y ) = reccX × reccY och att
lin(X × Y ) = linX × linY .
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2.12 L̊at P : Rn × R++ → Rn vara perspektivavbildningen. För konvexa del-
mängder X av Rn sätter vi c(X) = P−1(X) ∪ {(0, 0)}.
a) Bevisa att c(X) är en kon, närmare bestämt att c(X) = con(X × {1}).
b) Bestäm ett explicit uttryck för konerna c(X) och cl(c(X)) om

(i) n = 1 och X = [2, 3]; (ii) n = 1 och X = [2,∞[;
(iii) n = 2 och X = {x ∈ R2 | x1 ≥ x2

2}.
c) Bestäm c(X) om X = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1} och ‖·‖ är en godtycklig norm

p̊a Rn.

d) Visa att cl(c(X)) = c(clX) ∪ (recc(clX)× {0}).
e) Visa att cl(c(X)) = c(clX) om och endast om mängden X är begränsad.

f) Visa att konen c(X) är sluten om och endast om X är kompakt.

2.13 Konen Y = {x ∈ R3 | x1x3 ≥ x2
2, x3 > 0} ∪ {x ∈ R3 | x1 ≥ 0, x2 = x3 = 0}

är sluten. (Jmf b) (iii) i föreg̊aende övning). Sätt

Z = {x ∈ R3 | x1 ≤ 0, x2 = x3 = 0}
och visa att

Y + Z = {x ∈ R3 | x3 > 0} ∪ {x ∈ R3 | x2 = x3 = 0}.
Summan av tv̊a slutna koner i R3 behöver med andra ord inte vara en sluten
kon.

2.14 Visa att summan X+Y av en godtycklig sluten mängd X och en godtycklig
kompakt mängd Y är sluten.



Kapitel 3

Separation

3.1 Separerande hyperplan

Definition. L̊at X och Y vara tv̊a mängder i Rn. Man säger att hyperplanet
H separerar mängderna om de ligger i var sitt av de b̊ada slutna halvrum
som definieras av hyperplanet H och hyperplanet inte inneh̊aller b̊ade X och
Y som delmängder.†

Separationen kallas strikt om det finns tv̊a med H parallella hyperplan,
ett p̊a vardera sidan om H, som separerar X och Y .

Hyperplanet H = {x | 〈c, x〉 = b} separerar med andra ord mängderna
X och Y om 〈c, x〉 ≤ b för alla x ∈ X, 〈c, y〉 ≥ b för alla y ∈ Y och 〈c, x〉 6= b
för åtminstone n̊agot element x ∈ X ∪Y . Separationen är strikt om det finns
tal b1 och b2 s̊adana att 〈c, x〉 ≤ b1 < b < b2 ≤ 〈c, y〉 för alla x ∈ X och alla
y ∈ Y .

X

Y

H

Figur 3.1. Strikt separerande hyperplan H

I många fall är vi enbart intresserade av själva existensen av separerande
hyperplan, och den hänger p̊a ett naturligt sätt ihop med extremvärden hos
linjära funktioner.

†Ett hyperplan som separerar tv̊a delmängder till ett hyperplan H m̊aste allts̊a med
v̊ar terminologi vara skilt fr̊an H.

51
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Sats 3.1.1. L̊at X och Y vara tv̊a icke-tomma mängder i Rn.
(i) Det finns ett hyperplan som separerar X och Y om och endast om det

finns en vektor c s̊adan att

sup
x∈X
〈c, x〉 ≤ inf

y∈Y
〈c, y〉 och inf

x∈X
〈c, x〉 < sup

y∈Y
〈c, y〉.

(ii) Det finns ett hyperplan som separerar X och Y strikt om och endast
om det finns en vektor c s̊adan att

sup
x∈X
〈c, x〉 < inf

y∈Y
〈c, y〉.

Bevis. En vektor c som uppfyller villkoren i (i) eller (ii) är först̊as nollskild.
Antag att c uppfyller villkoren i (i) och välj talet b s̊a att

supx∈X〈c, x〉 ≤ b ≤ infy∈Y 〈c, y〉.
D̊a är 〈c, x〉 ≤ b för alla x ∈ X och 〈c, y〉 ≥ b för alla y ∈ Y . Vidare är
〈c, x〉 6= b för n̊agot x ∈ X ∪ Y p̊a grund av den andra olikheten i (i).
Hyperplanet H = {x | 〈c, x〉 = b} separerar därför mängderna X och Y .

Om c uppfyller villkoret i (ii) väljer vi istället b s̊a att

supx∈X〈c, x〉 < b < infy∈Y 〈c, y〉,
och drar nu slutsatsen att hyperplanet H separerar X och Y strikt.

Omvänt, om hyperplanet H separerar X och Y , s̊a kan vi genom att vid
behov byta tecken p̊a c och b anta att 〈c, x〉 ≤ b för alla x ∈ X och 〈c, y〉 ≥ b
för alla y ∈ Y , och detta medför att supx∈X〈c, x〉 ≤ b ≤ infy∈Y 〈c, y〉. Eftersom
H vidare inte inneh̊aller b̊ade X och Y , finns det punkter x1 ∈ X och y1 ∈ Y
med 〈c, x1〉 < 〈c, y1〉, och detta ger oss den andra olikheten i (i).

Om separationen dessutom är strikt, s̊a finns det tv̊a med H parallella
hyperplan Hi = {x | 〈c, x〉 = bi}, där b1 < b < b2, som separerar X och Y ,
och det följer att supx∈X〈c, x〉 ≤ b1 < b < b2 ≤ infy∈Y 〈c, y〉, dvs. c uppfyller
villkoret i (ii).

Om ett hyperplan separerar en enpunktsmängd {x0} och en godtyck-
lig mängd Y , s̊a säger vi ocks̊a att hyperplanet separerar punkten x0 fr̊an
mängden Y . Följande enkla lemma reducerar problemet att separera tv̊a
mängder till problemet att separera punkten 0 fr̊an den algebraiska diffe-
rensmängden.

Lemma 3.1.2. L̊at X och Y vara tv̊a icke-tomma mängder.
(i) Om det finns ett hyperplan som separerar 0 fr̊an mängden X − Y , s̊a

finns det ett hyperplan som separerar X och Y .

(ii) Om det finns ett hyperplan som separerar punkten 0 strikt fr̊an mängden
X − Y , s̊a finns det ett hyperplan som separerar X och Y strikt.
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Bevis. (i) Om det finns ett hyperplan som separerar 0 fr̊an X − Y , s̊a finns
det p̊a grund av sats 3.1.1 en vektor c s̊a att

0 = 〈c, 0〉 ≤ inf
x∈X, y∈Y

〈c, x− y〉 = inf
x∈X
〈c, x〉 − sup

y∈Y
〈c, y〉

0 = 〈c, 0〉 < sup
x∈X, y∈Y

〈c, x− y〉 = sup
x∈X
〈c, x〉 − inf

y∈Y
〈c, y〉

dvs. supy∈Y 〈c, y〉 ≤ infx∈X〈c, x〉 och infy∈Y 〈c, y〉 < supx∈X〈c, x〉, och vi drar
slutsatsen att det finns ett hyperplan som separerar X och Y .

(ii) Om det finns ett hyperplan som separerar 0 strikt fr̊an X − Y , s̊a
finns det istället en vektor c s̊a att

0 = 〈c, 0〉 < inf
x∈X, y∈Y

〈c, x− y〉 = inf
x∈X
〈c, x〉 − sup

y∈Y
〈c, y〉

och det följer nu att supy∈Y 〈c, y〉 < infx∈X〈c, x〉, vilket visar att Y och X kan
separeras strikt av ett hyperplan.

Följande sats ligger till grund för det här avsnittets resultat om separation
av konvexa mängder.

Sats 3.1.3. Antag att mängden X är konvex och att a /∈ clX. D̊a finns det
ett hyperplan som separerar a och X strikt.

Bevis. Mängden clX är konvex och sluten, och ett hyperplan som separerar
a och clX strikt separerar naturligtvis ocks̊a a och X strikt eftersom X är
en delmängd till clX. Det räcker s̊aledes att visa att vi kan separera punkten
a strikt fr̊an varje sluten konvex mängd som inte inneh̊aller a.

Vi kan därför utan inskränkning anta att den konvexa mängden X är
sluten och icke-tom. Sätt d(x) = ‖x− a‖2, dvs. kvadraten p̊a det euklidiska
avst̊andet mellan x och a. Vi börjar med att visa att funktionen d : X → R
har en minimipunkt i X.

Välj därför ett positivt reellt tal r som är s̊a stort att den slutna bollen
B(a; r) skär mängden X. För x ∈ X\B(a; r) är uppenbarligen d(x) > r2, och
för x ∈ X ∩B(a; r) är d(x) ≤ r2. Eftersom mängden X ∩B(a; r) är kompakt,
finns det en punkt x0 ∈ X ∩B(a; r) där den kontinuerliga funktionen d antar
sitt minsta värde p̊a X ∩ B(a; r), och denna punkt blir d̊a automatiskt en
minimipunkt i hela X, dvs. olikheten d(x0) ≤ d(x) gäller för alla x ∈ X.

Sätt nu c = a − x0. Vi p̊ast̊ar att 〈c, x − x0〉 ≤ 0 för alla x ∈ X. Antag
därför motsatsen, dvs. att det finns en punkt x1 ∈ X med 〈c, x1 − x0〉 > 0.
Vi ska visa att detta antagande leder till en motsägelse.

Betrakta punkterna xt = tx1 + (1 − t)x0; de tillhör X för 0 ≤ t ≤ 1 p̊a
grund av att X är konvex. Sätt f(t) = d(xt) = ‖xt− a‖2. Sambandet mellan
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x0

a
x1

xt
c

X

Figur 3.2. Illustration till beviset för sats 3.1.3.

norm och skalärprodukt ger

f(t) = ‖xt − a‖2 = ‖t(x1 − x0) + (x0 − a)‖2 = ‖t(x1 − x0)− c‖2

= t2‖x1 − x0‖2 − 2t 〈c, x1 − x0〉+ ‖c‖2.

Funktionen f(t) är ett andragradspolynom i t, och för derivatan i origo gäller
f ′(0) = −2 〈c, x1 − x0〉 < 0. Funktionen f(t) är s̊aledes strängt avtagande
i en omgivning av t = 0, vilket innebär att d(xt) < d(x0) för tillräckligt
små positiva tal t. Detta strider mot att x0 är funktionens minimipunkt
och bevisar p̊ast̊aendet att 〈c, x − x0〉 ≤ 0 för alla x ∈ X. Följaktligen är
〈c, x〉 ≤ 〈c, x0〉 = 〈c, a − c〉 = 〈c, a〉 − ‖c‖2 för alla x ∈ X, vilket innebär
att supx∈X〈c, x〉 < 〈c, a〉. Enligt sats 3.1.1 finns det därför ett hyperplan som
separerar a strikt fr̊an X.

Definition. L̊at X vara en delmängd av Rn och l̊at x0 vara en punkt i X.
Ett hyperplan H genom x0 kallas ett stödhyperplan till X om det separerar
x0 och X. Man säger i s̊a fall att hyperplanet H stöder X i punkten x0.

Existensen av ett stödhyperplan till mängden X i punkten x0 ∈ X är
tydligen ekvivalent med villkoret att det finns en vektor c s̊adan att

〈c, x0〉 = inf
x∈X
〈c, x〉 och 〈c, x0〉 < sup

x∈X
〈c, x〉.

Hyperplanet {x | 〈c, x〉 = 〈c, x0〉} är i s̊a fall ett stödhyperplan.

X

x0

H

Figur 3.3. Ett stödhyperplan till X i punkten x0

Om ett hyperplan stöder mängden X i punkten x0, s̊a är stödpunkten
x0 nödvändigtvis en relativ randpunkt till X. För konvexa mängder har vi
följande omvändning.
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Sats 3.1.4. Antag att X är en konvex mängd och att x0 ∈ X är en relativ
randpunkt till X. D̊a finns det ett stödhyperplan H till X som stöder X i
punkten x0.

Bevis. Antag först att X har samma dimension som det omgivande rummet
Rn. Eftersom x0 är en randpunkt till mängden X, finns det en följd (xn)∞1
av punkter xn /∈ clX som konvergerar mot x0 d̊a n → ∞, och p̊a grund av
sats 3.1.3 finns det för varje n ≥ 1 ett hyperplan som separerar xn strikt fr̊an
X. Sats 3.1.1 ger oss därför en följd (cn)∞1 av vektorer med egenskapen att

(3.1) 〈cn, xn〉 < 〈cn, x〉 för alla x ∈ X

och alla n ≥ 1. Vi kan vidare uppenbarligen normalisera vektorerna cn s̊a att
‖cn‖ = 1 för alla n.

Eftersom enhetssfären {x ∈ Rn | ‖x‖ = 1} är kompakt, har följden (cn)∞1
enligt Bolzano–Weierstrass sats en delföljd (cnk)

∞
k=1, som konvergerar mot en

vektor c med längd ‖c‖ = 1. Naturligtvis är limk→∞ xnk = x0, s̊a det följer
genom gränsöverg̊ang i olikheten (3.1) att 〈c, x0〉 ≤ 〈c, x〉 för alla x ∈ X.

Mängden X ligger därför i ett av de b̊ada slutna halvrum som bestäms
av hyperplanet H = {x ∈ Rn | 〈c, x〉 = 〈c, x0〉}, och eftersom dimX = n kan
X inte vara en delmängd till H. Hyperplanet H stöder s̊aledes X i punkten
x0.

Antag härnäst att dimX < n. D̊a ligger X i en affin delmängd av formen
a + U , där U är ett linjärt delrum till Rn och dimU = dimX. Betrakta
mängden Y = X + U⊥, där U⊥ är det ortogonala komplementet till U . Jmf
figur 3.4. Y är en ”cylinder” med X som ”bas”, och varje y ∈ Y har en unik
uppdelning p̊a formen y = x+ v med x ∈ X och v ∈ U⊥.

Y är en konvex mängd av dimension n och x0 är en randpunkt till Y .
Enligt den redan bevisade delen av satsen finns det ett hyperplan som stöder
Y i punkten x0, dvs. det finns en vektor c s̊a att

X

X + U⊥

x0

U⊥

Figur 3.4. Illustration till beviset för sats 3.1.4.
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〈c, x0〉 = inf
y∈Y
〈c, y〉 = inf

x∈X, v∈U⊥
〈c, x+ v〉 = inf

x∈X
〈c, x〉+ inf

v∈U⊥
〈c, v〉

och

〈c, x0〉 < sup
y∈Y
〈c, y〉 = sup

x∈X, v∈U⊥
〈c, x+ v〉 = sup

x∈X
〈c, x〉+ sup

v∈U⊥
〈c, v〉.

Det följer av den första ekvationen att infv∈U⊥〈c, v〉 är ett ändligt tal, och
eftersom U⊥ är ett vektorrum och därmed för varje v ∈ U⊥ ocks̊a inneh̊aller
vektorerna tv för alla t ∈ R, är detta möjligt om och endast om 〈c, v〉 = 0
för alla v ∈ U⊥. Villkoren ovan reduceras därför till

〈c, x0〉 = inf
x∈X
〈c, x〉 och 〈c, x0〉 < sup

x∈X
〈c, x〉,

som visar att X har ett stödhyperplan i punkten x0.

Vi kan nu visa följande tillräckliga och nödvändiga villkor för separation
av konvexa mängder.

Sats 3.1.5. Tv̊a konvexa mängder X och Y kan separeras av ett hyperplan
om och endast om deras relativa inre är disjunkta.

Bevis. Ett hyperplan som separerar tv̊a mängder A och B, separerar up-
penbarligen ocks̊a deras slutna höljen clA och clB och därmed ocks̊a alla
mängder C och D som uppfyller A ⊆ C ⊆ clA och B ⊆ D ⊆ clB.

För att visa att det finns ett hyperplan som separerar de konvexa mäng-
derna X och Y om rintX ∩ rintY = ∅, räcker det därför att visa att det
finns ett hyperplan som separerar de konvexa mängderna A = rintX och
B = rintY , ty rintX ⊆ X ⊆ cl(rintX) = clX, och motsvarande inklusioner
gäller först̊as för Y .

Eftersom mängderna A och B är disjunkta, ligger 0 utanför den konvexa
mängden A − B. Punkten 0 ligger därför antingen utanför cl(A − B) eller
ocks̊a ligger den i cl(A−B) och är en relativ randpunkt till cl(A−B), ty

cl(A−B) \ (A−B) ⊆ cl(A−B) \ rint(A−B)

= rbdry(A−B) = rbdry(cl(A−B)),

I det förstnämnda fallet följer det av sats 3.1.3 att det finns ett hyperplan
som separerar 0 och A−B strikt, och i det sistnämnda fallet visar istället sats
3.1.4 att det finns ett hyperplan som separerar 0 fr̊an mängden cl(A − B),
och därmed först̊as ocks̊a 0 fr̊an A − B. Existensen av ett hyperplan som
separerar A och B följer sedan av lemma 3.1.2.
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S̊a till omvändningen. Antag att hyperplanet H separerar de konvexa
mängderna X och Y . Vi ska visa att rintX och rintY saknar gemensamma
punkter. Antag därför att x0 är en punkt i snittet X∩Y . D̊a ligger punkten x0

i hyperplanet H eftersom X och Y ligger i varsitt av de b̊ada slutna halvrum
som bestäms av H. Enligt definitionen av separation har minst en av de
b̊ada konvexa mängderna, X säg, punkter utanför H. Den av X uppspända
affina mångfalden V = aff X är därför inte en delmängd av H, och den har
följaktligen punkter p̊a ömse sidor om H. Om B = B(x0; r) är en godtycklig
öppen boll med centrum i x0, s̊a inneh̊aller därför ocks̊a snittet B∩V punkter
fr̊an b̊ada sidor av H och därmed säkert punkter som inte tillhör X, vilket
betyder att x0 inte kan vara en relativt inre punkt till X.

Varje punkt i snittet X ∩ Y är s̊aledes en relativ randpunkt till en av
de tv̊a mängderna X och Y , och snittet rintX ∩ rintY är med andra ord
tomt.

Vi överg̊ar nu till att behandla strikt separation. Ett hyperplan som sepa-
rerar tv̊a mängder strikt, separerar uppenbarligen ocks̊a deras slutna höljen
strikt, s̊a det är tillräckligt att undersöka när tv̊a slutna konvexa mängder X
och Y kan separeras strikt. Ett nödvändigt villkor är först̊as att mängderna
är disjunkta, dvs. att 0 /∈ X−Y , och lemma 3.1.2 reducerar nu problemet att
separera tv̊a disjunkta slutna konvexa mängder X och Y strikt till problemet
att separera punkten 0 strikt fr̊an X − Y . Det följer därför omedelbart av
sats 3.1.3 att det finns ett strikt separerande hyperplan om mängden X − Y
är sluten. Detta ger oss följande sats, där de tillräckliga villkoren följer at
sats 2.7.11 och korollarium 2.7.12.

Sats 3.1.6. Tv̊a disjunkta slutna konvexa mängder X och Y kan separeras
strikt av ett hyperplan om mängden X − Y är sluten, och ett tillräckligt
villkor för att s̊a ska vara fallet är att reccX ∩ reccY = {0}. Speciellt kan
tv̊a disjunkta slutna konvexa mängder separeras strikt om en av mängderna
är begränsad.

Vi avslutar det här avsnittet med ett resultat som visar att äkta konvexa
koner är äkta delmängder till koniska halvrum.

Sats 3.1.7. L̊at X 6= {0} vara en äkta konvex kon i Rn, där n ≥ 2. D̊a är
X en äkta delmängd till n̊agot slutet koniskt halvrum {x ∈ Rn | 〈c, x〉 ≥ 0},
vars rand {x ∈ Rn | 〈c, x〉 = 0} inte inneh̊aller X som delmängd.

Bevis. 0 är en relativ randpunkt till X, ty ingen punkt p̊a sträckan ]0,−a[
ligger i X om a är en godtycklig nollskild punkt i X. Enligt sats 3.1.4 finns
det därför ett hyperplan H = {x ∈ Rn | 〈c, x〉 = 0} genom 0 s̊adant att X
ligger i det slutna halvrummet K = {x ∈ Rn | 〈c, x〉 ≥ 0} men inte helt i
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hyperplanet H. K är ett koniskt halvrum, och den äkta konen X måste vara
en äkta delmängd till K, eftersom inga koniska halvrum i Rn är äkta koner
när n ≥ 2.

3.2 Dualkonen

Till varje delmängd A av Rn tillordnar vi en ny delmängd A+ av Rn genom
att sätta

A+ = {x ∈ Rn | 〈a, x〉 ≥ 0 för alla a ∈ A.}.

För enpunktsmängder {a} är tydligen mängden

{a}+ = {x ∈ Rn | 〈a, x〉 ≥ 0}

ett koniskt slutet halvrum, och i det allmänna fallet är A+ =
⋂
a∈A{a}+

ett snitt av koniska slutna halvrum. Mängden A+ är s̊aledes alltid en sluten
konvex kon, och om A är en ändlig mängd är den en polyedrisk kon.

Definition. Den slutna konvexa konen A+ kallas dualkonen till mängden A.

Om A ⊆ Rn och n ≤ 3, s̊a har dualkonen A+ en tydlig geometrisk
tolkning − den best̊ar av alla vektorer som bildar spetsig eller rät vinkel med
alla vektorer i A.

A
0

A+

0

Figur 3.5. Kon A och dess dualkon A+

Sats 3.2.1. L̊at A och B vara delmängder av Rn. D̊a gäller:

(i) A ⊆ B ⇒ B+ ⊆ A+;

(ii) A+ = (conA)+;

(iii) A+ = (clA)+.

Bevis. Egenskap (i) är en omedelbar konsekvens av definitionen av dualkon,
och av (i) följer att (conA)+ ⊆ A+ och (clA)+ ⊆ A+ eftersom A ⊆ conA
och A ⊆ clA. För att bevisa (ii) och (iii) återst̊ar det därför bara att bevisa
de omvända inklusionerna.



3.2 Dualkonen 59

Antag därför att x ∈ A+. D̊a är

〈λ1a1 + · · ·+ λkak, x〉 = λ1〈a1, x〉+ · · ·+ λk〈ak, x〉 ≥ 0

för alla koniska kombinationer av element ai ur A. Detta bevisar implikatio-
nen x ∈ A+ ⇒ x ∈ (conA)+, dvs. inklusionen A+ ⊆ (conA)+.

För varje a0 ∈ clA finns det en följd (ak)
∞
1 av element i A s̊a att ak → a0

d̊a k → ∞. Om 〈ak, x〉 ≥ 0 för alla k, s̊a följer genom gränsöverg̊ang att
〈a0, x〉 ≥ 0, och följaktligen gäller implikationen x ∈ A+ ⇒ x ∈ (clA)+.
Detta bevisar inklusionen A+ ⊆ (clA)+.

Exempel 3.2.1. Uppenbarligen är (Rn)+ = {0} och {0}+ = Rn.

Exempel 3.2.2. Om e1, e2, . . . , en är standardbasen i Rn, s̊a är

{ej}+ = {x ∈ Rn | 〈ej, x〉 ≥ 0} = {x ∈ Rn | xj ≥ 0}.

Eftersom Rn
+ = con{e1, . . . , en}, följer det att

(Rn
+)+ = {e1, . . . , en}+ =

n⋂
j=1

{ej}+ = {x ∈ Rn | x1 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0} = Rn
+.

Bidualkonen

Definition. Dualkonen A+ till en mängd A i Rn är en ny mängd i Rn, och
vi kan därför bilda dualkonen (A+)+ till A+. Vi kallar konen (A+)+ för bidu-
alkonen till A och skriver A++ istället för (A+)+.

Sats 3.2.2. För alla mängder A gäller

A ⊆ conA ⊆ A++.

Bevis. Definitionen av dual- och bidualkon ger implikationerna

a ∈ A ⇒ 〈a, x〉 ≥ 0 för alla x ∈ A+

⇒ 〈x, a〉 ≥ 0 för alla x ∈ A+

⇒ a ∈ A++.

Följaktligen är A ⊆ A++, och eftersom mängden i högerledet är en konvex
kon, drar vi slutsatsen att conA ⊆ A++.

En naturlig fr̊aga i ljuset av ovanst̊aende sats är om conA = A++. Ett
nödvändigt villkor för att s̊a skall vara fallet är tydligen att konen conA är
sluten, ty bidualkonen A++ är sluten. Nästa sats visar att villkoret ocks̊a är
tillräckligt.
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Sats 3.2.3. L̊at X vara en konvex kon. D̊a är X++ = clX. Följaktligen är
X++ = X om och endast om konen X är sluten.

Bevis. Som redan nämnts är bidualkonen X++ sluten, s̊a därför följer det av
inklusionen X ⊆ X++ att clX ⊆ X++.

För att visa den omvända inklusionen X++ ⊆ clX antar vi att x0 /∈ clX.
Vi skall visa att x0 /∈ X++.

Enligt sats 3.1.3 kan clX och x0 separeras strikt av ett hyperplan. Det
finns därför en vektor c ∈ Rn och ett reell tal b s̊a att olikheten

〈c, x〉 ≥ b > 〈c, x0〉
gäller för alla x ∈ X. För fixt x ∈ X är därför t〈c, x〉 = 〈c, tx〉 ≥ b för alla
tal t ≥ 0, och detta är först̊as bara möjligt om 〈c, x〉 ≥ 0 och b ≤ 0.

Följaktligen är 〈c, x〉 ≥ 0 för alla x ∈ X medan 〈c, x0〉 < 0, vilket visar
att c ∈ X+ och att x0 /∈ X++.

Korollarium 3.2.4. Om konen X är ändligt genererad s̊a är X++ = X.

Bevis. Ty ändligt genererade koner är slutna enligt sats 2.6.11.

Exempel 3.2.3. Dualkonen till den polyedriska konen

X =
m⋂
i=1

{x ∈ Rn | 〈ai, x〉 ≥ 0}

är
X+ = con{a1, a2, . . . , am}.

Detta följer av korollariet ovan (och sats 3.2.1), ty

X = {a1, a2, . . . , am}+ = (con{a1, a2, . . . , am})+.

Om vi skriver en polyedrisk kon p̊a formen {x ∈ Rn | Ax ≥ 0}, där
A är en m × n-matris, s̊a genereras s̊aledes dualkonen av kolonnerna i den
transponerade matrisen AT , dvs.

{x ∈ Rn | Ax ≥ 0}+ = {ATy | y ∈ Rm
+}.

3.3 Lösbarhet för system av linjära olikheter

Korollarium 3.2.4 kan formuleras om till ett kriterium för lösbarhet hos sy-
stem av linjära olikheter. Beviset för detta kriterium kommer att utnyttja
följande hjälpsats om dualkoner.
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Lemma 3.3.1. Antag att X och Y är slutna konvexa koner i Rn. D̊a är

(i) X ∩ Y = (X+ + Y +)+;

(ii) X + Y = (X+ ∩ Y +)+, förutsatt att konen X + Y är sluten.

Bevis. Det följer av (i) i sats 3.2.1 attX+ ⊆ (X∩Y )+ och att Y + ⊆ (X∩Y )+.
Följaktligen är X+ + Y + ⊆ (X ∩ Y )+ + (X ∩ Y )+ ⊆ (X ∩ Y )+.

Ytterligare en tillämpning av sats 3.2.1 kombinerat med sats 3.2.3 ger
därför

X ∩ Y = (X ∩ Y )++ ⊆ (X+ + Y +)+.

Å andra sidan följer det av inklusionen X+ ⊆ X+ + Y + att

(X+ + Y +)+ ⊆ X++ = X,

och analogt gäller först̊as inklusionen (X+ + Y +)+ ⊆ Y . Följakligen är

(X+ + Y +)+ ⊆ X ∩ Y .

Detta visar att (i) gäller.

Genom att i (i) byta ut X och Y mot X+ och Y +, som är slutna koner,
f̊ar vi

X+ ∩ Y + = (X++ + Y ++)+ = (X + Y )+,

och eftersom konen X + Y antas vara sluten, drar vi slutsatsen att

X + Y = (X + Y )++ = (X+ ∩ Y +)+.

Nu kommer det utlovade resultatet om lösbarhet hos ett system av linjära
olikheter. Satsen har skräddarsytts för att direkt kunna utnyttjas i beviset
för dualitetssatsen i linjär programmering.

Sats 3.3.2. Antag att U är en ändligt genererad kon i Rn, att V är en ändligt
genererad kon i Rm, att A är en m×n-matris samt att c är en n×1-matris.
D̊a har systemet

(S)


Ax ∈ V +

x ∈ U+

cTx < 0

en lösning x om och endast om systemet

(S∗)

{
c− ATy ∈ U

y ∈ V

saknar lösning y.
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Bevis. Att systemet (S∗) saknar lösning y är ekvivalent med c /∈ (AT(V )+U).
Det är därför naturligt att titta närmare p̊a konen AT(V ) + U . Eftersom
konerna AT(V ), U och AT(V ) +U är ändligt genererade, är de ocks̊a slutna.
Lemma 3.3.1 kan därför tillämpas och ger till resultat att

AT(V ) + U =
(
AT(V )+ ∩ U+

)+
.

Villkoret c /∈ (AT(V ) + U) är därför ekvivalent med att det finns en vektor
x ∈ AT(V )+ ∩ U+ som uppfyller cTx < 0, dvs. med att det finns ett x s̊a att

(†)


x ∈ AT(V )+

x ∈ U+

cTx < 0 .

Det återst̊ar nu endast att översätta villkoret x ∈ AT(V )+; det är ekviva-
lent med att

〈y, Ax〉 = 〈ATy, x〉 ≥ 0 för alla y ∈ V ,

dvs. med att Ax ∈ V +. Systemet (†) är med andra ord ekvivalent med (S),
och därmed är satsen bevisad.

Genom att speciellt välja U = {0} och V = Rm
+ , vilket ger U+ = Rn och

V + = Rm
+ , f̊ar vi följande specialfall av sats 3.3.2:

Korollarium 3.3.3 (Farkas lemma). L̊at A vara en m × n-matris och c en
n× 1-matris, och betrakta de tv̊a systemen:

(S)

{
Ax ≥ 0

cTx < 0
och (S∗)

{
ATy = c

y ≥ 0

Systemet (S) har en lösning om och endast om systemet (S∗) saknar lösning.

Exempel 3.3.1. Systemet
x1−x2 + 2x3 ≥ 0
−x1 + x2− x3 ≥ 0
2x1−x2 + 3x3 ≥ 0
4x1−x2 + 10x3 < 0

saknar lösning, ty det duala systemet
y1− y2 + 2y3 = 4
−y1 + y2− y3 =−1
2y1− y2 + 3y3 = 10

har lösningen y = (3, 5, 3) ≥ 0.
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Exempel 3.3.2. Systemet
2x1 + x2− x3 ≥ 0
x1 + 2x2− 2x3 ≥ 0
x1− x2 + x3 ≥ 0
x1− 4x2 + 4x3 < 0

har en lösning, ty det duala systemet
2y1 + y2 + y3 = 1
y1 + 2y2− y3 =−4
−y1− 2y2 + y3 = 4

har lösningarna y = (2−t,−3+t, t), t ∈ R, och inga av dessa är ≥ 0 eftersom
y1 < 0 för t > 2 och y2 < 0 för t < 3.

I kapitel 10 kommer vi att behöva följande generalisering av exempel
3.2.3.

Sats 3.3.4. L̊at a1, a2, . . . , am vara vektorer i Rn, och l̊at I, J vara en parti-
tion av indexmängden {1, 2, . . . ,m}, dvs. I∩J = ∅ och I∪J = {1, 2, . . . ,m}.
Sätt

X =
⋂
i∈I

{x ∈ Rn | 〈ai, x〉 ≥ 0} ∩
⋂
i∈J

{x ∈ Rn | 〈ai, x〉 > 0},

och antag att X 6= ∅. D̊a är

X+ = con{a1, a2, . . . , am}.

Bevis. Sätt

Y =
m⋂
i=1

{x ∈ Rn | 〈ai, x〉 ≥ 0}.

Mängden Y är sluten och inneh̊aller X. Vi skall visa att Y = clX genom att
visa att varje omgivning av en godtycklig punkt y ∈ Y inneh̊aller punkter
fr̊an X.

S̊a fixera en punkt x0 ∈ X, och betrakta punkterna y + tx0 för t > 0.
Eftersom

〈ai, y + tx0〉 = 〈ai, y〉+ t〈ai, x0〉 =

{
≥ 0 om i ∈ I
> 0 om i ∈ J ,

ligger y+ tx0 i X för alla t > 0, och eftersom y+ tx0 → y d̊a t→ 0, finns det
punkter i X godtyckligt nära y.

Enligt sats 3.2.1 är därför X+ = (clX)+ = Y +, s̊a p̊ast̊aendet i satsen
följer nu av resultatet i exempel 3.2.3.
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Hur avgör man om mängden X i sats 3.3.4 är icke-tom? Om endast en
av de m linjära olikheter som definierar X är strikt (dvs. om indexmängden
J endast best̊ar av ett element), s̊a ges ett nödvändigt och tillräckligt villkor
för X 6= ∅ av Farkas lemma. Generaliseringen till det allmänna fallet lyder
s̊a här:

Sats 3.3.5. Mängden X i sats 3.3.4 är icke-tom om och endast om
m∑
i=1

λiai = 0

λi ≥ 0 för alla i

⇒ λi = 0 för alla i ∈ J .

Bevis. Definiera vektorer âi i Rn+1 (= Rn × R) genom att sätta

âi =

{
(ai, 0) för i ∈ I
(ai, 1) för i ∈ J .

Sätt vidare x̃ = (x, xn+1) och

X̃ =
m⋂
i=1

{x̃ ∈ Rn+1 | 〈âi, x̃〉 ≥ 0} = (con{â1, . . . , âm})+.

Eftersom

〈âi, (x, xn+1)〉 =

{
〈ai, x〉 om i ∈ I
〈ai, x〉+ xn+1 om i ∈ J ,

och 〈ai, x〉 > 0 för alla i ∈ J om och endast om det finns ett negativt
reellt tal xn+1 s̊a att 〈ai, x〉 + xn+1 ≥ 0 för alla i ∈ J , ligger punkten x i X
om och endast om det finns ett negativt tal xn+1 s̊a att 〈âi, (x, xn+1)〉 ≥ 0
för alla i, dvs. om och endast om det finns ett negativt tal xn+1 s̊a att
(x, xn+1) ∈ X̃. Detta innebär att mängden X är tom om och endast om
implikationen x̃ ∈ X̃ ⇒ xn+1 ≥ 0 gäller. Med hjälp av satserna 3.2.1 och
3.2.3 för dualkoner f̊ar vi därför följande kedja av ekvivalenser:

X = ∅ ⇔ X̃ ⊆ Rn × R+

⇔ {0} × R+ = (Rn × R+)+ ⊆ X̃+ = con{â1, â2, . . . , âm}
⇔ (0, 1) ∈ con{â1, â2, . . . , âm}

⇔ det finns tal λi ≥ 0 s̊a att
m∑
i=1

λiai = 0 och
∑
i∈J

λi = 1

⇔ det finns tal λi ≥ 0 s̊a att
m∑
i=1

λiai = 0 och λi > 0 för

n̊agot i ∈ J .
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(Den sista ekvivalensen beror p̊a att villkoret
∑m

i=1 λiai = 0 är homogent −
om det är uppfyllt för en uppsättning icke-negativa λi med λi > 0 för n̊agot
i ∈ J , s̊a kan vi genom att multiplicera med en lämplig konstant åstadkomma
att
∑

i∈J λi = 1.)

Eftersom ytterleden i ovanst̊aende kedja är ekvivalenta, är ocks̊a deras
negationer ekvivalenta, och detta är detsamma som p̊ast̊aendet i satsen.

Följande korollarium följer nu omedelbart av satsen ovan.

Korollarium 3.3.6. Antag att vektorerna a1, a2, . . . , am är linjärt oberoende.
D̊a är mängden X i sats 3.3.4 inte tom.

Genom att i satserna 3.3.4 och 3.3.5 uppfatta vektorerna ai som rader
i tv̊a matriser A och C, svarande mot i ∈ I resp. i ∈ J , f̊ar vi följande
ekvivalenta matrisversion av sats 3.3.5:

Sats 3.3.7. L̊at A vara en p× n-matris och C en q × n-matris. D̊a är exakt
ett av de b̊ada systemen{

Ax ≥ 0

Cx > 0
och

{
ATy + CTz = 0

y, z ≥ 0, z 6= 0

lösbart.

I kapitel 6.5 kommer vi att formulera och bevisa en sats om lösbarhet för
system av konvexa och affina olikheter, som generaliserar sats 3.3.7.

Övningar

3.1 Ge exempel p̊a tv̊a disjunkta slutna konvexa mängder i R2 som inte kan
separeras strikt av ett hyperplan (dvs. en linje).

3.2 Visa att varje sluten konvex mängd i Rn (utom hela rummet) kan represen-
teras som ett snitt av slutna halvrum, och att varje öppen konvex mängd
(utom hela rummet) kan framställas som ett snitt av öppna halvrum.

3.3 Visa följande omvändning till lemma 3.1.2: Om tv̊a mängder X och Y kan
separeras (strikt), s̊a kan 0 separeras (strikt) fr̊an X − Y .

3.4 Bestäm dualkonerna till följande koner i R2:

a) R+×{0} b) R×{0} c) R×R+ d) (R++×R++)∪{(0, 0)}
e) {x ∈ R2 | x1 + x2 ≥ 0, x2 ≥ 0}

3.5 Visa att för godtyckliga mängder X och Y är (X × Y )+ = X+ × Y +.
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3.6 L̊at X = conA och bestäm konerna X, X+ och X++ om

a) A = {(1, 0), (1, 1), (−1, 1)} b) A = {(1, 0), (−1, 1), (−1,−1)}
c) A = {x ∈ R2 | x1x2 = 1, x1 > 0}

3.7 L̊at A = {a1, a2, . . . , am} vara en delmängd av Rn och antag att 0 /∈ A. Visa
att följande tre villkor är ekvivalenta:

(i) conA är en äkta kon.

(ii)
∑m

j=1 λjaj = 0, λ = (λ1, λ2, . . . , λm) ≥ 0 ⇒ λ = 0.

(iii) Det finns en vektor c s̊a att 〈c, a〉 > 0 för alla a ∈ A.

3.8 Undersök lösbarheten hos systemet
x1− 2x2− 7x3≥ 0

5x1 + x2− 2x3≥ 0
x1 + 2x2 + 5x3≥ 0

18x1 + 5x2− 3x3 < 0.

3.9 Visa att 
x1 + x2− x3≥ 2
x1− x2 ≥ 1
x1 + x3≥ 3

⇒ 6x1 − 2x2 + x3 ≥ 11.

3.10 Bestäm alla värden p̊a parametern α ∈ R som gör följande system av linjära
olikheter lösbart: 

x1 + x2 + αx3≥ 0
x1 +αx2 + x3≥ 0
αx1 + x2 + x3≥ 0
x1 +αx2 +α2x3 < 0 .

3.11 L̊at A vara en m×n-matris. Visa att systemet (S) är lösbart om och endast
om systemet (S∗) inte är lösbart ifall

(S)


Ax = 0

x ≥ 0

x 6= 0

och (S∗) ATy > 0a)

(S)

{
Ax = 0

x > 0
och (S∗)

{
ATy ≥ 0

ATy 6= 0 .
b)

3.12 Visa att följande system av linjära olikheter har en lösning:
Ax = 0

x ≥ 0

ATy ≥ 0

ATy + x > 0 .



Kapitel 4

Mer om konvexa mängder

4.1 Extremalpunkter och fasader

Extremalpunkt

Polyedriska mängder, som den i figur 4.1, har hörn. Ett hörn karakteriseras
av att det inte är inre punkt till n̊agon sträcka som ligger helt i polyedern.
Denna egenskap är meningsful för godtyckliga konvexa mängder.

Figur 4.1. Polyeder med hörn. Figur 4.2. Extremalpunkter till en
sträcka, en triangel och en cirkelskiva.

Definition. En punkt x i en konvex mängd X kallas en extremalpunkt till
mängden om den inte ligger p̊a n̊agon öppen sträcka vars b̊ada ändpunkter
tillhör X, dvs. om

a1, a2 ∈ X & a1 6= a2 ⇒ x /∈ ]a1, a2[.

Mängden av alla extremalpunkter till X kommer att betecknas extX.

En punkt i det relativa inre av en konvex mängd kan uppenbarligen inte
vara en extremalpunkt, utom i det triviala fallet d̊a den konvexa mängden
bara best̊ar av en enda punkt.† Bortsett fr̊an detta triviala fall är följaktligen
extX en delmängd av den relativa randen rbdryX. Öppna konvexa mängder
saknar därför extremalpunkter.

†Om X = {x0} s̊a är nämligen rintX = {x0}, rbdryX = ∅ och extX = {x0}.

67



68 4 Mer om konvexa mängder

Exempel 4.1.1. En sluten sträckas extremalpunkter är de b̊ada ändpunk-
terna, och en sluten triangels extremalpunkter är de tre triangelhörnen. Alla
punkter p̊a randen {x | ‖x‖2 = 1} är extremalpunkter till den euklidiska
slutna enhetsbollen B(0; 1) i Rn.

Extremalstr̊ale

För konvexa koner är extremalpunktsbegreppet ointressant eftersom oäkta
koner saknar extremalpunkter och äkta koner har 0 som enda extremalpunkt.
För koner handlar det rätta extremalbegreppet istället om str̊alar, och vi
behöver därför först definiera vad som menas med att en str̊ale ligger mellan
tv̊a str̊alar.

Definition. En str̊ale R = −→a säges ligga mellan de tv̊a str̊alarna R1 = −→a1

och R2 = −→a2 om vektorerna a1 och a2 är linjärt oberoende och det finns tv̊a
positiva tal λ1 och λ2 s̊a att a = λ1a1 + λ2a2.

Det är lätt att övertyga sig om att begreppet ”ligga mellan” bara beror
av str̊alarna R, R1 och R2 och inte av vilka vektorer a, a1 och a2 som väljs för
att representera dem. Vidare är villkoret att a1 och a2 är linjärt oberoende
ekvivalent med att str̊alarna R1 och R2 är skilda och inte motsatta, dvs. att
R1 6= ±R2,

Definition. En str̊ale R i en konvex kon kallas en extremalstr̊ale till konen,
om str̊alen inte ligger mellan tv̊a str̊alar i konen och den motsatta str̊alen
−R inte ligger i konen.

Mängden av alla extremalstr̊alar till konen X kommer att betecknas
exrX.

Villkoret att den motsatta str̊alen inte skall ligga i konen är först̊as auto-
matiskt uppfyllt för alla äkta koner, och som vi skall se längre fram (sats 4.2.4)
medför det att oäkta koner saknar extremalstr̊alar.

R3R1 R2

Figur 4.3. Polyedrisk kon i R3 med tre extremalstr̊alar.
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Av extremalstr̊ale-definitionen följer att inga extremalstr̊alar till en kon-
vex kon med dimension större än 1 kan inneh̊alla n̊agon punkt fr̊an konens
relativa inre; eventuella extremalstr̊alar är med andra ord delmängder till
konens relativa rand.

Exempel 4.1.2. För de fyra delkonerna av R gäller: exr{0} = exr R = ∅,
exr R+ = R+ och exr R− = R−.

Den oäkta konen R×R+ i R2 (”övre halvplanet”) saknar extremalstr̊alar
eftersom de b̊ada randstr̊alarna R+ × {0} och R− × {0} diskvalificeras av
kravet att den motsatta str̊alen inte f̊ar ligga i konen.

Fasad

Definition. En delmängd F till en konvex mängd X kallas en äkta fasad
till X om F = X ∩ H för n̊agot stödhyperplan H till X. Dessutom kallas
mängden X själv och den tomma mängden ∅ för oäkta fasader till X.‡

Skälet till att inkludera hela mängden och tomma mängden bland fasa-
derna är att detta förenklar en del satsformuleringar och bevis.

X H

F

Figur 4.4. Konvex mängd med fasad F .

En konvex mängds fasader är uppenbarligen konvexa mängder. Och för
konvexa koner är de äkta fasaderna ocks̊a koner beroende p̊a att en konvex
kons stödhyperplan måste g̊a genom 0 och s̊aledes vara ett linjärt delrum.

Exempel 4.1.3. Varje punkt p̊a randen {x | ‖x‖2 = 1} är en fasad till
den slutna enhetsbollen B(0; 1), eftersom det g̊ar ett stödhyperplan genom
varje randpunkt och stödhyperplanet inte skär enhetsbollen i n̊agon annan
punkt.

Exempel 4.1.4. En kub i R3 har 26 äkta fasader: 8 hörnpunkter, 12 kant-
sträckor och 6 sidoytor.

‡Det finns en alternativ mer generell definition av begreppet fasad, se övning 4.7. I
standardverket Convex Analysis av Rockafellar kallas v̊ara äkta fasader för utsatta fa-
sader. Alla utsatta fasader är ocks̊a fasader enligt den alternativa definitionen, men den
alternativa definitionen ger för vissa konvexa mängder fasader som inte är utsatta.



70 4 Mer om konvexa mängder

Sats 4.1.1. Om X är en sluten konvex mängd, s̊a är rbdryX =
⋃
F , där

unionen tas över alla äkta fasader F till X.

Bevis. Om F = X ∩ H är en äkta fasad till X och x0 ∈ F , s̊a stöder
hyperplanet H mängden X i punkten x0, och eftersom X inte inneh̊alles i
H, följer det att x0 är en relativ randpunkt till X. Detta visar inklusionen⋃
F ⊆ rbdryX.

Omvänt, om x0 är en godtycklig relativ randpunkt till X, s̊a finns det ett
hyperplan H som stöder mängden X i punkten x0, och detta innebär att x0

ligger i den äkta fasaden X ∩H.

Sats 4.1.2. Snittet av tv̊a fasader till en konvex mängd är en fasad till
mängden.

Bevis. L̊at F1 och F2 vara tv̊a fasader till den konvexa mängden X, och sätt
F = F1∩F2. P̊ast̊aendet är trivialt om fasaderna F1 och F2 är identiska, eller
om de är disjunkta, eller om en av dem är oäkta.

Antag därför att de b̊ada fasaderna F1 och F2 är skilda och äkta, dvs. har
formen Fi = X ∩Hi, där H1 och H2 är olika stödhyperplan till mängden X,
och att F 6= ∅. Sätt

Hi = {x ∈ Rn | 〈ci, x〉 = bi},
där hyperplanens normalvektorer ci valts s̊a att X ligger i de b̊ada halvrum-
men {x ∈ Rn | 〈ci, x〉 ≤ bi}, och l̊at x1 ∈ X vara en punkt som uppfyller
villkoret 〈c1, x1〉 < b1.

Eftersom X ∩ H1 ∩ H2 = F 6= ∅ kan hyperplanen H1 och H2 inte vara
parallella, s̊a det följer att c2 6= −c1. Vi f̊ar därför ett nytt hyperplan

H = {x ∈ Rn | 〈c, x〉 = b}
genom att sätta c = c1 + c2 och b = b1 + b2. Vi skall visa att H är ett
stödhyperplan till X och att F = X ∩H, vilket bevisar att snittet F är en
fasad till X.

H1

H2

H

F1

F2

X

F

Figur 4.5. Illustration till beviset för sats 4.1.2.
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För alla x ∈ X är

〈c, x〉 = 〈c1, x〉+ 〈c2, x〉 ≤ b1 + b2 = b,

för punkten x1 ∈ X gäller speciellt att

〈c, x1〉 = 〈c1, x1〉+ 〈c2, x1〉 < b1 + b2 = b,

och för alla x ∈ F = X ∩H1 ∩H2 är

〈c, x〉 = 〈c1, x〉+ 〈c2, x〉 = b1 + b2 = b.

Detta visar dels att H är ett stödhyperplan till X, dels att F ⊆ X ∩H.

Omvänt, för x ∈ X ∩H är 〈c1, x〉 ≤ b1, 〈c2, x〉 ≤ b2 och

〈c1, x〉+ 〈c2, x〉 = b1 + b2,

vilket medför att 〈c1, x〉 = b1 och 〈c2, x〉 = b2, dvs. x ∈ X ∩ H1 ∩ H2 = F .
S̊aledes gäller ocks̊a inklusionen X ∩H ⊆ F .

Sats 4.1.3. (i) Antag att F är en fasad till den konvexa mängden X. En
punkt x i fasaden F är en extremalpunkt till F om och endast om x är
en extremalpunkt till X.

(ii) Antag att F är en fasad till den konvexa konen X. En str̊ale R i fasaden
F är en extremalstr̊ale till F om och endast om R är en extremalstr̊ale
till X.

Bevis. För oäkta fasader finns det ingenting att visa s̊a vi kan anta att F =
X ∩H för n̊agot stödhyperplan H till X.

En punkt i ett hyperplan kan inte vara inre punkt i n̊agon sträcka vars
b̊ada ändpunkter ligger p̊a samma sida om hyperplanet, s̊avida inte b̊ada
ändpunkterna ligger i hyperplanet, dvs. s̊avida inte hela sträckan ligger i
hyperplanet.

Analogt kan inte n̊agon str̊ale i ett hyperplan H (genom origo) ligga
mellan tv̊a str̊alar i samma slutna halvrum med H som rand, s̊avida inte b̊ada
dessa str̊alar ligger i hyperplanet H. Och om en str̊ale ligger i hyperplanet,
s̊a ligger först̊as ocks̊a den motsatta str̊alen i samma hyperplan.

x

X H

F

Figur 4.6. Om x ∈ H är inre punkt p̊a en sträcka, s̊a kan inte
sträckans b̊ada ändpunkter ligga i samma öppna halvrum.
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(i) Om x ∈ F är en inre punkt till n̊agon sträcka vars b̊ada ändpunkter
tillhör X, s̊a är därför x inre punkt i en sträcka vars b̊ada ändpunkter tillhör
fasaden F . Detta visar implikationen x /∈ extX ⇒ x /∈ extF . Den omvända
implikationen är trivial eftersom varje sträcka i F ligger i X. Följaktligen
gäller ekvivalensen x /∈ extX ⇔ x /∈ extF .

(ii) Antag att R är en str̊ale i F och att R inte är en extremalstr̊ale till konen
X. D̊a ligger antingen R mellan tv̊a str̊alar R1 och R2 i X eller ocks̊a ligger
str̊alen −R i X. I det förstnämnda fallet ligger de b̊ada str̊alarna R1 och R2

nödvändigtvis ocks̊a i F , och i det andra fallet ligger str̊alen −R i F . I b̊ada
fallen drar vi slutsatsen att R inte heller är en extremalstr̊ale till konen F .
Detta visar att implikationen R /∈ exrX ⇒ R /∈ exrF gäller.

Den omvända implikationen är trivial, vilket innebär att ekvivalensen
R /∈ exrX ⇔ R /∈ exrF gäller, och detta bevisar p̊ast̊aende (ii).

4.2 Struktursatser för konvexa mängder

Sats 4.2.1. Antag att den slutna konvexa mängden X är linjefri och att
dimX ≥ 2. D̊a är

X = cvx(rbdryX).

Bevis. Sätt n = dimX. Genom att identifiera mängden X:s affina hölje
med Rn kan vi utan inskränkning anta att X är en konvex mängd i Rn

med maximal dimension, vilket innebär att rbdryX = bdryX. För att visa
likheten i satsen räcker det s̊aledes att visa att varje punkt i X ligger i det
konvexa höljet av randen bdryX, ty inklusionen cvx(bdryX) ⊆ X är trivialt
uppfylld.

Sätt C = reccX; eftersom mängden X är linjefri, är recessionskonen C en
äkta kon, och det följer därför av sats 3.1.7 att det finns ett slutet halvrum

K = {x ∈ Rn | 〈c, x〉 ≥ 0}
som inneh̊aller C som äkta delmängd. Eftersom C är en sluten kon, måste
vidare motsvarande öppna halvrum

K+ = {x ∈ Rn | 〈c, x〉 > 0}
inneh̊alla en vektor v som inte ligger i C. Vektorn −v, som ligger i det mot-
satta öppna halvrummet, kan d̊a heller inte ligga i C. Jmf figur 4.7.

Vi har s̊aledes producerat tv̊a motsatta vektorer ±v som b̊ada ligger ut-
anför recessionskonen. Om x är en punkt i X, s̊a kommer därför de b̊ada
motsatta halvlinjerna x+−→v och x−−→v att skära komplementet till X. Snit-
tet mellan X och linjen genom x med riktningen v, som är en sluten konvex
mängd, är s̊aledes antingen en sluten sträcka [x1, x2] som inneh̊aller punkten x
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K+

v

x

X

x1

x2

0

C

Figur 4.7. Illustration till beviset för sats 4.2.1.

och vars b̊ada ändpunkter är randpunkter till X, eller enpunktsmängden {x}
där d̊a x är randpunkt till X. I det förstnämnda fallet är punkten x först̊as
en konvex kombination av sträckans ändpunkter, och i b̊ada fallen är därför
x en konvex kombination av randpunkter till X, vilket bevisar satsen.

Vi kan nu ge en fullständig beskrivning av linjefria slutna konvexa mäng-
der i termer av extremalpunkter och recessionskoner.

Sats 4.2.2. (i) Icke-linjefria slutna konvexa mängder saknar extremalpunk-
ter.

(ii) Icke-tomma linjefria slutna konvexa mängder har extremalpunkter, och
om X är en s̊adan mängd s̊a är

X = cvx(extX) + reccX.

Bevis. (i) L̊at X vara en icke-linjefri sluten konvex mängd. Att X inte är
linjefri innebär att det finns en nollskild vektor y i det recessiva delrummet
linX. För varje punkt x ∈ X ligger d̊a de b̊ada punkterna x ± y i X, och
eftersom x ∈ ]x−y, x+y[, kan x inte vara en extremalpunkt. Mängden extX
är s̊aledes tom.

(ii) Att extX 6= ∅ och att X = cvx(extX) + reccX, om mängden X är
icke-tom, linjefri, sluten och konvex, visas genom induktion över mängdens
dimension n.

För nolldimensionella konvexa mängder, dvs. enpunktsmängder, är p̊a-
st̊aendet trivialt, och endimensionella konvexa mängder är antingen halvlinjer
a + −→v eller slutna sträckor [a, b] med en resp. tv̊a extremalpunkter som
uppfyller likheten i (ii).

Antag därför att n ≥ 2 och att p̊ast̊aendet är sant för alla konvexa
mängder av lägre dimension än n, och l̊at X vara en n-dimensionell sluten
konvex mängd. P̊a grund av satserna 4.1.1 och 4.2.1 är

X = cvx
(⋃

F
)
,
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där unionen tas över alla äkta fasader F till X. Varje äkta fasad F är en
icke-tom linjefri sluten konvex delmängd av n̊agot stödhyperplan H och har
en dimension som är mindre än eller lika med n − 1. Induktionsantagandet
medför därför att extF 6= ∅ och

F = cvx(extF ) + reccF.

Eftersom extF ⊆ extX (sats 4.1.3), följer det att extX 6= ∅. Vidare är
reccF en delmängd till reccX, varför inklusionen F ⊆ cvx(extX) + reccX
gäller för varje fasad F . Följaktligen är ocks̊a unionen

⋃
F inkluderad i den

konvexa mängden cvx(extX) + reccX, s̊a det följer att

X = cvx
(⋃

F
)
⊆ cvx(extX) + reccX ⊆ X + reccX = X,

dvs. X = cvx(extX) + reccX, och därmed är induktionen genomförd och
satsen bevisad.

En kompakt mängds recessionskon är lika med nollkonen, s̊a därför är
följande resultat ett omedelbart korollarium till sats 4.2.2.

Korollarium 4.2.3. Varje icke-tom kompakt konvex mängd har extremal-
punkter och är lika med konvexa höljet av sina extremalpunkter.

Vi skall nu ge motsvarigheten till sats 4.2.2 för konvexa koner, och för att
förenkla beteckningarna kommer vi att använda oss av följande konvention:
Om A är en familj av str̊alar, sätter vi

conA = con
(⋃
R∈A

R
)
,

dvs. conA är den kon som genereras av alla vektorerna p̊a alla str̊alarna i A.
Om vi för varje str̊ale R ∈ A godtyckligt väljer en nollskild vektor aR p̊a R,
och sätter A = {aR | R ∈ A}, s̊a är först̊as conA = conA.

Om A är en ändlig mängd av str̊alar, s̊a är därför konen conA ändligt
genererad, och som generatorer kan vi välja en nollskild vektor p̊a varje str̊ale.

Sats 4.2.4. (i) Oäkta slutna konvexa koner saknar extremalstr̊alar.

(ii) Äkta slutna konvexa koner, förutom nollkonen, har extremalstr̊alar. Om
X är en äkta sluten konvex kon, s̊a är

X = con(exrX).

Bevis. (i) L̊at X vara en oäkta sluten konvex kon, och l̊at R = −→x vara en
godtycklig str̊ale i X. Vi skall visa att R inte kan vara en extremalstr̊ale.
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Att X är en oäkta kon innebär att det finns en nollskild vektor a i snittet
X ∩ (−X). Om R = −→a , s̊a är −R =

−→−a ocks̊a en str̊ale i X, s̊a R är inte en
extremalstr̊ale i det fallet. Motsvarande gäller först̊as för str̊alen R = −−→a .

Antag därför att R 6= ±−→a ; d̊a är x och a linjärt oberoende, och det följer
att str̊alarna R1 =

−−−→
x+ a och R2 =

−−→
x−a är tv̊a skilda icke-motsatta str̊alar i

konen X. Eftersom x = 1
2
(x+ a) + 1

2
(x− a), ligger str̊alen R mellan R1 och

R2. R är s̊aledes inte heller i detta fall en extremalstr̊ale.

(ii) För den triviala nollkonen X = {0} gäller likheten X = con(exrX) be-
roende p̊a att con ∅ = {0}. För att bevisa att likheten ocks̊a gäller för alla
icke-triviala äkta slutna konvexa koner och att dessa har extremalstr̊alar,
behöver vi bara göra smärre modifikationer i induktionsbeviset för motsva-
rande del av sats 4.2.2.

Startsteget är först̊as trivialt eftersom en endimensionell äkta kon är en
str̊ale. Antag att p̊ast̊aendet är sant för alla koner av dimension högst lika med
n−1, och l̊at X vara en äkta sluten konvex kon av dimension n. Eftersom X
speciellt är en linjefri mängd, är X = cvx

(⋃
F
)
, där unionen tas över konens

alla äkta fasader F . Eftersom cvx
(⋃

F
)
⊆ con

(⋃
F
)
⊆ conX = X, följer det

nu att

X = con
(⋃

F
)
.

Fasaderna F i denna union är koner, och naturligtvis kan vi ta bort den
triviala fasaden {0} fr̊an unionen utan att likheten upphör att gälla. Varje
återst̊aende kon F är en äkta sluten nollskild konvex kon med en dimension
som inte överstiger n− 1.

För varje s̊adan kon F är p̊a grund av induktionsantagandet mängden
exrF icke-tom och F = con(exrF ). Eftersom exrF ⊆ exrX, följer härav
dels att mängden exrX inte är tom, dels att F ⊆ con(exrX).

Unionen
⋃
F av fasaderna är s̊aledes inkluderad i konen con(exrX), och

av likheten X = con
(⋃

F
)

följer därför att X ⊆ con(exrX). Eftersom den
omvända inklusionen är trivial, är likheten i (ii) bevisad.

Eftersom recessionskonen till en linjefri konvex mängd är en äkta kon, är
följande representationssats för konvexa mängder en omedelbar konsekvens
av satserna 4.2.2 och 4.2.4.

Sats 4.2.5. Varje linjefri sluten konvex icke-tom mängd X har framställ-
ningen

X = cvx(extX) + con(exr(reccX)).

Studiet av godtyckliga slutna konvexa mängder reduceras till studiet av
linjefria s̊adana med hjälp av följande sats, som innebär att varje icke-linjefri
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konvex sluten mängd är en cylinder med en linjefri konvex mängd som bas
och med en ”axel” som är parallell med det recessiva delrummet linX.

Sats 4.2.6. Antag att X är en sluten konvex mängd i Rn. D̊a är snittet
X ∩ (linX)⊥ en linjefri sluten konvex mängd och

X = linX +X ∩ (linX)⊥.

0

(linX)⊥

X

linX

Figur 4.8. Illustration till sats 4.2.6.

Bevis. Varje x ∈ Rn har en unik uppdelning x = y + z med y ∈ linX och
z ∈ (linX)⊥. Om x ∈ X, s̊a ligger vektorn z ocks̊a X beroende p̊a att

z = x− y ∈ X + linX = X.

Detta bevisar inklusionen X ⊆ linX + X ∩ (linX)⊥, och den omvända in-
klusionen följer av att linX +X ∩ (linX)⊥ ⊆ linX +X = X.

Övningar

4.1 Bestäm extX samt avgör om X = cvx(extX) för följande mängder X:

a) X = {x ∈ R2
+ | x1 + x2 ≥ 1}

b) X =
(
[0, 1]× [0, 1[

)
∪
(
[0, 1

2 ]× {1}
)

c) X = cvx
(
{x ∈ R3 | (x1 − 1)2 + x2

2 = 1, x3 = 0} ∪ {(0, 0, 1), (0, 0,−1)}
)
.

4.2 Visa att för varje delmängd A av Rn är ext(cvxA) ⊆ A.

4.3 L̊at X = cvxA och antag att mängden A är minimal i följande bemärkelse:
Om B ⊆ A och X = cvxB, s̊a är B = A. Visa att d̊a är A = extX.

4.4 L̊at x0 vara en punkt i en konvex mängd X. Visa att x0 ∈ extX om och
endast om mängden X \ {x0} är konvex.

4.5 Ge exempel p̊a en kompakt konvex delmängd X av R3 med egenskapen att
extX inte är sluten.
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4.6 En punkt x0 i en konvex mängd X kallas en utsatt punkt om enpunkts-
mängden {x0} är en fasad, dvs. om det finns ett stödhyperplan H till X s̊a
att X ∩H = {x0}.
a) Visa att varje utsatt punkt är en extremalpunkt till X.

b) Ge exempel p̊a en sluten konvex mängd i R2 med en extremalpunkt som
inte är utsatt.

4.7 Det finns en mer generell definition av begreppet fasad som lyder som följer:

En fasad till en konvex mängd X är en konvex delmängd F av X s̊adan att
varje slutet linjesegment i X, som har n̊agon relativt inre punkt gemensam
med F , ligger helt i F , dvs.

(a, b ∈ X & ]a, b[ ∩ F 6= ∅) =⇒ a, b ∈ F .

L̊at oss kalla fasader enligt denna definition för generella fasader för att
skilja dem fr̊an fasader enligt v̊ar definition, som vi kallar utsatta fasader
om de är äkta, dvs. inte är fasaderna X eller ∅.
Den tomma mängden ∅ och X är uppenbarligen generella fasader till X, och
alla extremalpunkter till X är ocks̊a generella fasader.

Visa följande egenskaper för de generella fasaderna till en konvex mängd X.

a) Varje utsatt fasad är en generell fasad.

b) Det finns en konvex mängd med en generell fasad som inte är en utsatt
fasad.

c) Om F är en generell fasad till X och F ′ är en generell fasad till F , s̊a
är F ′ en generell fasad till X, men motsvarande behöver inte gälla för
utsatta fasader.

d) Om F är en generell fasad till X och C är en godtycklig konvex delmängd
av X s̊adan att F ∩ rintC 6= ∅, s̊a är C ⊆ F .

e) Om F är en generell fasad till X, s̊a är F = X ∩ clF . Speciellt är allts̊a
alla generella fasader till en sluten konvex mängd slutna.

f) Om F1 och F2 är tv̊a generella fasader till X och rintF1 ∩ rintF2 6= ∅, s̊a
är F1 = F2.

g) Om F är en generell fasad till X och F 6= X, s̊a är F ⊆ rbdryX.





Kapitel 5

Polyedrar

Vi har redan visat en del spridda resultat om polyedrar. Nu skall vi samla
ihop dessa tr̊adar och komplettera dem s̊a att vi f̊ar en fullständig beskrivning
av denna viktiga klass av konvexa mängder.

5.1 Extremalpunkter och extremalstr̊alar

Polyedrar och extremalpunkter

En polyeder X i Rn, som inte sammanfaller med hela rummet, är ett snitt
av ändligt många slutna halvrum och kan därför skrivas p̊a formen

X =
m⋂
j=1

Kj,

med

Kj = {x ∈ Rn | 〈cj, x〉 ≥ bj}

för lämpliga nollskilda vektorer cj i Rn och reella tal bj. P̊a matrisform f̊as

X = {x ∈ Rn | Cx ≥ b};

här är C en m× n-matris med cj
T som rader, och b =

[
b1 b2 . . . bm

]T
.

Vi sätter vidare

K◦j = {x ∈ Rn | 〈cj, x〉 > bj} = intKj,

Hj = {x ∈ Rn | 〈cj, x〉 = bj} = bdryKj.

Mängderna K◦j är öppna halvrum, och Hj är hyperplan.

79
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Om b = 0, dvs. om alla hyperplanen Hj är linjära delrum, s̊a är X en
polyedrisk kon.

Polyedern X ligger uppenbarligen i det slutna halvrummet Kj, som be-
gränsas av hyperplanet Hj. Sätt

Fj = X ∩Hj.

Om hyperplanet Hj har n̊agon punkt gemensam med polyedern X utan att
inneh̊alla hela polyedern, s̊a är det ett stödhyperplan till X, och mängden
Fj är i detta fall en äkta fasad till X. Om X ∩Hj = ∅ eller X ⊆ Hj, s̊a är
mängden Fj ocks̊a en fasad p̊a grund av v̊ar konvention beträffande oäkta
fasader. Fasaderna Fj är först̊as polyedrar.

Alla punkter i fasaderna Fj (äkta s̊aväl som oäkta) är randpunkter till
X. Eftersom

X =
m⋂
j=1

K◦j ∪
m⋃
j=1

Fj,

och alla punkterna i den öppna mängden
⋂m
j=1K

◦
j är inre punkter till X,

följer det att

intX =
m⋂
j=1

K◦j och bdryX =
m⋃
j=1

Fj.

Mängden extX av extremalpunkter till polyedern X är en delmängd av
randen, dvs. av

⋃m
j=1 Fj. Extremalpunkterna karakteriseras av följande sats.

Sats 5.1.1. En punkt x0 i polyedern X =
⋂m
j=1 Kj är en extremalpunkt om

och endast det finns en delmängd I av indexmängden {1, 2, . . . ,m} s̊a att⋂
j∈I Hj = {x0}.

Bevis. Antag att det finns en s̊adan indexmängd I. Snittet

F =
⋂
j∈I

Fj = X ∩
⋂
j∈I

Hj = {x0}

är p̊a grund av sats 4.1.2 ocks̊a en fasad till X, och uppenbarligen är x0 en
extremalpunkt till F . Enligt sats 4.1.3 är därför x0 ocks̊a en extremalpunkt
till X.

Antag omvänt att det inte finns n̊agon s̊adan indexmängd I, och l̊at J vara
en indexmängd som är maximal med avseende p̊a egenskapen x0 ∈

⋂
j∈J Hj.

(Om x0 är en inre punkt i polyedern sätter vi J = ∅ och tolkar snittet över den
tomma indexmängden J som hela rummet Rn.) Snittet

⋂
j∈J Hj är ett affint

delrum, som enligt antagande best̊ar av mer än en punkt, och det inneh̊aller
därför n̊agon hel linje {x0 + tv | t ∈ R} genom x0. Hela linjen ligger först̊as
ocks̊a i den större mängden

⋂
j∈J Kj.
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För alla j /∈ J och tillräckligt sm̊a värden p̊a |t| ligger punkterna x0 + tv
ocks̊a i halvrummet Kj beroende p̊a att x0 är en inre punkt i dessa halvrum.
Följaktligen finns det ett tal δ > 0 s̊a att sträckan [x0 − δv, x0 + δv] ligger i
X =

⋂
j∈J Kj ∩

⋂
j /∈J Kj, vilket innebär att x0 inte är en extremalpunkt.

Att
⋂
j∈I Hj = {x0} betyder att motsvarande linjära ekvationssystem

〈cj, x〉 = bj, j ∈ I,

med n obekanta, har entydig lösning. Ett nödvändigt villkor för att s̊a skall
vara fallet är att indexmängden I inneh̊aller minst n stycken element. Om
ekvationssystemet har entydig lösning och fler än n ekvationer, kan vi vida-
re genom att stryka lämpligt valda ekvationer alltid erh̊alla ett kvadratiskt
delsystem med entydig lösning.

Ett nödvändigt villkor för att polyedern X =
⋂m
j=1Kj skall ha en ex-

tremalpunkt är s̊aledes att m ≥ n. (Detta följer ocks̊a av sats 2.7.7, ty om
m < n, s̊a är dim linX = dim{x ∈ Rn | Cx = 0} = n− rangC ≥ n−m > 0,
varför X inte kan vara linjefri.)

Sats 5.1.1 ger upphov till följande metod för att bestämma samtliga ex-
tremalpunkter till X i fallet m ≥ n:

Lös för varje delmängd J av {1, 2, . . . ,m} med n stycken element mot-
svarande linjära ekvationssystem 〈cj, x〉 = bj, j ∈ J . Ett nödvändigt och
tillräckligt villkor för att systemet skall ha entydig lösning x0, dvs. för att⋂
j∈J Hj = {x0}, är att systemets koefficientmatris har rang n. Om s̊a är fallet

och lösningen x0 ligger i X, dvs. satisfierar de resterande linjära olikheterna
〈cj, x〉 ≥ bj, s̊a är x0 en extremalpunkt till X.

Eftersom antalet delmängder J med n stycken element är lika med
(
m
n

)
,

är antalet extremalpunkter till polyedern X begränsat av detta tal, och vi
har därmed visat följande sats.

Sats 5.1.2. En polyeder har ändligt m̊anga extremalpunkter.

Polyedriska koner och extremalstr̊alar

En polyedrisk kon i Rn är ett snitt X =
⋂m
j=1Kj av koniska halvrum Kj

som begränsas av hyperplan Hj genom origo, och fasaderna Fj = X ∩Hj är
polyedriska koner. Följande sats är en direkt parallell till sats 5.1.1.

Sats 5.1.3. En punkt x0 i den polyedriska konen X =
⋂m
j=1 Kj genererar en

extremalstr̊ale R = −→x0 till konen om och endast om −x0 /∈ X och det finns en
delmängd I av indexmängden {1, 2, . . . ,m} s̊a att

⋂
j∈I Hj = {tx0 | t ∈ R}.
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Bevis. Antag att det finns en s̊adan indexmängd I och att −x0 inte tillhör
konen X; d̊a är ⋂

j∈I

Fj = X ∩
⋂
j∈I

Hj = R.

Detta innebär enligt sats 4.1.2 att R är en fasad till konen X. Str̊alen R
är först̊as en extremalstr̊ale till fasaden (konen) R, s̊a det följer därför av
sats 4.1.3 att R är en extremalstr̊ale till X.

Om −x0 tillhör X, s̊a är konen X inte äkta, och den saknar därför extre-
malstr̊alar enligt sats 4.2.4.

Det återst̊ar att visa att R inte är en extremalstr̊ale i det fall d̊a −x0 /∈ X
och det inte finns n̊agon indexmängd I med egenskapen att snittet

⋂
j∈I Hj

är lika med linjen genom 0 och x0. L̊at för den skull J vara en indexmängd
som är maximal med avseende p̊a egenskapen x0 ligger i snittet

⋂
j∈J Hj. P̊a

grund av v̊art antagande är snittet ett linjärt delrum av dimension minst
lika med tv̊a, s̊a det inneh̊aller en vektor v som är linjärt oberoende av x0.
Vektorerna x0 + tv och x0 − tv tillhör

⋂
j∈J Hj och därmed

⋂
j∈J Kj för alla

reella tal t. För tillräckligt små värden p̊a |t| ligger vektorerna ocks̊a i Kj för
j /∈ J , ty x0 är en inre punkt i Kj för dessa index j. Det finns därför ett tal
δ > 0 s̊a att vektorerna x+ = x0 + δv och x− = x0 − δv b̊ada ligger i konen
X. De b̊ada vektorerna x+ och x− är linjärt oberoende och x0 = 1

2
x+ + 1

2
x−,

s̊a str̊alen R = −→x0 ligger mellan de b̊ada str̊alarna −→x+ och −→x− i konen X och
är därför inte en extremalstr̊ale.

Man bestämmer s̊aledes extremalstr̊alarna till konen

X =
m⋂
j=1

{x ∈ Rn | 〈cj, x〉 ≥ 0}

genom att välja en indexmängd J best̊aende av n − 1 stycken element ur
mängden {1, 2, . . . ,m}, vilket kan ske p̊a

(
m
n−1

)
sätt, och sedan lösa motsva-

rande homogena ekvationssystem 〈cj, x〉 = 0, j ∈ J . Lösningsmängden är
endimensionell och genereras av en vektor x0 om koefficientmatrisens rang
är lika med n − 1. Om x0 satisfierar de övriga linjära olikheterna och −x0

inte gör det, s̊a är R = −→x0 en extremalstr̊ale; om −x0 satisfierar de linjära
olikheterna medan x0 inte gör det är istället −R en extremalstr̊ale.

Det följer att
(
m
n−1

)
är en övre gräns p̊a antalet extremalstr̊alar. Vi har

därför följande korollarium till sats 5.1.3.

Sats 5.1.4. En polyedriskt kon har ändligt m̊anga extremalstr̊alar.
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5.2 Polyedriska koner

Sats 5.2.1. En kon är polyedrisk om och endast om den är ändligt genererad.

Bevis. Vi visar först att varje polyedrisk kon är ändligt genererad.
Det följer av sats 4.2.6 att varje polyedrisk kon X har representationen

X = linX +X ∩ (linX)⊥,

och X∩(linX)⊥ är en linjefri, dvs. äkta, polyedrisk kon. Om vi l̊ater mängden
B best̊a av en punkt p̊a varje extremalstr̊ale till X ∩ (linX)⊥, s̊a är B en
ändlig mängd och

X ∩ (linX)⊥ = conB

p̊a grund av satserna 5.1.4 och 4.2.4.
L̊at e1, e2, . . . , ed vara en bas för det linjära delrummet linX och sätt

e0 = −(e1 + e2 + · · · + ed); d̊a genereras linX som kon av mängden A =
{e0, e1, . . . , ed}, dvs.

linX = conA.

Sammanfattningsvis är s̊aledes

X = linX +X ∩ (linX)⊥ = conA+ conB = con(A ∪B),

vilket visar att konen X är ändligt genererad av mängden A ∪B.

Antag omvänt att X är en ändligt genererad kon, dvs. att X = conA för
n̊agon ändlig mängd A. Vi börjar med att konstatera att dualkonen X+ är
en polyedrisk kon. Om A 6= ∅, s̊a är nämligen

X+ = A+ = {x ∈ Rn | 〈x, a〉 ≥ 0 för alla a ∈ A} =
⋂
a∈A

{x ∈ Rn | 〈a, x〉 ≥ 0}

ett snitt av ändligt många koniska halvrum, dvs. en polyedrisk kon, och i det
triviala fallet A = ∅ är X = {0} och X+ = Rn.

Den redan bevisade delen av satsen medför därför att dualkonen X+ är
en ändligt genererad kon. Men d̊a är dualkonen till X+, dvs. bidualkonen
X++, ocks̊a en polyedrisk kon, och bidualkonen X++ sammanfaller enligt
korollarium 3.2.4 med ursprungskonen X. Vi kan därför dra slutsatsen att X
är en polyedrisk kon.

Vi kan nu bevisa tv̊a resultat som vi m̊aste lämna obevisade i kapitel 2.6;
jämför med korollarium 2.6.9.

Sats 5.2.2. (i) Snittet X ∩ Y mellan tv̊a ändligt genererade koner X och
Y är en ändligt genererad kon.

(ii) Inversa bilden T−1(X) av en ändligt genererad kon X under en linjär
avbildning T är en ändligt genererad kon.
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Bevis. Snittet av tv̊a koniska polyedrar och inversa bilden av en konisk po-
lyeder under en linjär avbildning är uppenbarligen koniska polyedrar. Satsen
är därför ett korollarium till sats 5.2.1.

5.3 Polyederns inre struktur

En polyeder är per definition ett snitt av ändligt många slutna halvrum, vilket
kan uppfattas som en yttre beskrivning av polyedern. Vi ska nu ge en inre
beskrivning av polyedern i termer av extremalpunkter och extremalstr̊alar.
Följande struktursats är det här kapitlets huvudresultat.

Sats 5.3.1. En icke-tom delmängd X av Rn är en polyeder om och endast
om den kan skrivas p̊a formen

X = cvxA+ conB,

där A och B är ändliga mängder i Rn och A 6= ∅.
Konen conB är i s̊a fall lika med X:s recessionskon reccX. Om polyedern

X är linjefri, kan man som A välja extX och som B en mängd best̊aende
av en vektor fr̊an varje extremalstr̊ale i recessionskonen.

e1

b1

b2

0

a1

a2

linX

recc(X ∩ (linX)⊥)

X

X ∩ (linX)⊥

Figur 5.1. Illustration till sats 5.3.1. Den högra delen av figuren föreställer ett
utsnitt av en obegränsad polyeder X i R3. Det recessiva delrummet linX är endi-
mensionellt och genereras som kon av e1 och -e1. Snittet X ∩ (linX)⊥, som skugg-
markerats, är en linjefri polyeder med tv̊a extremalpunkter a1 och a2. Recessions-
konen recc(X ∩ (linX)⊥) genereras av b1 och b2. Uppdelningen X = cvxA+conB
gäller för A = {a1, a2} och B = {e1,−e1, b1, b2}.

Bevis. Antag att X är en polyeder, och sätt Y = X ∩ (linX)⊥. D̊a är Y en
linjefri polyeder, och det följer av satserna 4.2.6 och 4.2.2 att

X = linX + Y = linX + reccY + cvx(extY ).
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De b̊ada polyedriska konerna linX och reccY genereras enligt sats 5.2.1
av tv̊a ändliga mängder B1 resp. B2, och deras summa genereras av den
ändliga mängden B = B1 ∪ B2. Mängden extY är ändlig p̊a grund av
sats 5.1.2, s̊a genom att sätta A = extY erh̊aller vi den sökta represen-
tationen

X = cvxA+ conB.

Eftersom mängderna A och B är ändliga, är konen conB sluten och den
konvexa mängden cvxA kompakt. Det följer därför av korollarium 2.7.13 att
conB = reccX.

För linjefria polyedrar X gäller enligt satserna 4.2.2 och 4.2.4 att

X = cvx(extX) + con(exr(reccX)),

och vi f̊ar den sökta representationen genom att sätta A = extX och l̊ata
mängden B best̊a av en punkt fr̊an varje extremalstr̊ale till reccX.

Antag omvänt att X = cvxA + conB, där mängderna A = {a1, . . . , ap}
och B = {b1, . . . , bq} är ändliga. Betrakta den kon Y i Rn×R som genereras
av den ändliga mängden (A×{1}) ∪ (B×{0}). Konen Y är enligt sats 5.2.1
en polyedrisk kon, vilket innebär att det finns en m× (n+ 1)-matris C s̊a att

(5.1) (x, xn+1) ∈ Y ⇔ C

[
x

xn+1

]
≥ 0.

(Här är först̊as

[
x

xn+1

]
vektorn (x1, . . . , xn, xn+1) skriven som kolonnmatris.)

L̊at nu C ′ beteckna den delmatris av C som best̊ar av samtliga kolonner
utom den sista, och l̊at c′ beteckna den sista kolonnen i matrisen C; d̊a är

C

[
x

xn+1

]
= C ′x+ xn+1c

′,

vilket innebär att vi kan skriva om ekvivalensen (5.1) p̊a formen

(x, xn+1) ∈ Y ⇔ C ′x+ xn+1c
′ ≥ 0.

Av definitionen av Y följer emellertid att vektorn (x, 1) ∈ Rn×R ligger i Y
om och endast om det finns icke-negativa tal λ1, λ2, . . . , λp och µ1, µ2, . . . , µq
s̊a att {

x = λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λpap + µ1b1 + µ2b2 + · · ·+ µqbq

1 = λ1 + λ2 + · · ·+ λp

dvs. om och endast om x ∈ cvxA+ conB. Detta ger oss ekvivalenserna

x ∈ X ⇔ (x, 1) ∈ Y ⇔ C ′x+ c′ ≥ 0,

som innebär att X = {x ∈ Rn | C ′x ≥ −c′}. X är s̊aledes en polyeder.
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5.4 Polyederbevarande operationer

Sats 5.4.1. Snittet av ändligt m̊anga polyedrar i Rn är en polyeder.

Bevis. Trivialt.

Sats 5.4.2. Antag att X är en polyeder i Rn och att T : Rn → Rm är en
affin avbildning. D̊a är bildmängden T (X) en polyeder i Rm.

Bevis. P̊ast̊aendet är trivialt om polyedern är en tom, s̊a antag att den inte
är det och representera den p̊a formen

X = cvxA+ conB,

där A = {a1, . . . , ap} och B = {b1, . . . , bq} är ändliga mängder. Varje x ∈ X
kan d̊a skrivas p̊a formen

x =

p∑
j=1

λjaj +

q∑
j=1

µjbj =

p∑
j=1

λjaj +

q∑
j=1

µjbj − (

q∑
j=1

µj)0

med icke-negativa koefficienter λj, µj och
∑p

j=1 λj = 1, dvs. som en affin
kombination av element i A∪B ∪ {0}, och eftersom avbildningen T är affin,
är

Tx =

p∑
j=1

λjTaj +

q∑
j=1

µjTbj − (

q∑
j=1

µj)T0 =

p∑
j=1

λjTaj +

q∑
j=1

µj(Tbj − T0).

Detta visar att bildmängden T (X) har formen

T (X) = cvxA′ + conB′

för A′ = T (A) och B′ = −T0 + T (B) = {Tb1 − T0, . . . , T bq − T0}. Bild-
mängden T (X) är därför en polyeder enligt sats 5.3.1.

Sats 5.4.3. Antag att Y är en polyeder i Rm och att T : Rn → Rm är en
affin avbildning. D̊a är inversa bildmängden T−1(Y ) en polyeder i Rn.

Bevis. Antag först att Y är ett slutet halvrum i Rm (eller hela rummet Rm),
dvs. att Y = {y ∈ Rm | 〈c, y〉 ≥ b}. (Fallet Y = Rm f̊as för c = 0 och b = 0.)
Den affina avbildningen T kan skrivas p̊a formen Tx = Sx+ y0, där S är en
linjär avbildning och y0 är en vektor i Rm. Med dessa beteckningar f̊as

T−1(Y ) = {x ∈ Rn | 〈c, Tx〉 ≥ b} = {x ∈ Rn | 〈STc, x〉 ≥ b− 〈c, y0〉}.

Detta är ett slutet halvrum i Rn om STc 6= 0, hela rummet Rn om STc = 0
och b ≤ 〈c, y0〉, och tomma mängden ∅ om STc = 0 och b > 〈c, y0〉.
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I det allmänna fallet är Y =
⋂p
j=1Kj ett snitt av ändligt många slutna

halvrum. Eftersom S−1(Y ) =
⋂p
j=1 S

−1(Kj), är den inversa bilden S−1(Y )
ocks̊a ett snitt av slutna halvrum, tomma mängden eller hela rummet Rn.
S−1(Y ) är allts̊a en polyeder.

Sats 5.4.4. Cartesianska produkten X × Y av tv̊a polyedrar X och Y är en
polyeder.

Bevis. Antag att X ligger i Rm och Y i Rn. Mängden X×Rn är en polyeder
eftersom den är den inversa bilden av X under projektionen (x, y) 7→ x, och
av motsvarande skäl är Rm × Y en polyeder. Det följer att X × Y är en
polyeder, ty X × Y = (X × Rn) ∩ (Rm × Y ).

Sats 5.4.5. Summan X + Y av tv̊a polyedrar i Rn är en polyeder.

Bevis. Summan X + Y är lika med bilden av X × Y under den linjära av-
bildningen (x, y)→ x+y, s̊a satsens p̊ast̊aendet följer av föreg̊aende sats och
sats 5.4.2.

5.5 Separation

För polyedrar gäller skarpare separationsresultat än de allmänna resultaten
för konvexa mängder i kapitel 3 − jämför följande tv̊a satser med sats 3.1.6
och sats 3.1.5.

Sats 5.5.1. Om X och Y är disjunkta polyedrar, s̊a finns det ett hyperplan
som separerar polyedrarna strikt.

Bevis. Differensen X − Y av tv̊a polyedrar X och Y är en sluten mängd, ty
den är en polyeder enligt sats 5.4.5. Det följer därför av sats 3.1.6 att det
finns ett hyperplan som separerar polyedrarna strikt om de är disjunkta.

Sats 5.5.2. L̊at X vara en konvex mängd, och l̊at Y vara en polyeder som är
disjunkt fr̊an X. D̊a finns det ett hyperplan som separerar X och Y och som
inte inneh̊aller X som delmängd.

Bevis. Vi visar satsen genom induktion över det omgivande rummets dimen-
sion n.

P̊ast̊aendet i satsen är uppenbarligen sant d̊a n = 1, dvs. för delmängder
X och Y av R. S̊a antag att det är sant d̊a dimensionen är n − 1, och l̊at
X vara en konvex delmängd av Rn som är disjunkt fr̊an polyedern Y i Rn.
Sats 3.1.5 ger oss ett hyperplan H som separerar X och Y och som d̊a inte
inneh̊aller b̊ada mängderna som delmängder. Om X inte är en delmängd
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av H är saken klar. Antag därför att X är en delmängd av H; polyedern
Y ligger d̊a i ett av de b̊ada slutna halvrum som definieras av hyperplanet
H. Vi kallar detta slutna halvrum H+ och l̊ater H++ beteckna motsvarande
öppna halvrum, och har allts̊a inklusionen Y ⊆ H+.

Om nu Y ⊆ H++ s̊a är polyedrarna Y och H disjunkta, och p̊a grund
av sats 5.5.1 finns det ett hyperplan som separerar Y och H strikt, och
detta hyperplan separerar d̊a först̊as ocks̊a Y och X strikt, eftersom X är en
delmängd av H.

Detta bevisar satsen i fallet Y ⊆ H++. Antag därför att Y är en delmängd
av det slutna halvrummet H+ utan att vara en delmängd av motsvarande
öppna halvrum, dvs. betrakta fallet Y ⊆ H+, Y ∩ H 6= ∅. Den icke-tomma
polyedern Y1 = Y ∩ H och X kan d̊a p̊a grund av induktionsantagandet
separeras i det (n − 1)-dimensionella hyperplanet H med hjälp av en af-
fin delmängd L av H av dimension n − 2 och som inte inneh̊aller X som
delmängd.

Genom L definieras tv̊a slutna halvor L+ och L− av hyperplanet H med
X som delmängd av L− och Y1 som delmängd av L+. Den mot L− svarande
relativt öppna halvan betecknas L−−, dvs. L−− = L− \L. Antagandet att X
inte är en delmängd av L innebär först̊as att X ∩ L−− 6= ∅.

Notera att Y ∩L− = Y1∩L. Om Y1∩L = ∅ s̊a finns det därför enligt sats
5.5.1 ett hyperplan som separerar polyedrarna Y och L− strikt, och eftersom
X ⊆ L−, är beviset för p̊ast̊aendet i satsen klart i detta fall.

Det återst̊ar nu endast att behandla fallet Y1∩L 6= ∅, och efter en eventuell
translation kan vi utan inskränkning anta att origo ligger i Y1 ∩ L, vilket
medför att L är ett linjärt delrum. Se figur 5.2.

X

Y

L+

L−

Y1

H
H+

L

Figur 5.2. Illustration till beviset för sats 5.5.2.

Notera att mängden H++ ∪ L+ är en kon och att Y är en delmängd av
denna kon. Betrakta nu den av polyedern Y genererade konen conY och sätt

C = L+ conY .

C är först̊as ocks̊a en kon och en delmängd av konen H++ ∪ L+ eftersom
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b̊ade Y och L är delmängder av den sistnämnda konen. Konen conY är
polyedrisk, ty om polyedern Y har representationen Y = cvxA+ conB med
ändliga mängder A och B, s̊a är conY = con(A∪B) beroende p̊a att 0 ∈ Y .
Eftersom summan av tv̊a polyedriska koner är en polyedrisk kon, är C en
polyedrisk kon.

Konen C är disjunkt fr̊an mängden L−− eftersom mängderna L−− och
H++ ∪ L+ är disjunkta.

Skriv nu den polyedriska konen C som ett snitt
⋂
Ki av ändligt många

slutna halvrum Ki som begränsas av hyperplan Hi genom origo. Varje halv-
rum Ki är en kon som inneh̊aller s̊aväl Y som L. Om ett givet halvrum Ki

ocks̊a inneh̊aller en punkt fr̊an L−−, s̊a inneh̊aller det ocks̊a konen som gene-
reras av punkten och L, dvs. hela L−. Eftersom C =

⋂
Ki och C ∩L−− = ∅,

följer det därför att det finns ett halvrum Ki som inte inneh̊aller n̊agon
punkt fr̊an L−−. Motsvarande randhyperplan Hi separerar med andra ord
L− och konen C och är disjunkt fr̊an L−−. Eftersom X ⊆ L−, Y ⊆ C och
X ∩ L−− 6= ∅, separerar Hi mängderna X och Y utan att inneh̊alla X.
Därmed är beviset klart.

Övningar

5.1 Bestäm extremalpunkterna till följande polyedrar:

a) X = {x ∈ R2 | −x1 + x2 ≤ 2, x1 + 2x2 ≥ 2, x2 ≥ −1}
b) X = {x ∈ R2 | −x1 + x2 ≤ 2, x1 + 2x2 ≤ 2, x2 ≥ −1}
c) X = {x ∈ R3 | 2x1 + x2 + x3 ≤ 4, x1 + 2x2 + x3 ≤ 4, x ≥ 0}
d) X = {x ∈ R4 | x1 + x2 + 3x3 + x4 ≤ 4, 2x2 + 3x3 ≥ 5, x ≥ 0}.

5.2 Bestäm extremalstr̊alarna till konen

X = {x ∈ R3 | x1 − x2 + 2x3 ≥ 0, x1 + 2x2 − 2x3 ≥ 0, x2 + x3 ≥ 0, x3 ≥ 0}.

5.3 Bestäm en matris C s̊adan att

con{(1,−1, 1), (−1, 0, 1), (3, 2, 1), (−2,−1, 0)} = {x ∈ R3 | Cx ≥ 0}.

5.4 Bestäm ändliga mängder A och B s̊a att X = conA + cvxB för följande
polyedrar:

a) X = {x ∈ R2 | −x1 + x2 ≤ 2, x1 + 2x2 ≥ 2, x2 ≥ −1}
b) X = {x ∈ R2 | −x1 + x2 ≤ 2, x1 + 2x2 ≤ 2, x2 ≥ −1}
c) X = {x ∈ R3 | 2x1 + x2 + x3 ≤ 4, x1 + 2x2 + x3 ≤ 4, x ≥ 0}
d) X = {x ∈ R4 | x1 + x2 + 3x3 + x4 ≤ 4, 2x2 + 3x3 ≥ 5, x ≥ 0}.

5.5 Visa att om 0 ligger i polyedern X = cvxA+ conB, där mängderna A och
B är ändliga, s̊a är conX = con(A ∪B).





Kapitel 6

Konvexa funktioner

6.1 Grundläggande definitioner

Epigraf och subniv̊amängd

Definition. L̊at f : X → R vara en funktion med definitionsmängd X ⊆ Rn

och målmängd R, dvs. de med ∞ utvidgade reella talen. Mängden

epi f = {(x, t) ∈ X × R | f(x) ≤ t}

kallas funktionens epigraf.
Om α är ett reellt tal kallas mängden

sublevα f = {x ∈ X | f(x) ≤ α}

en subniv̊amängd till funktionen, närmare bestämt en α-subniv̊amängd.

Epigrafen är en delmängd av Rn+1; ”epi” betyder ”över” s̊a epigraf be-
tyder ”över grafen”.

Rn

R

α

sublevα f

epi f

Figur 6.1. Epigraf och subniv̊amängd

91
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Vi p̊aminner om beteckningen dom f för f :s effektiva domän, dvs. mäng-
den av alla punkter där funktionen f : X → R är ändlig. Uppenbarligen
är

dom f = {x ∈ X | f(x) <∞}
lika med unionen av funktionens alla subniv̊amängder, och dessa bildar en
växande följd av mängder, dvs.

dom f =
⋃
α∈R

sublevα f och α < β ⇒ sublevα f ⊆ sublevβ f.

Härav följer specillt att dom f är en konvex mängd om alla subniv̊amäng-
derna är konvexa.

Konvexa funktioner

Definition. En funktion f : X → R kallas konvex om dess definitionsmängd
X och epigraf epi f är konvexa mängder.

En funktion f : X → R kallas konkav om funktionen −f är konvex.

x

y

Figur 6.2. Grafen till en konvex funktion

Exempel 6.1.1. En affin funktions epigraf är ett slutet halvrum. Alla affina
funktioner, och speciellt alla linjära funktioner, är därför b̊ade konvexa och
konkava.

Exempel 6.1.2. Exponentialfunktionen ex med R som definitionsmängd är
en konvex funktion.

Genom att ersätta x med x − a i den elementära olikheten ex ≥ x + 1
erh̊alls nämligen olikheten ex ≥ (x− a)ea + ea, som innebär att exponential-
funktionens epigraf kan skrivas som ett snitt⋂

a∈R

{(x, y) ∈ R2 | y ≥ (x− a)ea + ea}

av slutna halvrum i R2. Epigrafen är därför konvex.
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Sats 6.1.1. Om f : X → R är en konvex funktion, s̊a är dom f och alla
subniv̊amängderna sublevα f konvexa mängder.

Bevis. Antag att definitionsmängden X är en delmängd av Rn och betrakta
projektionen P : Rn×R→ Rn av Rn×R p̊a första faktorn, dvs. P (x, t) = x.
L̊at vidare Kα beteckna det slutna halvrummet {x ∈ Rn+1 | xn+1 ≤ α}. D̊a
är sublevα f = P (epi f ∩Kα), ty

f(x) ≤ α ⇔ ∃t : f(x) ≤ t ≤ α ⇔ ∃t : (x, t) ∈ epi f ∩Kα

⇔ x ∈ P (epi f ∩Kα).

Snitten epi f ∩ Kα är konvexa mängder, och eftersom konvexitet bevaras un-
der linjära avbildningar, följer det att subniv̊amängderna sublevα f är kon-
vexa. Deras union dom f är följaktligen ocks̊a konvex.

Kvasikonvexa funktioner

Många viktiga egenskaper hos konvexa funktioner visar sig vara konsekvenser
av att subniv̊amängderna är konvexa. Detta är en anledning till att stude-
ra funktioner med konvexa subniv̊amängder och motiverar s̊aledes följande
definition.

Definition. En funktion f : X → R kallas kvasikonvex om funktionens defi-
nitionsmängd X och samtliga subniv̊amängder sublevα f är konvexa.

En funktion f : X → R kallas kvasikonkav om −f är kvasikonvex.

Konvexa funktioner är kvasikonvexa eftersom deras subniv̊amängder är
konvexa. Omvändningen gäller inte, ty en funktion f , som är definierad p̊a
ett delintervall I av R, är kvasikonvex om den är växande p̊a I, eller om den
är avtagande p̊a I, eller mer generellt om det finns en punkt c ∈ I s̊a att f är
avtagande till vänster om c och växande till höger om c. Naturligtvis finns
det s̊adana funktioner som inte är konvexa.

Konvexa utvidgningar

Om funktionen f : X → R är konvex (resp. kvasikonvex), s̊a är funktionens
effektiva domän dom f konvex, och eftersom

epi f = {(x, t) ∈ dom f × R | f(x) ≤ t} och

sublevα f = {x ∈ dom f | f(x) ≤ α},

är funktionens restriktion f |dom f till dom f en konvex (resp. kvasikonvex)
funktion med samma epigraf och α-niv̊amängder som f har. Det kan därför
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förefalla som att man inte tjänar n̊agonting p̊a att till̊ata ∞ som funk-
tionsvärde hos konvexa (resp. kvasikonvexa) funktioner.

Men även om vi först̊as primärt är intresserade av funktioner med ändliga
värden, s̊a uppst̊ar konvexa funktioner med oändliga värden p̊a ett naturligt
sätt d̊a man bildar suprema eller gränsvärden till följder av konvexa funktio-
ner med ändliga värden.

En annan finess med att till̊ata∞ som funktionsvärde hos (kvasi)konvexa
funktioner är att vi utan inskränkning kan anta att de är definierade p̊a hela
Rn. Om f : X → R är en (kvasi)konvex funktion med en äkta delmängd X
av Rn som definitionsmängd, och vi definierar f̃ : Rn → R genom att sätta

f̃(x) =

{
f(x) om x ∈ X
∞ om x /∈ X,

s̊a har funktionerna f och f̃ samma epigrafer och samma α-subniv̊amängder.
Utvidgningen f̃ är därför ocks̊a (kvasi)konvex. Vidare är först̊as dom f̃ =
dom f .

(Kvasi)konkava funktioner har en analog utvidgning till funktioner som
tar värden i R = R ∪ {−∞}.

Vi kommer n̊agot oegentligt säga att de konvexa funktionerna f : X → R
och g : Y → R är lika och skriva f = g, om dom f = dom g och f(x) = g(x)
för alla x ∈ dom f .

Alternativ karakterisering av konvexitet

Sats 6.1.2. En funktion f : X → R med konvex definitionsmängd X är

(a) konvex om och endast om

(6.1) f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

för alla x, y ∈ X och alla λ ∈ ]0, 1[;

(b) kvasikonvex om och endast om

(6.2) f(λx+ (1− λ)y) ≤ max{f(x), f(y)}

för alla x, y ∈ X och alla λ ∈ ]0, 1[.

Bevis. (a) Antag att funktionen f är konvex, dvs. att epigrafen epi f är kon-
vex, och l̊at x och y vara tv̊a punkter i dom f . D̊a ligger punkterna (x, f(x))
och (y, f(y)) i epigrafen, s̊a konvexiteten hos epigrafen medför att den kon-
vexa kombinationen

(
λx+(1−λ)y, λf(x)+(1−λ)f(y)

)
av dessa tv̊a punkter
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ocks̊a ligger i epigrafen för 0 < λ < 1. Detta är ekvivalent med att olik-
het (6.1) gäller. Om n̊agon av punkterna x, y ∈ X ligger utanför dom f , s̊a
är olikheten trivialt uppfylld eftersom högerledet i s̊a fall är lika med ∞.

För att visa omvändningen antar vi att olikheten (6.1) gäller. L̊at (x, s)
och (y, t) vara tv̊a punkter i epigrafen. D̊a är f(x) ≤ s och f(y) ≤ t, och för
0 < λ < 1 följer det därför av olikheten (6.1) att

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) ≤ λs+ (1− λ)t,

vilket betyder att punkten (λx+(1−λ)y, λs+(1−λ)t), det vill säga punkten
λ(x, s) + (1− λ)(y, t), ligger i epigrafen, som s̊aledes är konvex

(b) visas helt analogt.

En funktion f är uppenbarligen (kvasi)konvex om och endast om funk-
tionens restriktion till varje linje som skär funktionens definitionsmängd X
är (kvasi)konvex. Varje s̊adan linjes ekvation har formen x = x0 + tv, där
x0 är en punkt i X och v är en vektor i Rn, och motsvarande restriktion
blir därför en envariabelfunktion g(t) = f(x0 + tv) (med definitionsmängd
{t | x0 + tv ∈ X}). Problemet att avgöra om en funktion är (kvasi)konvex
kan därför reduceras till att avgöra motsvarande konvexitet för envariabel-
funktioner.

Definition. En funktion f : X → R, som är definierad p̊a en konvex kon X,
kallas

• subadditiv om f(x+ y) ≤ f(x) + f(y) för alla x, y ∈ X;

• positivt homogen om f(αx) = αf(x) för alla x ∈ X och alla α ∈ R+.

Varje positivt homogen, subadditiv funktion är uppenbarligen konvex.
Omvänt är varje konvex, positivt homogen funktion f subadditiv, ty

f(x+ y) = 2f(1
2
x+ 1

2
y) ≤ 2(1

2
f(x) + 1

2
f(y)) = f(x) + f(y).

En subadditiv, positivt homogen funktion f : Rn → R som dessutom är
symmetrisk, dvs. uppfyller villkoret

f(−x) = f(x) för alla x ∈ Rn,

kallas en seminorm p̊a Rn.
Symmetri- och homogenitetsvillkoren kan först̊as sammanfattas i kravet

att f(αx) = |α|f(x) för alla x ∈ Rn och alla α ∈ R.
Om f är en seminorm, s̊a är f(x) ≥ 0 för alla x; detta följer av räkningen

0 = f(0) = f(x− x) ≤ f(x) + f(−x) = 2f(x).
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En seminorm f kallas en norm om f(x) = 0 endast för x = 0. För normer
används vanligtvis beteckningen ‖·‖.

Seminormer, och speciellt normer, är först̊as konvexa funktioner.

Exempel 6.1.3. Den euklidiska normen och `1-normen, som definierades i
kapitel 1, är specialfall av de s. k. `p-normerna ‖·‖p p̊a Rn som för 1 ≤ p <∞
definieras av att

‖x‖p =
( n∑
i=1

|xi|p
)1/p

.

Maxnormen
‖x‖∞ = max

1≤i≤n
|xi|

f̊as vidare som som gränsvärde av ‖x‖p d̊a p g̊ar mot oändligheten.
Att `p-normerna är positivt homogena, symmetriska och lika med 0 endast

för x = 0 är uppenbart. I fallet p = 1 och p =∞ följer subadditiviteten lätt
av triangelolikheten |x + y| ≤ |x| + |y| för reella tal, och i det euklidiska
fallet p = 2 är subadditiviteten en konsekvens av Cauchy–Schwarz olikhet. I
avsnitt 6.4 skall vi visa subadditiviteten för övriga p-värden (sats 6.4.3).

Strikt konvexitet

Genom att skärpa kravet p̊a olikheterna i den alternativa karakteriseringen
av konvexitet f̊ar vi följande definitioner.

Definition. En konvex funktion f : X → R kallas strikt konvex om

f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y)

för alla par av skilda punkter x, y ∈ X och alla λ ∈ ]0, 1[.
En kvasikonvex funktion f kallas strikt kvasikonvex om olikheten (6.2) i

sats 6.1.2 är strikt för alla par av skilda punkter x, y ∈ X och alla λ ∈ ]0, 1[.
En funktion f kallas strikt konkav (resp. strikt kvasikonkav) om funktio-

nen −f är strikt konvex (resp. strikt kvasikonvex).

Exempel 6.1.4. En kvadratisk form q(x) = 〈x,Qx〉 =
∑n

i,j=1 qijxixj p̊a Rn

är konvex om och endast om den är positivt semidefinit, och strikt konvex
om och endast om den är positivt definit. Detta följer ur identiteten(
λxi+(1−λ)yi

)(
λxj+(1−λ)yj

)
= λxixj+(1−λ)yiyj−λ(1−λ)(xi−yi)(xj−yj)

som efter multiplikation med qij och summering ger

q(λx+ (1− λ)y) = λq(x) + (1− λ)q(y)− λ(1− λ)q(x− y).
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Högerledet är ≤ λq(x) + (1 − λ)q(y) för alla 0 < λ < 1 om och endast om
q(x − y) ≥ 0, vilket gäller för alla x 6= y om och endast om q är positivt
semidefinit. För strikt olikhet krävs först̊as att q skall vara positivt definit.

Jensens olikhet

Olikheterna (6.1) och (6.2) utvidgas lätt till att handla om konvexa kombi-
nationer av fler än tv̊a punkter.

Sats 6.1.3. Antag att x = λ1x1+λ2x2+· · ·+λmxm är en konvex kombination
av punkterna x1, x2, . . . , xm i definitionsmängden till funktionen f .

(a) Om funktionen f är konvex, s̊a är

(6.3) f(x) ≤
m∑
j=1

λjf(xj). (Jensens olikhet)

Om f är strikt konvex och det r̊ader likhet i olikheten (6.3) samt λj > 0
för alla j, s̊a är x1 = x2 = · · · = xm.

(b) Om f är en kvasikonvex funktion, s̊a är

(6.4) f(x) ≤ max
1≤j≤m

f(xj).

Om f är strikt kvasikonvex, det r̊ader likhet i olikheten (6.4) och λj > 0
för alla j, s̊a är x1 = x2 = · · · = xm.

Bevis. (a) För att visa Jensens olikhet kan vi utan inskränkning anta att alla
koefficienterna λj är positiva samt att alla punkterna xj ligger i dom f , ty
högerledet i olikheten är oändligt om n̊agon punkt xj ligger utanför dom f .
D̊a är (

x,

m∑
j=1

λjf(xj)
)

=
m∑
j=1

λj
(
xj, f(xj)

)
,

och summan i högerledet är en konvex kombination av element i epigrafen
epi f och ligger därför själv i epigrafen. Vänsterledet tillhör därför epigrafen,
vilket medför att olikheten (6.3) gäller.

Anta nu att f är strikt konvex samt att det r̊ader likhet i Jensens olikhet
för den konvexa kombinationen x =

∑m
j=1 λjxj, där alla koefficienter λj är

positiva och m ≥ 2. Sätt y =
∑m

j=2 λj(1−λ1)−1xj; d̊a är x = λ1x1 +(1−λ1)y,
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och y är en konvex kombination av x2, x3, . . . , xm, s̊a Jensens olikhet ger

m∑
j=1

λjf(xj) = f(x) ≤ λ1f(x1) + (1− λ1)f(y)

≤ λ1f(x1) + (1− λ1)
m∑
j=2

λj(1− λ1)−1f(xj) =
m∑
j=1

λjf(xj).

Eftersom ytterleden är lika, r̊ader det likhet överallt i ovanst̊aende kedja av
olikheter. Det följer därför speciellt att f(x) = λ1f(x1) + (1 − λ1)f(y), och
eftersom f är strikt konvex medför detta att x1 = y = x.

Av symmetriskäl följer nu att x2 = x, . . . , xm = x, vilket bevisar
p̊ast̊aendet i satsen.

(b) Antag att f är kvasikonvex, och sätt α = max1≤j≤m f(xj). Om n̊agon
av punkterna xj ligger utanför dom f finns det inget att visa. I motsatt
fall är α ändligt och varje punkt xj tillhör den konvexa subniv̊amängden
sublevα f , s̊a det följer att ocks̊a punkten x gör det, vilket ger olikheten (6.4).
P̊ast̊aendet om likhet för strikt kvasikonvexa funktioner visas p̊a liknande sätt
som motsvarande p̊ast̊aende för strikt konvexa funktioner.

6.2 Konvexitetsbevarande operationer

Vi skall i det här avsnittet beskriva n̊agra sätt att konstruera nya konvexa
funktioner av givna konvexa funktioner.

Konisk kombination

Sats 6.2.1. Antag att funktionerna f : X → R och g : X → R är konvexa
och att α och β är icke-negativa reella tal. D̊a är funktionen αf + βg ocks̊a
konvex.

Bevis. Följer direkt av karakteriseringen av konvexitet i sats 6.1.2.

De konvexa funktionerna p̊a en given mängd X bildar med andra ord en
konvex kon, s̊a det följer att varje konisk kombination α1f1+α2f2+· · ·+αmfm
av konvexa funktioner är konvex.

En summa av kvasikonvexa funktioner behöver däremot inte vara kvasi-
konvex.
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Punktvist gränsvärde

Sats 6.2.2. Om funktionerna fi : X → R är konvexa för i = 1, 2, 3, . . . och
gränsvärdet

f(x) = lim
i→∞

fi(x)

existerar som ändligt värde eller ∞ för alla x ∈ X, s̊a är gränsfunktionen
f : X → R ocks̊a konvex.

Bevis. Antag att x och y är tv̊a punkter i X och att 0 < λ < 1. Gränsöver-
g̊ang i olikheten fi(λx+ (1− λ)y) ≤ λfi(x) + (1− λ)fi(y) ger att

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y),

vilket visar att gränsfunktionen f är konvex.

Med hjälp av sats 6.2.2 utvidgas s̊aledes omedelbart resultatet i sats 6.2.1
till att gälla för oändliga summor och integraler. Exempelvis är en punktvis
konvergent oändlig summa f(x) =

∑∞
i=1 fi(x) av konvexa funktioner konvex.

Och om funktionen f(x, y) är konvex i variabeln x för varje y i n̊agon
mängd Y , och α är en icke-negativ funktion som är definierad p̊a mängden
Y , s̊a är funktionen g som definieras av att g(x) =

∫
Y
α(y)f(x, y) dy konvex

i variabeln x (förutsatt att integralen existerar). Det sistnämnda p̊ast̊aendet
följer med hjälp av sats 6.2.2 genom att skriva integralen som ett gränsvärde
av Riemannsummor, men visas naturligtvis ocks̊a enkelt direkt genom inte-
grering av olikheten som karakteriserar konvexiteten hos funktionerna f(·, y).

Sammansättning med affina avbildningar

Sats 6.2.3. Antag att A : V → Rn är en affin funktion, att Y är en konvex
delmängd av Rn och att f : Y → R är en konvex funktion. D̊a är sam-
mansättningen f ◦ A konvex p̊a sin definitionsmängd A−1(Y ).

Bevis. Sätt g = f ◦ A. För x1, x2 ∈ A−1(Y ) och 0 < λ < 1 är

g(λx1 + (1− λ)x2) = f(λAx1 + (1− λ)Ax2) ≤ λf(Ax1) + (1− λ)f(Ax2)

= λg(x1) + (1− λ)g(x2),

vilket visar att funktionen g är konvex.

Sammansättningen f ◦A av en kvasikonvex funktion f och en affin funk-
tion A är p̊a motsvarande vis kvasikonvex.

Exempel 6.2.1. Funktionen x 7→ ec1x1+···+cnxn är konvex p̊a Rn eftersom den
är sammansatt av en linjär form och den konvexa exponentialfunktionen.
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Punktvist supremum

Sats 6.2.4. L̊at fi : X → R, i ∈ I, vara en familj av funktioner och definiera
funktionen f : X → R genom att för x ∈ X sätta

f(x) = sup
i∈I

fi(x).

D̊a är funktionen f
(i) konvex om samtliga funktioner fi är konvexa;

(ii) kvasikonvex om samtliga funktioner fi är kvasikonvexa.

Bevis. Enligt definitionen av supremum är f(x) ≤ t om och endast om
fi(x) ≤ t för alla i ∈ I, och detta innebär att

epi f =
⋂
i∈I

epi fi och sublevt f =
⋂
i∈I

sublevt fi

för alla t ∈ R. Eftersom snittet av konvexa mängder är konvext, följer nu de
b̊ada p̊ast̊aendena i satsen direkt.

f

f1 f2
f3

Figur 6.3. f = sup fi för en familj av tre funktioner.

Exempel 6.2.2. Ett punktvist maximum av ändligt m̊anga affina funktioner,
dvs. en funktion av typen

f(x) = max
1≤i≤m

(〈ci, x〉+ ai),

är en konvex funktion som kallas en konvex styckvis affin funktion.

Exempel 6.2.3. Exempel p̊a styckvis affina konvexa funktioner f p̊a Rn är:

(a) Beloppet av en vektors i:te koordinat

f(x) = |xi| = max{xi,−xi}.
(b) Maxnormen

f(x) = ‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi|.

(c) Summan av en vektors m största koordinater

f(x) = max{xi1 + · · ·+ xim | 1 ≤ i1 < i2 < · · · < im ≤ n}.
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Sammansättning

Sats 6.2.5. Antag att funktionen φ : I → R är definierad p̊a ett reellt in-
tervall I som inneh̊aller värdemängden f(X) till funktionen f : X → R.
Sammansättningen φ ◦ f : X → R är konvex

(i) om f är konvex och φ är konvex och växande;

(ii) om f är konkav och φ är konvex och avtagande.

Bevis. För x, y ∈ X och 0 < λ < 1 gäller olikheten

φ
(
f(λx+ (1− λ)y)

)
≤ φ

(
λf(x) + (1− λ)f(y)

)
,

b̊ade om f är konvex och φ är växande och om f är konkav och φ är avta-
gande. För konvexa funktioner φ är vidare

φ
(
λf(x) + (1− λ)f(y)

)
≤ λφ(f(x)) + (1− λ)φ(f(y)),

och genom att kombinera de b̊ada olikheterna erh̊aller vi den sökta slutsatsen.

Motsvarigheten till sats 6.2.5 för kvasikonvexitet är att sammansättningen
φ ◦ f är kvasikonvex om antingen f är kvasikonvex och φ är växande, eller f
är kvasikonkav och φ är avtagande.

Exempel 6.2.4. Exponentialfunktionen är konvex och växande, och positivt
semidefinita kvadratiska former är konvexa. Följaktligen är funktionen

x 7→ ex
2
1+x22+···+x2k ,

där 1 ≤ k ≤ n, konvex p̊a Rn.

Exempel 6.2.5. Funktionerna t 7→ 1/t och t 7→ − ln t är konvexa och avta-
gande p̊a intervallet ]0,∞[. För konkava positiva funktioner g är följaktligen
funktionen 1/g konvex och funktionen ln g konkav.

Infimum

Sats 6.2.6. L̊at C vara en konvex delmängd av Rn+1, och definiera en funk-
tion g p̊a Rn genom att för x ∈ Rn sätta

g(x) = inf{t ∈ R | (x, t) ∈ C},

med den sedvanliga konventionen inf ∅ = +∞. Antag att det finns en punkt
x0 i det relativa inre av mängden

X0 = {x ∈ Rn | g(x) <∞} = {x ∈ Rn | ∃t ∈ R : (x, t) ∈ C}

med ändligt funktionsvärde g(x0). D̊a är g(x) > −∞ för alla x ∈ Rn, och
g : Rn → R är en konvex funktion med X0 som effektiv domän.
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Bevis. L̊at x vara en godtycklig punkt i X0. För att visa att g(x) > −∞,
dvs. att mängden

Tx = {t ∈ R | (x, t) ∈ C}
är ned̊at begränsad, väljer vi först en punkt x1 ∈ rintX0 s̊adan att x0 ligger
p̊a den öppna sträckan ]x, x1[, och skriver x0 p̊a formen x0 = λx+ (1− λ)x1

med 0 < λ < 1. Vi fixerar sedan ett reellt tal t1 s̊adant att (x1, t1) ∈ C,
och definierar för t ∈ Tx talet t0 genom att sätta t0 = λt + (1 − λ)t1. D̊a
blir (x0, t0) är en konvex kombination av punkterna (x, t) och (x1, t1) i C, s̊a
konvexitet och g:s definition ger oss olikheten

g(x0) ≤ t0 = λt+ (1− λ)t1,

varav följer att

t ≥ 1

λ

(
g(x0)− (1− λ)t1

)
,

vilket visar att mängden Tx är ned̊at begränsad.
Funktionen g har s̊aledes R som målmängd och dom g = X0. L̊at nu x1

och x2 vara godtyckliga punkter i X0, och l̊at λ1 och λ2 vara tv̊a positiva tal
med summa 1. D̊a finns det för varje ε > 0 tv̊a reella tal t1 och t2 s̊adana
att de b̊ada punkterna (x1, t1) och (x2, t2) ligger i C och t1 < g(x1) + ε och
t2 < g(x2) + ε. Den konvexa kombinationen (λ1x1 + λ2x2, λ1t1 + λ2t2) av de
b̊ada punkterna ligger ocks̊a i C, och

g(λ1x1 + λ2x2) ≤ λ1t1 + λ2t2 ≤ λ1g(x1) + λ2g(x2) + ε.

Detta betyder att punkten λ1x1 + λ2x2 ligger i X0, och genom att l̊ata ε g̊a
mot 0 erh̊aller vi olikheten g(λ1x1 +λ2x2) ≤ λ1g(x1) +λ2g(x2). Mängden X0

är s̊aledes konvex, och funktionen g är konvex.

Vi har sett att punktvisa supremum f(x) = supi∈I fi(x) av en godtycklig
familj av konvexa funktioner är konvex. Om f är en funktion X × Y → R
och funktionen f(·, y) är en konvex funktion p̊a X för varje fixt y ∈ Y , s̊a
är med andra ord g(x) = supy∈Y f(x, y) en konvex funktion p̊a X, och detta
oberoende av vad Y är för mängd. Följande korollarium till föreg̊aende sats
visar att motsvarande infimum är en konvex funktion under förutsättning att
f är konvex som funktion p̊a produktmängden X × Y .

Korollarium 6.2.7. Antag att f : X × Y → R är en konvex funktion, och
sätt för x ∈ X

g(x) = inf
y∈Y

f(x, y).

Om g(x0) > −∞ för n̊agon punkt x0 ∈ rintX, s̊a är g(x) > −∞ för alla
x ∈ X, och g : X → R är en konvex funktion.
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Bevis. Antag att X är en konvex delmängd av Rn och sätt

C = {(x, t) ∈ X × R | ∃y ∈ Y : f(x, y) ≤ t}.

D̊a är C en konvex delmängd av Rn+1, ty om (x1, t1) och (x2, t2) är tv̊a
punkter i C, finns det tv̊a punkter y1 och y2 i den konvexa mängden Y
s̊adana att f(xi, yi) ≤ ti för i = 1, 2, och för λ1, λ2 ∈ ]0, 1[ med summa 1 är
d̊a

f(λ1x1 + λ2x2, λ1y1 + λ2y2) ≤ λ1f(x1, y1) + λ2f(x2, y2) ≤ λ1t1 + λ2t2,

vilket visar att den konvexa kombinationen λ1(x1, t1) + λ2(x2, t2) ligger i C.
Vidare är g(x) = inf{t ∈ R | (x, t) ∈ C}. Korollariet följer därför omedelbart
av sats 6.2.6.

Perspektiv

Definition. L̊at f : X → R vara en funktion definierad p̊a en kon X i Rn.
Funktionen g : X × R++ → R som definieras av att

g(x, s) = sf(x/s)

kallas f :s perspektiv.

Sats 6.2.8. Om f : X → R är en konvex funktion med en konvex kon som
definitionsmängd, s̊a är f :s perspektivfunktion g ocks̊a konvex.

Bevis. L̊at (x, s) och (y, t) vara tv̊a punkter i X×R++, och l̊at α och β vara
tv̊a positiva tal med summa 1. D̊a är

g
(
α(x, s) + β(y, t)

)
= g(αx+ βy, αs+ βt) = (αs+ βt)f

(αx+ βy

αs+ βt

)
= (αs+ βt)f

( αs

αs+ βt
· x
s

+
βt

αs+ βt
· y
t

)
≤ αsf

(x
s

)
+ βtf

(y
t

)
= αg(x, s) + βg(y, t).

Exempel 6.2.6. Om q(x) är en positivt semidefinit kvadratisk form p̊a Rn−1,
s̊a är allts̊a funktionen f(x) = xnq(x/xn) konvex p̊a Rn−1 × R++. Genom
att som kvadratisk form välja den euklidiska normen ser vi att funktionen

x 7→ (x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n−1)/xn

är konvex i det öppna halvrummet Rn−1 × R++.
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6.3 Maximum och minimum

Minimipunkter

Att för en godtycklig funktion avgöra om en punkt är en global minimipunkt
är ett omöjligt problem − däremot finns det bra numeriska metoder för att
hitta lokala minimipunkter om funktionen uppfyller lämpliga regularitetsvill-
kor. Det är bl. a. därför som konvexitet spelar s̊a stor roll inom optimering.
Ett lokalt minimum till en konvex funktion är nämligen automatiskt globalt.

Vi erinrar om att en punkt x0 ∈ X är en lokal minimipunkt till funktionen
f : X → R om det finns en öppen boll B = B(x0; r) med centrum i x0 s̊adan
att f(x) ≥ f(x0) för alla x ∈ X ∩B. Punkten är en (global) minimipunkt om
f(x) ≥ f(x0) för alla x ∈ X.

Sats 6.3.1. Antag att funktionen f : X → R är konvex och att x0 ∈ dom f är
en lokal minimipunkt till f . D̊a är x0 en global minimipunkt. Om dessutom
f är strikt konvex, s̊a är minimipunkten unik.

Bevis. L̊at x ∈ X vara en godtycklig punkt skild fr̊an x0.
Eftersom λx + (1 − λ)x0 → x0 d̊a λ → 0 och funktionen f är konvex,

gäller följande olikheter för λ > 0 tillräckligt nära 0:

f(x0) ≤ f(λx+ (1− λ)x0) ≤ λf(x) + (1− λ)f(x0)

(med strikt olikhet p̊a sista stället om f är strikt konvex). Härav följer nu
omedelbart att f(x) ≥ f(x0) (resp. f(x) > f(x0)), vilket visar att x0 är en
global minimipunkt (och att minimum inte antas i n̊agra andra punkter än
x0 om konvexiteten är strikt).

Sats 6.3.2. För kvasikonvexa funktioner f : X → R är mängden av minimi-
punkter konvex.

Bevis. P̊ast̊aendet är trivialt sant för funktioner som saknar minimipunkt,
eftersom den tomma mängden är konvex, och för funktionen som är identiskt
lika med ∞ p̊a X. S̊a antag att f har en minimipunkt x0 ∈ dom f och
sätt m = f(x0). Mängden av minimipunkter är d̊a lika med den konvexa
subniv̊amängden sublevm f = {x ∈ X | f(x) ≤ m}.

Maximipunkter

Sats 6.3.3. Antag att X = cvxA. För kvasikonvexa funktioner f : X → R
är

sup
x∈X

f(x) = sup
a∈A

f(a).

Om funktionen har n̊agot maximum, s̊a finns det en maximipunkt i A.
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Bevis. Varje punkt x ∈ X är en konvex kombination x =
∑m

j=1 λjaj av
element aj ∈ A, varför

f(x) = f(
m∑
j=1

λjaj) ≤ max
1≤j≤m

f(aj) ≤ sup
a∈A

f(a).

Härav följer att

sup
x∈X

f(x) ≤ sup
a∈A

f(a),

och eftersom A är en delmängd av X, måste likhet r̊ada.

Om x är en maximipunkt, s̊a följer det vidare av olikheten ovan att
f(x) = max1≤j≤m f(aj), vilket betyder att maximum måste antas i n̊agon
av punkterna aj ∈ A.

Om A är en ändlig mängd och X = cvxA, behöver vi s̊aledes bara jämföra
ändligt många funktionsvärden för att bestämma en kvasikonvex funktions
maximivärde. För stora mängder A kan detta först̊as dock vara praktiskt
omöjligt.

Vi p̊aminner om att en kompakt konvex mängd sammanfaller med kon-
vexa höljet av mängdens extremalpunkter. Vi f̊ar därför följande korollarium
till satsen ovan.

Korollarium 6.3.4. Om en kvasikonvex funktion med kompakt definitions-
mängd har ett maximum, s̊a antas maximum i n̊agon av definitionsmängdens
extremalpunkter.

Exempel 6.3.1. Den kvadratiska formen f(x1, x2) = x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 är
strikt konvex eftersom den är positivt definit. Maximum av f p̊a triangeln
med hörn i punkterna (1, 1), (−2, 1) och (0, 2) antas därför i n̊agot av hörnen.
Funktionens värden i hörnpunkterna är 5, 2 resp. 8. Maximivärdet är därför
lika med 8 och antas för (x1, x2) = (0, 2).

En icke-konstant reellvärd konvex funktion kan inte ha ett maximum i
n̊agon inre punkt av definitionsmängden. Vi har nämligen följande sats.

Sats 6.3.5. Antag att funktionen f : X → R är konvex och har ett maximum
i det relativt inre av X. D̊a är f konstant p̊a X.

Bevis. Antag att f har ett maximum i punkten a ∈ rintX, och l̊at x ∈ X vara
en godtycklig punkt i X. Eftersom a är en relativt inre punkt, finns det en
punkt y ∈ X s̊a att a ligger p̊a den öppna sträckan ]x, y[, dvs. a = λx+(1−λ)y
för n̊agot λ med 0 < λ < 1. Eftersom a är en maximipunkt, är f(y) ≤ f(a),
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och konvexiteten ger oss nu olikheten

f(a) = f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(a),

med f(x) ≥ f(a) som slutsats. Eftersom den omvända olikheten trivialt
gäller, är f(x) = f(a). Funktionen är s̊aledes konstant lika med f(a).

6.4 N̊agra viktiga olikheter

Många olikheter kan bevisas med hjälp av konvexitetsargument. Vi skall ge
tre exempel.

Aritmetiskt och geometriskt medelvärde

Definition. L̊at θ1, θ2, . . . , θn vara givna positiva tal med summa
∑n

j=1 θj = 1.
Det vägda aritmetiska medelvärdet A och det vägda geometriska medelvärdet
G av n stycken positiva tal a1, a2, . . . , an med de givna talen θ1, θ2, . . . , θn
som vikter definieras som

A =
n∑
j=1

θjaj och G =
n∏
j=1

a
θj
j .

Vi f̊ar först̊as de vanliga aritmetiska och geometriska medelvärdena som
specialfall genom att l̊ata alla vikter vara lika med 1/n.

Följande olikhet r̊ader mellan det vägda aritmetiska och det vägda geo-
metriska medelvärdet.

Sats 6.4.1. För alla positiva tal a1, a2, . . . , an är

G ≤ A

med likhet om och endast om a1 = a2 = · · · = an.

Bevis. Sätt xj = ln aj s̊a att aj = exj = exp(xj). Olikheten G ≤ A blir d̊a
ekvivalent med olikheten

exp
( n∑
j=1

θjxj
)
≤

n∑
j=1

θj exp(xj),

som är ett specialfall av Jensens olikhet och som gäller med likhet om och
endast om a1 = a2 = · · · = an eftersom exponentialfunktionen är strikt
konvex.
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Exempel 6.4.1. I m̊anga fall kan man använda olikheten mellan det aritme-
tiska och det geometriska medelvärdet för att lösa maximerings- och mini-
meringsproblem. Här följer ett allmänt exempel.

Betrakta en funktion f som har formen

f(x) =
m∑
i=1

ci
( n∏
j=1

x
αij
j

)
, x ∈ Rn

där ci > 0 och αij är reella tal för alla i, j.
Ett typiskt exempel är funktionen g(x) = 16x1 +2x2 +x−1

1 x−2
2 , där n = 2,

m = 3, c = (16, 2, 1) och

α = [αij] =

 1 0
0 1
−1 −2


Antag att vi vill minimera f(x) över mängden {x ∈ Rn | x > 0}. Vi kan

attackera detta problem p̊a följande sätt. L̊at θ1, θ2, . . . , θm vara positiva tal
med summa 1, och gör omskrivningen

f(x) =
m∑
i=1

θi
(ci
θi

n∏
j=1

x
αij
j

)
.

Genom att utnyttja olikheten mellan det aritmetiska och det geometriska
medelvärdet f̊ar vi i detta fall olikheten

(6.5) f(x) ≥
m∏
i=1

((ci
θi

)θi( n∏
j=1

x
θiαij
j

))
= C(θ) ·

n∏
j=1

x
βj
j ,

där

C(θ) =
m∏
i=1

(ci
θi

)θi och βj =
m∑
i=1

θiαij.

Om det är möjligt att välja vikterna θi > 0 p̊a ett s̊adant sätt att
∑m

i=1 θi = 1
och

βj =
m∑
i=1

θiαij = 0 för alla j,

s̊a överg̊ar olikheten (6.5) i
f(x) ≥ C(θ),

med likhet om och endast om alla produkterna
ci
θi

n∏
j=1

x
αij
j är lika, en egenskap

som gör det möjligt att bestämma x.
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Hölders olikhet

Sats 6.4.2 (Hölders olikhet). Antag att 1 ≤ p ≤ ∞ och definiera det duala
indexet q ∈ [1,∞] genom sambandet

1

p
+

1

q
= 1.

För alla x, y ∈ Rn gäller d̊a att

|〈x, y〉| =
∣∣ n∑
j=1

xjyj
∣∣ ≤ ‖x‖p‖y‖q.

För alla x finns det vidare ett y med norm ‖y‖q = 1 s̊a att 〈x, y〉 = ‖x‖p.

Anmärkning. Observera att q = 2 om p = 2, s̊a i fallet p = 2 överg̊ar Hölders
olikhet i Cauchy–Schwarz olikhet.

Bevis. För p =∞ följer Hölders olikhet direkt av triangelolikheten för sum-
mor: ∣∣ n∑

j=1

xjyj
∣∣ ≤ n∑

j=1

|xj||yj| ≤
n∑
j=1

‖x‖∞ |yj| = ‖x‖∞‖y‖1.

Antag därför att 1 ≤ p < ∞. Eftersom
∣∣∑n

1 xjyj
∣∣ ≤ ∑n

1 |xj||yj|, vektorn
(|x1|, . . . , |xn|) har samma `p-norm som (x1, . . . , xn) och vektorn (|y1|, . . . , |yn|)
har samma `q-norm som (y1, . . . , yn), kan vi i beviset för Hölders olikhet nu
utan inskränkning anta att alla talen xj och yj är positiva.

Funktionen t 7→ tp är konvex p̊a intervallet [0,∞[. För alla positiva tal
t1, t2, . . . , tn och alla positiva tal λ1, λ2, . . . , λn med

∑n
1 λj = 1 är därför

(6.6)
( n∑
j=1

λjtj

)p
≤

n∑
j=1

λjt
p
j .

Välj nu speciellt

λj =
yqj∑n
j=1 y

q
j

och tj =
xjyj
λj

.

D̊a är

λjtj = xjyj och λjt
p
j =

xpjy
p
j

y
(p−1)q
j

( n∑
j=1

yqj

)p−1

= xpj

( n∑
j=1

yqj

)p−1

.

Insättning i olikheten (6.6) ger nu( n∑
j=1

xjyj

)p
≤

p∑
j=1

xpj

( n∑
j=1

yqj

)p−1

,

och vi f̊ar Hölders olikhet genom att upphöja b̊ada sidorna till 1/p.
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Genom insättning verifierar man enkelt att likhet r̊ader i Hölders olikhet
med ‖y‖q = 1 i följande fall.

x = 0 : Alla y med norm 1.

x 6= 0, 1 ≤ p <∞ : yj =

{
‖x‖−p/qp |xj|p/xj om xj 6= 0,

0 om xj = 0.

x 6= 0, p =∞ : yj =

{
|xj|/xj om j = j0,

0 om j 6= j0,

där j0 är ett index med |xj0| = ‖x‖∞.

Sats 6.4.3 (Minkowskis olikhet). Antag att p ≥ 1 och l̊at x och y vara god-
tyckliga vektorer i Rn. D̊a är

‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p.
Bevis. Betrakta de linjära formerna x 7→ fa(x) = 〈a, x〉 för vektorer a ∈ Rn

som uppfyller ‖a‖q = 1; enligt Hölders olikhet är

fa(x) ≤ ‖a‖q‖x‖p ≤ ‖x‖p.
För varje x finns det vidare en vektor a med ‖a‖q = 1 som ger likhet i Hölders
olikhet, dvs. s̊a att fa(x) = ‖x‖p. Detta innebär att

‖x‖p = sup{fa(x) | ‖a‖q = 1}.
Funktionen f(x) = ‖x‖p är därför konvex enligt sats 6.2.4. Uppenbarligen
är f ocks̊a positivt homogen, s̊a det följer att den är subadditiv. Därmed är
Minkowskis olikhet bevisad.

6.5 Lösbarhet för system av konvexa olikhe-

ter

I kapitel 3 formulerade och bevisade vi n̊agra resultat om lösbarhet för sy-
stem av linjära olikheter. Nästa sats generaliserar resultatet i sats 3.3.7 och
behandlar lösbarheten hos ett system av konvexa och affina olikheter.

Sats 6.5.1. L̊at fi : Ω→ R, i = 1, 2, . . . ,m, vara en familj av konvexa funk-
tioner som är definierade p̊a en konvex delmängd Ω av Rn.

L̊at p vara ett heltal i intervallet 1 ≤ p ≤ m, och antag om p < m att
funktionerna fi för i ≥ p + 1 är restriktioner till Ω av affina funktioner och
att mängden

{x ∈ rint Ω | fi(x) ≤ 0 för i = p+ 1, . . . ,m}
inte är tom. D̊a är följande tv̊a p̊ast̊aenden ekvivalenta:
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(i) Systemet {
fi(x) < 0, i = 1, 2, . . . , p
fi(x) ≤ 0, i = p+ 1, . . . ,m

saknar lösning x ∈ Ω.

(ii) Det finns icke-negativa tal λ1, λ2, . . . , λm s̊adana att minst ett av talen
λ1, λ2, . . . , λp är nollskilt och

m∑
i=1

λifi(x) ≥ 0

för alla x ∈ Ω.

Anmärkning. Systemet av olikheter måste allts̊a inneh̊alla minst en strikt
olikhet, men vi till̊ater att samtliga olikheter är strikta, dvs. att p = m.

Bevis. Att (ii) medför (i) är trivialt, ty om systemet i (i) har en lösning x,
s̊a är uppenbarligen summan i (ii) negativ för samma x eftersom åtminstone
en term i summan är negativ och övriga är icke-positiva.

För att visa den omvända implikationen antar vi att systemet i (i) saknar
lösning och l̊ater M vara mängden av alla y = (y1, y2, . . . , ym) ∈ Rm för vilka
systemet {

fi(x) < yi, i = 1, 2, . . . , p
fi(x) = yi, i = p+ 1, . . . ,m

har n̊agon lösning x ∈ Ω.
Mängden M är konvex, ty om y′ och y′′ är tv̊a punkter i M , 0 ≤ λ ≤ 1, och

x′, x′′ är lösningar i Ω till systemen av olikheter med y′ resp. y′′ som högerled,
s̊a är x = λx′ + (1 − λ)x′′ ∈ Ω en lösning till systemet med λy′ + (1 − λ)y′′

som högerled p̊a grund av att funktionerna fi är konvexa för i ≤ p och affina
för i > p.

V̊art antagande om systemet i (i) innebär vidare att M ∩ Rm
− = ∅. Ef-

tersom Rm
− är en polyeder, finns det därför p̊a grund av separationssatsen

5.5.2 en nollskild vektor λ = (λ1, λ2, . . . , λm) och ett reellt tal α s̊a att hy-
perplanet H = {y | 〈λ, y〉 = α} separerar M och Rm

− utan att inneh̊alla M
som delmängd. Vi kan anta att

λ1y1 + λ2y2 + · · ·+ λmym

{
≥ α för alla y ∈M ,

≤ α för alla y ∈ Rm
− .

För y = 0 ger detta att α ≥ 0, och genom att sedan välja y = tei, där ei
är den i:te enhetsvektorn i Rm, och l̊ata t g̊a mot −∞, drar vi slutsatsen att
λi ≥ 0 för alla i.

För varje x ∈ Ω och ε > 0 är

y = (f1(x) + ε, . . . , fp(x) + ε, fp+1(x), . . . , fm(x))

en punkt i M . Följaktligen är
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λ1(f1(x) + ε) + · · ·+ λp(fp(x) + ε) + λp+1fp+1(x) + · · ·+ λmfm(x) ≥ α ≥ 0,

och genom att l̊ata ε g̊a mot noll erh̊aller vi olikheten

λ1f1(x) + λ2f2(x) + · · ·+ λmfm(x) ≥ 0

för alla x ∈ Ω.
I fallet p = m är vi klara, eftersom vektorn λ = (λ1, λ2, . . . , λm) är noll-

skild, men det återst̊ar att visa att n̊agon av koefficienterna λ1, λ2, . . . , λp
är nollskild i de övriga fallen, dvs. d̊a p < m. S̊a antag motsatsen, dvs. att
λ1 = λ2 = · · · = λp = 0, och sätt

h(x) =
m∑

i=p+1

λifi(x).

Funktionen h är affin och h(x) ≥ 0 för alla x ∈ Ω. Enligt förutsättningarna
i satsen finns det vidare en punkt x0 i det relativa inre av Ω s̊adan att
fi(x0) ≤ 0 för alla i ≥ p + 1, vilket medför att h(x0) ≤ 0, och följaktligen
är h(x0) = 0. Restriktionen h|Ω, som är en konkav funktion eftersom h är
affin, har s̊aledes ett minimum i en relativt inre punkt, och enligt sats 6.3.5
(tillämpad p̊a funktionen −h|Ω) medför detta att funktionen h är konstant
lika med 0 p̊a Ω.

Men för varje y ∈ M finns det en punkt x ∈ Ω s̊adan att yi = fi(x) för
i = p+ 1, . . .m, vilket medför att 〈λ, y〉 =

∑m
i=p+1 λifi(x) = h(x) = 0. Detta

betyder att α = 0 och att hyperplanet H inneh̊aller M . Det sistnämnda är
en motsägelse, och därmed är satsen bevisad.

6.6 Kontinuitet

En konvex reellvärd funktion är automatiskt kontinuerlig i alla relativt inre
punkter i definitionsmängden. Mer precist gäller följande sats.

Sats 6.6.1. Antag att f : X → R är en konvex funktion och att a är en punkt
i det relativt inre av dom f . D̊a finns det i dom f en relativt öppen omgivning
U av punkten a och en konstant M s̊a att

|f(x)− f(a)| ≤M‖x− a‖

för alla x ∈ U . Speciellt är allts̊a funktionen f kontinuerlig p̊a det relativt
inre av dom f .

Bevis. Vi börjar med att visa ett specialfall av satsen och visar sedan hur
det allmänna fallet kan reduceras till detta specialfall.

1. S̊a antag först att X är en öppen delmängd av Rn, att dom f = X s̊a att
f i själva verket är en reellvärd konvex funktion, att a = 0 och att f(0) = 0.
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Vi ska visa att om vi väljer talet r > 0 s̊a att den slutna hyperkuben

K(r) = {x ∈ Rn | ‖x‖∞ ≤ r}

ligger helt i X, s̊a finns det en konstant M s̊a att

(6.7) |f(x)| ≤M‖x‖

för alla x ∈ B(0; r) = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ r}, (där ‖·‖ är den vanliga euklidiska
normen).

Hyperkuben K(r) har 2n stycken extremalpunkter (hörn). L̊at L beteckna
det största av f :s funktionsvärden i dessa extremalpunkter. Eftersom konvexa
höljet av extremalpunkterna är lika med K(r), följer det d̊a av sats 6.3.3 att

f(x) ≤ L

för alla x ∈ K(r), och därmed ocks̊a för alla x ∈ B(0; r), ty B(0; r) är en
delmängd till K(r).

Vi ska nu skärpa denna olikhet. L̊at för den skull x vara en godtycklig
punkt i B(0; r) skild fr̊an medelpunkten 0. Halvlinjen fr̊an 0 genom x skär
randen av B(0; r) i punkten

y =
r

‖x‖
x,

och eftersom x ligger p̊a sträckan [0, y], är x en konvex kombination av sträc-
kans ändpunkter, närmare bestämt är x = λy + (1− λ)0 för λ = ‖x‖/r. P̊a
grund av konvexiteten är därför

f(x) ≤ λf(y) + (1− λ)f(0) = λf(y) ≤ λL =
L

r
‖x‖.

Ovanst̊aende olikhet gäller för alla x ∈ B(0; r). För att visa att olikheten
ocks̊a gäller med f(x) bytt mot |f(x)| utnyttjar vi att punkten −x ligger i
B(0; r) om x gör det, samt att 0 = 1

2
x + 1

2
(−x). P̊a grund av konvexitet är

därför

0 = f(0) ≤ 1

2
f(x) +

1

2
f(−x) ≤ 1

2
f(x) +

L

2r
‖−x‖,

vilket ger oss olikheten

f(x) ≥ −L
r
‖−x‖ = −L

r
‖x‖.

Därmed har vi visat att olikheten (6.7) gäller för x ∈ B(0; r) med M = L/r.

2. Vi överg̊ar nu till det allmänna fallet. L̊at n vara lika med dimensionen
hos mängden dom f . Det affina höljet till dom f kan d̊a skrivas p̊a formen
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a+V , där V är ett linjärt delrum av dimension n. Eftersom delrummet V är
isomorft med Rn f̊ar vi genom att välja ett koordinatsystem i V en bijektiv
linjär avbildning T : Rn → V .

Den inversa bilden Y av det relativa inre av dom f under avbildningen
y 7→ a + Ty av Rn p̊a aff(dom f) är en öppen konvex delmängd av Rn, och
Y inneh̊aller punkten 0. Definiera funktionen g : Y → R genom att sätta

g(y) = f(a+ Ty)− f(a).

D̊a är g en konvex funktion, eftersom g är sammansatt av en konvex funktion
och en affin funktion, och g(0) = 0.

För x = a + Ty ∈ rint(dom f) är nu f(x) − f(a) = g(y) och x − a =
Ty, s̊a för att visa p̊ast̊aendet i satsen ska vi allts̊a visa att det finns en
konstant M s̊adan att |g(y)| ≤ M‖Ty‖ för alla y i n̊agon omgivning av 0.
Men avbildningen y → ‖Ty‖ är en norm p̊a Rn, och eftersom alla normer är
ekvivalenta, räcker det att visa att det finns en konstant M s̊adan att

|g(y)| ≤M‖y‖

för alla y i n̊agon omgivning av 0, och detta är precis vad vi gjorde i steg 1
av beviset. Därmed är satsen bevisad.

Eftersom affina mängder saknar relativa randpunkter har sats 6.6.1 föl-
jande omedelbara korollarium.

Korollarium 6.6.2. En konvex funktion f : X → R med en affin mängd X
som definitionsmängd är kontinuerlig.

För reellvärda funktioner f med ett slutet intervall I = [a, b] som defini-
tionsmängd sätter konvexiteten inga andra restriktioner p̊a funktionsvärdet
f(b) än att det m̊aste vara större än eller lika med limx→b− f(x). En konvex
funktion behöver allts̊a inte vara kontinuerlig i ändpunkten b, och motsvaran-
de gäller först̊as i vänstra ändpunkten. Exempelvis är funktionen f , som är
identiskt noll p̊a I \{a, b}, konvex om f(a) ≥ 0 och f(b) ≥ 0. Jmf övning 7.6.

6.7 Konvexa funktioners recessiva delrum

Exempel 6.7.1. L̊at f vara den konvexa funktionen

f(x1, x2) = x1 + x2 + e(x1−x2)2

med R2 som definitionsmängd. Restriktionerna av funktionen f till linjer
med riktningsvektorn v = (1, 1) är affina funktioner, ty

f(x+ tv) = f(x1 + t, x2 + t) = x1 + x2 + 2t+ e(x1−x2)2 = f(x) + 2t.
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L̊at nu V = {x ∈ R2 | x1 = x2} vara det linjära delrum av R2 som
spänns upp av vektorn v, och betrakta den ortogonala uppdelningen

R2 = V ⊥ + V

av R2. Varje x ∈ R2 har en motsvarande entydig uppdelning x = y + z med
y ∈ V ⊥ och z ∈ V , nämligen

y = 1
2
(x1 − x2, x2 − x1) och z = 1

2
(x1 + x2, x1 + x2).

Eftersom z = 1
2
(x1 + x2)v = z1v, är vidare

f(x) = f(y + z) = f(y) + 2z1 = f |V ⊥(y) + 2z1.

S̊a vi har en motsvarande uppdelning av f som en summa av f :s restrik-
tion till V ⊥ och en linjär funktion p̊a V . I R2×R spänner, som man lätt ve-
rifierar, vektorn (v, 2) = (1, 1, 2) upp det recessiva delrummet lin(epi f), och
V är lika med bilden av lin(epi f) under projektionen P1 : R2×R→ R2.

Resultatet i exemplet ovan kan generaliseras och för att beskriva denna
generalisering behöver vi först en definition.

Definition. L̊at f : X → R vara en funktion vars definitionsmängd X är en
delmängd till Rn. Det linjära delrummet

Vf = P1(lin(epi f)),

där P1 : Rn ×R→ Rn är projektionen p̊a första faktorn Rn, kallas funktio-
nens recessiva delrum.

För konvexa funktioner har vi följande resultat för det recessiva delrum-
met.

Sats 6.7.1. L̊at f vara en konvex funktion med recessivt delrum Vf .

(i) En vektor v tillhör Vf om och endast om det finns ett unikt tal αv s̊adant
att (v, αv) tillhör det recessiva delrummet lin(epi f) till funktionens epi-
graf.

(ii) Avbildningen g : Vf → R, som definieras av att g(v) = αv för v ∈ Vf ,
är linjär.

(iii) dom f = dom f + Vf .

(iv) För alla x ∈ dom f och alla v ∈ Vf är f(x+ v) = f(x) + g(v).

(v) Om funktionen f är differentierbar i punkten x s̊a är g(v) = 〈f ′(x), v〉
för alla v ∈ Vf .

(vi) Antag att V är ett linjärt delrum, att h : V → R är en linjär avbildning,
att dom f + V ⊆ dom f samt att f(x + v) = f(x) + h(v) för alla
x ∈ dom f och alla v ∈ V . D̊a är V ⊆ Vf .
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Bevis. (i) Per definition gäller att v ∈ Vf om och endast om det finns ett
reellt tal αv s̊adant att (v, αv) ∈ lin(epi f). För att visa att talet αv är entydigt
bestämt av vektorn v ∈ Vf antar vi att paret (v, β) ocks̊a ligger i lin(epi f).

För varje x ∈ dom f och varje t ∈ R är (x + tv, f(x) + tαv) en punkt i
epigrafen, dvs.

(6.8) x+ tv ∈ dom f och f(x+ tv) ≤ f(x) + tαv.

S̊a (x + tv, f(x + tv)) är speciellt en punkt i epigrafen, och d̊a är ocks̊a
(x + tv − tv, f(x + tv) − tβ) en punkt i epi f p̊a grund av v̊art antagande
(v, β) ∈ lin(epi f), och detta innebär att

(6.9) f(x) ≤ f(x+ tv)− tβ

för alla t ∈ R. Genom att kombinera de tv̊a erh̊allna olikheterna (6.8) och
(6.9) erh̊alls olikheten f(x) ≤ f(x) + (αv − β)t, som gäller för alla t ∈ R,
vilket medför att β = αv. Därmed är entydigheten visad.

(ii) L̊at som tidigare P1 vara projektionen av Rn × R p̊a Rn, och l̊at p̊a
motsvarande sätt P2 vara projektionen p̊a den andra faktorn R. Entydighets-
resultatet (i) innebär att P1:s restriktion till det linjära delrummet lin(epi f)
är en bijektiv linjär avbildning p̊a Vf , och om Q betecknar inversen till denna
avbildning, s̊a är avbildningen g lika med sammansättningen P2◦Q av de tv̊a
linjära avbildningarna P2 och Q. Detta betyder att g är en linjär funktion.

(iii) Genom att speciellt välja t = 1 i (6.8) f̊as implikationen

x ∈ dom f & v ∈ Vf ⇒ x+ v ∈ dom f ,

dvs. inklusionen dom f+Vf ⊆ dom f , och den omvända inklusionen är trivial.

(iv) Genom att välja t = 1 i olikheterna (6.8) och (6.9) samt använda att
αv = β = g(v) erh̊aller vi de b̊ada olikheterna f(x + v) ≤ f(x) + g(v) och
f(x) ≤ f(x+ v)− g(v), som tillsammans ger likheten i (iv).

(v) Betrakta restriktionen φ(t) = f(x+ tv) av funktionen f till linjen genom
punkten x ∈ dom f med riktningen v ∈ Vf . Enligt (iii) är funktionen φ
definierad för alla t ∈ R, och enligt (iv) är φ(t) = f(x) + tg(v). Speciellt är
allts̊a φ′(0) = g(v). Men om funktionen f är differentierbar i punkten x, s̊a
ger kedjeregeln att φ′(0) = 〈f ′(x), v〉, och detta bevisar p̊ast̊aende (v).

(vi) Antag att v ∈ V . Om (x, s) är en godtycklig punkt i epigrafen epi f , s̊a
är f(x+ tv) = f(x) + h(tv) ≤ s+ th(v), vilket innebär att (x+ tv, s+ th(v))
ligger i epi f för varje reellt tal t. Detta visar att (v, h(v)) tillhör lin(epi f)
och att följaktligen v är en vektor i Vf .

Enligt nästa sats kan varje konvex funktion skrivas som en summa av en
konvex funktion med ett trivialt recessivt delrum och en linjär funktion.
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Sats 6.7.2. Antag att f är en konvex funktion med recessivt delrum Vf . L̊at
f̃ beteckna restriktionen av funktionen f till dom f ∩ V ⊥f , och l̊at g : Vf → R
vara den linjära funktion som definieras i sats 6.7.1. D̊a är funktionen f̃ :s
recessiva delrum Vf̃ trivialt, dvs. lika med {0}, dom f = dom f ∩V ⊥f +Vf och

f(y + z) = f̃(y) + g(z)

för alla y ∈ dom f ∩ V ⊥f och alla z ∈ Vf .

Bevis. Varje x ∈ Rn har först̊as en unik uppdelning p̊a formen x = y + z
med y ∈ V ⊥f och z ∈ Vf , och för x ∈ dom f gäller speciellt enligt sats 6.7.1

att y = x − z ∈ dom f + Vf = dom f , dvs. y ∈ dom f ∩ V ⊥f . Detta innebär

att dom f = dom f ∩ V ⊥f + Vf .

Uppdelningen f(y + z) = f̃(y) + g(z) följer nu av (iv) i sats 6.7.1, s̊a
det återst̊ar bara att visa att Vf̃ = {0}. S̊a antag att v ∈ Vf̃ och l̊at x0 vara
en godtycklig punkt i dom f̃ . D̊a ligger ocks̊a x0 + v i dom f̃ , och eftersom
dom f̃ ⊆ V ⊥f och V ⊥f är ett linjärt delrum, följer det att v = (x0 + v)− x0 är

en vektor i V ⊥f . Detta visar inklusionen Vf̃ ⊆ V ⊥f .

Sats 6.7.1 ger oss tv̊a linjära funktioner g : Vf → R och g̃ : Vf̃ → R
s̊adana att f(x + v) = f(x) + g(v) för alla x ∈ dom f och alla v ∈ Vf , och
f̃(y + w) = f̃(y) + g̃(w) för alla y ∈ dom f ∩ V ⊥f och alla w ∈ Vf̃ .

L̊at nu w vara en godtycklig vektor i Vf̃ och x vara en godtycklig punkt
i dom f , och skriv x p̊a formen x = y + v med y ∈ dom f ∩ V ⊥f och v ∈ Vf .
Punkten y + w ligger i dom f ∩ V ⊥f , s̊a vi f̊ar följande identiteter

f(x+ w) = f(y + v + w) = f(y + w + v) = f(y + w) + g(v)

= f̃(y + w) + g(v) = f̃(y) + g̃(w) + g(v)

= f(y) + g(v) + g̃(w) = f(x) + g̃(w),

och det följer därför av sats 6.7.1 (v) att Vf̃ ⊆ Vf . S̊a Vf̃ ⊆ V ⊥f ∩ Vf = {0},
vilket visar att Vf̃ = {0}.

6.8 Slutna konvexa funktioner

Definition. En konvex funktion kallas sluten om funktionens epigraf är en
sluten mängd.

Sats 6.8.1. En konvex funktion f : X → R är sluten om och endast om alla
subniv̊amängder till f är slutna mängder.
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Bevis. Antag att X ⊆ Rn och att funktionen f är sluten. L̊at

Xα = sublevα f = {x ∈ X | f(x) ≤ α}

vara en godtycklig icke-tom subniv̊amängd till f och sätt

Yα = epi f ∩ {(x, xn+1) ∈ Rn × R | xn+1 ≤ α}.

Mängden Yα är sluten eftersom den är definierad som snittet mellan den
slutna epigrafen och ett slutet halvrum. Vidare är Xα = P (Yα), där P är
projektionen P (x, xn+1) = x av Rn × R p̊a Rn.

Recessionskonen reccYα inneh̊aller uppenbarligen ingen nollskild vektor
av typen v = (0, vn+1), dvs. ingen nollskild vektor som ligger i i nollrummet
N (P ) = {0} × R till projektionen P , s̊a därför är (reccYα) ∩ N (P ) = {0}.
Det följer därför av sats 2.7.10 att subniv̊amängden Xα är sluten.

Antag för att bevisa omvändningen att alla subniv̊amängder är slutna,
och l̊at (x0, y0) vara en godtycklig randpunkt till epi f . L̊at

(
(xk, yk)

)∞
1

vara
en följd av punkter i epigrafen som konvergerar mot (x0, y0), och l̊at ε > 0
vara godtyckligt. Eftersom yk → y0 d̊a k → ∞, är f(xk) ≤ yk ≤ y0 + ε för
alla tillräckligt stora k, s̊a punkterna xk tillhör subniv̊amängden

{x ∈ X | f(x) ≤ y0 + ε}
för alla tillräckligt stora k. Eftersom subniv̊amängden är sluten, ligger gräns-
punkten x0 i samma subniv̊amängd, dvs. x0 ∈ X och f(x0) ≤ y0 + ε, och
eftersom ε > 0 är godtyckligt, drar vi slutsatsen att f(x0) ≤ y0. Detta
innebär att (x0, y0) är en punkt i epi f . Epigrafen inneh̊aller s̊aledes alla sina
randpunkter och är därför en sluten mängd.

Subniv̊amängderna till en reellvärd kontinuerlig funktion med sluten de-
finitionsmängd är slutna. Vi f̊ar därför följande omedelbara korollarium till
sats 6.8.1.

Korollarium 6.8.2. Kontinuerliga konvexa funktioner f : X → R med slutna
definitionsmängder X är slutna funktioner.

Sats 6.8.3. Alla icke-tomma subniv̊amängder till en sluten konvex funktion
har samma recessionskon och samma recessiva delrum. Om en icke-tom sub-
niv̊amängd är begränsad, s̊a är därför samtliga subniv̊amängder begränsade.

Bevis. L̊at f : X → R vara en sluten konvex funktion, och antag att x0 är en
punkt i subniv̊amängden Xα = {x ∈ X | f(x) ≤ α}. Eftersom Xα och epi f
är slutna konvexa mängder och (x0, α) är en punkt i epi f , f̊ar vi följande
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ekvivalenser:

v ∈ reccXα ⇔ x0 + tv ∈ Xα ∀t ∈ R+ ⇔ f(x0 + tv) ≤ α ∀t ∈ R+

⇔ (x0, α) + t(v, 0) = (x0 + tv, α) ∈ epi f ∀t ∈ R+

⇔ (v, 0) ∈ recc(epi f),

med slutsatsen att recessionskonen

reccXα = {v ∈ Rn | (v, 0) ∈ recc(epi f)}

inte beror av α s̊a länge som Xα 6= ∅. Naturligtvis gäller d̊a detsamma för
det recessiva delrummet

linXα = reccXα ∩ (− reccXα) = {v ∈ Rn | (v, 0) ∈ lin(epi f)}.

P̊ast̊aendet rörande begränsade subniv̊amängder följer av att en sluten
konvex mängd är begränsad om och endast om dess recessionskon är lika
med nollkonen {0}.

Sats 6.8.4. Om en konvex funktion f är begränsad p̊a en affin delmängd M ,
s̊a är funktionen konstant p̊a M .

Bevis. SättM = a+U , där U är ett linjärt delrum, och betrakta restriktionen
g = f |M av f till M ; det är en kontinuerlig funktion eftersom alla punkter i M
är relativt inre punkter, och en sluten funktion eftersom definitionsmängden
M är sluten. För α = sup{g(x) | x ∈ M} är {x | g(x) ≤ α} = M , s̊a det
följer av föreg̊aende sats att alla g:s subniv̊amängder har samma recessiva
delrum som M , dvs. delrummet U .

L̊at nu x0 vara en godtycklig punkt i M . D̊a har speciellt subniv̊amängden
{x | g(x) ≤ g(x0)} hela U som recessivt delrum, s̊a g(x0 + u) ≤ g(x0) för
alla u ∈ U , dvs. g(x) ≤ g(x0) för alla x ∈ M . Punkten x0 är s̊aledes en
maximipunkt till g, och eftersom x0 är en godtycklig punkt i M , betyder
detta att funktionen g är konstant p̊a M .

6.9 Stödfunktionen

Definition. L̊at A vara en icke-tom delmängd av Rn och sätt för x ∈ Rn

SA(x) = sup{〈y, x〉 | y ∈ A}

(med den sedvanliga konventionen att SA(x) =∞ om funktionen y 7→ 〈y, x〉
är upp̊at obegränsad p̊a A). Funktionen SA : Rn → R kallas stödfunktionen
till mängden A.
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Sats 6.9.1. (a) Stödfunktionen SA är en sluten konvex funktion.

(b) Om A och B är icke-tomma mängder i Rn, α > 0 och C : Rn → Rm är
en linjär avbildning, s̊a är

SA = ScvxA = Scl(cvxA)(i)

SαA = αSA(ii)

SA+B = SA + SB(iii)

SA∪B = max {SA, SB}(iv)

SC(A) = SA ◦ CT.(v)

Bevis. (a) Eftersom

epiSA = {(x, t) | 〈y, x〉 ≤ t för alla y ∈ A} =
⋂
y∈A

{(x, t) | 〈y, x〉 ≤ t},

är stödfunktionens epigraf ett snitt av slutna halvrum i Rn × R. Epigrafen
är därför en sluten konvex mängd, och det betyder att stödfunktionen är
konvex och sluten.

(b) Eftersom linjära former är konvexa, följer det omedelbart av sats 6.3.3
att

SA(x) = sup{〈x, y〉 | y ∈ A} = sup{〈x, y〉 | y ∈ cvxA} = ScvxA(x)

för alla x ∈ Rn. För funktioner f , som är kontinuerliga p̊a slutna höljet till en
mängd X, är vidare supy∈X f(y) = supy∈clX f(y). Linjära former är först̊as
kontinuerliga, s̊a därför följer det att ScvxA(x) = Scl(cvxA)(x) för alla x.

Detta bevisar identiteten (i) och de övriga identiteterna följer av följande
räkningar:

SαA(x) = sup
y∈αA
〈y, x〉 = sup

y∈A
〈αy, x〉 = α sup

y∈A
〈y, x〉 = αSA(x).

SA+B(x) = sup
y∈A+B

〈y, x〉 = sup
y1∈A, y2∈B

〈y1 + y2, x〉

= sup
y1∈A, y2∈B

(〈y1, x〉+ 〈y2, x〉) = sup
y1∈A
〈y1, x〉+ sup

y2∈B
〈y2, x〉

= SA(x) + SB(x).

SA∪B(x) = sup
y∈(A∪B)

〈y, x〉 = max {sup
y∈A
〈y, x〉, sup

y∈B
〈y, x〉}

= max {SA(x), SB(x)}.

SC(A)(x) = sup
y∈C(A)

〈y, x〉 = sup
z∈A
〈Cz, x〉 = sup

z∈A
〈z, CTx〉 = SA(CTx).
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Exempel 6.9.1. Stödfunktionen till ett slutet intervall [a, b] p̊a reella axeln
är

S[a,b](x) = S{a,b}(x) = max{ax, bx}

eftersom [a, b] = cvx{a, b}.

Exempel 6.9.2. För att bestämma stödfunktionen till slutna enhetsbollen
Bp = {x ∈ Rn | ‖x‖p ≤ 1} med avseende p̊a `p-normen använder vi Hölders
olikhet och f̊ar

SBp(x) = sup{〈x, y〉 | ‖y‖p ≤ 1} = ‖x‖q,

där sambandet mellan p och q ges av att 1/p+ 1/q = 1.

Slutna konvexa mängder karakteriseras p̊a grund av följande sats full-
ständigt av sina stödfunktioner.

Sats 6.9.2. Antag att X1 och X2 är tv̊a icke-tomma slutna konvexa delmäng-
der av Rn med stödfunktioner SX1 och SX2. D̊a gäller:

X1 ⊆ X2 ⇔ SX1 ≤ SX2(a)

X1 = X2 ⇔ SX1 = SX2 .(b)

Bevis. P̊ast̊aende (b) är en omedelbar konsekvens av (a), och implikationen
X1 ⊆ X2 ⇒ SX1 ≤ SX2 är trivial. Det återst̊ar s̊aledes enbart att bevisa den
omvända implikationen, och denna är logiskt ekvivalent med implikationen
X1 6⊆ X2 ⇒ SX1 6≤ SX2 .

Antag för den skull att X1 6⊆ X2, dvs. att det finns en punkt x0 ∈ X1\X2.
D̊a finns det ett hyperplan som separerar x0 strikt fr̊an den slutna konvexa
mängden X2, och detta innebär att det finns en vektor c ∈ Rn och ett tal b
s̊a att 〈x, c〉 ≤ b för alla x ∈ X2 medan 〈x0, c〉 > b. Följaktligen är

SX1(c) ≥ 〈x0, c〉 > b ≥ sup{〈x, c〉 | x ∈ X2} = SX2(c),

vilket innebär att SX1 6≤ SX2 .

Genom att kombinera föreg̊aende sats med egenskap (i) i sats 6.9.1 f̊ar vi
följande korollarium.

Korollarium 6.9.3. L̊at A och B vara tv̊a icke-tomma delmängder av Rn.
D̊a är SA = SB om och endast om cl(cvxA) = cl(cvxB).
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6.10 Minkowskifunktionalen

L̊at X vara en konvex delmängd av Rn och antag att 0 är en inre punkt i X.
Betrakta mängderna tX för t ≥ 0. Detta är en växande familj av mängder,

vars union utgör hela Rn, dvs.

0 ≤ s < t⇒ sX ⊆ tX och
⋃
t≥0

tX = Rn.

Växandet beror p̊a att mängderna tX är konvexa och inneh̊aller 0, ty
detta medför att

sX =
s

t
(tX) + (1− s

t
) 0 ⊆ s

t
(tX) + (1− s

t
)(tX) ⊆ tX.

Att mängdernas union är lika med hela Rn beror p̊a att 0 är en inre punkt
i X. Om B(0; r0) är en sluten boll i X med centrum i 0, s̊a ligger nämligen
en godtycklig punkt x ∈ Rn i mängden r−1

0 ‖x‖X eftersom punkten r0‖x‖−1x
ligger i B(0; r0).

För varje x ∈ Rn är följaktligen mängden {t ≥ 0 | x ∈ tX} ett obegränsat
delintervall till intervallet [0,∞[, och mängden inneh̊aller talet r−1

0 ‖x‖. Vi kan
därför definiera en funktion

φX : Rn → R+

genom att sätta
φX(x) = inf{t ≥ 0 | x ∈ tX}.

Uppenbarligen är
φX(x) ≤ r−1

0 ‖x‖ för alla x.

Definition. Funktionen φX : Rn → R+ kallas för Minkowskifunktionalen till
mängden X.

Sats 6.10.1. Minkowskifunktionalen φX har följande egenskaper:

(i) För alla x, y ∈ Rn och alla λ ∈ R+ är

(a) φX(λx) = λφX(x)

(b) φX(x+ y) ≤ φX(x) + φX(y).

(ii) Det finns en konstant C s̊adan att

|φX(x)− φX(y)| ≤ C‖x− y‖
för alla x, y ∈ Rn.

(iii) intX = {x ∈ Rn | φX(x) < 1} och clX = {x ∈ Rn | φX(x) ≤ 1}.

Minkowskifunktionalen är med andra ord positivt homogen, subadditiv och
Lipschitzkontinuerlig, och speciellt är den allts̊a konvex.
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Bevis. (i) Positiv homogenitet följer av ekvivalensen x ∈ tX ⇔ λx ∈ λtX
för λ > 0 (och av att φX(0) = 0).

För att bevisa subadditiviteten väljer vi, givet ε > 0, tv̊a positiva tal
s < φX(x) + ε och t < φX(y) + ε s̊a att x ∈ sX och y ∈ tX. P̊a grund av
konvexitet är

1

s+ t
(x+ y) =

s

s+ t

x

s
+

t

s+ t

y

t

en punkt i X, s̊a det följer att punkten x+y ligger i mängden (s+t)X. Detta
innebär att

φX(x+ y) ≤ s+ t < φX(x) + φX(y) + 2ε.

Eftersom denna olikhet gäller för alla ε > 0, blir slutsatsen att

φX(x+ y) ≤ φX(x) + φX(y).

(ii) Som vi redan konstaterat gäller olikheten φX(x) ≤ C‖x‖ för alla x för
konstanten C = r−1

0 . P̊a grund av subadditiviteten är emellertid

φX(x) = φX(x− y + y) ≤ φX(x− y) + φX(y),

varför

φX(x)− φX(y) ≤ φX(x− y) ≤ C‖x− y‖.

Av symmetriskäl är

φX(y)− φX(x) ≤ C‖y − x‖ = C‖x− y‖,
vilket tillsammans med den föreg̊aende olikheten innebär att olikheten i (ii)
gäller.

(iii) Mängderna {x ∈ Rn | φX(x) < 1} och {x ∈ Rn | φX(x) ≤ 1} är öppna
resp. slutna beroende p̊a att funktionen φX är kontinuerlig. För att bevisa
p̊ast̊aende (iii) räcker det därför, p̊a grund av karakteriseringen av intX som
den största öppna mängd som ing̊ar i X och clX som den minsta slutna
mängd som inneh̊aller X, att visa inklusionerna

intX ⊆ {x ∈ Rn | φX(x) < 1} ⊆ X ⊆ {x ∈ Rn | φX(x) ≤ 1} ⊆ clX.

Antag att x ∈ intX. Eftersom tx → x d̊a t → 1, ligger punkterna tx i
det inre av X för alla tal t som ligger tillräckligt nära 1. Det finns därför
speciellt ett tal t0 > 1 s̊a att t0x ∈ X, dvs. s̊a att x ∈ t−1

0 X, vilket innebär
att φX(x) ≤ t−1

0 < 1. Detta visar att intX ⊆ {x ∈ Rn | φX(x) < 1}.
Implikationerna φX(x) < t ⇒ x ∈ tX ⇒ φX(x) ≤ t är direkta konse-

kvenser av definitionen av φX(x), och genom att speciellt välja t = 1 f̊ar vi
inklusionerna

{x ∈ Rn | φX(x) < 1} ⊆ X ⊆ {x ∈ Rn | φX(x) ≤ 1}.



Övningar 123

För att visa den återst̊aende inklusionen räcker det nu att visa inklusionen

{x ∈ Rn | φX(x) = 1} ⊆ clX.

Antag därför att φX(x) = 1; d̊a finns det en följd (tn)∞1 av tal > 1 s̊a att
tn → 1 d̊a n → ∞ och x ∈ tnX för alla n. Punkterna t−1

n x ligger därför i
X för alla n, och eftersom t−1

n x → x d̊a n → ∞, är x en punkt i det slutna
höljet clX.

Övningar

6.1 Ge exempel p̊a tv̊a kvasikonvexa funktioner f1, f2 vars summa f1 + f2 inte
är kvasikonvex.

6.2 Visa att följande funktioner f : R3 → R är konvexa:

a) f(x) = x2
1 + 2x2

2 + 5x2
3 + 3x2x3

b) f(x) = 2x2
1 + x2

2 + x2
3 − 2x1x2 + 2x1x3

c) f(x) = ex1−x2 + ex2−x1 + x2
3 − 2x3.

6.3 För vilka värden p̊a det reella talet a är funktionen

f(x) = x2
1 + 2x2

2 + ax2
3 − 2x1x2 + 2x1x3 − 6x2x3

konvex resp. strikt konvex?

6.4 Visa att funktionen f(x) = x1x2 · · ·xn med Rn
+ som definitionsmängd är

kvasikonkav, och att funktionen g(x) = (x1x2 · · ·xn)−1 med Rn
++ som defi-

nitionsmängd är konvex.

6.5 Givet x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn l̊ater vi x[k] beteckna den k:te största ko-
ordinaten hos vektorn x, dvs. x[1], x[2], . . . , x[n] är koordinaterna i avtagande

ordning. Visa att för varje k är funktionen f(x) =
∑k

i=1 x[i] konvex.

6.6 Antag att f : R+ → R är konvex. Bevisa att

f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn) ≤ f(x1 + x2 + · · ·+ xn) + (n− 1)f(0)

för alla x1, x2, . . . , xn ≥ 0. Notera specialfallet f(0) = 0!

6.7 Funktionen f är definierad p̊a en konvex delmängd av Rn. För varje c ∈ Rn

är vidare funktionen f(x) + 〈c, x〉 kvasikonvex. Visa att f är konvex.

6.8 Vi har härlett korollarium 6.2.7 ur sats 6.2.6. Visa omvänt att sats 6.2.6
enkelt följer ur korollarium 6.2.7.

6.9 X är en konvex mängd i Rn med icke-tomt inre och f : X → R är en
kontinuerlig funktion. Visa att funktionen f är konvex om f :s restriktion till
intX är konvex.
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6.10 Antag att funktionen f : X → R är konvex. Visa att

inf {f(x) | x ∈ X} = inf {f(x) | x ∈ rint(dom f)}.

6.11 Använd tekniken i exempel 6.4.1 för att bestämma minimum av funktionen

g(x1, x2) = 16x1 + 2x2 + x−1
1 x−2

2

över mängden x1 > 0, x2 > 0.

6.12 Bestäm Minkowskifunktionalen till

a) slutna enhetsbollen B(0; 1) i Rn med avseende p̊a `p-normen ‖·‖p;
b) halvrummet {x ∈ Rn | x1 ≤ 1}.

6.13 L̊at X vara en konvex mängd med 0 som inre punkt och antag att mängden
är symmetrisk kring 0, dvs. att x ∈ X ⇒ −x ∈ X. Visa att Minkowskifunk-
tionalen φX är en norm, dvs. att

(i) φX(x+ y) ≤ φX(x) + φX(y);

(ii) φX(λx) = λφX(x) för alla λ ∈ R;

(iii) φX(x) = 0⇔ x = 0.



Kapitel 7

Släta konvexa funktioner

I det här kapitlet skall vi studer släta konvexa funktioner, dvs. konvexa funk-
tioner som är en differentierbara. Deriverbarhet i en punkt förutsätter att
funktionen ifr̊aga är definierad och ändlig i en omgivning av punkten. Det
är därför bara meningsfullt att studera differentierbarhetsegenskaper för inre
punkter i funktionens definitionsmängd. Genom att överg̊a till funktionens
restriktion till det inre av definitionsmängden kan vi därför lika gärna fr̊an
början anta att definitionsmängden är öppen. Av den anledningen förutsätts i
det här kapitlet alla definitionsmängder vara öppna och alla funktionsvärden
vara ändliga.

7.1 Konvexa funktioner p̊a R

Vi p̊aminner om att med högerderivatan f ′+(x) och vänsterderivatan f ′−(x) i
punkten x ∈ R av en reellvärd funktion f , som är definierad i en omgivning
av punkten, menas de enkelsidiga gränsvärdena

f ′+(x) = lim
t→0+

f(x+ t)− f(x)

t
och f ′−(x) = lim

t→0−

f(x+ t)− f(x)

t
.

Funktionen är deriverbar i punkten x om och endast om höger- och vänster-
derivatorna b̊ada existerar och är lika, och derivatan f ′(x) är i s̊a fall lika
med det gemensamma värdet.

Vänsterderivatan av funktionen f : I → R kan skrivas som en höger-
derivata med hjälp av funktionen f̌ , definierad som

f̌(x) = f(−x) för alla x ∈ −I.

Vi har nämligen

f ′−(x) = lim
t→0+

f(x− t)− f(x)

−t
= − lim

t→0+

f̌(−x+ t)− f̌(−x)

t
,

125
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dvs.
f ′−(x) = −f̌ ′+(−x).

Notera vidare att funktionen f̌ är konvex om f är konvex.

De grundläggande deriverbarhetsegenskaperna för konvexa funktioner av
en variabel följer av följande lemma, som har en uppenbar tolkning i termer
av olika kordors lutning. Se figur 7.1.

Lemma 7.1.1. Antag att f är en reellvärd konvex funktion som är definierad
p̊a ett delintervall av R som inneh̊aller punkterna x1 < x2 < x3. D̊a är

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

≤ f(x3)− f(x1)

x3 − x1

≤ f(x3)− f(x2)

x3 − x2

.

Om funktionen är strikt konvex, s̊a är olikheterna ovan strikta.

x1 x2 x3

A
B

C

Figur 7.1. Den geometriska tolkningen av lemma 7.1.1
uttryckt med hjälp av kordornas lutning: kAB ≤ kAC ≤ kBC .

Bevis. Skriv x2 = λx3 + (1 − λ)x1; d̊a är λ =
x2 − x1

x3 − x1

ett tal i intervallet
]0, 1[, s̊a konvexitet ger

f(x2) ≤ λf(x3) + (1− λ)f(x1),

vilket förenklat blir f(x2) − f(x1) ≤ λ(f(x3) − f(x1)), och detta är den
vänstra av olikheterna i lemmat.

Eftersom funktionen f̌ ocks̊a är konvex, och −x3 < −x2 < −x1, medför
den redan bevisade olikheten tillämpad p̊a funktionen f̌ att

f(x2)− f(x3)

x3 − x2

=
f̌(−x2)− f̌(−x3)

−x2 − (−x3)
≤ f̌(−x1)− f̌(−x3)

−x1 − (−x3)
=
f(x1)− f(x3)

x3 − x1

,

som efter multiplikation med −1 ger den högra av olikheterna i lemmat.
Om f är strikt konvex, s̊a är olikheterna ovan strikta.
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Konvexa envariabelfunktioners deriverbarhetsegenskaper ges av följande
sats.

Sats 7.1.2. Antag att funktionen f : I → R är konvex, där I är ett öppet
delintervall av R. D̊a gäller:

(a) Funktionen f är höger- och vänsterderiverbar överallt, och för alla x ∈ I
är f ′−(x) ≤ f ′+(x).

(b) Om f ′−(x) ≤ a ≤ f ′+(x), s̊a är

f(y) ≥ f(x) + a(y − x) för alla y ∈ I.

(Om funktionen är strikt konvex, s̊a är olikheten ovan strikt för y 6= x.)

(c) Om x < y, s̊a är f ′+(x) ≤ f ′−(y) (med strikt olikhet om f är strikt
konvex).

(d) Funktionerna f ′+ : I → R och f ′− : I → R är växande, och de är strikt
växande om f är strikt konvex.

(e) Mängden av x ∈ I där funktionen f inte är deriverbar, är ändlig eller
uppräknelig.

Bevis. Fixera x ∈ I och sätt

F (t) =
f(x+ t)− f(x)

t
.

Funktionen F :s definitionsmängd Jx är öppet intervall med punkten 0 bort-
tagen.

Vi börjar med att notera att om s, t, u ∈ Jx och u < 0 < t < s s̊a är

(7.1) F (u) ≤ F (t) ≤ F (s)

(och olikheterna är strikta om f är strikt konvex).
Den högra olikheten F (t) ≤ F (s) följer direkt av den vänstra olikheten

i lemma 7.1.1 genom att välja x1 = x, x2 = x + t och x3 = x + s, och den
vänstra olikheten F (u) ≤ F (t) följer av olikheten mellan ytterleden i samma
lemma genom att istället välja x1 = x+ u, x2 = x och x3 = x+ t.

Av olikheten (7.1) följer att funktionen F (t) är växande för t > 0 (strikt
växande om f är strikt konvex) och ned̊at begränsad av F (u0), där u0 är ett
godtyckligt negativt tal i F :s definitionsmängd. Följaktligen existerar

f ′+(x) = lim
t→0+

F (t),

och för alla t > 0 i F :s definitionsmängd är

F (t) ≥ f ′+(x)
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(med strikt olikhet om f är strikt konvex). Genom att i denna olikhet ersätta
t med y − x, ser vi att för a ≤ f ′+(x) gäller implikationen

(7.2) y > x⇒ f(y)− f(x) ≥ f ′+(x)(y − x) ≥ a(y − x)

(med strikt olikheten om f är strikt konvex).
Samma resonemang applicerat p̊a funktionen f̌ och punkten −x visar att

f̌ ′+(−x) existerar, och att

−y > −x⇒ f̌(−y)− f̌(−x) ≥ −a(−y − (−x))

om −a ≤ f̌ ′+(−x). Eftersom f ′−(x) = −f̌ ′+(−x), betyder detta i sin tur att
vänsterderivatan f ′−(x) existerar och att

(7.3) y < x⇒ f(y)− f(x) ≥ a(y − x)

för alla konstanter a som uppfyller a ≥ f ′−(x). B̊ada implikationerna (7.2)
och (7.3) är uppfyllda om f ′−(x) ≤ a ≤ f ′+(x), vilket bevisar p̊ast̊aende (b).

Av olikheten (7.1), som speciellt ger att F (−t) ≤ F (t) för små positiva
t, följer nu

f ′−(x) = lim
t→0+

F (−t) ≤ lim
t→0+

F (t) = f ′+(x),

och därmed är ocks̊a p̊ast̊aende (a) fullständigt bevisat.

P̊ast̊aende (b) ger oss nu de b̊ada olikheterna

f(y)− f(x) ≥ f ′+(x)(y − x) och

f(x)− f(y) ≥ f ′−(y)(x− y),

vilket efter division med y − x resulterar i implikationen

y > x⇒ f ′+(x) ≤ f(y)− f(x)

y − x
≤ f ′−(y).

(Om f är strikt konvex gäller strikt olikhet p̊a b̊ada ställena.) Därmed är
ocks̊a p̊ast̊aende (c) bevisat.

Genom att kombinera (c) med olikheten i (a) f̊as implikationen

x < y ⇒ f ′+(x) ≤ f ′−(y) ≤ f ′+(y),

som visar att högerderivatan f ′+ är växande. Analogt visas att vänsterderi-
vatan är växande. (I det strikt konvexa fallet blir olikheten ovan strikt med
slutsatsen att derivatorna är strikt växande.)

För att visa p̊ast̊aende (e) sätter vi Ix =]f ′−(x), f ′+(x)[. Det öppna inter-
vallet Ix är tomt om derivatan f ′(x) existerar och icke-tomt om derivatan



7.1 Konvexa funktioner p̊a R 129

inte existerar, och intervall Ix och Iy som hör till olika punkter x och y är
disjunkta p̊a grund av p̊ast̊aende (c). Välj nu för varje punkt x där derivatan
inte existerar ett rationellt tal rx i intervallet Ix. Eftersom intervallen är par-
vis disjunkta, blir de valda talen garanterat skilda, och eftersom mängden av
rationella tal är uppräknelig, kan det därför finnas högst uppräkneligt m̊anga
punkter x där derivatan saknas.

Definition. Linjen y = f(x0) + a(x − x0) kallas en stödlinje till funktionen
f : I → R i punkten x0 ∈ I om

(7.4) f(x) ≥ f(x0) + a(x− x0)

för alla x ∈ I.

En stödlinje i punkten x0 är en linje genom punkten (x0, f(x0)) som ligger
under eller p̊a p̊a funktionskurvan y = f(x). En stödlinje är med andra ord
ett (endimensionellt) stödhyperplan till f :s epigraf. I nästa kapitel kommer
vi att generalisera begreppet för funktioner av flera variabler.

x0 x

y

y = f(x0) + a(x− x0)

y = f(x)

Figur 7.2. Stödlinje.

P̊ast̊aende (b) i föreg̊aende sats visar att en konvex reellvärd funktion
med ett öppet intervall som definitionsmängd har en stödlinje i varje punkt
i definitionsmängden, samt att tangenten är stödlinje i de punkter där deri-
vatan existerar. Nästa sats visar att existensen av stödlinjer till en funktion
ocks̊a är ett tillräckligt villkor för konvexitet.

Sats 7.1.3. Antag att funktionen f : I → R, där I är ett öppet intervall, har
en stödlinje i varje punkt i intervallet I. D̊a är funktionen f konvex.

Bevis. Antag att x, y ∈ I och 0 < λ < 1, och l̊at a vara den konstant som
hör till punkten x0 = λx + (1 − λ)y i definitionen (7.4) av stödlinje. D̊a är
dels f(x) ≥ f(x0) + a(x − x0), dels f(y) ≥ f(x0) + a(y − x0). Multiplicera
den första olikheten med λ och den andra med (1 − λ), samt addera; detta
ger

λf(x) + (1− λ)f(y) ≥ f(x0) + a
(
λx+ (1− λ)y − x0

)
= f(x0).

Funktionen f är s̊aledes konvex.
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Notera ocks̊a att om olikheten (7.4) är strikt för alla x 6= x0 och för alla
punkter x0 i funktionens definitionsmängd, s̊a är f strikt konvex.

För deriverbara funktioner f̊ar vi nu följande nödvändiga och tillräckliga
villkor för konvexitet.

Sats 7.1.4. En deriverbar funktion f : I → R är konvex om och endast om
derivatan f ′ är växande. Den är strikt konvex om och endast om derivatan
är strikt växande.

Bevis. P̊ast̊aende (d) i sats 7.1.2 visar att derivatan till en (strikt) konvex
funktion är (strikt) växande.

Antag omvänt att derivatan f ′ är växande. Det följer d̊a av medelvärdes-
satsen att för x 6= x0 ∈ I är

f(x)− f(x0)

x− x0

= f ′(ξ)

{
≥ f ′(x0) om x > x0,

≤ f ′(x0) om x < x0,

beroende p̊a att ξ är n̊agon punkt mellan x0 och x. Genom att multiplicera
med x− x0 f̊ar vi i b̊ada fallen olikheten

f(x)− f(x0) ≥ f ′(x0)(x− x0),

som visar att y = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) är en stödlinje till funktionen i
punkten x0. Det följer därför av sats 7.1.3 att funktionen f är konvex. För
strikt växande derivator erh̊aller vi strikta olikheter, s̊a funktionen f är strikt
konvex i det fallet.

För tv̊a g̊anger deriverbara funktioner f̊ar vi följande korollarium till
föreg̊aende sats.

Korollarium 7.1.5. En tv̊a g̊anger deriverbar funktion f : I → R är konvex
om och endast om f ′′(x) ≥ 0 för alla x ∈ I. Funktionen är strikt konvex om
f ′′(x) > 0 för alla x ∈ I.

Bevis. Om andraderivatan f ′′ är icke-negativ (resp. positiv), s̊a är derivatan
f ′ växande (resp. strikt växande), och om derivatan f ′ är växande, s̊a är
andraderivatan icke-negativ överallt.

Anmärkning. En kontinuerlig funktion f : J → R med ett icke-öppet in-
tervall J som definitionsmängd är konvex om (och endast om) funktionens
restriktion till det inre av J är konvex. Om derivatan existerar och är växande
i det inre av J , eller om andraderivatan existerar och f ′′(x) ≥ 0 för alla inre
punkter i intervallet, s̊a är s̊aledes funktionen konvex p̊a J . Se övning 7.7.
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Exempel 7.1.1. Envariabelfunktionerna x 7→ ex, x 7→ − lnx och x 7→ xp,
där p > 1, är strikt konvexa p̊a sina respektive definitionsintervall R, ]0,∞[
och [0,∞[, ty deras förstaderivator är strikt växande.

7.2 Differentierbara konvexa funktioner

En deriverbar envariabelfunktion f är konvex om och endast om derivatan
är växande. För att kunna generalisera detta resultat till funktioner av flera
variabler behöver vi kunna uttrycka att derivatan är växande p̊a ett genera-
liserbart sätt. Vi noterar därför att derivatan f ′ är växande p̊a ett intervall
om och endast om (f ′(y)−f ′(x)) ·(y−x) ≥ 0 för alla tal x och y i intervallet,
och denna olikhet är meningsful ocks̊a för funktioner av flera variabler om vi
tolkar · som en skalärprodukt. Olikheten som generaliserar att derivatan av
en flervariabelfunktion f är växande i en öppen konvex mängd X kommer
därför att skrivas 〈f ′(y)− f ′(x), y− x〉 ≥ 0 för alla x, y ∈ X, eller ekvivalent
med v = y − x som Df(x+ v)[v] ≥ Df(x)[v] för alla x, x+ v ∈ X.

Vi har nu följande karakterisering av konvexitet.

Sats 7.2.1. L̊at X vara en öppen konvex delmängd av Rn, och antag att funk-
tionen f : X → R är differentierbar. D̊a är följande tre villkor ekvivalenta:

(i) Funktionen f är konvex.

(ii) För alla x, x+ v ∈ X är f(x+ v) ≥ f(x) +Df(x)[v].

(iii) För alla x, x+ v ∈ X är Df(x+ v)[v] ≥ Df(x)[v].

Funktionen f är strikt konvex om och endast om olikheterna i (ii) resp.
(iii) gäller strikt för v 6= 0.

Bevis. Betrakta för givna punkter x och x+ v i X restriktionen φx,v av f till
linjen genom x med riktning v, dvs. envariabelfunktionen

φx,v(t) = f(x+ tv)

med det öppna intervallet Ix,v = {t ∈ R | x+ tv ∈ X} som definitionsmängd.
Funktionerna φx,v är deriverbara med derivata

φ′x,v(t) = Df(x+ tv)[v],

och f är konvex om och endast om samtliga restriktioner φx,v är konvexa.

(i) ⇒ (ii) Om f är konvex, s̊a är allts̊a funktionerna φx,v konvexa, och det
följer därför av sats 7.1.2 (b) att φx,v(t) ≥ φx,v(0) + φ′x,v(0)t för alla t ∈ Ix,v,
vilket betyder att

f(x+ tv) ≥ f(x) +Df(x)[v] t

för alla t med x+ tv ∈ X, och vi f̊ar olikheten i (ii) genom att välja t = 1.



132 7 Släta konvexa funktioner

(ii)⇒ (iii) Olikheten i (iii) erh̊alls genom addition av olikheterna

f(x+ v) ≥ f(x) +Df(x)[v] och f(x) ≥ f(x+ v) +Df(x+ v)[−v].

(iii)⇒ (i) Antag att (iii) gäller, och sätt y = x + sv och w = (t− s)v. För
t > s är

φ′x,v(t)− φ′x,v(s) = Df(x+ tv)[v]−Df(x+ sv)[v]

= Df(y + w)[v]−Df(y)[v]

=
1

t− s
(
Df(y + w)[w]−Df(y)[w]

)
≥ 0,

vilket betyder att derivatan φ′x,v är växande. Funktionerna φx,v är följaktligen
konvexa.

Därmed är ekvivalenserna mellan (i), (ii) och (iii) bevisade, och genom
att ersätta samtliga olikheter i beviset med strikta olikheter f̊as motsvarande
p̊ast̊aenden för strikt konvexa funktioner.

I en lokal minimipunkt till en differentierbar funktion är derivatan lika
med noll. För konvexa funktioner gäller ocks̊a omvändningen.

Sats 7.2.2. Antag att f : X → R är en differentierbar konvex funktion. D̊a
är x̂ ∈ X en global minimipunkt om och endast om f ′(x̂) = 0.

Bevis. Att derivatan är lika med noll i en minimipunkt gäller som sagt ge-
nerellt, och omvändningen följer av (ii) i föreg̊aende sats; om f ′(x̂) = 0, s̊a
är f(x) ≥ f(x̂) +Df(x̂)[x− x̂] = f(x̂) för alla x ∈ X.

Konvexitet kan ocks̊a uttryckas med hjälp av villkor p̊a andraderivatan.
Envariabelvillkoret f ′′(x) ≥ 0 blir för flervariabelfunktioner villkoret att and-
raderivatan skall vara positivt semidefinit.

Sats 7.2.3. L̊at X vara en öppen, konvex delmängd av Rn, och antag att
funktionen f : X → R är tv̊a g̊anger differentierbar. D̊a är f konvex om och
endast om andraderivatan f ′′(x) är positivt semidefinit för alla x ∈ X.

Om f ′′(x) är positivt definit för alla x ∈ X, s̊a är f strikt konvex.

Bevis. Envariabelfunktionerna φx,v(t) = f(x+ tv) är nu tv̊a g̊anger deriver-
bara med andraderivata

φ′′x,v(t) = D2f(x+ tv)[v, v] = 〈v, f ′′(x+ tv)v〉.

Eftersom funktionen f är konvex om och endast om alla funktionerna φx,v
är konvexa, är f konvex om och endast om alla andraderivatorna φ′′x,v är
icke-negativa funktioner.
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Om nu andraderivatan f ′′(x) är positivt semidefinit för alla x ∈ X, s̊a
är φ′′x,v(t) = 〈v, f ′′(x + tv)v〉 ≥ 0 för alla x ∈ X och alla v ∈ Rn, vilket
innebär att andraderivatorna φ′′x,v är icke-negativa funktioner. Omvänt, om
andraderivatorna är icke-negativa, s̊a är speciellt 〈v, f ′′(x)v〉 = φ′′x,v(0) ≥ 0
för alla x ∈ X och alla v ∈ Rn, vilket innebär att andraderivatan f ′′(x) är
positivt semidefinit överallt.

Om andraderivatorna f ′′(x) är positivt definita, s̊a är φ′′x,v(t) > 0 för
v 6= 0, vilket medför att funktionerna φx,v är strikt konvexa, och d̊a är ocks̊a
f strikt konvex.

7.3 Stark konvexitet

Funktionsytan till en konvex funktion ”kröker upp̊at”, men det finns ingen
nedre positiv gräns för krökningen. Genom att införa en s̊adan gräns f̊ar vi
begreppet stark konvexitet.

Definition. L̊at µ vara ett positivt tal. En funktion f : X → R säges vara
µ-starkt konvex om funktionen f(x) − 1

2
µ‖x‖2 är konvex, och funktionen f

kallas starkt konvex om den är µ-starkt konvex för n̊agot positivt tal µ.

Sats 7.3.1. En differentierbar funktion f : X → R med konvex definitions-
mängd X är µ-starkt konvex om och endast om följande tv̊a inbördes ekviva-
lenta olikheter gäller för alla x, x+ v ∈ X:

Df(x+ v)[v] ≥ Df(x)[v] + µ‖v‖2(i)

f(x+ v) ≥ f(x) +Df(x)[v] + 1
2
µ‖v‖2.(ii)

Bevis. Sätt g(x) = f(x)− 1
2
µ‖x‖2 och notera att g′(x) = f ′(x)− µx och att

följaktligen Df(x)[v] = Dg(x)[v] + µ〈x, v〉.
Om f är µ-starkt konvex, s̊a är funktionen g konvex, och det följer därför

av sats 7.2.1 att

Df(x+ v)[v]−Df(x)[v] = Dg(x+ v)[v]−Dg(x)[v] + µ〈x+ v, v〉 − µ〈x, v〉
≥ µ〈v, v〉 = µ‖v‖2,

dvs. olikheten (i) gäller.

(i)⇒ (ii): Antag att (i) gäller, och sätt för 0 ≤ t ≤ 1

Φ(t) = f(x+ tv)− f(x)−Df(x)[v] t.

D̊a är

Φ′(t) = Df(x+ tv)[v]−Df(x)[v] = t−1
(
Df(x+ tv)[tv]−Df(x)[tv]

)
,
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s̊a det följer av olikheten (i) att

Φ′(t) ≥ t−1µ‖tv‖2 = µ‖v‖2 t.

Genom att integrera den sistnämnda olikheten över intervallet [0, 1] erh̊alles

Φ(1) = Φ(1)− Φ(0) ≥ 1
2
µ‖v‖2,

vilket är detsamma som olikheten (ii).
Om olikheten (ii) gäller, s̊a är

g(x+ v) = f(x+ v)− 1
2
µ‖x+ v‖2 ≥ f(x) +Df(x)[v] + 1

2
µ‖v‖2 − 1

2
µ‖x+ v‖2

= g(x) + 1
2
µ‖x‖2 +Dg(x)[v] + µ〈x, v〉+ 1

2
µ‖v‖2 − 1

2
µ‖x+ v‖2

= g(x) +Dg(x)[v].

Funktionen g är därför konvex enligt sats 7.2.1, och f(x) = g(x) + 1
2
µ‖x‖2 är

följaktligen µ-starkt konvex.

Sats 7.3.2. En tv̊a g̊anger differentierbar funktion f : X → R med konvex
definitionsmängd är µ-starkt konvex om och endast om

(7.5) 〈v, f ′′(x)v〉 = D2f(x)[v, v] ≥ µ‖v‖2

för alla x ∈ X och alla v ∈ Rn.

Anmärkning. För en symmetrisk operator A är

min
v 6=0

〈v, Av〉
‖v‖2

= λmin,

där λmin är operatorns minsta egenvärde. En tv̊a g̊anger differentierbar funk-
tion f med konvex definitionsmängd är s̊aledes µ-starkt konvex om och en-
dast om egenvärdena till hessianen f ′′(x) är större än eller lika med µ i alla
punkter x.

Bevis. Sätt φx,v(t) = f(x+ tv). Om villkoret (7.5) gäller, s̊a är

φ′′x,v(t) = D2f(x+ tv)[v, v] ≥ µ‖v‖2

för alla t i funktionens definitionsmängd. Det följer därför av Taylors formel
med restterm att

φx,v(t) = φx,v(0) + φ′x,v(0)t+ 1
2
φ′′x,v(ξ)t

2 ≥ φx,v(0) + φ′x,v(0)t+ 1
2
µ‖v‖2 t2.

För t = 1 är detta olikheten (ii) i sats 7.3.1, s̊a funktionen f är µ-starkt
konvex.

Omvänt, om f är µ-starkt konvex, s̊a är p̊a grund av (i) i samma sats

φ′x,v(t)− φ′x,v(0)

t
=
Df(x+ tv)[tv]−Df(x)[tv]

t2
≥ µ‖v‖2.

Gränsöverg̊ang d̊a t→ 0 ger D2f(x)[v, v] = φ′′x,v(0) ≥ µ‖v‖2.
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7.4 Konvexa funktioner med Lipschitzkonti-

nuerlig derivata

Konvergenshastigheten hos klassiska iterativa algoritmer för minimering av
funktioner är beroende av derivatans variation − ju mer derivatan varierar
i en omgivning av minimipunkten desto l̊angsammare konvergens, och för
funktioner med Lipschitzkontinuerlig derivata är storleken p̊a Lipschitzkon-
stanten ett mått p̊a variationen. Vi startar därför med ett resultat som för
godtyckliga funktioner kopplar ihop Lipschitzkontinuitet hos derivatan med
begränsningar p̊a andraderivatan.

Sats 7.4.1. Antag att f är en tv̊a g̊anger differentierbar funktion och att X
är en konvex delmängd av funktionens definitionsmängd.

(i) Om ‖f ′′(x)‖ ≤ L för alla x ∈ X, s̊a är derivatan f ′ Lipschitzkontinu-
erlig p̊a mängden X med Lipschitzkonstant L.

(ii) Om derivatan f ′ är Lipschitzkontinuerlig p̊a mängden X med konstant
L, s̊a är ‖f ′′(x)‖ ≤ L för alla x ∈ intX.

Bevis. (i) Antag att ‖f ′′(x)‖ ≤ L för alla x ∈ X, och l̊at x och y vara tv̊a
godtyckliga punkter i X. Sätt v = y−x, l̊at w vara en godtycklig vektor med
‖w‖ = 1, och definiera funktionen φ för 0 ≤ t ≤ 1 genom

φ(t) = Df(x+ tv)[w] = 〈f ′(x+ tv, w〉.

D̊a är funktionen φ deriverbar med derivata

φ′(t) = D2f(x+ tv)[w, v] = 〈w, f ′′(x+ tv)v〉,

och det följer av Cauchy–Schwarz olikhet att

|φ′(t)| ≤ ‖w‖‖f ′′(x+ tv)v‖ ≤ ‖f ′′(x+ tv)‖‖v‖ ≤ L‖v‖,

eftersom x+ tv är en punkt i X. Enligt medelvärdessatsen är φ(1)− φ(0) =
φ′(s) för n̊agon punkt s ∈]0, 1[, och följaktligen är

|〈f ′(y)− f ′(x), w〉| = |φ(1)− φ(0)| = |φ′(s)| ≤ L‖y − x‖.

Eftersom w är en godtycklig vektor av norm 1 drar vi slutsatsen att

‖f ′(y)− f ′(x)‖ = sup
‖w‖=1

〈f ′(y)− f ′(x), w〉 ≤ L‖y − x‖,

dvs. derivatan f ′ är Lipschitzkontinuerlig p̊a mängden X med konstant L.
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(ii) Antag omvänt att förstaderivatan f ′ är Lipschitzkontinuerlig med kon-
stant L p̊a mängden X. L̊at x vara en godtycklig punkt i det inre av X, och
l̊at v och w vara godtyckliga vektorer med norm 1. För alla t i en omgivning
av 0 är d̊a funktionen

φ(t) = Df(x+ tv)[w] = 〈f ′(x+ tv, w〉

definierad och deriverbar och ligger punkten x+ tv i X. Det följer att

|φ(t)− φ(0)| = |〈f ′(x+ tv)− f ′(x), w〉| ≤ ‖f ′(x+ tv)− f ′(x)‖‖w‖
≤ L‖tv‖ = L|t|,

och division med t och gränsöverg̊ang ger

|〈w, f ′′(x)v〉| = |φ′(0)| ≤ L

med slutsatsen att

‖f ′′(x)‖ = sup
‖v‖=1

‖f ′′(x)v‖ = sup
‖v‖,‖w‖=1

〈w, f ′′(x)v〉 ≤ L.

Definition. L̊at µ och L vara tv̊a positiva tal, och l̊at X vara en öppen kon-
vex delmängd av Rn. Funktionsklassen Sµ,L(X) best̊ar av alla differentierbara
µ-starkt konvexa funktioner f : X → R vars derivator f ′ är Lipschitzkonti-
nuerliga med Lipschitzkonstant L. Värdet Q = L/µ kallas funktionsklassens
konditionstal.

En differentierbar funktion f med konvex definitionsmängd X tillhör p̊a
grund av sats 7.3.1 klassen Sµ,L(X) om och endast om det b̊ada olikheterna

〈f ′(x+ v)− f ′(x), v〉 ≥ µ‖v‖2 och ‖f ′(x+ v)− f ′(x)‖ ≤ L‖v‖

gäller för alla x, x + v ∈ X. Av den första olikheten följer med hjälp av
Cauchy–Schwarz olikhet att µ‖v‖ ≤ ‖f ′(x + v) − f ′(x)‖. Följaktligen är
µ ≤ L och Q ≥ 1.

Exempel 7.4.1. Strikt konvexa kvadratiska funktioner

f(x) = 1
2
〈x, Px〉+ 〈q, x〉+ r

tillhör klassen Sλmin,λmax(Rn), där λmin och λmax betecknar den positivt defi-
nita matrisen P :s minsta respektive största egenvärde.

Eftersom f ′(x) = Px+ q och f ′′(x) = P , är nämligen

D2f(x)[v, v] = 〈v, Pv〉 ≥ λmin‖v‖2 och

‖f ′(x+ v)− f ′(x)‖ = ‖Pv‖ ≤ ‖P‖ ‖v‖ = λmax‖v‖.

Funktionens konditionstal är följaktligen lika med kvoten λmax/λmin mel-
lan det största och det minsta egenvärdet.
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Subniv̊amängderna {x | f(x) ≤ α} till en strikt konvex kvadratisk funk-
tion är ellipsoider för alla värden p̊a α som är större än funktionens mini-
mivärde, och förh̊allandet mellan ellipsoidernas längsta och kortaste axel är
lika med

√
λmax/λmin, dvs. roten ur funktionens konditionstal Q. Detta för-

h̊allande är uppenbarligen ocks̊a lika med förh̊allandet mellan radierna i den
minsta boll som inneh̊aller en av dessa ellipsoider och den största boll som
inneh̊alles i densamma. Som vi nu ska se gäller n̊agot liknande generellt för
subniv̊amängderna till funktionerna i klassen Sµ,L(X).

Sats 7.4.2. L̊at f vara en funktion i klassen Sµ,L(X) med minimipunkt x̂,
och l̊at α vara ett tal som är större än funktionens minimivärde f(x̂). D̊a är

B(x̂; r) ⊆ {x ∈ X | f(x) ≤ α} ⊆ B(x̂;R),

där r =
√

2L−1(α− f(x̂)) och R =
√

2µ−1(α− f(x̂)).

Anmärkning. Notera att R/r =
√
L/µ =

√
Q.

Bevis. Eftersom f ′(x̂) = 0 f̊ar vi följande olikheter av satserna 1.1.2 och 7.3.1
(genom att byta x mot x̂ och v mot x− v̂)

f(x̂) + 1
2
µ‖x− x̂‖2 ≤ f(x) ≤ f(x̂) + 1

2
L‖x− x̂‖2.

För x ∈ S = {x ∈ X | f(x) ≤ α} är därför

1
2
µ‖x− x̂‖2 ≤ f(x)− f(x̂) ≤ α− f(x̂) = 1

2
µR2,

vilket innebär att ‖x− x̂‖ ≤ R och bevisar inklusionen S ⊆ B(x̂;R).

För x ∈ B(x̂; r) är istället f(x) ≤ f(x̂) + 1
2
Lr2 = α, vilket betyder att

x ∈ S och bevisar inklusionen B(x̂; r) ⊆ S.

Konvexa funktioner p̊a Rn med Lipschitzkontinuerlig derivata karakteri-
seras av följande sats.

Sats 7.4.3. En differentierbar funktion f : Rn → R är konvex och dess de-
rivata är Lipschitzkontinuerlig med Lipschitzkonstant L om och endast om
följande inbördes ekvivalenta olikheter är uppfyllda för alla x, v ∈ Rn:

f(x) +Df(x)[v] ≤ f(x+ v) ≤ f(x) +Df(x)[v] +
L

2
‖v‖2(i)

f(x+ v) ≥ f(x) +Df(x)[v] +
1

2L
‖f ′(x+ v)− f ′(x)‖2(ii)

Df(x+ v)[v] ≥ Df(x)[v] +
1

L
‖f ′(x+ v)− f ′(x)‖2.(iii)
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Bevis. Att olikheten (i) gäller för konvexa funktioner med Lipschitzkontinu-
erlig derivata följer av satserna 1.1.2 och 7.2.1.

(i)⇒ (ii): Sätt w = f ′(x+ v)− f ′(x) och tillämpa den högra olikheten i (i)
med x bytt mot x+ v och v bytt mot −L−1w; detta ger oss olikheten

f(x+ v − L−1w) ≤ f(x+ v)− L−1Df(x+ v)[w] + 1
2
L−1‖w‖2.

Den vänstra olikheten i (i) med v − L−1w istället för v ger

f(x+ v − L−1w) ≥ f(x) +Df(x)[v − L−1w].

Genom att kombinera de b̊ada erh̊allna olikheterna f̊as

f(x+ v) ≥ f(x) +Df(x)[v − L−1w] + L−1Df(x+ v)[w]− 1
2
L−1‖w‖2

= f(x) +Df(x)[v] + L−1
(
Df(x+ v)[w]−Df(x)[w]

)
− 1

2
L−1‖w‖2

= f(x) +Df(x)[v] + L−1〈f ′(x+ v)− f ′(x), w〉 − 1
2
L−1‖w‖2

= f(x) +Df(x)[v] + L−1〈w,w〉 − 1
2
L−1‖w‖2

= f(x) +Df(x)[v] + 1
2
L−1‖w‖2,

och detta är olikheten i (ii).

(ii) ⇒ (iii): Addera olikheten i (ii) till den olikhet som f̊as genom att byta
x mot x+ v och v mot −v. Detta ger (iii).

Antag slutligen att olikheten (iii) gäller. Att funktionen f är konvex följer
av sats 7.2.1, och genom att kombinera (iii) med Cauchy–Schwarz olikhet f̊ar
vi olikheten

1

L
‖f ′(x+ v)− f ′(x)‖2 ≤ Df(x+ v)[v]−Df(x)[v] = 〈f ′(x+ v)− f ′(x), v〉

≤ ‖f ′(x+ v)− f ′(x)‖ · ‖v‖,

som efter division med ‖f ′(x + v) − f ′(x)‖ ger den önskade slutsatsen att
derivatan är Lipschitzkontinuerlig med Lipschitzkonstant L.

Sats 7.4.4. Om f ∈ Sµ,L(Rn), s̊a gäller olikheten

Df(x+ v)[v] ≥ Df(x)[v] +
µL

µ+ L
‖v‖2 +

1

µ+ L
‖f ′(x+ v)− f ′(x)‖2

för alla x, v ∈ Rn.
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Bevis. Sätt g(x) = f(x)− 1
2
µ‖x‖2; d̊a är funktionen g konvex, och eftersom

Dg(x)[v] = Df(x)[v]− µ〈x, v〉, följer det av sats 1.1.2 att

g(x+ v) = f(x+ v)− 1
2
µ‖x+ v‖2

≤ f(x) +Df(x)[v] + 1
2
L‖v‖2 − 1

2
µ‖x+ v‖2

= g(x) + 1
2
µ‖x‖2 +Dg(x)[v] + µ〈x, v〉+ 1

2
L‖v‖2 − 1

2
µ‖x+ v‖2

= g(x) +Dg(x)[v] + 1
2
(L− µ)‖v‖2.

Detta visar att g uppfyller villkoret (i) i sats 7.4.3 med L bytt mot L − µ,
s̊a derivatan g′ är Lipschitzkontinuerlig med konstant L−µ. Samma sats ger
oss därför olikheten

Dg(x+ v)[v] ≥ Dg(x)[v] +
1

L− µ
‖g′(x+ v)− g′(x)‖2,

som efter förenkling ger olikheten i satsen.

Övningar

7.1 Visa att följande funktioner är konvexa p̊a de angivna mängderna.

a) f(x1, x2) = ex1 + ex2 + x1x2, x1 + x2 > 0

b) f(x1, x2) = sin(x1 + x2), −π < x1 + x2 < 0

c) f(x1, x2) = −
√

cos(x1 + x2), −π
2 < x1 + x2 <

π
2 .

7.2 Är funktionen

f(x1, x2) =
x2

1

x2
+
x2

2

x1

konvex i första kvadranten x1 > 0, x2 > 0?

7.3 Visa att funktionen

f(x) =
n−1∑
j=1

x2
j/xn

är konvex i halvrummet xn > 0.

7.4 Visa att följande funktion f är konkav p̊a mängden [0, 1[×[0, 1[×[0, 1[:

f(x1, x2, x3) = ln(1− x1) + ln(1− x2) + ln(1− x3)

− (x2
1 + x2

2 + x2
3 + x1x2 + x1x3 + x2x3).

7.5 L̊at I vara ett intervall och antag att funktionen f : I → R är konvex. Visa
att antingen är f växande p̊a intervallet eller avtagande p̊a intervallet eller
ocks̊a finns det en punkt c ∈ I s̊a att f är avtagande till vänster om c och
växande till höger om c.
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7.6 Antag att funktionen f : ]a, b[→ R är konvex.

a) Visa att de b̊ada enkelsidiga gränsvärdena limx→a+ f(x) och limx→b− f(x)
existerar (som ändliga tal eller ±∞).

b) Visa att om intervallet är ändligt och funktionen utvidgas till det slut-
na intervallet [a, b] genom definitionen f(a) = α och f(b) = β, s̊a är den
utvidgade funktionen konvex om och endast om α ≥ limx→a+ f(x) och
β ≥ limx→b− f(x).

7.7 Visa att en kontinuerlig funktion f : [a, b]→ R är konvex om dess restriktion
till det öppna intervallet ]a, b[ är konvex.

7.8 F är en familj av differentierbara funktioner p̊a Rn med följande tv̊a egen-
skaper:

(i) f ∈ F ⇒ f + g ∈ F för alla affina funktioner g : Rn → R.
(ii) Om f ∈ F och f ′(x0) = 0, s̊a är x0 en minimipunkt till f .

Visa att alla funktionerna i F är konvexa.

7.9 Antag att funktionen f : X → R är konvex och tv̊a g̊anger differentierbar.
Visa att funktionens recessiva delrum Vf är en delmängd av N (f ′′(x)) för
varje x ∈ X.

7.10 L̊at f : X → R vara en differentierbar funktion med konvex definitionsmängd
X. Visa att funktionen är kvasikonvex om och endast om

f(x+ v) ≤ f(x) ⇒ Df(x)[v] ≤ 0

för alla x, x+ v ∈ X.
[Ledning: Det räcker att visa p̊ast̊aendet för funktioner p̊a R; det generella
resultatet följer sedan genom att ta restriktionen till linjer.]

7.11 L̊at f : X → R vara en tv̊a g̊anger differentierbar funktion med konvex
definitionsmängd X. Visa följande p̊ast̊aenden:

a) Om f är kvasikonvex, s̊a gäller implikationen

Df(x)[v] = 0 ⇒ D2f(x)[v, v] ≥ 0

för alla x ∈ X och alla v ∈ Rn.

b) Om

Df(x)[v] = 0 ⇒ D2f(x)[v, v] > 0

för alla x ∈ X och alla v 6= 0, s̊a är funktionen f kvasikonvex.

[Ledning: Det räcker att visa resultaten för funktioner definierade p̊a R.]

7.12 Visa att funktionen α1f1 + α2f2 är (α1µ1 + α2µ2)-starkt konvex om f1 är
µ1-starkt konvex, f2 är µ2-starkt konvex och α1, α2 > 0.

7.13 Visa att om en differentierbar µ-starkt konvex funktion f : X → R har
minimum i punkten x̂, s̊a är ‖x− x̂‖ ≤ µ−1‖f ′(x)‖ för alla x ∈ X.



Kapitel 8

Subdifferentialen

I det här kapitlet skall vi generalisera ett antal resultat fr̊an förra kapitlet till
konvexa funktioner som inte nödvändigtvis är differentierbara överallt. Kon-
vexa reellvärda funktioner kan dock inte vara speciellt oregelbundna; de är
som vi redan har sett kontinuerliga i alla inre punkter av definitionsmängden,
och de har ocks̊a riktningsderivator i alla inre punkter.

8.1 Subdifferentialen

För differentierbara funktioner f är y = f(a) + 〈f ′(a), x − a〉 ekvationen
för ett hyperplan som tangerar ytan y = f(x) i punkten (a, f(a)), det s. k.
tangentplanet. Om funktionen är konvex, är f(x) ≥ f(a) + 〈f ′(a), x − a〉
för alla x i definitionsmängden (sats 7.2.1), vilket betyder att tangentplanet
ligger under funktionsytan och är ett stödhyperplan till epigrafen.

En godtycklig konvex funktions epigraph är per definition konvex, s̊a ge-
nom varje randpunkt i epigrafen g̊ar det ett stödhyperplan. För konvexa enva-
riabelsfunktioner f , som är definierade p̊a ett öppet intervall, ges stödhyper-
planen av sats 7.1.2, som säger att linjen y = f(x0)+a(x−x0) stöder epigrafen
i punkten (x0, f(x0)) om (och endast om) f ′−(x0) ≤ a ≤ f ′+(x0).

Eftersom existensen av stödhyperplan karakteriserar konvexitet ska vi nu
studera epigrafers stödyperplan närmare.

Definition. L̊at f : X → R vara en funktion som är definierad p̊a en del-
mängd X av Rn. En vektor c ∈ Rn kallas en subgradient till f i punkten
a ∈ X om olikheten

(8.1) f(x) ≥ f(a) + 〈c, x− a〉

gäller för alla x ∈ X. Mängden av alla subgradienter till f i punkten a kallas
subdifferentialen till f i a och betecknas ∂f(a).

141
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y = |x|

y = ax

y

x

Figur 8.1. Linjen y = ax är en stödlinje till
funktionen f(x) = |x| i origo om −1 ≤ a ≤ 1.

Anmärkning. Om x är en punkt i X \ dom f s̊a är olikheten (8.1) trivialt
uppfylld av alla punkter a ∈ X och alla vektorer c ∈ Rn. Därför är c en
subgradient till f i punkten a om olikheten gäller för alla x ∈ dom f .

Om a är en punkt i X \ dom f och x är en punkt i dom f , s̊a gäller inte
olikheten (8.1) för n̊agon vektor c. Därför är ∂f(a) = ∅ för alla a ∈ X\dom f ,
utom i det triviala fallet dom f = ∅, dvs. d̊a f är konstant lika med ∞ p̊a
X. D̊a är istället ∂f(a) = Rn för alla a ∈ X eftersom olikheten (8.1) nu är
trivialt uppfylld av alla a, x ∈ X och alla c ∈ Rn.

Exempel 8.1.1. För funktionen f : R→ R, f(x) = |x|, är

∂f(a) =


{−1} om a < 0,

[−1, 1] om a = 0,

{1} om a > 0.

Sats 8.1.1. En godtycklig funktions subdifferentialer är slutna och konvexa.

Bevis. För a ∈ dom f kan subdifferentialen ∂f(a) till funktionen f : X → R
skrivas p̊a formen ∂f(a) =

⋂
x∈dom f{c ∈ Rn | 〈c, x− a〉 ≤ f(x)− f(a)}, dvs.

som ett snitt av slutna halvrum, och den är därför en sluten konvex mängd.
För a ∈ X \ dom f är ∂f(a) = ∅ eller, om dom f = ∅, ∂f(a) = Rn.

En funktions subdifferential ∂f(a) kan naturligtvis vara tom även för
punkter a ∈ dom f .

Sats 8.1.2. Punkten a ∈ X är en minimipunkt till funktionen f : X → R
om och endast om 0 ∈ ∂f(a).

Bevis. P̊ast̊aendet följer direkt ur subgradientdefinitionen.

För differentierbara funktioner finns det p̊a grund av följande sats bara en
subgradientkandidat, nämligen derivatan, och geometriskt innebär detta att
inga andra hyperplan än tangentplanen kan vara stödhyperplan till epigrafen.
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Sats 8.1.3. Antag att funktionen f : X → R är differentierbar i punkten
a ∈ dom f . D̊a är antingen ∂f(a) = {f ′(a)} eller ∂f(a) = ∅.

Bevis. Antag att c ∈ ∂f(a). Enligt definitionen av differentierbarhet är

f(a+ v)− f(a) = 〈f ′(a), v〉+ r(v)

med en restterm som uppfyller

lim
v→0

r(v)

‖v‖
= 0,

och enligt definitionen av subgradient är f(a + v) − f(a) ≥ 〈c, v〉 för alla v
för vilka punkten a+ v ligger i X. Det följer att

(8.2)
〈c, v〉
‖v‖

≤ 〈f
′(a), v〉+ r(v)

‖v‖
för alla v med tillräckligt liten norm ‖v‖.

För den j:te enhetsvektorn ej är 〈c, ej〉 = cj och 〈f ′(a), ej〉 =
∂f

∂xj
(a).

Genom att speciellt välja v = tej i olikheten (8.2) och sedan l̊ata t→ 0 fr̊an
höger resp. fr̊an vänster f̊ar vi därför, eftersom ‖tej‖ = |t|, de tv̊a olikheterna

cj ≤
∂f

∂xj
(a) och − cj ≤ −

∂f

∂xj
(a),

som innebär att cj =
∂f

∂xj
(a). Därmed har vi visat att c = f ′(a) och att

följaktligen ∂f(a) = {f ′(a)}, om subdifferentialen är en icke-tom mängd.

Sats 7.2.1 innebär att en differentierbar funktion f med öppen konvex
definitionsmängd är konvex om och endast om funktionen har en subgradient
(som d̊a är lika med f ′(x)) i varje punkt x i definitionsmängden. Vi skall nu
generalisera detta resultat.

Sats 8.1.4. L̊at f : X → R vara en funktion med konvex definitionsmängd X.

(a) Om dom f är en konvex mängd och ∂f(x) 6= ∅ för alla x ∈ dom f , s̊a är
funktionen f konvex.

(b) Om funktionen är konvex, s̊a är är ∂f(x) 6= ∅ för alla x ∈ rint(dom f).

Bevis. (a) L̊at x och y vara tv̊a godtyckliga punkter i dom f och betrakta
punkten z = λx + (1 − λ)y, där 0 < λ < 1. Enligt förutsättningarna har f
en subgradient c i punkten z. Genom att använda olikheten (8.1) i punkten
a = z tv̊a g̊anger, ena g̊angen med x bytt mot y, erh̊aller man därför olikheten

λf(x) + (1− λ)f(y) ≥ λ
(
f(z) + 〈c, x− z〉

)
+ (1− λ)

(
f(z) + 〈c, y − z〉

)
= f(z) + 〈c, λx+ (1− λ)y − z〉 = f(z) + 〈c, 0〉 = f(z),
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som visar att restriktionen av f till dom f är konvex, och d̊a är först̊as f
själv konvex.

(b) Antag omvänt att funktionen f är konvex, och l̊at a vara en punkt i det
relativa inre av dom f . Vi skall visa att subdifferentialen ∂f(a) är icke-tom.

Punkten (a, f(a)) är en relativ randpunkt till den konvexa mängden epi f .
Det finns därför ett stödhyperplan

H = {(x, xn+1) ∈ Rn × R | 〈c, x− a〉+ cn+1(xn+1 − f(a)) = 0}

till epi f genom punkten (a, f(a)), och vi kan välja normalvektorn (c, cn+1)
s̊a att

(8.3) 〈c, x− a〉+ cn+1(xn+1 − f(a)) ≥ 0

för alla punkter (x, xn+1) ∈ epi f . Vi skall visa att detta medför att cn+1 > 0.

Genom att tillämpa olikheten (8.3) p̊a punkten (a, f(a) + 1), som först̊as
ligger i epigrafen, ser vi för det första att cn+1 ≥ 0.

Antag nu att cn+1 = 0, och sätt L = aff(dom f). Eftersom epi f ⊆ L×R
och stödhyperplanet H = {(x, xn+1) ∈ Rn×R | 〈c, x−a〉 = 0} per definition
inte inneh̊aller epi f som delmängd, inneh̊aller det först̊as inte heller L× R,
och vi drar slutsatsen att det finns en punkt y ∈ L med egenskapen att
〈c, y − a〉 6= 0. Betrakta nu punkterna yλ = (1 − λ)a + λy för λ ∈ R; dessa
ligger i den affina mängden L, och yλ → a d̊a λ → 0. Eftersom a är en
punkt i det relativa inre av dom f , ligger punkterna yλ i dom f för all λ
med tillräckligt små belopp. Detta medför att olikheten (8.3) inte kan gälla
för samtliga punkter av typen (yλ, f(yλ)) i epigrafen, ty uttrycket 〈c, yλ − a〉
(= λ〈c, y−a〉) antar olika tecken beroende p̊a om λ är positivt eller negativt.

Vi har därmed erh̊allit en motsägelse som visar att cn+1 > 0 och genom att
dividera olikheten (8.3) med cn+1 samt sätta d = −(1/cn+1)c f̊ar vi olikheten
xn+1 ≥ f(a) + 〈d, x − a〉, som gäller för alla (x, xn+1) ∈ epi f . Speciellt är
allts̊a f(x) ≥ f(a) + 〈d, x− a〉 för alla x ∈ dom f , vilket innebär att d är en
subgradient till f i punkten a.

Av sats 8.1.4 följer först̊as speciellt att en funktion f : X → R med en
öppen konvex definitionsmängd X är konvex om och endast om ∂f(x) 6= ∅
för alla x ∈ X.

Sats 8.1.5. Antag att f är en konvex funktion och att a är en inre punkt i
dom f . D̊a är subdifferentialen ∂f(a) en kompakt icke-tom mängd.

Bevis. Enligt sats 8.1.1 är subdifferentialen ∂f(a) sluten och enligt sats 8.1.4
är den icke-tom, s̊a det återst̊ar bara att visa att den är begränsad.
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Sats 6.6.1 ger tv̊a positiva konstanter M och δ med egenskapen att den
slutna bollen B(a; δ) ligger i dom f och

|f(x)− f(a)| ≤M‖x− a‖ för x ∈ B(a; δ).

Antag nu att c ∈ ∂f(a) samt att c 6= 0. Genom att välja x = a + δc/‖c‖ i
olikheten (8.1) drar vi slutsatsen att

δ‖c‖ = 〈c, x− a〉 ≤ f(x)− f(a) ≤M‖x− a‖ = δM

med begränsningen ‖c‖ ≤M som följd, och detta visar att subdifferentialen
är en begränsad mängd.

Sats 8.1.6. Antag att f : X → R är en starkt konvex funktion. D̊a är alla
subniv̊amängder till f begränsade mängder.

Bevis. Antag att f är µ-starkt konvex, och l̊at x0 vara en relativt inre punkt
i dom f . Eftersom funktionen g(x) = f(x) − 1

2
µ‖x‖2 per definition är kon-

vex, har g enligt sats 8.1.4 en subgradient c i punkten x0. För alla x i sub-
niv̊amängden S = {x ∈ X | f(x) ≤ α} är nu

α ≥ f(x) = g(x) + 1
2
µ‖x‖2 ≥ g(x0) + 〈c, x− x0〉+ 1

2
µ‖x‖2

= f(x0)− 1
2
µ‖x0‖2 + 〈c, x− x0〉+ 1

2
µ‖x‖2

= f(x0) + 1
2
µ
(
‖x+ µ−1c‖2 − ‖x0 + µ−1c‖2

)
,

vilket innebär att

‖x+ µ−1c‖2 ≤ ‖x0 + µ−1c‖2 + 2µ−1(α− f(x0)).

Subniv̊amängden S är s̊aledes inkluderad i en sluten boll med centrum i

punkten −µ−1c och radie R =
√
‖x0 + µ−1c‖2 + 2µ−1(α− f(x0)) .

Korollarium 8.1.7. Om en kontinuerlig, starkt konvex funktion har en icke-
tom sluten subniv̊amängd, s̊a har den en unik minimipunkt.

Speciellt har varje starkt konvex funktion f : Rn → R en unik minimi-
punkt.

Bevis. L̊at f vara en kontinuerlig, starkt konvex funktion med en icke-tom
sluten subniv̊amängd S. D̊a är S en kompakt mängd enligt föreg̊aende sats,
s̊a restriktionen av f till S antar ett minimum i n̊agon punkt i S, och den-
na punkt är uppenbarligen en global minimipunkt till f . Eftersom starkt
konvexa funktioner är strikt konvexa, är minimipunkten unik.

En starkt konvex funktion f : Rn → R är automatiskt kontinuerlig, och
kontinuerliga funktioner p̊a Rn är slutna. Alla subniv̊amängderna till f är
därför slutna, s̊a det följer av den redan bevisade delen av satsen att det finns
en unik minimipunkt.
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8.2 Slutna konvexa funktioner

I det här avnittet ska vi använda subdifferentialen för att komplettera resul-
taten om slutna konvexa funktioner i kapitel 6.8 med n̊agra nya resultat. Vi
börjar med en alternativ karakterisering av slutna konvexa funktioner.

Sats 8.2.1. En konvex funktion f : X → R är sluten om och endast om det
för alla konvergenta följder (xk)

∞
1 i dom f med gränsvärde x0 gäller att

(8.4) lim
k→∞

f(xk)

{
≥ f(x0) om x0 ∈ dom f ,

= +∞ om x0 ∈ cl(dom f) \ dom f .

Bevis. Antag att f är sluten, dvs. att epi f är en sluten mängd, och l̊at (xk)
∞
1

vara en följd i dom f som konvergerar mot en punkt x0 ∈ cl(dom f), och sätt

L = lim
k→∞

f(xk).

Om a är en godtycklig punkt i det relativa inre av dom f och c är en subgra-
dient till f i punkten a, s̊a är f(xk) ≥ f(a) + 〈c, xk − a〉 för alla k, och
eftersom högerledet konvergerar (mot f(a) + 〈c, x0 − a〉) d̊a k →∞, följer
det att följden (f(xk))

∞
1 är ned̊at begränsad. Följdens minsta hopningspunkt,

dvs. dess undre limes L, är därför ett reellt tal eller +∞.
Olikheten (8.4) är trivialt uppfylld om L = +∞, s̊a antag att L är ett

ändligt tal, och l̊at (xkj)
∞
j=1 vara en delföljd till den givna följden med egen-

skapen att f(xkj) → L d̊a j → ∞. D̊a konvergerar punkterna (xkj , f(xkj))
i epigrafen mot punkten (x0, L), och eftersom epigrafen är sluten ligger
gränspunkten ocks̊a i epigrafen, dvs. vi har x0 ∈ dom f och f(x0) ≤ L.

Ifall gränspunkten x0 inte ligger i dom f utan i cl(dom f) \ dom f , s̊a är
därför nödvändigtvis L = +∞. Därmed har vi visat att (8.4) gäller.

Antag omvänt att (8.4) gäller för alla konvergenta följder. L̊at ((xk, tk))
∞
1

vara en följd av punkter i epi f som konvergerar mot en punkt (x0, t0). D̊a
konvergerar (xk)

∞
1 mot x0 och (tk)

∞
1 mot t0, och eftersom f(xk) ≤ tk för alla

k är
lim
k→∞

f(xk) ≤ lim
k→∞

tk = t0.

Därför är säkert limk→∞ f(xk) < +∞, s̊a det följer av olikheten (8.4) att dels
x0 ∈ dom f , dels f(x0) ≤ t0. Detta betyder att gränspunkten (x0, t0) ligger i
epi f , som därför är en sluten mängd.

Korollarium 8.2.2. Antag att funktionen f : X → R är konvex och att
dom f är en relativt öppen mängd. D̊a är funktionen f sluten om och endast
om limk→∞ f(xk) = +∞ för alla följder (xk)

∞
1 i dom f som konvergerar mot

en relativ randpunkt till dom f .
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Bevis. Eftersom en konvex funktion är kontinuerlig i alla punkter som ligger
i det relativa inre av den effektiva domänen, är i detta fall limk→∞ f(xk) =
f(x0) för alla följder (xk)

∞
1 i dom f som konvergerar mot en punkt x0 i

dom f . Villkoret (8.4) i föreg̊aende sats är därför uppfyllt om och endast om
limk→∞ f(xk) = +∞ för alla följder (xk)

∞
1 i dom f som konvergerar mot en

punkt i rbdry(dom f).

Eftersom affina mängder saknar relativa randpunkter, är speciellt alla
reellvärda konvexa funktioner med affina mängder som definitionsmängder
slutna (och kontinuerliga).

Exempel 8.2.1. Den konvexa funktionen f(x) = − lnx med R++ som defi-
nitionsmängd är sluten eftersom lim

x→0
f(x) = +∞.

Sats 8.2.3. Om funktionen f : X → R är konvex och sluten, s̊a är

f(x) = lim
λ→1−

f(λx+ (1− λ)y)

för alla x, y ∈ dom f .

Bevis. För alla konvexa funktioner f är

lim
λ→1−

f(λx+ (1− λ)y) ≤ lim
λ→1−

(λf(x) + (1− λ)f(y)) = f(x),

medan olikheten
lim
λ→1−

f(λx+ (1− λ)y) ≥ f(x)

gäller för slutna konvexa funktioner p̊a grund av sats 8.2.1.

Sats 8.2.4. Antag att f och g är tv̊a slutna konvexa funktioner s̊adana att

rint(dom f) = rint(dom g)

och
f(x) = g(x)

för alla x ∈ rint(dom f). D̊a är f = g.

Bevis. Vi p̊aminner om att likheten f = g ska tolkas s̊a att dom f = dom g
och f(x) = g(x) för alla punkter x i den gemensama effektiva domänen.

Om rint(dom f) = ∅, s̊a är dom f = dom g = ∅, och d̊a finns det ingenting
att visa, s̊a antag att x0 är en punkt i rint(dom f). För varje x ∈ dom f och
0 < λ < 1 ligger d̊a punkterna λx + (1 − λ)x0 ocks̊a i rint(dom f), s̊a det
följer av v̊ara antaganden och sats 8.2.3 att

g(x) = lim
λ→1−

g(λx+ (1− λ)x0) = lim
λ→1−

f(λx+ (1− λ)x0) = f(x),
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vilket innebär att g(x) = f(x) för alla x ∈ dom f och att dom f ⊆ dom g. Av
symmetriskäl gäller ocks̊a den omvända inklusionen, s̊a dom f = dom g.

Sats 8.2.5. Om f : X → R och g : Y → R är tv̊a slutna konvexa funktioner
och X ∩Y 6= ∅, s̊a är summan f + g : X ∩Y → R en sluten konvex funktion.

Bevis. Satsen följer av karakteriseringen av slutenhet i sats 8.2.1. L̊at (xk)
∞
1

vara en konvergent följd av punkter i dom(f + g) med gränsvärde x0. Om x0

ligger i dom(f + g) (= dom f ∩ dom g), s̊a är nämligen

lim
k→∞

(f(xk) + g(xk)) ≥ lim
k→∞

f(xk) + lim
k→∞

g(xk) ≥ f(x0) + g(x0),

och om x0 ligger utanför dom(f + g), s̊a använder vi den triviala inklusionen

cl(A ∩B) \ A ∩B ⊆ (clA \ A) ∪ (clB \B),

med A = dom f ochB = dom g, och drar slutsatsen att summan f(xk)+g(xk)
g̊ar mot +∞, ty åtminstone en av följderna (f(xk))

∞
1 och (g(xk))

∞
1 g̊ar mot

+∞, och den andra följden har ett ändligt undre limes s̊avida den inte ocks̊a
g̊ar mot +∞.

Tillslutningen

Definition. L̊at f : X → R vara en funktion som är definierad p̊a en delmängd
av Rn och definiera (cl f)(x) för x ∈ Rn genom att sätta

(cl f)(x) = inf{t | (x, t) ∈ cl(epi f)}.

Funktionen cl f : Rn → R kallas tillslutningen av f .

Tillslutningen av en konvex funktion har följande egenskaper.

Sats 8.2.6. Antag att f är en konvex funktion vars effektiva domän är en
icke-tom delmängd av Rn. D̊a gäller:

(i) Tillslutningen cl f : Rn → R är en konvex funktion.

(ii) dom f ⊆ dom(cl f) ⊆ cl(dom f).

(iii) rint(dom(cl f)) = rint(dom f).

(iv) (cl f)(x) ≤ f(x) för alla x ∈ dom f .

(v) (cl f)(x) = f(x) för alla x ∈ rint(dom f).

(vi) epi(cl f) = cl(epi f).
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Bevis. (i) L̊at x0 vara en godtycklig punkt i rint(dom f), och l̊at c vara en
subgradient till f i punkten x0. D̊a är f(x) ≥ f(x0) + 〈c, x − x0〉 för alla
x ∈ dom f , vilket innebär att epigrafen epi f ligger i den slutna mängden
K = {(x, t) ∈ cl(dom f) × R | 〈c, x − x0〉 + f(x0) ≤ t}. Det följer att
cl(epi f) ⊆ K, s̊a

(cl f)(x) = inf{t | (x, t) ∈ cl(epi f)} ≥ inf{t | (x, t) ∈ K}
= f(x0) + 〈c, x− x0〉 > −∞

för alla x ∈ Rn. Funktionen cl f har därför R som m̊almängd, och att den
är konvex följer nu av sats 6.2.6 eftersom mängden cl(epi f) är konvex.

(ii), (iv) och (v) Av inklusionen epi f ⊆ cl(epi f) ⊆ K följer att

(cl f)(x)

{
≤ inf{t | (x, t) ∈ epi f} = f(x) < +∞ om x ∈ dom f ,

≥ inf{t | (x, t) ∈ K} = inf ∅ = +∞ om x /∈ cl(dom f),

(cl f)(x0) ≥ inf{t | (x0, t) ∈ K} = f(x0).

Detta visar att dom f ⊆ dom(cl f) ⊆ cl(dom f), att (cl f)(x) ≤ f(x) för
alla x ∈ dom f , samt att (cl f)(x0) = f(x0), och eftersom x0 är en god-
tycklig punkt i rint(dom f) drar vi slutsatsen att (cl f)(x) = f(x) för alla
x ∈ rint(dom f).

(iii) Eftersom rint(clX) = rintX för godtyckliga konvexa mängder X, följer
det speciellt av (ii) att

rint(dom f) ⊆ rint(dom(cl f)) ⊆ rint(cl(dom f)) = rint(dom f),

med slutsatsen att rint(dom(cl f)) = rint(dom f).

(vi) Implikationerna

(x, t) ∈ cl(epi f)⇒ (cl f)(x) ≤ t⇒ (x, t) ∈ epi(cl f)

följer omedelbart av definitionerna av cl f och epigraf. Antag omvänt att
(x, t) är en punkt i epi(cl f), dvs. att (cl f)(x) ≤ t, och l̊at U × I vara en
öppen omgivning av (x, t). I omgivningen I av t finns det d̊a ett tal s s̊adant
att (x, s) ∈ cl(epi f), och eftersom U × I ocks̊a är en öppen omgivning av
(x, s), är epi f ∩ (U × I) 6= ∅. Detta visar att (x, t) ∈ cl(epi f), och s̊aledes
gäller ocks̊a implikationen

(x, t) ∈ epi(cl f)⇒ (x, t) ∈ cl(epi f).

Därmed har vi ocks̊a visat att epi(cl f) = cl(epi f).

Sats 8.2.7. Om f är en sluten konvex funktion, s̊a är cl f = f .

Bevis. Enligt sats 8.2.6 är rint(dom(cl f)) = rint(dom f) och (cl f)(x) = f(x)
för alla x ∈ rint(dom f). Det följer därför av sats 8.2.4 att cl f = f .
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8.3 Konjugatfunktionen

Definition. L̊at f : X → R vara en godtycklig funktion som är definierad p̊a
en delmängd X av Rn. Funktionen f ∗, som är definierad p̊a hela Rn av att

f ∗(y) = sup{〈y, x〉 − f(x) | x ∈ X}

för alla y ∈ Rn, kallas konjugatfunktionen eller Fencheltransformen till f .
Vi använder vidare den kortare beteckningen f ∗∗ för konjugatfunktionen

till f ∗, dvs. f ∗∗ = (f ∗)∗.

För funktioner f : X → R med icke-tom effektiv domän är konjugatfunk-
tionen f ∗ uppenbarligen en funktion Rn → R, och

f ∗(y) = sup{〈y, x〉 − f(x) | x ∈ dom f}.

I det triviala fallet d̊a f : X → R är en funktion med tom effektiv domän,
är först̊as f ∗(y) = −∞ för alla y ∈ Rn, och i det andra extremfallet att
f : X → R antar värdet −∞ i n̊agon punkt, är f ∗(y) = +∞ för alla y ∈ Rn.

x

y

(0,−f∗(c))

y = cxy = f(x)

Figur 8.2. D̊a f är en funktion R→ R är konjugatfunktionsvärdet
f∗(c) lika med det maximala vertikala avst̊andet mellan linjen y = cx
och funktionskurvan y = f(x). Om funktionen f är deriverbar, är
f∗(c) = cx0 − f(x0) för n̊agon punkt x0 där f ′(x0) = c.

Exempel 8.3.1. Stödfunktionerna, som definierades i avsnitt 6.9, är exempel
p̊a konjugatfunktioner. Definiera, givet en godtycklig delmängd A av Rn,
funktionen χA : Rn → R genom att sätta

χA(x) =

{
0 om x ∈ A,

+∞ om x /∈ A.
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Funktionen χA kallas indikatorfunktionen till mängden A, och den är konvex
om mängden A är konvex. Uppenbarligen är

χ∗A(y) = sup{〈y, x〉 | x ∈ A} = SA(y)

för alla y ∈ Rn, s̊a stödfunktionen till mängden A sammanfaller med konju-
gatfunktionen χ∗A till A:s indikatorfunktion.

Vi är här primärt intresserade av konjugatfunktioner till konvexa funk-
tioner f : X → R, men vi startar med n̊agra generella resultat.

Sats 8.3.1. Konjugatfunktionen f ∗ till en funktion f : X → R med icke-tom
effektiv domän är konvex och sluten.

Bevis. Epigrafen epi f ∗ best̊ar av alla punkter (y, t) ∈ Rn × R som uppfyller
olikheterna 〈x, y〉 − t ≤ f(x) för alla x ∈ dom f , vilket betyder att den är
lika med ett snitt av slutna halvrum i Rn×R. S̊a epi f ∗ är en sluten konvex
mängd, och konjugatfunktionen f ∗ är därför en sluten konvex funktion.

Sats 8.3.2 (Fenchels olikhet). L̊at f : X → R vara en funktion med icke-tom
effektiv domän. För alla x ∈ X och alla y ∈ Rn är

〈x, y〉 ≤ f(x) + f ∗(y),

och likhet gäller för ett givet x ∈ dom f om och endast om y ∈ ∂f(x).

Bevis. Olikheten är trivialt uppfylld för x ∈ X \ dom f , och för x ∈ dom f
och godtyckligt y ∈ Rn följer den omedelbart av definitionen av f ∗(y) som
supremum. Definitionen av subgradient ger oss vidare för x ∈ dom f ekviva-
lenserna

y ∈ ∂f(x)⇔ f(z)− f(x) ≥ 〈y, z − x〉 för alla z ∈ dom f

⇔ 〈y, z〉 − f(z) ≤ 〈y, x〉 − f(x) för alla z ∈ dom f

⇔ f ∗(y) ≤ 〈y, x〉 − f(x)

⇔ f(x) + f ∗(y) ≤ 〈x, y〉,

och genom att kombinera detta med den redan bevisade Fenchels olikhet
erh̊aller vi ekvivalensen y ∈ ∂f(x)⇔ f(x) + f ∗(y) = 〈x, y〉.

För alla punkter y i mängden
⋃
{∂f(x) | x ∈ dom f} är s̊aledes

f ∗(y) = 〈xy, y〉 − f(xy),

där xy är en punkt s̊adan att y ∈ ∂f(xy). För differentierbara funktioner f
erh̊alls punkterna xy som lösningar till ekvationen f ′(x) = y. Här följer ett
konkret exempel.
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Exempel 8.3.2. L̊at f : ]−1,∞[→ R vara funktionen

f(x) =


−x(x+ 1)−1 om −1 < x ≤ 0,

2x om 0 ≤ x < 1,

(x− 2)2 + 1 om 1 ≤ x < 2,

2x− 3 om x ≥ 2,

vars graf visas i den vänstra delen av figur 8.3.

−1 1 2 3 x

1

2

3

y

1

2

3

−1−2−3−4 1 2

+∞

Figur 8.3. Till vänster grafen till en funktion f : ]−1,∞[→ R
och till höger grafen till konjugatfunktionen f∗ : R→ R.

En titt p̊a figuren ger vid handen att funktionskurvan y = f(x) ligger
ovanför alla linjer som tangerar kurvan i en punkt (x, y) med −1 < x < 0,
ovanför alla linjer genom origo med en lutning mellan f ′−(0) = −1 och lut-
ningen hos kordan mellan origo och punkten (2, 1) p̊a kurvan, och ovanför
alla linjer genom punkten (2, 1) med lutning mellan 1

2
och f ′+(2) = 2. Detta

innebär att⋃
{∂f(x)} =

⋃
−1<x<0

{f ′(x)} ∪ ∂f(0) ∪ ∂f(2) ∪
⋃
x>2

{f ′(x)}

= ]−∞,−1[ ∪ [−1, 1
2
] ∪ [1

2
, 2] ∪ {2} = ]−∞, 2].

Ekvationen f ′(x) = c har för c < −1 lösningen x = −1 +
√
−1/c i

intervallet −1 < x < 0. Med

xc =


−1 +

√
−1/c för c < −1,

0 för −1 ≤ c ≤ 1
2
,

2 för 1
2
≤ c ≤ 2
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gäller nu c ∈ ∂f(xc), s̊a det följer av p̊apekandet efter sats 8.3.2 att

f ∗(c) = cxc − f(xc) =


−c− 2

√
−c+ 1 för c < −1,

0 för −1 ≤ c ≤ 1
2
,

2c− 1 för 1
2
≤ c ≤ 2.

För c > 2 är uppenbarligen

f ∗(c) = sup
x>−1
{cx− f(x)} ≥ sup

x≥2
{cx− f(x)} = sup

x≥2
{(c− 2)x+ 3} = +∞,

s̊a dom f ∗ =]−∞, 2]. Grafen till konjugatfunktionen f ∗ visas i den högra
delen av figur 8.3.

Sats 8.3.3. L̊at f : X → R vara en godtycklig funktion. D̊a är

f ∗∗(x) ≤ f(x)

för alla x ∈ X. Vidare är f ∗∗(x) = f(x) om x ∈ dom f och ∂f(x) 6= ∅.

Bevis. Om f(x) = +∞ för alla x ∈ X, s̊a är f ∗ ≡ −∞ och f ∗∗ ≡ +∞
enligt anmärkningarna efter definitionen, s̊a olikheten gäller med likhet för
alla x ∈ X i detta triviala fall.

Antag därför att dom f 6= ∅. För x ∈ X är d̊a 〈x, y〉 − f ∗(y) ≤ f(x) för
alla y ∈ dom f ∗ p̊a grund av Fenchels olikhet, s̊a det följer genom supremum-
bildning att f ∗∗(x) = sup{〈x, y〉 − f ∗(y) | y ∈ dom f ∗} ≤ f(x).

Om ∂f(x) 6= ∅, s̊a f̊ar vi vidare genom att välja y ∈ ∂f(x) likhet i Fenchels
olikhet, vilket betyder att f(x) = 〈x, y〉 − f ∗(y) ≤ f ∗∗(x) och medför att
f(x) = f ∗∗(x).

Eftersom en konvex funktion har en subgradient i alla punkter i det rela-
tiva inre av den effektiva domänen, har vi följande omedelbara korollarium
till sats 8.3.3.

Korollarium 8.3.4. Om f är en konvex funktion, s̊a är f ∗∗(x) = f(x) för
alla x i det relativa inre av dom f .

Vi ska visa att f ∗∗ = cl f för alla konvexa funktioner f , och för den skull
behöver vi följande lemma.

Lemma 8.3.5. Antag att f är en konvex funktion och att (x0, t0) är en punkt
i Rn × R som inte tillhör cl(epi f). D̊a finns det en vektor c ∈ Rn och ett
reellt tal d s̊a att det ”icke-vertikala” hyperplanet

H = {(x, xn+1) | xn+1 = 〈c, x〉+ d}

separerar punkten (x0, t0) strikt fr̊an cl(epi f).



154 8 Subdifferentialen

Bevis. Det finns enligt separationssatsen 3.1.3 ett hyperplan

H = {(x, xn+1) | cn+1xn+1 = 〈c, x〉+ d}
som separerar punkten strikt fr̊an cl(epi f). Om cn+1 6= 0, s̊a kan vi utan
inskränkning anta att cn+1 = 1, och vi har ingenting att visa. S̊a antag att
cn+1 = 0, och välj tecken p̊a c och d s̊a att 〈c, x0〉+ d > 0 och 〈c, x〉+ d < 0
för alla x ∈ dom f .

Genom att använda oss av subgradienten c′ i en punkt i det relativa inre
av dom f f̊ar vi en affin funktion 〈c′, x〉+ d′ s̊adan att f(x) ≥ 〈c′, x〉+ d′ för
alla x ∈ dom f . För x ∈ dom f och alla positiva tal λ är

f(x) ≥ 〈c′, x〉+ d′ + λ(〈c, x〉+ d) = 〈c′ + λc, x〉+ d′ + λd,

medan

〈c′ + λc, x0〉+ d′ + λd = 〈c′, x0〉+ d′ + λ(〈c, x0〉+ d) > t0

för alla tillräckligt stora tal λ. Om λ är tillräckligt stort ligger s̊aledes epi-
grafen epi f ovanför hyperplanet

Hλ = {(x, xn+1) | xn+1 = 〈c′ + λc, x〉+ d′ + λd}.
och punkten (x0, t0) strikt under samma hyperplan, och vi behöver nu bara
parallellförskjuta detta hyperplan en smula ned̊at för att erh̊alla ett icke-
vertikalt hyperplan som separerar (x0, t0) strikt fr̊an cl(epi f).

Lemma 8.3.6. Om f : X → R är en konvex funktion, s̊a är

rint(dom f ∗∗) = rint(dom f).

Bevis. Eftersom rint(dom f) = rint(cl(dom f)), räcker det att visa inklusio-
nen

dom f ⊆ dom f ∗∗ ⊆ cl(dom f).

Den vänstra inklusionen följer omedelbart av olikheten i sats 8.3.3. För att
visa den högra inklusionen antar vi att x0 /∈ cl(dom f) och ska visa att detta
medför att x0 /∈ dom f ∗∗.

Det följer av v̊art antagande att punkterna (x0, t0) inte tillhör cl(epi f) för
n̊agot tal t0. S̊a givet t0 ∈ R finns det enligt föreg̊aende lemma ett hyperplan

H = {(x, xn+1) ∈ Rn × R | xn+1 = 〈c, x〉+ d}
som separarerar (x0, t0) strikt fr̊an cl(epi f), och detta medför speciellt att
t0 < 〈c, x0〉+ d och att 〈c, x〉+ d < f(x) för alla x ∈ dom f . Det följer att

−d ≥ sup{〈c, x〉 − f(x) | x ∈ dom f} = f ∗(c),

varför
t0 < 〈c, x0〉+ d ≤ 〈c, x0〉 − f ∗(c) ≤ f ∗∗(x0).
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Eftersom detta gäller för alla reella tal t0 är f ∗∗(t0) = +∞, vilket innebär
att x0 /∈ dom f ∗∗.

Sats 8.3.7. Om f är en konvex funktion, s̊a är f ∗∗ = cl f .

Bevis. Det följer av lemma 8.3.6 och (iii) i sats 8.2.6 att rint(dom f ∗∗) =
rint(dom(cl f)), och av sats 8.3.4 och (v) i sats 8.2.6 att f ∗∗(x) = (cl f)(x)
för alla x ∈ rint(dom f ∗∗). Eftersom de b̊ada funktionerna f ∗∗ och cl f är
slutna och konvexa, är de därför lika enligt sats 8.2.4.

Korollarium 8.3.8. Om f är en sluten konvex funktion, s̊a är f ∗∗ = f .

8.4 Riktningsderivatan

Definition. Antag att funktionen f : X → R är definierad i en omgivning av
x och l̊at v vara en godtycklig vektor i Rn. Gränsvärdet

f ′(x; v) = lim
t→0+

f(x+ tv)− f(x)

t

kallas, förutsatt att det existerar, riktningsderivatan till f i punkten x med
riktningen v.

Om funktionen f är differentierbar i punkten x, s̊a är först̊as f ′(x; v) =
Df(x)[v].

Exempel 8.4.1. För envariabelfunktioner f är tydligen

f ′(x; v) =


f ′+(x)v om v > 0,

0 om v = 0,

f ′−(v)v om v < 0.

Riktningsderivatan generaliserar s̊aledes begreppen vänster- och högerderi-
vata.

Sats 8.4.1. Om f : X → R är en konvex funktion med öppen definitions-
mängd, s̊a existerar riktningsderivatan f ′(x; v) för alla x ∈ X och alla rikt-
ningar v, och

f(x+ v) ≥ f(x) + f ′(x; v)

om x+ v ligger i X.
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Bevis. Sätt φ(t) = f(x + tv); d̊a är f ′(x; v) = φ′+(0), som existerar ef-
tersom konvexa envariabelfunktioner har högerderivator i varje punkt enligt
sats 7.1.2. Vidare är

φ(t) ≥ φ(0) + φ′+(0) t

för alla t i funktionens definitionsmängd, och vi f̊ar olikheten i satsen genom
att välja t = 1.

Sats 8.4.2. Riktningsderivatan f ′(x; v) till en konvex funktion är positivt
homogen och konvex i den andra variabeln v, dvs.

f ′(x;αv) = αf ′(x; v) om α ≥ 0

f ′(x;αv + (1− α)w) ≤ αf ′(x; v) + (1− α)f ′(x;w) om 0 ≤ α ≤ 1.

Bevis. Homogeniteten följer direkt ur definitionen (för godtyckliga funktio-
ner). För konvexa funktioner är vidare

f(x+ t(αv + (1− α)w))− f(x) = f(α(x+ tv) + (1− α)(x+ tw))− f(x)

≤ α
(
f(x+ tv)− f(x)

)
+ (1− α)

(
f(x+ tw)− f(x)

)
.

Division med t > 0 och gränsöverg̊ang d̊a t→ 0+ ger nu den sökta konvexi-
tetsolikheten.

För konvexa envariabelfunktioner f ges sambandet mellan subgradient
och riktningsderivata av sats 7.1.2 − talet c är en subgradient i punkten x
om och endast om f ′−(x) ≤ c ≤ f ′+(x), och subdifferentialen ∂f(x) är med
andra ord lika med intervallet [f ′−(x), f ′+(x)].

L̊at oss uttrycka detta samband med hjälp av subdifferentialens stöd-
funktion. Vi p̊aminner d̊a om att stödfunktionen SX till en mängd X i Rn

definieras av att SX(x) = sup{〈y, x〉 | y ∈ X}. I envariabelfallet är

S∂f(x)(v) = S[f ′−(x),f ′+(x)](v) = max{f ′+(x)v, f ′−(x)v} =


f ′+(x)v om v > 0,

0 om v = 0,

f ′−(x)v om v < 0

= f ′(x; v),

och det är denna likhet som vi skall generalisera. Vi behöver för den skull
betrakta subgradienterna till funktionen v 7→ f ′(x; v), och denna funktions
subdifferential i punkten v0 kommer att betecknas ∂2f

′(x; v0).
Om funktionen f : X → R är konvex med öppen definitionsmängd X,

s̊a är funktionerna v 7→ f ′(x; v) ocks̊a konvexa enligt föreg̊aende sats, och
följaktligen är subdifferentialerna ∂2f

′(x; v) icke-tomma för alla x ∈ X och
alla v ∈ Rn.
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Lemma 8.4.3. För konvexa funktioner f : X → R med öppen definitions-
mängd X och punkter x ∈ X gäller:

c ∈ ∂2f
′(x; 0)⇔ f ′(x; v) ≥ 〈c, v〉 för alla v ∈ Rn(i)

∂2f
′(x; v) ⊆ ∂2f

′(x; 0) för alla v ∈ Rn(ii)

c ∈ ∂2f
′(x; v)⇒ f ′(x; v) = 〈c, v〉(iii)

∂f(x) = ∂2f
′(x; 0).(iv)

Bevis. Ekvivalensen (i) följer direkt av definitionen av subgradient beroende
p̊a att f ′(x; 0) = 0.

(ii) och (iii): Antag att c ∈ ∂2f
′(x; v) och l̊at w ∈ Rn vara en godtycklig

vektor. För t ≥ 0 f̊ar vi d̊a p̊a grund av homogenitet och definitionen av
subgradient:

tf ′(x;w) = f ′(x; tw) ≥ f ′(x; v) + 〈c, tw − v〉 = f ′(x; v) + t〈c, w〉 − 〈c, v〉,

och detta är möjligt för alla t > 0 endast om f ′(x;w) ≥ 〈c, w〉. Det följer
därför av (i) att c ∈ ∂2f

′(x; 0), och därmed är inklusionen i (ii) bevisad. För
t = 0 f̊ar vi istället den omvända olikheten f ′(x; v) ≤ 〈c, v〉, s̊a f ′(x; v) =
〈c, v〉. Därmed är ocks̊a implikationen (iii) bevisad.

(iv) Antag att c ∈ ∂2f
′(x; 0). P̊a grund av (i) och sats 8.4.1 är

f(y) ≥ f(x) + f ′(x; y − x) ≥ f(x) + 〈c, y − x〉

för alla y ∈ X, vilket visar att c är en subgradient till f i punkten x och ger
oss inklusionen ∂2f

′(x; 0) ⊆ ∂f(x).
Antag omvänt att c ∈ ∂f(x); d̊a är f(x+ tv)− f(x) ≥ 〈c, tv〉 = t〈c, v〉 för

alla tillräckligt små t. Division med t > 0 och gränsöverg̊ang d̊a t→ 0+ ger
olikheten f ′(x; v) ≥ 〈c, v〉, och av (i) följer därför c ∈ ∂2f

′(x; 0). Därmed är
ocks̊a den omvända inklusionen ∂f(x) ⊆ ∂2f

′(x; 0) visad.

Sats 8.4.4. Antag att f : X → R är en konvex funktion med öppen defini-
tionsmängd. D̊a är

f ′(x; v) = S∂f(x)(v) = max{〈c, v〉 | c ∈ ∂f(x)}

för alla x ∈ X och alla v ∈ Rn.

Bevis. Det följer av (i) och (iv) i föreg̊aende lemma att 〈c, v〉 ≤ f ′(x; v) för
alla c ∈ ∂f(x), och av (ii), (iii) och (iv) i samma lemma att 〈c, v〉 antar värdet
f ′(x; v) för alla subgradienter c i den icke-tomma delmängden ∂2f

′(x; v) av
∂f(x).
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8.5 Subdifferentieringsregler

Sats 8.5.1. Antag att funktionerna fi : X → R är konvexa med öppen defini-
tionsmängd X och talen αi är icke-negativa för i = 1, 2 . . . ,m, samt definiera

f =
m∑
i=1

αifi.

D̊a är

∂f(x) =
m∑
i=1

αi∂fi(x).

Bevis. En summa av kompakta, konvexa mängder är kompakt och konvex,
s̊a mängden

∑m
i=1 αi∂fi(x) är liksom mängden ∂f(x) sluten och konvex. Det

räcker därför p̊a grund av sats 6.9.2 att visa att de b̊ada mängderna har
samma stödfunktion. Men p̊a grund av satserna 8.4.4 och 6.9.1 är

S∂f(x)(v) = f ′(x; v) =
m∑
i=1

αif
′
i(x; v) =

m∑
i=1

αiS∂fi(x) = S∑m
i=1 αi∂fi(x)(v).

Sats 8.5.2. Antag att funktionerna fi : X → R är konvexa med öppen defi-
nitionsmängd X för i = 1, 2,. . . , m, och definiera

f = max
1≤i≤m

fi.

För x ∈ X är d̊a
∂f(x) = cvx

( ⋃
i∈I(x)

∂fi(x)
)
,

där I(x) = {i | fi(x) = f(x)}.

Bevis. Funktionerna fi är kontinuerliga och fj(x) < f(x) för alla j /∈ I(x).
För alla tillräckligt små t är därför

f(x+ tv)− f(x) = max
i∈I(x)

fi(x+ tv)− f(x) = max
i∈I(x)

(fi(x+ tv)− fi(x)),

och det följer därför, efter division med t och gränsöverg̊ang, att

f ′(x; v) = max
i∈I(x)

f ′i(x; v).

Enligt sats 6.9.1 är följaktligen

S∂f(x)(v) = f ′(x; v) = max
i∈I(x)

f ′i(x; v) = max
i∈I(x)

S∂fi(x)(v) = S⋃
i∈I(x) ∂fi(x)(v)

= Scvx(
⋃
i∈I(x) ∂fi(x))(v),

och p̊ast̊aendet i satsen följer nu av sats 6.9.2.
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Nästa sats visar hur sammansättning med affina funktioner p̊averkar sub-
differentialen.

Sats 8.5.3. Antag att C är en linjär avbildning fr̊an Rn till Rm, att b är en
vektor i Rm och att g är en konvex funktion med öppen definitionsmängd i
Rm och definiera funktionen f genom att sätta f(x) = g(Cx+ b). För varje
x ∈ dom f är d̊a

∂f(x) = CT(∂g(Cx+ b)).

Bevis. Mängderna ∂f(x) och CT(∂g(Cx + b)) är konvexa och kompakta, s̊a
det räcker därför att visa att de har samma stödfunktioner. För varje vektor
v är

f ′(x; v) = lim
t→0+

g(C(x+ tv) + b)− g(Cx+ b)

t

= lim
t→0+

g(Cx+ b+ t Cv)− g(Cx+ b)

t
= g′(Cx+ b;Cv),

s̊a det följer med hjälp av sats 6.9.1 att

S∂f(x)(v) = f ′(x; v) = g′(Cx+ b;Cv) = S∂g(Cx+b)(Cv) = SCT(∂g(Cx+b))(v).

Karush–Kuhn–Tuckers sats

Som tillämpning av räknereglerna för subgradienter visar vi en variant av
en sats av Karush–Kuhn–Tucker om minimering av konvexa funktioner med
konvexa bivillkor. Vi återkommer med en utförlig behandling av detta tema
i kapitlen 10 och 11.

Sats 8.5.4. Antag att funktionerna f , g1, g2, . . . , gm är konvexa och definie-
rade p̊a en öppen konvex mängd Ω, och sätt

X = {x ∈ Ω | gi(x) ≤ 0 för i = 1, 2, . . . ,m.}
Antag vidare att det finns en punkt x ∈ Ω s̊a att gi(x) < 0 för i = 1, 2, . . . ,m
(Slaters villkor).

D̊a är en punkt x̂ ∈ X en minimipunkt till restriktionen f |X om och
endast om det för i = 1, 2, . . . ,m existerar subgradienter ci ∈ ∂gi(x̂) och
skalärer λ̂i ∈ R+ med följande egenskaper:

−
m∑
i=1

λ̂ici ∈ ∂f(x̂) och(i)

λ̂igi(x̂) = 0 för i = 1, 2, . . . ,m.(ii)



160 8 Subdifferentialen

Anmärkning. För differentierbara funktioner f̊ar villkoret (i) formen:

∇f(x̂) +
m∑
i=1

λ̂i∇gi(x̂) = 0.

Jämför med sats 11.2.1.

Bevis. L̊at x̂ vara en punkt i X och betrakta den konvexa funktionen

h(x) = max {f(x)− f(x̂), g1(x), . . . , gm(x)}

med Ω som definitionsmängd. Tydligen är h(x̂) = 0. Om vi definierar

I(x̂) = {i | gi(x̂) = 0},

s̊a är I(x̂) = {i | gi(x̂) = h(x̂)}, och det följer därför av sats 8.5.2 att

∂h(x̂) = cvx
(
∂f(x̂) ∪

⋃
{∂gi(x̂) | i ∈ I(x̂)}

)
.

Antag nu att x̂ är en minimipunkt till restriktionen f |X . För x ∈ X är
d̊a h(x) = f(x)− f(x̂) ≥ 0 med likhet för x = x̂, och för x /∈ X är h(x) > 0
beroende p̊a gi(x) > 0 för n̊agot i. Följaktligen är x̂ en global minimipunkt
till h.

Omvänt, om x̂ är en global minimipunkt till h, s̊a är h(x) ≥ 0 för alla
x ∈ Ω, och för x ∈ X betyder detta att h(x) = f(x) − f(x̂) ≥ 0, s̊a x̂ är
ocks̊a en minimipunkt till restriktionen f |X .

Med hjälp av sats 8.1.2 f̊ar vi därför följande ekvivalenser:

x̂ är minimipunkt till f |X ⇔ x̂ är minimipunkt till h

⇔ 0 ∈ ∂h(x̂)

⇔ 0 ∈ cvx
(
∂f(x̂) ∪

⋃
{∂gi(x̂) | i ∈ I(x̂)}

)
⇔ 0 = λ0c0 +

∑
i∈I(x̂)

λici

⇔ λ0c0 = −
∑
i∈I(x̂)

λici,(8.5)

där c0 ∈ ∂f(x̂), ci ∈ ∂gi(x̂) för i ∈ I(x̂), och skalärerna λi är icke-negativa
tal med summa 1.

Vi p̊ast̊ar nu att λ0 > 0. Antag nämligen motsatsen; d̊a är
∑

i∈I(x̂) λici = 0
och det följer att∑

i∈I(x̂)

λigi(x) ≥
∑
i∈I(x̂)

λi
(
gi(x̂) + 〈ci, x− x̂〉

)
= 〈

∑
i∈I(x̂)

λici, x− x̂〉 = 0,
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vilket är en motsägelse eftersom gi(x) < 0 för alla i och λi > 0 för n̊agot
i ∈ I(x̂).

Vi kan därför dividera likheten i (8.5) med λ0, och villkoren (i) och (ii) i
satsen blir nu uppfyllda om vi sätter λ̂i = λi/λ0 för i ∈ I(x̂) och λ̂i = 0 för
övriga i, samt väljer godtyckliga subgradienter ci ∈ ∂gi(x̂) för i /∈ I(x̂).

Övningar

8.1 Antag att funktionen f : Rn → R är starkt konvex. Visa att

lim
‖x‖→∞

f(x) =∞.

8.2 Bestäm ∂f(−1, 1) för funktionen f(x1, x2) = max(|x1|, |x2|).

8.3 Bestäm subdifferentialen ∂f(0) i origo till funktionen f : Rn → R om

a) f(x) = ‖x‖2 b) f(x) = ‖x‖∞ c) f(x) = ‖x‖1.

8.4 Bestäm konjugatfunktionen till följande funktioner:

a) f(x) = ax+ b, dom f = R b) f(x) = − lnx, dom f = R++

c) f(x) = ex, dom f = R d) f(x) = x lnx, dom f = R++

e) f(x) = 1/x, dom f = R++.

8.5 Utnyttja sambandet mellan stödfunktion SA och indikatorfunktion χA och
det faktum att SA = Scl(cvxA) för att visa korollarium 6.9.3, dvs att

cl(cvxA) = cl(cvxB) ⇔ SA = SB.
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Kapitel 9

Optimering

Det latinska ordet optimum betyder ’det yppersta’. Det optimala alterna-
tivet bland ett antal olika alternativ är det som är bäst i n̊agon mening. I
vid bemärkelse är följaktligen optimering konsten att bestämma det bästa
alternativet.

Optimeringsproblem förekommer inte bara inom olika omr̊aden av mänsk-
lig planering, utan även många fenomen i naturen kan förklaras utifr̊an enkla
optimeringsprinciper. Exempel p̊a detta är ljusets utbredning och brytning i
olika medier, värmeledning och kemisk jämvikt.

I vardagliga optimeringsproblem är det ofta sv̊art, för att inte säga omöj-
ligt, att jämföra och värdera olika alternativ p̊a ett meningsfullt sätt. I den
här framställningen lämnar vi den sv̊arigheten åt sidan, ty den kan änd̊a inte
lösas med matematiska metoder. V̊ar utg̊angspunkt är att alternativen är
värderade med hjälp av en funktion, t. ex. en vinst- eller kostnadsfunktion,
och att det alternativ som ger det största eller minsta funktionsvärdet är
bäst.

I det här kapitlet kommer vi allts̊a att inleda v̊art studium av problemet
att minimera eller maximera en funktion över mängder som är givna av ett
antal bivillkor.

9.1 Optimeringsproblem

Grundläggande beteckningar

För problemet att minimera en funktion f : Ω→ R över en delmängd X av
funktionens definitionsmängd Ω kommer vi att använda beteckningssättet

min f(x)
d̊a x ∈ X.

165
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Elementen i mängden X kallas optimeringsproblemets till̊atna punkter eller
till̊atna lösningar. Funktionen f är problemets m̊alfunktion.

Observera att vi till̊ater ∞ som funktionsvärde hos målfunktionen i ett
minimeringsproblem.

Minimeringsproblemets (optimala) värde vmin definieras som

vmin =

{
inf {f(x) | x ∈ X} om X 6= ∅,
∞ om X = ∅.

Det optimala värdet är allts̊a ett reellt tal om målfunktionen är ned̊at be-
gränsad och inte identiskt lika med ∞ p̊a mängden X, värdet är −∞ om
funktionen inte är ned̊at begränsad p̊a X, och värdet är slutligen ∞ om
målfunktionen är identiskt lika med ∞ p̊a X eller om X = ∅.

Vi kommer naturligtvis ocks̊a att studera maximeringsproblem, och pro-
blemet att maximera en funktion f : Ω→ R över X skrivs först̊as

max f(x)
d̊a x ∈ X.

Maximeringsproblemets (optimala) värde vmax definieras som

vmax =

{
sup {f(x) | x ∈ X} om X 6= ∅,
−∞ om X = ∅.

P̊a s̊a sätt blir allts̊a ett minimerings- eller maximeringsproblems värde
alltid definierat som ett reellt tal eller som n̊agon av symbolerna −∞ eller
∞, dvs. som ett element i den utvidgade tallinjen R. Om värdet är ett reellt
tal säger vi att optimeringsproblemet har ett ändligt värde.

Vi kallar en till̊aten punkt x0 i ett optimeringsproblem med målfunktion f
för en optimal punkt eller optimal lösning om problemets värde är ändligt och
lika med f(x0). En optimal lösning till ett minimeringsproblem är med andra
ord detsamma som en global minimipunkt (med ändligt funktionsvärde).
Naturligtvis kan problem med ändliga värden sakna optimala lösningar.

Ur matematisk synvinkel är det ingen principiell skillnad mellan maxime-
ringsproblem och minimeringsproblem, ty mellan de optimala värdena vmax

och vmin för problemen

max f(x)
d̊a x ∈ X

resp. min −f(x)
d̊a x ∈ X

r̊ader sambandet vmax = −vmin, och x0 är en maximipunkt till f om och
endast om x0 är en minimipunkt till −f . Av den anledningen kommer vi
oftast att nöja oss med att formulera resultat för minimeringsproblem.
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Slutligen en kommentar till varför vi till̊ater ∞ och −∞ som funktions-
värden hos m̊alfunktionerna i minimerings- och maximeringsproblem efter-
som detta kan tyckas komplicera framställningen. Den viktigaste anledning-
en är att vi ibland kommer att behöva funktioner som är definierade som
punktvisa suprema av en oändlig familj av funktioner, och även om samtliga
i familjen ing̊aende funktioner är reellvärda, kan supremumfunktionen anta
oändliga värden. Alternativet till att till̊ata funktioner med värden p̊a den ut-
vidgade reella tallinjen skulle i s̊a fall vara att inskränka definitionsmängden
för dessa supremumfunktioner, och detta blir varken enklare eller elegantare.

Allmänna synpunkter

Det finns n̊agra allmänna och kanske helt självklara synpunkter som kan
anläggas p̊a varje optimeringsproblem.

Existens av till̊atna punkter

Denna punkt kan förefalla trivial, ty om ett problem saknar till̊atna punkter
finns det inte s̊a mycket mer att tillägga. Man skall emellertid komma ih̊ag
att mängden av till̊atna punkter sällan är given explicit. Ofta definieras den
i stället av ett system av ekvationer och olikheter, som kanske inte är konsi-
stent. Även om det bakomliggande verkliga problemet har till̊atna punkter,
kan förenklingar och defekter i den matematiska modellen leda till att det
studerade matematiska problemet saknar till̊atna punkter.

Existens av optimal lösning

En förutsättning för att kunna bestämma den optimala lösningen är först̊as
att det finns n̊agon s̊adan. Många teoretiska resultat har formen ”Om x0 är
en optimal punkt, s̊a uppfyller x0 det eller det villkoret”, men även om detta
vanligtvis begränsar antalet potentiella kandidater, s̊a visar det inte att det
finns n̊agon optimal punkt.

Ur praktisk synvinkel är det däremot kanske inte s̊a viktigt att ett pro-
blem har en optimal lösning och − om s̊a är fallet − att hitta den exakta
optimala lösningen; praktikern nöjer sig ofta med en till̊aten lösning som har
ett målfunktionsvärde som är tillräckligt bra.

Entydighet

Är den optimala lösningen, om nu en s̊adan existerar, unik? För tillämparen,
som är ute efter den ”bästa” lösningen, är svaret förmodligen ointressant, ty
hon borde vara nöjd med att ha funnit en bästa lösning även om det finns flera
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lika bra. Och om hon nu skulle tycka att n̊agon av de optimala lösningarna är
bättre än de andra, s̊a kan vi bara konstatera att optimeringsproblemet inte
är riktigt ställt fr̊an början eftersom målfunktionen tydligen inte inkluderar
allt som krävs för att sortera fram den bästa lösningen.

För teoretikern kan det dock vara av intresse att veta att en optimal
lösning är unik − entydighet kan ofta användas för att dra intressanta slut-
satser om lösningen.

Parameterberoende och känslighet

Ibland, och i synnerhet i problem som kommer direkt fr̊an ”verkligheten”, in-
neh̊aller målfunktion och bivillkor parametrar, som bara är givna med en viss
noggrannhet och som i värsta fall är mer eller mindre grova uppskattningar.
I s̊adana fall räcker det inte att bestämma den optimala lösningen, utan det
är minst lika viktigt att veta hur lösningen ändras d̊a parametrarna ändras.
Om en liten störning av n̊agon parameter förändrar den optimala lösningen
mycket, finns det anledning att betrakta lösningen med stor skepsis.

Kvalitativa aspekter

Det är naturligtvis bara för en liten klass av optimeringsproblem som man
kan ange den optimala lösningen i exakt form, eller där lösningen kan be-
skrivas med en algoritm som terminerar efter ändligt många iterationer. Den
matematiska lösningen p̊a ett optimeringsproblem best̊ar ofta av ett antal
nödvändiga och/eller tillräckliga villkor, som den optimala lösningen måste
uppfylla. I bästa fall kan dessa ligga till grund för användbara numeriska al-
goritmer, och i andra fall kan de kanske bara användas för kvalitativa utsagor
om de optimala lösningarna, vilket emellertid i m̊anga situationer kan vara
väl s̊a intressant.

Algoritmer

Det finns ingen numerisk algoritm som löser alla optimeringsproblem även om
vi begränsar oss till problem av typen att minimera funktioner över mängder
som beskrivs av olikheter och likheter. Däremot finns det mycket effektiva
numeriska algoritmer för delklasser av optimeringsproblem, och många vikti-
ga tillämpade optimeringproblem r̊akar tillhöra just dessa klasser. Vi kommer
att studera ett par s̊adana algoritmer i del III och del IV av den här boken.

För optimeringsläran har utvecklingen inom algoritmomr̊adet varit minst
lika viktig som h̊ardvaruutvecklingen inom datoromr̊adet, och mycket av ut-
vecklingen har skett s̊a sent som under de senaste decennierna.



9.2 Klassificering av optimeringsproblem 169

9.2 Klassificering av optimeringsproblem

För att kunna säga n̊agonting vettigt om minimeringsproblemet

(P) min f(x)
d̊a x ∈ X

måste vi göra diverse antaganden om målfunktionen f : Ω → R och om
mängden X av till̊atna punkter.

Vi kommer alltid att anta att Ω är n̊agon delmängd av Rn och att
mängden X kan uttryckas som lösningsmängd till ett antal olikheter och
likheter, dvs. att

X = {x ∈ Ω | g1(x) ≤ 0, . . . , gp(x) ≤ 0, gp+1(x) = 0, . . . , gm(x) = 0},

där g1, g2, . . . , gm är reellvärda funktioner definierade p̊a Ω.
Vi utesluter naturligtvis inte möjligheten att samtliga bivillkor är likheter

(p = 0) eller att samtliga bivillkor är olikheter (p = m) eller att det saknas
bivillkor överhuvudtaget (m = 0).

Eftersom en likhet h(x) = 0 kan ersättas av de tv̊a olikheterna ±h(x) ≤ 0,
skulle vi utan inskränkning generellt kunna anta att samtliga bivillkor är
olikheter, men det är praktiskt att kunna formulera resultat för optimerings-
problem med likheter bland bivillkoren utan att först behöva göra s̊adana
omskrivningar.

Om x̂ är en till̊aten punkt och gi(x̂) = 0, säger man att det i:te bivillkoret
är aktivt i punkten x̂. Samtliga bivillkor i form av likheter (i ≥ p + 1) är
naturligtvis aktiva i samtliga till̊atna punkter.

Villkoret x ∈ Ω är (i fallet Ω 6= Rn) först̊as ocks̊a ett slags bivillkor,
men det spelar en annan roll än de övriga bivillkoren. Vi kommer ibland
att kalla det för det implicita bivillkoret för att särskilja det fr̊an de övriga
explicita bivillkoren. Om Ω ges som lösningsmängd till ett antal olikheter
av typen hi(x) ≤ 0 och funktionerna hi, m̊alfunktionen och de explicita
bivillkorsfunktionerna är definierade p̊a hela rummet Rn, kan vi naturligtvis
inkludera olikheterna hi(x) ≤ 0 bland de explicita villkoren och helt stryka
det implicita villkoret.

Definitionsmängden Ω kommer ofta att vara underförst̊add eller framg̊a
av sammanhanget, och den skrivs d̊a inte ut explicit i problemformuleringen
utan optimeringsproblemet (P) skrivs som

min f(x)

d̊a

{
gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , p
gi(x) = 0, i = p+ 1, . . . ,m.
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Linjär programmering

Problemet att maximera eller minimera en linjär form över en polyeder, som
är given i form av ett snitt av slutna halvrum, kallas linjär programme-
ring, förkortat LP. Problemet (P) är med andra ord ett LP-problem om
målfunktionen f är linjär och mängden X är given som lösningsmängd till
ett ändligt antal linjära likheter och olikheter.

Vi kommer att studera LP-problem utförligt i kapitel 12.

Konvex optimering

Minimeringsproblemet

min f(x)

d̊a

{
gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , p
gi(x) = 0, i = p+ 1, . . . ,m

med implicit bivillkor x ∈ Ω kallas konvext, om mängden Ω är konvex, mål-
funktionen f : Ω → R är konvex, och bivillkorsfunktionerna gi är konvexa
för i = 1, 2, . . . , p och affina för i = p+ 1, . . . ,m.

De affina villkoren gp+1(x) = 0, . . . , gm(x) = 0 i ett konvext problem kan
först̊as sammanfattas p̊a formen Ax = b, där A är en (m− p)× n-matris.

I ett konvext minimeringsproblem är mängden X av till̊atna punkter
konvex, ty omskrivningen

X =

p⋂
i=1

{x ∈ Ω | gi(x) ≤ 0} ∩
m⋂

i=p+1

{x | gi(x) = 0}

framställer X som ett snitt av subniv̊amängder till konvexa funktioner och
hyperplan.

Ett maximeringsproblem

max f(x)
d̊a x ∈ X

kallas konvext om motsvarande ekvivalenta minimeringsproblem

min −f(x)
d̊a x ∈ X

är konvext, vilket betyder att m̊alfunktionen f skall vara konkav.

LP-problem är först̊as konvexa optimeringsproblem. Allmänna konvexa
optimeringsproblem studeras i kapitel 11.
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Konvex kvadratisk programmering

Vi f̊ar ett specialfall av konvex optimering om X är en polyeder och målfunk-
tionen f är en summa av en linjär form och en positivt semidefinit kvadratisk
form, dvs. har utseendet f(x) = 〈c, x〉 + 〈x,Qx〉, där Q är en positivt semi-
definit matris. Problemet (P) kallas d̊a för konvex kvadratisk programmering.
LP-problemen utgör först̊as en delklass av de konvext kvadratiska problemen.

Icke-linjär optimering

Med icke-linjär optimering menas behandlingen av optimeringsproblem som
inte förutsätts vara LP-problem. Eftersom icke-linjär optimering inkluderar
nästan allt, finns det först̊as ingen generell teori som kan tillämpas p̊a ett
godtyckligt icke-linjärt optimeringsproblem.

Om f är en differentierbar funktion och X är ett ”hyggligt” omr̊ade i Rn,
kan man naturligtvis använda differentialkalkyl för att studera minimerings-
problemet (P). Vi p̊aminner i detta sammanhang om Lagranges sats, som
ger ett nödvändigt villkor för minimum (och maximum) i det fall d̊a

X = {x ∈ Rn | g1(x) = g2(x) = · · · = gm(x) = 0}.
En motsvarighet till Lagranges sats för optimeringsproblem med bivillkor i
form av olikheter ges i kapitel 10.

Heltalsprogrammering

Om somliga eller samtliga variabler i ett optimeringsproblem bara f̊ar anta
heltalsvärden, talar man om heltalsprogrammering. Problemet

min 〈c, x〉
d̊a x ∈ X ∩ (Zm × Rn−m)

där 〈c, x〉 är en linjär form och X är en polyeder i Rn kallas linjär hel-
talsprogrammering. Många problem som handlar om flöden i nätverk, t. ex.
varudistributionsproblem och maxflödesproblem, är linjära heltalsprogram-
meringsproblem och kan lösas med speciella algoritmer.

Simultan optimering

Vi skall slutligen kortfattat diskutera en typ av problem som egentligen inte
är optimeringsproblem i den tidigare bemärkelsen.

I många situationer kan en individ genom sitt agerande p̊averka n̊agot
utfall utan att för den skull ha full kontroll över situationen. Somliga variabler
kan ligga i händerna p̊a andra individer med helt olika önskem̊al vad utfallet
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beträffar, medan andra variabler kan vara styrda av slumpen. Problemet att
i n̊agon mening optimera utfallet skulle kunna kallas simultan optimering.

Simultan optimering behandlas i spelteorin, som är en teori för agerande
i konfliktsituationer. Spelteoretiska begrepp och resultat har visat sig vara
mycket fruktbara i olika sammanhang, t ex inom matematisk ekonomi.

9.3 Ekvivalenta problemformuleringar

L̊at oss informellt kalla tv̊a optimeringsproblem ekvivalenta om man p̊a ett
enkelt sätt kan bestämma en optimal lösning till det ena problemet givet en
optimal lösning till det andra och vice versa.

Ett trivialt exempel p̊a ekvivalenta problem som redan nämnts är proble-
men

max f(x)
d̊a x ∈ X

och min −f(x).
d̊a x ∈ X

Vi skall nu beskriva n̊agra användbara transformationer som leder till
ekvivalenta optimeringsproblem.

Elimination av likheter

Betrakta problemet

(P) min f(x)

d̊a

{
gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , p
gi(x) = 0, i = p+ 1, . . . ,m.

Om det är möjligt att lösa systemet av likheter och uttrycka systemets
lösningar p̊a formen x = h(y) med hjälp en parameter y som beskriver n̊agon
delmängd av Rd, s̊a kan vi eliminera likheterna ur problemet (P) och skriva
det som

(P′) min f(h(y))
d̊a gi(h(y)) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , p

Om ŷ är en optimal lösning till (P′), s̊a är först̊as h(ŷ) en lösning till (P).
Omvänt, om x̂ är en optimal lösning till (P), s̊a är x̂ = h(ŷ) för n̊agot
parametervärde ŷ, och detta parametervärde är d̊a en optimal lösning till
(P′).

Eliminationen är alltid möjlig (med en enkel algoritm) om samtliga bi-
villkorslikheter är affina, dvs. om systemet kan skrivas p̊a formen Ax = b
för n̊agon (m − p) × n-matris A. Förutsatt att systemet är konsistent är
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lösningsmängden ett affint delrum av dimension d = n − rangA, och det
finns en n × d-matris C av rang d och en lösning x0 till systemet s̊a att
Ax = b om och endast om x = Cy + x0 för n̊agot y ∈ Rd. Problemet (P) är
i detta fall s̊aledes ekvivalent med problemet

min f(Cy + x0)
d̊a gi(Cy + x0) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , p

(med implicit bivillkor Cy + x0 ∈ Ω).
I konvexa optimeringsproblem, och speciellt i LP-problem, kan vi s̊aledes

i princip alltid eliminera alla bivillkorslikheter och ersätta problemet med ett
ekvivalent optimeringsproblem med d variabler och oförändrat antal bivill-
korsolikheter.

Slackvariabler

En olikhet g(x) ≤ 0 gäller om och endast om det finns ett tal s ≥ 0 s̊a att
g(x) + s = 0. Genom att p̊a detta sätt ersätta samtliga olikheter i problemet

(P) min f(x)

d̊a

{
gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , p
gi(x) = 0, i = p+ 1, . . . ,m.

erh̊aller vi följande ekvivalenta problem

(P′) min f(x)

d̊a


gi(x) + si = 0, i = 1, 2, . . . , p

gi(x) = 0, i = p+ 1, . . . ,m
si ≥ 0, i = 1, 2, . . . , p

med n+ p variabler, m bivillkor i form av likheter och p olikhetsbivillkor. De
nya variablerna si kallas slackvariabler.

Om x̂ är en optimal lösning till (P), s̊a f̊ar vi optimal lösning (x̂, ŝ) till (P′)
genom att sätta ŝi = −gi(x̂). Omvänt, om (x̂, ŝ) är en optimal lösning till det
sistnämnda problemet, s̊a är först̊as x̂ en optimal lösning till ursprungspro-
blemet.

Om de ursprungliga bivillkoren är affina, s̊a är ocks̊a samtliga nya villkor
affina. Transformationen överför s̊aledes LP-problem i LP-problem.

Olikheter av typen g(x) ≥ 0 kan naturligtvis p̊a liknande sätt skrivas
som likheter g(x)−s = 0 med icke-negativa variabler s, som d̊a brukar kallas
surplusvariabler.
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Icke-negativa variabler

Varje reellt tal kan skrivas som en differens mellan tv̊a icke-negativa tal. I
ett optimeringsproblem kan vi s̊aledes ersätta en oinskränkt variabel xi, dvs.
en variabel som apriori f̊ar anta alla reella värden, med tv̊a icke-negativa
variabler x′i och x′′i genom att sätta

xi = x′i − x′′i , x′i ≥ 0, x′′i ≥ 0.

För varje oinskränkt variabel som ersätts ökar antalet variabler med ett
och antalet olikhetsvillkor med tv̊a, men transformationen leder uppenbar-
ligen till ett ekvivalent problem. Transformationen överför vidare konvexa
problem till konvexa problem och LP-problem till LP-problem.

Exempel 9.3.1. LP-problemet

min x1 + 2x2

d̊a


x1 + x2 ≥ 2

2x1−x2 ≤ 3
x1 ≥ 0

transformeras med hjälp av tv̊a slack/surplus-variabler och genom att ersätta
den oinskränkta variabeln med en differens av tv̊a icke-negativa variabler till
följande ekvivalenta LP-problem, där samtliga variabler är icke-negativa och
alla övriga bivillkor är likheter.

min x1 + 2x′2 − 2x′′2 + 0s1 + 0s2

d̊a


x1 + x′2−x′′2 − s1 = 2

2x1−x′2 + x′′2 + s2 = 3
x1, x

′
2, x
′′
2, s1, s2 ≥ 0.

Epigrafformulering

Varje optimeringsproblem kan ersättas av ett ekvivalent problem med linjär
målfunktionen, och tricket som åstadkommer detta best̊ar i att betrakta den
ursprungliga målfunktionens epigraf. De b̊ada problemen

(P) min f(x)
d̊a x ∈ X

och (P′) min t
d̊a f(x) ≤ t, x ∈ X

är nämligen ekvivalenta, och målfunktionen i (P′) är linjär. Om x̂ är en
optimal lösning till (P), s̊a är (x̂, f(x̂)) en optimal lösning till (P′), och om
(x̂, t̂) är en optimal lösning till (P′), s̊a är x̂ en optimal lösning till (P).
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Om problemet (P) är konvext, dvs. har formen

min f(x)

d̊a

{
gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , p
gi(x) = 0, i = p+ 1, . . . ,m

med konvexa funktioner f och gi för 1 ≤ i ≤ p, och affina funktionerna gi för
i ≥ p+ 1, s̊a är ocks̊a epigrafvarianten

min t

d̊a


f(x)− t ≤ 0,

gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , p
gi(x) = 0, i = p+ 1, . . . ,m

ett konvext problem.
D̊a man studerar allmänna egenskaper hos konvexa optimeringsproblem

kan man s̊aledes utan inskränkning anta att m̊alfunktionen är linjär.

Styckvis affina m̊alfunktioner

Antag att X är en polyeder (given som ett snitt av slutna halvrum) och
betrakta det konvexa optimeringsproblemet

(P) min f(x)
d̊a x ∈ X

där målfunktionen f(x) är styckvis affin och ges som

f(x) = max{〈ci, x〉+ bi | i = 1, 2, . . . ,m}.

Epigraftransformationen resulterar först i det ekvivalenta konvexa problemet

min t

d̊a

{
max

1≤i≤m
(〈ci, x〉+ bi) ≤ t

x ∈ X,

och eftersom max1≤i≤m αi ≤ t om och endast om αi ≤ t för samtliga i, är
detta problem i sin tur ekvivalent med LP-problemet

(P′) min t

d̊a

{
〈ci, x〉 − t+ bi ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m

x ∈ X.

LP-problemets bivillkorsmängd är en polyeder i Rn × R.
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Om målfunktionen i problemet (P) istället är en summa

f(x) = f1(x) + f2(x) + · · ·+ fk(x)

av styckvis affina funktioner fi, s̊a är problemet (P) ekvivalent med det kon-
vexa problemet

min t1 + t2 + · · ·+ tk

d̊a

{
fi(x) ≤ ti i = 1, 2, . . . , k

x ∈ X

och detta problem blir ett LP-problem om varje olikhet fi(x) ≤ ti uttrycks
som ett system av linjära olikheter p̊a liknande sätt som ovan.

9.4 N̊agra modellexempel

Dietproblemet

Vi börjar med ett klassiskt LP-problem som formulerades och studerades i
större skala i linjärprogrammeringens barndom. I handeln finns n livsmedel
L1, L2, . . . , Ln till en kostnad av c1, c2, . . . , cn kr per enhet. Livsmedlen in-
neh̊aller olika näringsämnen N1, N2, . . . , Nm (proteiner, kolhydrater, fetter,
vitaminer, etc). Antal enheter näringsämne per enhet livsmedel framg̊ar av
nedanst̊aende tabell:

L1 L2 . . . Ln
N1 a11 a12 . . . a1n

N2 a21 a22 . . . a2n
...
Nm am1 am2 . . . amn

Om man köper x1, x2, . . . , xn enheter av livsmedlen erh̊aller man s̊aledes

ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn

enheter av näringsämnet Ni till en kostnad av

c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn.

Antag att dagsbehovet av de olika näringsämnena är b1, b2, . . . , bm och att
det inte är skadligt att f̊a för mycket av n̊agot ämne. Problemet att tillgodose
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dagsbehovet till lägsta möjlig kostnad kallas dietproblemet. Matematiskt har
det formen

min c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn

d̊a



a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn ≥ b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn ≥ b2
...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn ≥ bm
x1, x2, . . . , xn ≥ 0.

Dietproblemet är s̊aledes ett LP-problem. Förutom att bestämma den opti-
mala dieten och kostnaden för denna är det av intresse att kunna besvara
följande fr̊agor:

1. Hur p̊averkas den optimala dieten och kostnaden av en prisändring p̊a
ett eller flera av livsmedlen?

2. Hur p̊averkas den optimala dieten om dagsbehovet av n̊agot närings-
ämne ändras?

3. Antag att det finns rena näringsämnen p̊a marknaden. Vad f̊ar de kosta
för att det skall löna sig att tillgodose sitt näringsbehov genom att
köpa rena näringsämnen och bara äta s̊adana? Knappast n̊agot smakligt
alternativ för en gourmet men fullt tänkbart vid djurutfodring.

Antag att kostnaden för den optimala dieten är z, och att kostnaden
för den optimala dieten d̊a behovet av näringsämne N1 ändras fr̊an b1 till
b1 + ∆b1, allt annat oförändrat, är z + ∆z. Det är självklart att kostnaden
inte kan minska när behovet ökar, s̊a därför medför ∆b1 > 0 att ∆z ≥ 0. Om
det är möjligt att köpa näringsämnet N1 i helt ren form till priset p1, s̊a är
det ekonomiskt fördelaktigt att tillgodose det ökade behovet genom att inta
näringsämnet i ren form förutsatt att p1∆b1 ≤ ∆z. Det maximala pris p̊a
N1 som gör näringsämnet i ren form till ett ekonomiskt alternativ är därför
∆z/∆b1, och gränsvärdet d̊a ∆b1 → 0, dvs. den partiella derivatan ∂z

∂b1
, kallas

i ekonomiska sammanhang för det duala priset eller skuggpriset.
Man kan beräkna näringsämnenas skuggpriserna genom att lösa ett med

dietproblemet relaterat LP-problem. Antag som ovan att marknaden tillhan-
dah̊aller näringsämnena i ren form och att priserna är y1, y2, . . . , ym. Eftersom
en enhet av livsmedel Li inneh̊aller a1i, a2i, . . . , ami enheter av respektive nä-
ringsämne, kan vi ”tillverka” en enhet av livsmedlet Li genom att köpa precis
denna uppsättning näringsämnen. Det är därför ekonomiskt fördelaktigt att
ersätta alla livsmedel med rena näringsämnen om

a1iy1 + a2iy2 + · · ·+ amiym ≤ ci

för i = 1, 2, . . . , n. Under dessa villkor blir kostnaden för den erforderliga
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dagsransonen b1, b2, . . . , bm högst lika med maximivärdet för LP-problemet

max b1y1 + b2y2 + · · ·+ bmym

d̊a



a11y1 + a21y2 + . . . + am1ym ≤ c1

a12y1 + a22y2 + . . . + am2ym ≤ c2
...

a1ny1 + a2ny2 + . . . + amnym ≤ cn
y1, y2, . . . , ym ≥ 0.

Vi kommer att visa att detta s. k. duala problem har samma optimala värde
som det ursprungliga dietproblemet och att skuggpriserna ger den optimala
lösningen.

Produktionsplanering

Många problem med anknytning till produktionsplanering kan formuleras
som LP-problem, och en pionjär inom omr̊adet var den ryske matematikern
och ekonomen Leonid Kantorovich som studerade och löste s̊adana problem
i slutet av 1930-talet. Här följer ett typiskt s̊adant problem.

Vid en fabrik kan man tillverka olika varor V1, V2, . . . , Vn. För detta behövs
olika insatsvaror (r̊avaror och halvfabrikat) samt olika typer av arbetsin-
satser, n̊agot som vi med ett gemensamt namn kallar produktionsfaktorer
P1, P2, . . . , Pm. Dessa finns tillgängliga i begränsade kvantiteter b1, b2, . . . , bm.
För att tillverka, marknadsföra och försälja en enhet av respektive vara åtg̊ar
det produktionsfaktorer i en omfattning som ges av följande tabell:

V1 V2 . . . Vn
P1 a11 a12 . . . a1n

P2 a21 a22 . . . a2n
...
Pm am1 am2 . . . amn

Varje tillverkad vara Vj kan säljas med en vinst som är cj kr/enhet. Man
vill nu planera produktionen x1, x2, . . . , xn av de olika varorna s̊a att vinsten
maximeras.

Genom att tillverka x1, x2, . . . , xn enheter av varorna erh̊aller man en
vinst som är lika med c1x1 + c2x2 + · · · + cnxn. Därvid förbrukas ai1x1 +
ai2x2 + · · ·+ ainxn enheter av produktionsfaktor Pi. Det optimeringsproblem
som vi behöver lösa är s̊aledes LP-problemet
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max c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn

d̊a



a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn ≤ b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn ≤ b2
...

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn ≤ bm
x1, x2, . . . , xn ≥ 0.

Här är det rimligt att ställa motsvarande fr̊agor som för dietproblemet, dvs.
hur p̊averkas den optimala lösningen och den optimala vinsten av

1. förändrad prissättning c1, c2, . . . , cn;

2. förändrad resurstilldelning.

Om vi ökar n̊agon resurs Pi som redan utnyttjas fullt ut, s̊a ökar (normalt)
vinsten. Vad skall priset p̊a denna resurs vara för att utökningen skall löna
sig? Det kritiska priset kallas skuggpriset, och det kan tolkas som en partiell
derivata och som lösningen p̊a ett dualt problem.

Transportproblemet

Ett annat klassiskt LP-problem, som i litet större skala uppställdes och löstes
innan simplexalgoritmen formulerats, är det s. k. transportproblemet.

En vara (t. ex. bensin) finns lagrad i m lager L1, L2, . . . , Lm p̊a olika orter
och efterfr̊agas vid n förbrukningsplatser F1, F2, . . . , Fn. Att frakta 1 enhet
fr̊an lagringsställe Li till förbrukningsplats Fj kostar cij kr. Vid Li finns
ai enheter och vid Fj efterfr̊agas bj enheter. Det totala lagret, dvs.

∑m
i=1 ai,

antas motsvara den totala efterfr̊agan
∑n

j=1 bj, s̊a det är möjligt att tillgodose
efterfr̊agan genom att distribuera xij enheter fr̊an Li till Fj. Problemet att

...

..

.

...

..

.

ai

bn

bj

b1

cij
xij

Figur 9.1. Transportproblemet.
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göra detta till lägsta transportkostnad ger tydligen upphov till LP-problemet

min
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij

d̊a


∑n

j=1 xij = ai, i = 1, 2, . . . , m∑m
i=1 xij = bj, j = 1, 2, . . . , n

xij ≥ 0, alla i, j.

Ett investeringsproblem

En investerare har 1 milj kr, som han tänker investera i olika projekt. Det
finns m intressanta projekt P1, P2, . . . , Pm att investera pengarna i. Avkast-
ningen kommer att bero dels p̊a projekten, dels p̊a den kommande ekonomis-
ka konjunkturen. Han tycker sig kunna identifiera n olika konjunkturlägen
K1, K2, . . . , Kn, men vilken konjunktur som kommer att r̊ada under det kom-
mande året, efter vilket han avser att ta hem vinsten, g̊ar det inte att ha
n̊agon uppfattning om. Däremot kan man med säkerhet bedöma avkastning-
en av de olika projekten under de olika konjunkturerna; varje investerad
miljon kr i projekt Pi ger en avkastning av aij milj kr om konjunkturläge
Kj r̊ader. Vi har med andra ord följande tabell över avkastningen för olika
projekt och konjunkturer:

K1 K2 . . . Kn

P1 a11 a12 . . . a1n

P2 a21 a22 . . . a2n
...
Pm am1 am2 . . . amn

V̊ar investerare avser att satsa x1, x2, . . . , xm milj kr p̊a respektive projekt.
Om nu konjunkturläge Kj kommer att r̊ada blir allts̊a hans avkastning

a1jx1 + a2jx2 + · · ·+ amjxm

milj kr. Eftersom v̊ar investerare är en mycket försiktig person, vill han gar-
dera sig mot värsta tänkbara utfall. Sämsta möjliga utfall, om han investerar
x1, x2, . . . , xm, är lika med

min
1≤j≤n

m∑
i=1

aijxi.

Han vill därför maximera detta utfall, vilket han gör genom att lösa proble-
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met

max min
1≤j≤n

m∑
i=1

aijxi

d̊a x ∈ X

där X är mängden {(x1, x2, . . . , xm) ∈ Rm
+ |

∑m
i=1 xi = 1} av alla möjliga

sätt att fördela miljonen p̊a de olika projekten.

Som problemet är formulerat är det ett konvext maximeringsproblem
med en styckvis affin konkav målfunktion, och vi kan transformera det till
ett ekvivalent LP-problem genom att använda oss av en hypografformulering
och utnyttja tekniken i föreg̊aende avsnitt. Investerarens problem är s̊aledes
ekvivalent med LP-problemet

max v

d̊a



a11x1 + a21x2 + . . . + am1xm ≥ v
a12x1 + a22x2 + . . . + am2xm ≥ v

...
a1nx1 + a2nx2 + . . . + amnxm ≥ v

x1 + x2 + . . . + xm = 1
x1, x2, . . . , xm ≥ 0.

Tv̊apersoners nollsummespel

Tv̊a personer, radspelaren Rulle och kolonnspelaren Kalle, väljer oberoende
av varandra var sitt heltal. Rulle väljer ett tal i i intervallet 1 ≤ i ≤ m och
Kalle ett tal j i intervallet 1 ≤ j ≤ n. Om de väljer paret (i, j) vinner Rulle
aij kronor av Kalle, varvid ett negativt belopp skall tolkas som att Rulle
istället betalar beloppet −aij till Kalle.

Talen m, n och aij förutsätts vara kända av b̊ada spelarna, som strävar
efter att vinna s̊a mycket som möjligt (eller ekvivalent, att förlora s̊a lite som
möjligt). I allmänhet finns det inget optimalt val för n̊agon av spelarna, s̊a
spelarna f̊ar istället inrikta sig p̊a att maximera sina förväntade spelvinster
genom att välja rad- resp. kolonnindex slumpvis med en viss sannolikhets-
fördelning.

Antag att Rulle väljer talet i med sannolikheten xi och att Kalle väljer
talet j med sannoliheten yj. Alla sannolikheterna är först̊as icke-negativa tal,
och

∑m
i=1 xi =

∑n
j=1 yj = 1. Vi sätter

X = {x ∈ Rm
+ |

m∑
i=1

xi = 1} och Y = {y ∈ Rn
+ |

n∑
j=1

yj = 1}.
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Elementen i X brukar kallas radspelarens blandade strategier, och elementen
i Y är kolonnspelarens blandade strategier.

Under förutsättning att talen i och j väljs oberoende av varandra kommer
utfallet (i, j) att inträffa med sannolikheten xiyj. Utbetalningen till Rulle blir
därför en stokastisk variabel med det förväntade värdet

f(x, y) =
m∑
i=1

n∑
j=1

aijxiyj.

Radspelare Rulle kan nu tänkas argumentera s̊a här. Det sämsta som kan
hända mig om jag väljer sannolikhetsfördelningen x, är att min motspelare
Kalle r̊akar välja en sannolikhetsfördelning y som minimerar min förväntade
vinst f(x, y). I s̊a fall f̊ar Rulle nämligen beloppet

g(x) = min
y∈Y

f(x, y) = min
y∈Y

n∑
j=1

yj
( m∑
i=1

aijxi
)
.

Summan
∑n

j=1 yj
(∑m

i=1 aijxi
)

är ett vägt aritmetiskt medelvärde med vikter
y1, y2, . . . , yn av de n stycken talen

∑m
i=1 aijxi, j = 1, 2, . . . , n, och ett s̊adant

medelvärde är alltid större eller lika med det minsta av de n talen, och likhet
f̊as om man lägger hela vikten p̊a detta tal. Därför är

g(x) = min
1≤j≤n

m∑
i=1

aijxi.

Rulle, som vill maximera sin utdelning, bör därför välja att maximera
g(x), dvs. Rulles problem blir

max g(x)
d̊a x ∈ X.

Detta är precis samma problem som investerarens problem. Rulles optima-
la strategi, dvs. val av sannolikheter (x1, x2, . . . , xm), är lösningar till LP-
problemet

max v

d̊a



a11x1 + a21x2 + . . . + am1xm ≥ v
a12x1 + a22x2 + . . . + am2xm ≥ v

...
a1nx1 + a2nx2 + . . . + amnxm ≥ v

x1 + x2 + . . . + xm = 1
x1, x2, . . . , xm ≥ 0.
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Kolonnspelarens problem är analogt, men han vill först̊as minimera den
maximala förväntade utdelningen f(x, y). Kalle skall s̊aledes lösa problemet

min max
1≤i≤m

n∑
j=1

aijyj

d̊a y ∈ Y

för att hitta sin optimala strategi, och detta problem är ekvivalent med LP-
problemet

min u

d̊a



a11y1 + a12y2 + . . . + a1nyn ≤ u
a21y1 + a22y2 + . . . + a2nyn ≤ u

...
am1y1 + am2y2 + . . . + amnyn ≤ u

y1 + y2 + . . . + yn = 1
y1, y2, . . . , yn ≥ 0.

De b̊ada spelarnas problem är exempel p̊a duala problem. Det följer av
resultat som vi skall visa i kapitel 12 att de b̊ada spelarnas problem har
samma optimala värde.

Konsumentteori

I den gren av nationalekonomin som kallas mikroteori studerar man hur en-
skilda individer agerar. Vi antar att det finns n varor V1, V2, . . . , Vn p̊a mark-
naden och att priset p̊a dessa varor ges av prisvektorn p = (p1, p2, . . . , pn).
En varukorg x best̊aende av x1, x2, . . . , xn enheter av de olika varorna kostar
s̊aledes 〈p, x〉 = p1x1 + p2x2 + · · ·+ pnxn kr.

En konsument värderar sin nytta av varukorgen x med hjälp av en sub-
jektiv s. k. nyttofunktion f , varvid f(x) > f(y) betyder att han föredrar
varukorgen x framför varukorgen y. Ett rimligt antagande om nyttofunktio-
nen är att varje konvex kombination λx + (1 − λ)y av tv̊a varukorgar skall
värderas s̊asom varande minst lika bra som den sämsta av de tv̊a varukor-
garna x och y, dvs. att f(λx+(1−λ)y) ≥ min

(
f(x), f(y)

)
. Nyttofunktionen

f antas med andra ord vara kvasikonkav, och ett starkare antagande, som
man ofta gör i ekonomisk litteratur och som vi gör här, är att den är konkav.

Antag nu att v̊ar konsuments inkomst är I, att hela inkomsten är dispo-
nibel för konsumtion, och att han vill maximera sin nytta. Det problem som
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han d̊a skall lösa är det konvexa optimeringsproblemet

max f(x)

d̊a

{
〈p, x〉 ≤ I

x ≥ 0.

Att empiriskt bestämma hur en konsuments nyttofunktion ser ut är na-
turligtvis ogörligt, s̊a mikroteorin är knappast användbar för kvantitativa
beräkningar. Däremot kan man göra en kvalitativ analys och besvara fr̊agor
av typen: Hur förändras konsumentens beteende vid en inkomstökning? och
Hur förändras köpmönstret d̊a de relativa priserna p̊a varorna ändras?

Portföljval

En person tänker köpa aktier i n olika bolag B1, B2, . . . , Bn för s kr. En
satsad krona i bolaget Bj ger en utdelning av Xj kr, där Xj är en stokastisk
variabel med känt väntevärde

µj = E[Xj].

Vidare antas kovarianserna

σij = E[(Xi − µi)(Xj − µj)]

vara kända.
Om personen satsar xj kr i bolag Bj, j = 1, 2, . . . , n, s̊a blir den förväntade

totala utdelningen

e(x) = E
[ n∑
j=1

xjXj

]
=

n∑
j=1

µjxj,

och variansen för den totala utdelningen blir

v(x) = Var
[ n∑
j=1

xjXj

]
=

n∑
i,j=1

σijxixj.

Observera att v(x) är en positivt semidefinit kvadratisk form.
Personen kan inte maximera den totala utdelningen eftersom den är en

stokastisk variabel, dvs. beror av slumpen. Däremot kan han maximera den
förväntade utdelningen under lämpliga riskvillkor, dvs. krav p̊a variansen.
Alternativt kan han minimera risken med placeringen givet vissa krav p̊a
en förväntad utdelning. Det finns allts̊a flera möjliga strategier, och vi skall
formulera tre stycken s̊adana.
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(i) Strategin att maximera den förväntade totala utdelningen, givet en övre
gräns b p̊a variansen, leder till det konvexa optimeringsproblemet

max e(x)

d̊a


v(x) ≤ b

x1 + x2 + · · ·+ xn = s
x ≥ 0.

(ii) Strategin att minimera variansen av den totala utdelningen, givet en
undre gräns b för väntevärdet, ger det konvex-kvadratiska programmerings-
problemet

min v(x)

d̊a


e(x) ≥ b

x1 + x2 + · · ·+ xn = s
x ≥ 0.

(iii) De tv̊a strategierna kan vägas ihop p̊a följande sätt. L̊at ε ≥ 0 vara en
(subjektiv) parameter och betrakta det konvex-kvadratiska programmerings-
problemet

min εv(x)− e(x)

d̊a

{
x1 + x2 + · · ·+ xn = s

x ≥ 0.

L̊at x(ε) vara en optimal lösning till problemet. Vi lämnar som övning
att visa att

v(x(ε1)) ≥ v(x(ε2)) och e(x(ε1)) ≥ e(x(ε2))

om 0 ≤ ε1 ≤ ε2. Parametern ε är allts̊a ett mått p̊a personens risktagande;
ju mindre ε desto större risk (= varians) men ocks̊a desto större förväntad
utdelning.

Snells brytningslag

Vi skall studera en ljusstr̊ales väg genom n stycken parallella skivor. Den
j:te skivan Sj antas vara aj enheter bred och best̊a av ett homogent medium
i vilket ljushastigheten är vj. Välj ett koordinatsystem som i figur 9.2 och
betrakta en ljusstr̊ale p̊a dess väg fr̊an origo i ytan p̊a den första skivan till
en punkt med y-koordinaten b p̊a ytan av den sista skivan.
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θj

S1 S2 Sj Sn

aj

yj

(x, b)

x

y

Figur 9.2. Ljusstr̊alens väg genom skivor med olika brytningsindex.

Enligt Fermats princip väljer ljuset den snabbaste vägen. Str̊alens väg be-
stäms alls̊a av den optimala lösningen till det konvexa optimeringsproblemet

min
n∑
j=1

v−1
j

√
y2
j + a2

j

d̊a
n∑
j=1

yj = b.

Genom att lösa problemet erh̊aller man Snells brytningslag:

sin θi
sin θj

=
vi
vj
.

Överbestämda ekvationssystem.

Om ett linjärt ekvationssystem

Ax = b

med n obekanta och m ekvationer är inkonsistent, dvs. saknar lösning, vill
man kanske änd̊a bestämma den ”bästa approximativa lösningen”, dvs. den
n-tipel x = (x1, x2, . . . , xn) som gör att felet blir s̊a litet som möjligt. Med
felet menas differensen Ax − b mellan höger- och vänsterled, och som m̊att
p̊a felets storlek används ‖Ax− b‖ för n̊agon lämpligt vald norm.

Funktionen x 7→ ‖Ax − b‖ är konvex, s̊a oberoende av vilken norm som
används är problemet att minimera ‖Ax − b‖ över alla x ∈ Rn ett konvext
problem, men den optimala lösningen beror naturligtvis p̊a valet av norm.

L̊at i fortsättningen aij beteckna elementet p̊a plats i, j i matrisen A och
sätt b = (b1, b2, . . . , bm).
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1. Om den euklidiska normen ‖·‖2 används f̊ar man den s. k. minsta kvadrat-
lösningen. Eftersom

‖Ax− b‖2
2 =

m∑
i=1

(ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn − bi)2,

är minimeringsproblemet ekvivalent med det konvex-kvadratiska problemet

minimera
m∑
i=1

(ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn − bi)2.

I den optimala lösningen är gradienten för m̊alfunktionen lika med noll, vilket
betyder att den optimala lösningen f̊as som lösning till det linjära ekvations-
systemet

ATAx = ATb.

2. Genom att istället använda ‖·‖∞-normen erh̊aller man den lösning som
ger den minsta maximala avvikelsen mellan vänster- och högerleden i ekva-
tionssystemet Ax = b. Eftersom

‖Ax− b‖∞ = max
1≤i≤m

|ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn − bi|,

är målfunktionen i optimeringsproblemet nu styckvis affin, och problemet är
därför ekvivalent med LP-problemet

min t

d̊a


±(a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn− b1)≤ t

...
±(am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn− bm)≤ t.

3. Ett alternativ till att minimera kvadratsumman av avvikelserna mel-
lan vänster- och högerled är först̊as att minimera summan av beloppen p̊a
avvikelserna, dvs. att använda ‖·‖1-normen. Eftersom m̊alfunktionen

‖Ax− b‖1 =
m∑
i=1

|ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn − bi|

nu är en summa av konvexa styckvis affina funktioner, blir det konvexa mi-
nimeringsproblemet i detta fall ekvivalent med LP-problemet

min t1 + t2 + · · ·+ tm

d̊a


±(a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn− b1)≤ t1

...
±(am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn− bm)≤ tm.
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Största inskrivna bollen

En konvex mängd X med icke-tomt inre är given i Rn, och vi vill bestämma
en boll B(x; r) i X (med avseende p̊a en given norm) med största möjliga
radie r. Vi antar att X kan beskrivas som lösningsmängden till ett system
av olikheter, dvs. att

X = {x ∈ Rn | gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m},

med konvexa funktioner gi. D̊a ligger bollen B(x; r) i X om och endast om
gi(x + ry) ≤ 0 för alla y med ‖y‖ ≤ 1 och i = 1, 2, . . . ,m, vilket gör det
naturligt att betrakta funktionerna

hi(x, r) = sup
‖y‖≤1

gi(x+ ry).

Funktionerna hi är konvexa eftersom de definieras som supremum av konvexa
funktioner i variablerna x och r.

Problemet att bestämma bollen med största möjlig radie har nu transfor-
merats till det konvexa optimeringsproblemet

max r
d̊a hi(x, r) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m.

För allmänna konvexa mängder X kan man naturligtvis inte bestämma
funktionerna hi explicit, men om X är en polyeder, gi(x) = 〈ci, x〉 − bi, och
normen ifr̊aga är `p-normen, s̊a är p̊a grund av Hölders olikhet

hi(x, r) = sup
‖y‖p≤1

(〈ci, x〉+ r〈ci, y〉 − bi) = 〈ci, x〉+ r‖ci‖q − bi

för r ≥ 0, där ‖·‖q betecknar den duala normen.

Problemet att bestämma centrum x och radie r i den största boll som
ligger helt i polyedern

X = {x ∈ Rn | 〈ci, x〉 ≤ bi, i = 1, 2, . . . ,m}

har därmed reducerats till LP-problemet

max r
d̊a 〈ci, x〉+ r‖ci‖q ≤ bi, i = 1, 2, . . . ,m.
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Övningar

9.1 I en kemisk fabrik kan man använda fyra olika processer P1, . . . , P4 för
att tillverka produkterna V1, V2 och V3. Producerade kvantiteter av de olika
produkterna mätt i ton per timme under de olika processerna framg̊ar av
följande tabell:

P1 P2 P3 P4

V1 −1 2 2 1
V2 4 1 0 2
V3 3 1 2 1

(Process P1 förbrukar s̊aledes 1 ton av V1 per timme.) Att köra processerna
P1, P2, P3 och P4 kostar 5 000, 4 000, 3 000 resp. 4 000 kr per timme. Fabri-
ken skall framställa 16, 40 resp. 24 ton av produkterna V1, V2, V3 till lägsta
kostnad. Formulera problemet att bestämma ett optimalt produktionssche-
ma.

9.2 Klodvig har problem med väderleken. Vädret förekommer i de tre tillst̊anden
ösregn, duggregn och solsken. Klodvig äger en regnrock och ett paraply och
är n̊agot rädd om sin kostym. Regnrocken är besvärlig att medföra, och det-
samma gäller − ehuru i mindre grad − paraplyet; det senare är dock inte
fullt tillfredsställande i fall av ösregn. Följande tabell avslöjar hur pass nöjd
Klodvig anser sig vara i de olika situationer som kan uppst̊a (siffrorna är
relaterade till hans blodtryck, varvid 0 f̊ar anses motsvara hans normaltill-
st̊and).

Ösregn Duggregn Solsken

Regnrock 2 1 −2
Paraply 1 2 −1
Bara kavajen −4 −2 2

P̊a morgonen, när Klodvig g̊ar till jobbet, vet han inte hur vädret kommer att
vara när han skall g̊a hem, och han vill därför välja den persedelvalsstrategi
som optimerar hans sinnelag under hempromenaden. Formulera Klodvigs
problem som ett LP-problem.

9.3 Betrakta följande tv̊apersonersspel, där vardera spelaren har tre alternativ
och där utbetalningen till radspelaren ges av följande matris

1 2 3

1 1 0 5
2 3 3 4
3 2 4 0

I detta fall är det uppenbart vilka alternativ de b̊ada spelarna skall välja.
Hur skall de spela?
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9.4 Kalle och Rulle har tre spelkort vardera. B̊ada har ruter ess och spader ess.
Kalle har dessutom ruter 2 och Rulle har spader 2. Spelarna spelar samtidigt
var sitt kort. Kalle vinner om b̊ada dessa kort har samma färg och förlorar i
motsatt fall. Vinnaren erh̊aller i betalning värdet av sitt vinnande kort fr̊an
förloraren, varvid ess räknas som 1. Skriv upp utbetalningsmatrisen för detta
tv̊apersonersspel, och formulera kolonnspelare Kalles problem att optimera
den förväntade vinsten som ett LP-problem.

9.5 Det överbestämda ekvationssystemt
x1 + x2 = 2
x1− x2 = 0

3x1 + 2x2 = 4

saknar lösning.

a) Bestäm minsta kvadratlösningen.
b) Formulera problemet att bestämma den lösning som minimerar den max-

imala avvikelsen mellan vänster- och högerled.
c) Formulera problemet att bestämma den lösning som minimerar summan

av beloppen p̊a avvikelserna mellan vänster- och högerled.

9.6 Formulera problemet att bestämma

a) den största cirkelskiva,
b) den största kvadrat vars sidor är parallella med koordinataxlarna,

som ryms inom triangeln som begränsas av linjerna x1−x2 = 0, x1−2x2 = 0
och x1 + x2 = 1 i planet.



Kapitel 10

Lagrangefunktionen

10.1 Lagrangefunktionen och det duala pro-

blemet

Lagrangefunktionen

Till minimeringsproblemet

(P) min f(x)

d̊a

{
gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , p
gi(x) = 0, i = p+ 1, . . . ,m

med x ∈ Ω som implicit villkor och m stycken explicita bivillkor, varav de p
första i form av olikheter, skall vi associera ett s. k. dualt maximeringspro-
blem, och verktyget för att åstadkomma detta är Lagrangefunktionen som
definieras nedan. För att undvika trivialiteter förutsätter vi att dom f 6= ∅,
dvs. att m̊alfunktionen f : Ω→ R inte är identiskt lika med ∞ p̊a Ω.

X betecknar som tidigare mängden av till̊atna punkter i problemet (P),
dvs. X = {x ∈ Ω | g1(x) ≤ 0, . . . , gp(x) ≤ 0, gp+1(x) = 0, . . . , gm(x) = 0},
och vmin(P ) är problemets optimala värde.

Definition. Givet minimeringsproblemet (P) sätter vi

Λ = Rp
+ × Rm−p

och definierar funktionen L : Ω× Λ→ R genom att sätta

L(x, λ) = f(x) +
m∑
i=1

λigi(x).

Funktionen L kallas Lagrangefunktionen till minimeringsproblemet (P), och
variablerna λ1, λ2, . . . , λm kallas Lagrangemultiplikatorer.

191
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För fixt x ∈ dom f är uttrycket L(x, λ) summan av ett reellt tal och en
linjär form i λ1, λ2, . . . , λm, s̊a funktionen λ 7→ L(x, λ) är affin (eller rättare
sagt restriktionen till Λ av en affin funktion p̊a Rm). Lagrangefunktionen är
allts̊a speciellt konkav i variabeln λ för varje fixt x ∈ dom f .

För x ∈ Ω \ dom f är uppenbarligen L(x, λ) = ∞ för alla λ ∈ Λ, s̊a det
följer att

inf
x∈Ω

L(x, λ) = inf
x∈dom f

L(x, λ) <∞

för alla λ ∈ Λ.

Definition. För λ ∈ Λ sätter vi

φ(λ) = inf
x∈Ω

L(x, λ)

och kallar funktionen φ : Λ→ R för den till minimeringsproblemet (P) höran-
de duala funktionen.

Det kan naturligtvis hända att den duala funktionens effektiva domän

domφ = {λ ∈ Λ | φ(λ > −∞}
är den tomma mängden; detta inträffar om funktionen x 7→ L(x, λ) inte är
ned̊at begränsad p̊a Ω för n̊agot λ ∈ Λ.

Sats 10.1.1. Den duala funktionen φ till minimeringsproblemet (P) är kon-
kav och

φ(λ) ≤ vmin(P )

för alla λ ∈ Λ.

Speciellt är allts̊a domφ = ∅ om målfunktionen i (P) inte är ned̊at begränsad
p̊a bivillkorsmängden, dvs. om vmin(P ) = −∞.

Bevis. Funktionerna λ→ L(x, λ) är konkava för x ∈ dom f , s̊a funktionen φ
f̊as som ett infimum av en familj av konkava funktioner. Det följer därför av
sats 6.2.4 att φ är konkav.

Antag att λ ∈ Λ och x ∈ X; d̊a är λigi(x) ≤ 0 för i ≤ p och λigi(x) = 0
för i > p, s̊a det följer att

L(x, λ) = f(x) +
n∑
i=1

λigi(x) ≤ f(x),

och att följaktligen

φ(λ) = inf
x∈Ω

L(x, λ) ≤ inf
x∈X

L(x, λ) ≤ inf
x∈X

f(x) = vmin(P ).
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Följande optimalitetskriterium är nu en omedelbar konsekvens av före-
g̊aende sats.

Sats 10.1.2 (Optimalitetskriteriet). Antag att x̂ är en till̊aten punkt i mini-
meringsproblemet (P) och att det finns en punkt λ̂ ∈ Λ s̊adan att

φ(λ̂) = f(x̂).

D̊a är x̂ en optimal lösning.

Bevis. Det gemensamma värdet f(x̂) ligger i snittet R ∩ R = R av f :s och
φ:s målmängder och är s̊aledes ett reellt tal, och p̊a grund av sats 10.1.1 är
f(x̂) ≤ vmin(P ), vilket först̊as medför att f(x̂) = vmin(P ).

Exempel 10.1.1. Betrakta det enkla problemet

min f(x) = x2
1 − x2

2

d̊a x2
1 + x2

2 ≤ 1.

Problemets Lagrangefunktion är

L(x1, x2, λ) = x2
1 − x2

2 + λ(x2
1 + x2

2 − 1)

= (λ+ 1)x2
1 + (λ− 1)x2

2 − λ

med (x1, x2) ∈ R2 och λ ∈ R+.
För fixt λ ∈ R+ är Lagrangefunktionen ned̊at begränsad om och endast

om λ ≥ 1, s̊a domφ = [1,+∞[, och för fixt λ ≥ 1 har funktionen uppen-
barligen minimivärdet −λ, som antas d̊a x1 = x2 = 0. Detta innebär att
problemets duala funktion är

φ(λ) =

{
−∞ , om 0 ≤ λ < 1

−λ , om λ ≥ 1.

Vi noterar slutligen att optimalitetsvillkoret φ(λ̂) = f(x̂) uppfylls av punkten
x̂ = (0, 1) och Lagrangemultiplikatorn λ̂ = 1. Följaktligen är (0, 1) en optimal
lösning.

Optimalitetskriteriet ger ett tillräckligt villkor för optimalitet, men det
är inte nödvändigt, som följande triviala exempel visar.

Exempel 10.1.2. Betrakta problemet

min f(x) = x
d̊a x2 ≤ 0.
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Problemet har bara en till̊aten punkt, x̂ = 0, som därför är den optimala
lösningen. Lagrangefunktionen L(x, λ) = x + λx2 är ned̊at begränsad för
λ > 0 och

φ(λ) = inf
x∈R

(x+ λx2) =

{
−1/4λ, om λ > 0

−∞, om λ = 0.

För alla λ ∈ Λ = R+ är φ(λ) < 0 = f(x̂). Optimalitetsvillkoret i sats 10.1.2
är därför inte uppfyllt i den optimala punkten.

För att omvändningen till sats 10.1.2 skall gälla behövs det s̊aledes n̊agot
tilläggsvillkor. Vi skall beskriva ett s̊adant i kapitel 11.1.

Det duala problemet

För att erh̊alla bästa möjliga undre uppskattning av det optimala värdet i
minimeringsproblemet (P) bör vi i ljuset av sats 10.1.1 maximera den duala
funktionen. Detta föranleder följande definition.

Definition. Optimeringsproblemet

(D) max φ(λ)
d̊a λ ∈ Λ

kallas det duala problemet till minimeringsproblemet (P).

Eftersom den duala funktionen är konkav, är det duala problemet ett
konvext problem, oberoende av om problemet (P) är konvext eller ej. Det
duala problemets värde kommer att betecknas vmax(D) med de sedvanliga
konventionerna för ±∞-värden.

Nästa resultat är nu ett omedelbart korrelarium till sats 10.1.1.

Sats 10.1.3 (Svag dualitet). Följande olikhet gäller för de optimala värdena
till problemet (P) och det duala problemet (D):

vmax(D) ≤ vmin(P ).

Olikheten i satsen ovan g̊ar under namnet svag dualitet. Om likhet r̊ader
mellan de optimala värdena, dvs. om

vmax(D) = vmin(P )

säges stark dualitet r̊ada för problemet (P).
Svag dualitet r̊ader s̊aledes alltid, medan stark dualitet bara gäller för

speciella typer av problem. Stark dualitet föreligger naturligtvis om optima-
litetskriteriet i sats 10.1.2 är uppfyllt.
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Exempel 10.1.3. Betrakta minimeringsproblemet

min x3
1 + 2x2

d̊a x2
1 + x2

2 ≤ 1.

Det är lätt att se att minimum antas för x = (0,−1) och att problemets
optimala värde s̊aledes är vmin(P ) = −2. Lagrangefunktionen

L(x1, x2, λ) = x3
1 + 2x2 + λ(x2

1 + x2
2 − 1)

= x3
1 + λx2

1 + 2x2 + λx2
2 − λ

g̊ar för fixt λ ≥ 0 mot −∞ d̊a x2 = 0 och x1 → −∞. Lagrangefunktionen
är med andra ord ned̊at obegränsad p̊a R2 för alla λ, s̊a φ(λ) = −∞ för
alla λ ∈ Λ. Det duala problemets värde är därför vmax(D) = −∞, s̊a stark
dualitet gäller inte i det här problemet.

Lagrangefunktionen, den duala funktionen och det duala problemet till
ett minimeringsproblem av typ (P) har definierats med hjälp av de ing̊aende
bivillkorsfunktionerna. Det kan därför vara värt att p̊apeka att problem som
är ekvivalenta i den meningen att de har samma målfunktion f och samma
mängd X av till̊atna punkter inte behöver ha ekvivalenta duala problem.
S̊aledes kan stark dualitet gälla för det ena sättet att presentera problemet
men inte för det andra. Se övning 10.2.

Exempel 10.1.4. Vi skall bestämma det duala problemet till LP-problemet

(LP-P) min 〈c, x〉

d̊a

{
Ax≥ b
x≥ 0.

Här är A en m × n-matris, c en vektor i Rn och b en vektor i Rm. L̊at oss
istället presentera problemet p̊a formen

min 〈c, x〉

d̊a

{
b− Ax ≤ 0
x ∈ Rn

+

med x ∈ Rn
+ som implicit bivillkor. Matrisolikheten b − Ax ≤ 0 best̊ar

av m stycken linjära olikheter, s̊a Lagrangefunktionen är definierad p̊a pro-
duktmängden Rn

+ × Rm
+ och ges av att

L(x, λ) = 〈c, x〉+ 〈λ, b− Ax〉 = 〈c− ATλ, x〉+ 〈b, λ〉.
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För fixt λ är L(x, λ) ned̊at begränsad p̊a mängden Rn
+ om och endast om

c − ATλ ≥ 0 och minimivärdet f̊as i s̊a fall för x = 0 och är lika med 〈b, λ〉.
Den duala funktionen φ : Rm

+ → R ges s̊aledes av att

φ(λ) =

{
〈b, λ〉 , om ATλ ≤ c

−∞ , för övrigt,

och det duala problemet till LP-problemet (LP-P) är därför ocks̊a ett LP-
problem, nämligen (efter namnbyte p̊a parametern λ) problemet

(LP-D) max 〈b, y〉

d̊a

{
ATy≤ c
y≥ 0.

Notera den vackra symmetrin mellan de b̊ada problemen.
Eftersom svag dualitet alltid föreligger, kan vi redan nu med säkerhet

säga att maximeringsproblemets optimala värde är mindre än eller lika med
minimeringsproblemets optimala värde. Som vi skall se längre fram r̊ader
ocks̊a stark dualitet, dvs. de b̊ada problemen har samma optimala värde,
förutsatt att åtminstone ett av problemen har till̊atna punkter.

Vi återvänder nu till det allmänna minimeringsproblemet

(P) min f(x)

d̊a

{
gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , p
gi(x) = 0, i = p+ 1, . . . ,m

med X som mängd av till̊atna punkter, Lagrangefunktion L : Ω × Λ → R
och dual funktion φ. Nästa sats visar att optimalitetsvillkoret i sats 10.1.2
kan uttryckas som ett sadelpunktsvillkor för Lagrangefunktionen.

Sats 10.1.4. Antag att (x̂, λ̂) ∈ Ω×Λ. Följande tre villkor är d̊a ekvivalenta
för optimeringsproblemet (P):

(i) x̂ ∈ X och f(x̂) = φ(λ̂), dvs. optimalitetskriteriet är uppfyllt.

(ii) För alla (x, λ) ∈ Ω× Λ är

L(x̂, λ) ≤ L(x̂, λ̂) ≤ L(x, λ̂),

dvs. (x̂, λ̂) är en sadelpunkt till Lagrangefunktionen.

(iii) x̂ ∈ X, x̂ minimerar funktionen x 7→ L(x, λ̂) d̊a x genomlöper Ω, och

λ̂igi(x̂) = 0

för i = 1, 2, . . . , p.

Speciellt är allts̊a x̂ en optimal lösning till problemet (P) om n̊agot av de
ekvivalenta villkoren (i)–(iii) är uppfyllt.
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Villkoret i (iii) att λ̂igi(x̂) = 0 för i = 1, 2, . . . , p kallas komplementaritet.
Ett ekvivalent sätt att uttrycka detta p̊a, och som förklarar namnet, är att

λ̂i = 0 eller gi(x̂) = 0.

Ett bivillkor med positiv Lagrangemultiplikator är allts̊a aktivt i punkten x̂.

Bevis. (i) ⇒ (ii): För x̂ ∈ X och godtyckligt λ ∈ Λ (= Rp
+ × Rn−p) gäller

att

L(x̂, λ) = f(x̂) +
m∑
i=1

λigi(x̂) = f(x̂) +

p∑
i=1

λigi(x̂) ≤ f(x̂),

beroende p̊a att λi ≥ 0 och gi(x̂) ≤ 0 för i = 1, 2, . . . , p. Vidare är

φ(λ̂) = inf
z∈Ω

L(z, λ̂) ≤ L(x, λ̂) för alla x ∈ Ω.

Om f(x̂) = φ(λ̂), s̊a är följaktligen

L(x̂, λ) ≤ f(x̂) = φ(λ̂) ≤ L(x, λ̂)

för alla (x, λ) ∈ Ω×Λ, och genom att speciellt välja x = x̂, λ = λ̂ i olikheten
ser vi att f(x̂) = L(x̂, λ̂). Detta visar att sadelpunktsolikheten i (ii) gäller
med L(x̂, λ̂) = f(x̂).

(ii) ⇒ (iii): Uppenbarligen minimerar x̂ funktionen L( · , λ̂) om och endast
om den högra sadelpunktsolikheten gäller. Minimivärdet är vidare ändligt
(p̊a grund av v̊art st̊aende antagande att dom f 6= ∅), s̊a f(x̂) är ett ändligt
tal.

Den vänstra sadelpunktsolikheten betyder att för alla λ ∈ Λ är

f(x̂) +
m∑
i=1

λigi(x̂) ≤ f(x̂) +
m∑
i=1

λ̂igi(x̂),

vilket är ekvivalent med att för alla λ ∈ Λ är
m∑
i=1

(λi − λ̂i)gi(x̂) ≤ 0.

Fixera att index k och välj i olikheten ovan λ s̊a att λi = λ̂i för alla i
utom i = k. Det följer att

(10.1) (λk − λ̂k)gk(x̂) ≤ 0

för alla s̊adana λ. Om k > p väljer vi nu λk = λ̂k ± 1 med slutsatsen att
±gk(x̂) ≤ 0, dvs. att gk(x̂) = 0.

För k ≤ p väljer vi istället λk = λ̂k + 1, med slutsatsen att gk(x̂) ≤ 0 för
s̊adana k. Detta visar att x̂ satisfierar bivillkoren, dvs. x̂ ∈ X.
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För k ≤ p väljer vi slutligen λk = 0 resp. λk = 2λ̂k i olikheten (10.1) med
±λ̂kgk(x̂) ≤ 0 som resultat. Detta betyder att λ̂kgk(x̂) = 0 för k ≤ p, och
därmed är implikationen (ii)⇒ (iii) fullständigt bevisad.

(iii)⇒ (i): Av (iii) följer omedelbart att

φ(λ̂) = inf
x∈Ω

L(x, λ̂) = L(x̂, λ̂) = f(x̂) +
m∑
i=1

λ̂igi(x̂) = f(x̂),

vilket är (i).

Om mål- och bivillkorsfunktionerna f , g1, g2, . . . , gm är differentierbara,
s̊a är ocks̊a Lagrangefunktionen L(x, λ) = f(x)+

∑m
i=1 λigi(x) differentierbar,

och vi kommer att använda L′x(x0, λ) som beteckning för värdet av derivatan
till funktionen x 7→ L(x, λ) i punkten x0, dvs.

L′x(x0, λ) = f ′(x0) +
m∑
i=1

λig
′
i(x0).

Om den differentierbara funktionen x 7→ L(x, λ) har ett minimum i en
inre punkt x0 i Ω, s̊a är L′x(x0, λ) = 0. Vi f̊ar därför omedelbart följande
korollarium till implikationen (i)⇒ (iii) i sats 10.1.4.

Korollarium 10.1.5. Antag att x̂ är en optimal lösning till minimerings-
problemet (P), att x̂ är en inre punkt i definitionsmängden Ω, att m̊al- och
bivillkorsfunktionerna är differentierbara i punkten x̂, samt att optimalitets-
villkoret f(x̂) = φ(λ̂) är uppfyllt för n̊agon uppsättning av Lagrangemultipli-
katorer λ̂ ∈ Λ. D̊a är

(KKT)

{
L′x(x̂, λ̂) = 0 och

λ̂igi(x̂) = 0 för i = 1, 2, . . . , p.

Systemet (KKT) kallas Karush–Kuhn–Tuckers villkor.

Likheten L′x(x̂, λ̂) = 0 betyder att

f ′(x̂) +
m∑
i=1

λ̂ig
′
i(x̂) = 0,

vilket fullt utskrivet blir ekvationssystemet:

∂f

∂x1

(x̂) +
m∑
i=1

λ̂i
∂gi
∂x1

(x̂) = 0

...

∂f

∂xn
(x̂) +

m∑
i=1

λ̂i
∂gi
∂xn

(x̂) = 0.
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Exempel 10.1.5. I exempel 10.1.1 fann vi att x̂ = (0, 1) är en optimal lösning
till minimeringsproblemet

min x2
1 − x2

2

d̊a x2
1 + x2

2 ≤ 1

samt att optimalitetsvillkoret är uppfyllt för λ̂ = 1. Lagrangefunktionen är
L(x, λ) = x2

1−x2
2+λ(x2

1+x2
2−1), och mycket riktigt satisfierar ocks̊a x = (0, 1)

och λ = 1 KKT-systemet
∂L(x, λ)

∂x1

= 2(λ+ 1)x1 = 0

∂L(x, λ)

∂x1

= 2(λ− 1)x2 = 0

λ(x2
1 + x2

2 − 1) = 0.

10.2 Johns sats

Villkor, som garanterar att KKT-villkoren är uppfyllda i en optimal punkt,
brukar kallas kvalificerande villkor (eng. constraint qualification), och i nästa
kapitel kommer vi att beskriva ett s̊adant villkor för konvexa problem. I det
här avsnittet skall vi studera ett annat kvalificerande villkor, Johns villkor,
för allmänna optimeringsproblem med bivillkor i form av olikheter.

Betrakta därför ett problem av typen

(P) min f(x)
d̊a gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m

med Ω som definitionsmängd för målfunktion och bivillkorsfunktioner.
Huruvida ett bivillkor är aktivt eller ej i en optimal punkt spelar stor

roll, och eventuella affina villkor är därvid enklare att hantera än övriga, s̊a
därför inför vi följande beteckningar:

Iaff(x) = {i | funktionen gi är affin och gi(x) = 0},
Iövr(x) = {i | funktionen gi är inte affin och gi(x) = 0},
I(x) = Iaff(x) ∪ Iövr(x).

Iaff(x) best̊ar med andra ord av index för alla i punkten x aktiva affina
bivillkor, Iövr(x) är index för alla övriga i punkten aktiva bivillkor, och I(x)
är index för samtliga i punkten aktiva bivillkor.



200 10 Lagrangefunktionen

Sats 10.2.1 (Johns sats). Antag att x̂ är en lokal minimipunkt i problemet
(P), att x̂ är en inre punkt i Ω och att funktionerna f och g1, g2, . . . , gm är
differentierbara i punkten x̂. Om det finns en vektor z ∈ Rn s̊adan att

(J)

{
〈g′i(x̂), z〉 ≥ 0 för alla i ∈ Iaff(x̂)

〈g′i(x̂), z〉 > 0 för alla i ∈ Iövr(x̂),

s̊a finns det Lagrangeparametrar λ̂ ∈ Rm
+ s̊a att

(KKT)

{
L′x(x̂, λ̂) = 0

λ̂igi(x̂) = 0 för i = 1, 2, . . . ,m.

Anmärkning 1. Enligt sats 3.3.5 är systemet (J) lösbart om och endast om

(J′)


∑
i∈I(x̂)

uig
′
i(x̂) = 0

u ≥ 0

⇒ ui = 0 för alla i ∈ Iövr(x̂).

Speciellt är s̊aledes systemet (J) lösbart om gradientvektorerna ∇gi(x̂) är
linjärt oberoende för i ∈ I(x̂).

Anmärkning 2. Om Iövr(x̂) = ∅, s̊a är (J) trivialt uppfyllt av z = 0.

Bevis. L̊at Z beteckna lösningsmängden till systemet (J). Den första delen
av beviset best̊ar i att visa att Z är en delmängd av det koniska halvrummet
{z ∈ Rn | −〈f ′(x̂), z〉 ≥ 0}.

Antag därför att z ∈ Z och betrakta halvlinjen x̂− tz för t ≥ 0. Vi p̊ast̊ar
att x̂− tz ∈ X för alla tillräckligt små t > 0.

För affina funktioner g, dvs. funktioner p̊a formen g(x) = 〈c, x〉 + b, är
g′(x) = c, s̊a g(x+ y) = 〈c, x+ y〉+ b = 〈c, x〉+ b+ 〈c, y〉 = g(x) + 〈g′(x), y〉
för alla vektorer x och y. För alla index i ∈ Iaff(x̂) är följaktligen

gi(x̂− tz) = gi(x̂)− t〈g′i(x̂), z〉 = −t〈g′i(x̂), z〉 ≤ 0

för alla t ≥ 0.

För index i ∈ Iövr(x̂) f̊ar vi istället med hjälp av kedjeregeln

d

dt
gi(x̂− tz)|t=0 = −〈g′i(x̂), z〉 < 0.

Funktionen t 7→ gi(x̂ − tz) är med andra ord avtagande i punkten t = 0,
varför gi(x̂− tz) < gi(x̂) = 0 för alla tillräckligt små t > 0.
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För inaktiva villkor, dvs. för i /∈ I(x̂), gäller slutligen gi(x̂) < 0. Det följer
därför av kontinuitetsskäl att gi(x̂− tz) < 0 för alla tillräckligt små t > 0.

Vi har därmed visat att punkterna x̂ − tz tillhör bivillkorsmängden X
bara t > 0 är tillräckligt litet. Eftersom x̂ är en lokal minimipunkt till f ,
följer det att f(x̂− tz) ≥ f(x̂) för alla tillräckligt små t > 0. Följaktligen är

−〈f ′(x̂), z〉 =
d

dt
f(x̂− tz)

∣∣
t=0

= lim
t→0+

f(x̂− tz)− f(x̂)

t
≥ 0.

Därmed har vi visat den p̊ast̊adda inklusionen

Z ⊆ {z ∈ Rn | −〈f ′(x̂), z〉 ≥ 0} = {−f ′(x̂)}+ =
(
con{−f ′(x̂)}

)+
,

och det följer nu av sats 3.2.1, korollarium 3.2.4 och sats 3.3.4 att

con{−f ′(x̂)} ⊆ Z+ = con{g′i(x̂) | i ∈ I(x̂)}.

Vektorn −f ′(x̂) tillhör därför konen i högerledet ovan, dvs. det finns icke-
negativa tal λ̂i, i ∈ I(x̂), s̊a att

−f ′(x̂) =
∑
i∈I(x̂)

λ̂ig
′
i(x̂).

Definiera slutligen λ̂i = 0 för alla i /∈ I(x̂); d̊a är

f ′(x̂) +
m∑
i=1

λ̂ig
′
i(x̂) = 0

och λ̂igi(x̂) = 0 för i = 1, 2, . . . ,m. Detta innebär att KKT-villkoren är
uppfyllda.

Villkoret i Johns sats att systemet (J) har en lösning kan ersättas med
andra kvalificerande villkor men inte helt strykas utan att slutsatsen g̊ar
förlorad. Detta framg̊ar av följande exempel.

Exempel 10.2.1. Problemet

min f(x) = x1

d̊a

{
g1(x) =−x3

1 + x2 ≤ 0
g2(x) = −x2 ≤ 0

har den unika optimala lösningen x̂ = (0, 0). Problemets Lagrangefunktion
är L(x, λ) = x1 + λ1(x2 − x3

1)− λ2x2, och systemet L′x(x̂, λ) = 0, dvs.{
1 = 0

λ1−λ2 = 0,
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g1(x) = 0

g2(x) = 0

∇g1(x̂)

∇g2(x̂)

-∇f(x̂)

X

x̂

Figur 10.1. Illustration till exempel 10.2.1: Vektorn −∇f(x̂) till-
hör inte konen som genereras av gradienterna ∇g1(x̂) och ∇g2(x̂).

saknar lösningar. Detta förklaras av att systemet (J), dvs.{
−z2 ≥ 0
z2 > 0

saknar lösningar.

Exempel 10.2.2. Vi skall lösa problemet

min x1x2 + x3

d̊a

{
2x1− 2x2 + x3 + 1 ≤ 0
x2

1 + x2
2−x3 ≤ 0

med hjälp av Johns sats. Observera d̊a först att bivillkoren definierar en
kompakt mängd X, ty olikheterna

x2
1 + x2

2 ≤ x3 ≤ −2x1 + 2x2 − 1

medför att (x1 +1)2 +(x2−1)2 ≤ 1. Följaktligen är −2 ≤ x1 ≤ 0, 0 ≤ x2 ≤ 2
och 0 ≤ x3 ≤ 7. Eftersom m̊alfunktionen är kontinuerlig, finns det en optimal
lösning.

Vi undersöker nu först om systemet (J) är lösbart och använder oss därvid
av den ekvivalenta versionen (J′) i anmärkningen efter satsen. Observera d̊a
först att gradienterna till funktionerna i bivillkoren aldrig är noll. Villkoret
(J′) är s̊aledes uppfyllt i de punkter där endast ett av bivillkoren är aktivt.

Antag därför att x är en punkt där I(x) = {1, 2}, dvs. där b̊ada villkoren
är aktiva, och att u1(2,−2, 1) + u2(2x1, 2x2,−1) = (0, 0, 0). Om u2 > 0 s̊a
är u1 = u2, x1 = −1 och x2 = 1. Detta strider emellertid mot att b̊ada
bivillkoren är aktiva, ty insättning i de b̊ada bivillkoren ger om likhet r̊ader
x3 = 3 resp. x3 = 2, vilket är motsägelsefullt. S̊aledes är u2 = 0, dvs. villkoret
(J′) är uppfyllt i alla till̊atna punkter.



Övningar 203

Den optimala punkten satisfierar därför KKT-villkoret, som i detta fall
är 

x2 + 2λ1 + 2x1λ2 = 0 (i)
x1− 2λ1 + 2x2λ2 = 0 (ii)
1 + λ1− λ2 = 0 (iii)

λ1(2x1 − 2x2 + x3 + 1) = 0 (iv)
λ2(x2

1 + x2
2 − x3) = 0 (v)

Den fortsatta undersökningen delas upp p̊a tv̊a fall.

λ1 = 0 : Ekvation (iii) medför att λ2 = 1, varför (i) och (ii) ger x1 = x2 = 0,
och av (v) följer nu x3 = 0. Detta är en falsk lösning, ty (0, 0, 0) /∈ X.

λ1 > 0 : Ekvation (iv) medför i detta fall att

2x1 − 2x2 + x3 + 1 = 0. (vi)

Av (i) och (ii) följer (x1 + x2)(1 + 2λ2) = 0, s̊a p̊a grund av att λ2 ≥ 0 är

x1 + x2 = 0. (vii)

Enligt (iii) är λ2 > 0. Villkoret (v) medför därför att

x2
1 + x2

2 − x3 = 0. (viii)

Ekvationerna (vi), (vii), (viii) har tv̊a lösningar, nämligen

x̂ = (−1+
√

1/2, 1−
√

1/2, 3−2
√

2) och x = (−1−
√

1/2, 1+
√

1/2, 3+2
√

2).

Med hjälp av (i) och (iii) beräknar vi motsvarande λ, och f̊ar d̊a

λ̂ = (−1/2 +
√

1/2, 1/2 +
√

1/2) resp. λ = (−1/2−
√

1/2, 1/2−
√

1/2).

Observera att λ̂ ≥ 0 och λ < 0. Systemet KKT har s̊aledes en unik lösning
(x, λ) med λ ≥ 0, nämligen x = x̂, λ = λ̂. Enligt Johns sats är därför x̂
minimeringsproblemets unika optimala lösning. Problemets optimala värde
är 3/2−

√
2.

Övningar

10.1 Bestäm den duala funktionen i optimeringsproblemet

min x2
1 + x2

2

d̊a x1 + x2 ≥ 2

och visa att (1, 1) är en optimal lösning genom att visa att optimalitetskri-
teriet är uppfyllt för λ̂ = 2. Visa ocks̊a att KKT-villkoren är uppfyllda i den
optimala punkten.
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10.2 Betrakta de b̊ada minimeringsproblemen

(Pa) min e−x1

x2
1/x2 ≤ 0

och (Pb) min e−x1

|x1| ≤ 0

b̊ada med Ω = {(x1, x2) | x2 > 0} som definitionsomr̊ade. B̊ada problemen
har samma mängd X = {(0, x2) | x2 > 0} av till̊atna punkter och samma
optimala värde vmin = 1. Bestäm de b̊ada problemens duala funktioner och
duala problem, samt visa att stark dualitet gäller för (Pb) men inte för (Pa).

10.3 Antag att funktionen f : X × Y → R har tv̊a sadelpunkter (x̂1, ŷ1) och
(x̂2, ŷ2). Visa att

a) f(x̂1, ŷ1) = f(x̂2, ŷ2);

b) (x̂1, ŷ2) och (x̂2, ŷ1) ocks̊a är sadelpunkter till funktionen.

10.4 L̊at f : X × Y → R vara en godtycklig funktion.

a) Visa att
sup
y∈Y

inf
x∈X

f(x, y) ≤ inf
x∈X

sup
y∈Y

f(x, y).

b) Antag att det finns en punkt (x̂, ŷ) ∈ X × Y s̊a att

sup
y∈Y

inf
x∈X

f(x, y) = inf
x∈X

f(x, ŷ) och inf
x∈X

sup
y∈Y

f(x, y) = sup
y∈Y

f(x̂, y).

Visa att (x̂, ŷ) är en sadelpunkt till funktionen f om och endast om

inf
x∈X

f(x, ŷ) = sup
y∈Y

f(x̂, y),

och att det gemensamma värdet i s̊a fall är f(x̂, ŷ).

10.5 Betrakta ett minimeringsproblem

min f(x)

d̊a gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m

med konvexa differentierbara bivillkorsfunktioner g1, g2, . . . , gm, och antag
att det finns en punkt x0 ∈ X = {x | g1(x) ≤ 0, . . . , gm(x) ≤ 0} som
uppfyller alla icke-affina bivillkor med strikt olikhet. Visa att systemet (J)
är lösbart i alla punkter x̂ ∈ X.

[Ledning: Visa att z = x̂− x0 satisfierar (J).]

10.6 Lös följande optimeringsproblem

a) min x3
1 + x1x

2
2

d̊a

{
x2

1 + 2x2
2 ≤ 1
x2 ≥ 0

b) max x2
1 + x2

2 + arctanx1x2

d̊a

{
x2

1 + x2
2 ≤ 2

0 ≤ x1 ≤ x2

c) min x1x2

d̊a

{
x2

1 + x1x2 + 4x2
2 ≤ 1

x1 + 2x2 ≥ 0

d) max x2
1x2x3

d̊a

{
2x1 + x1x2 + x3 ≤ 1

x1, x2, x3 ≥ 0.



Kapitel 11

Konvex optimering

11.1 Stark dualitet

Vi p̊aminner om att minimeringsproblemet

(P) min f(x)

d̊a

{
gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , p
gi(x) = 0, i = p+ 1, . . . ,m

kallas konvext om
• den implicita definitionsmängden Ω är konvex,
• målfunktionen f är konvex,
• bivillkorsfunktionerna gi är konvexa för i = 1, 2, . . . , p och affina för
i = p+ 1, . . . ,m.

I ett konvext problem är mängden X av till̊atna punkter konvex, och
Lagrangefunktionen

L(x, λ) = f(x) +
m∑
i=1

λigi(x)

är konvex i variabeln x för varje fixt λ ∈ Λ = Rp
+ × Rm−p eftersom den är

en konisk kombination av konvexa funktioner.

Vi har redan konstaterat att optimalitetskriteriet i sats 10.1.2 inte behöver
vara uppfyllt i en optimal punkt, inte ens i konvexa problem, ty det triviala
problemet i exempel 10.1.2 är konvext. För att kriteriet skall vara uppfyllt
behövs det n̊agot tilläggsvillkor, och ett svagt s̊adant ges i nästa definition.

Definition. Problemet (P) uppfyller Slaters villkor om det finns en till̊aten
punkt x i det relativa inre av Ω s̊adan att gi(x) < 0 för alla icke-affina
bivillkorsfunktioner gi.

Slaters villkor är först̊as tomt uppfyllt om samtliga bivillkor är affina.

205
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För konvexa problem som uppfyller Slaters villkor, är optimalitetskriteriet
b̊ade tillräckligt och nödvändigt för optimalitet. Vi har nämligen följande
resultat.

Sats 11.1.1 (Dualitetssatsen). Antag att problemet (P) är konvext och uppfyl-
ler Slaters villkor samt att problemets optimala värde vmin är ändligt, och l̊at
φ : Λ→ R beteckna problemets duala funktion. D̊a finns det en punkt λ̂ ∈ Λ
s̊adan att

φ(λ̂) = vmin.

Bevis. Antag först att samtliga bivillkor är olikheter, dvs. att p = m, och
numrera bivillkoren s̊a att funktionerna gi är konvexa för i = 1, 2, . . . , k och
affina för i = k + 1, . . . ,m.

P̊a grund av Slaters villkor har systemet{
gi(x) < 0, i = 1, 2, . . . , k
gi(x) ≤ 0, i = k + 1, . . . ,m

en lösning i det relativa inre av Ω, medan systemet
f(x)− vmin < 0

gi(x) < 0, i = 1, 2, . . . , k
gi(x) ≤ 0, i = k + 1, . . . ,m

saknar lösning i Ω p̊a grund av definitionen av vmin. Det följer därför av
sats 6.5.1 att det finns icke-negativa skalärer λ̂0, λ̂1, . . . , λ̂m s̊adana att

λ̂0(f(x)− vmin) + λ̂1g1(x) + λ̂2g2(x) + · · ·+ λ̂mgm(x) ≥ 0

för alla x ∈ Ω, och där n̊agon av koefficienterna λ̂0, λ̂1, . . . , λ̂k är positiv. Här
måste vidare koefficienten λ̂0 vara positiv, ty om λ̂0 = 0 är

λ̂1g1(x) + · · ·+ λ̂mgm(x) ≥ 0

för alla x ∈ Ω, vilket enligt sats 6.5.1 strider mot att det förstnämnda sy-
stemet av olikheter har en lösning i Ω. Vi kan därför, genom att vid behov
dividera med λ̂0, anta att λ̂0 = 1, och f̊ar d̊a olikheten

L(x, λ̂) = f(x) +
m∑
i=1

λ̂igi(x) ≥ vmin

för alla x ∈ Ω. Det följer att

φ(λ̂) = inf
x∈Ω

L(x, λ̂) ≥ vmin,

vilket i kombination med sats 10.1.1 ger den sökta likheten φ(λ̂) = vmin.
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Om problemet har affina likheter, dvs. om p < m, ersätter vi varje likhet
gi(x) = 0 med de tv̊a olikheterna ±gi(x) ≤ 0, och det följer av det redan
bevisade fallet av satsen att det finns icke-negativa Lagrangemultiplikatorer
λ̂1, . . . , λ̂p, µ̂p+1, . . . , µ̂m, ν̂p+1, . . . , ν̂m, s̊a att

f(x) +

p∑
i=1

λ̂igi(x) +
m∑

i=p+1

(µ̂i − ν̂i)gi(x) ≥ vmin

för alla x ∈ Ω, Genom att sätta λ̂i = µ̂i − ν̂i för i = p + 1, . . . ,m erh̊alls
en punkt λ̂ ∈ Λ = Rp

+ × Rm−p som uppfyller φ(λ̂) ≥ vmin, och därmed är
beviset komplett.

Genom att kombinera sats 11.1.1 med sats 10.1.2 erh̊aller vi följande
korollarium.

Korollarium 11.1.2. Om problemet (P) är konvext och uppfyller Slaters vill-
kor, s̊a är en till̊aten punkt x̂ optimal om och endast om optimalitetskriteriet
är uppfyllt, dvs. om och endast om det finns ett λ̂ ∈ Λ s̊a att φ(λ̂) = f(x̂).

11.2 Karush–Kuhn–Tuckers sats

Varianter av följande sats visades först av Karush och Kuhn–Tucker, och
satsen brukar därför kallas Karush–Kuhn–Tuckers sats.

Sats 11.2.1. L̊at

(P) min f(x)

d̊a

{
gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , p
gi(x) = 0, i = p+ 1, . . . ,m

vara ett konvext problem, och antag att m̊al- och bivillkorsfunktionerna är
differentierbara i den till̊atna punkten x̂.

(i) Om λ̂ är en punkt i Λ och paret (x̂, λ̂) uppfyller KKT-villkoren{
L′x(x̂, λ̂) = 0

λ̂igi(x̂) = 0 för i = 1, 2, . . . , p

s̊a föreligger starkt dualitet; x̂ är en optimal lösning till problemet (P)
och λ̂ är en optimal lösning till det duala problemet.

(ii) Omvänt, om Slaters villkor är uppfyllt och x̂ är en optimal lösning, s̊a
finns det Lagrangemultiplikatorer λ̂ ∈ Λ s̊a att (x̂, λ̂) satisfierar KKT-
villkoren.
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Bevis. (i) KKT-villkoren innebär att x̂ är en stationär punkt till den kon-
vexa funktionen x 7→ L(x, λ̂), och en inre stationär punkt till en konvex
funktion är en minimipunkt enligt sats 7.2.2. Villkoret (iii) i sats 10.1.4 är
s̊aledes uppfyllt, och detta betyder att optimalitetskriteriet är uppfyllt av
paret (x̂, λ̂).

(ii) Omvänt, om Slaters villkor är uppfyllt och x̂ är en optimal lösning,
s̊a är enligt sats 11.1.1 optimalitetskriteriet f(x̂) = φ(λ̂) uppfyllt för n̊agot
λ̂ ∈ Λ. KKT-villkoren är därför uppfyllda p̊a grund av korollarium 10.1.5.

KKT-villkoren har en naturlig geometrisk tolkning. Antag för enkelhets
skull att samtliga bivillkor är olikheter, dvs. att p = m, och l̊at I(x̂) beteckna
indexmängden för de i den optimala punkten x̂ aktiva bivillkoren. KKT-
villkoren innebär att λ̂i = 0 för alla index i /∈ I(x̂) och att

−∇f(x̂) =
∑
i∈I(x̂)

λ̂i∇gi(x̂),

där samtliga i summan förekommande koefficienter λ̂i är icke-negativa. Den
geometriska betydelsen av likheten ovan är att vektorn −∇f(x̂) ligger i konen
som genereras av gradienterna ∇gi(x̂) till de aktiva olikhetsbivillkoren. Jmf
figur 11.1 och figur 11.2.

f(x) = 3

f(x) = 2

f(x) = 1

x̂

−∇f(x̂)
∇g1(x̂)

∇g2(x̂)

X

g1(x) ≤ 0 g2(x) ≤ 0

Figur 11.1. Punkten x̂ är optimal
eftersom b̊ada bivillkoren är aktiva
i punkten och
−∇f(x̂) ∈ con{∇g1(x̂),∇g2(x̂)}.

f(x) = 2

f(x) = 1

∇g1(x̂)
∇g2(x̂)

−∇f(x̂)

x̂

x
X

g1(x) ≤ 0 g2(x) ≤ 0

Figur 11.2. Här är punkten x̂ inte
optimal eftersom
−∇f(x̂) 6∈ con{∇g1(x̂),∇g2(x̂)}.
Optimum antas istället i en punkt
x, där −∇f(x) = λ1∇g1(x) för
n̊agot λ1 > 0.

Exempel 11.2.1. Betrakta problemet

min ex1−x3 + e−x2{
(x1 − x2)2 − x3 ≤ 0

x3 − 4 ≤ 0.



11.3 Tolkning av Lagrangemultiplikatorerna 209

Målfunktionen och funktionerna i bivillkoren är konvexa. Slaters villkor är
uppfyllt eftersom t. ex. (1, 1, 1) satisfierar b̊ada bivillkoren med strikt olikhet.
Enligt sats 11.2.1 är därför x en optimal lösning till problemet om och endast
om x löser systemet

ex1−x3 + 2λ1(x1 − x2) = 0 (i)
−e−x2 − 2λ1(x1 − x2) = 0 (ii)
−ex1−x3 − λ1 + λ2 = 0 (iii)
λ1

(
(x1 − x2)2 − x3

)
= 0 (iv)

λ2(x3 − 4) = 0 (v)
λ1, λ2 ≥ 0 (vi)

Sambanden (i) och (vi) medför att λ1 > 0, medan (iii) och (vi) ger att λ2 > 0.
Av (iv) och (v) följer därför x3 = 4 och x1 − x2 = ±2. P̊a grund av (i) och
(vi) är emellertid x1 − x2 < 0, varför x1 − x2 = −2. Genom att jämföra (i)
och (ii) ser vi att x1− x3 = −x2, dvs. x1 + x2 = 4. Det följer att x = (1, 3, 4)
och λ = (e−3/4, 5e−3/4) är systemets unika lösning. Problemet har därför
en unik optimal lösning, nämligen (1, 3, 4). Det optimala värdet är lika med
2e−3.

11.3 Tolkning av Lagrangemultiplikatorerna

I det här avsnittet skall vi studera hur det optimala värdet vmin(b) i ett
godtyckligt minimeringsproblem av typen

(Pb) min f(x)

d̊a

{
gi(x) ≤ bi, i = 1, 2, . . . , p
gi(x) = bi, i = p+ 1, . . . ,m

beror av parametrarna b1, b2, . . . , bm i bivillkorens högerled. Funktionerna f
och g1, g2, . . . , gm är som tidigare definierade p̊a n̊agon delmängd Ω av Rn,
b = (b1, . . . , bm) är en vektor i Rm, och

X(b) = {x ∈ Ω | gi(x) ≤ bi för 1 ≤ i ≤ p och gi(x) = bi för p < i ≤ m}
är mängden av till̊atna punkter.

Till minimeringsproblemet (Pb) hör Lagrange- och dualfunktioner, som
betecknas Lb resp. φb. Per definition är

Lb(x, λ) = f(x) +
m∑
i=1

λi(gi(x)− bi),
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och sambandet mellan Lagrangefunktionerna Lb och Lb hörande till tv̊a skil-
da parameteruppsättningar b och b ges därför av ekvationen

Lb(x, λ) = Lb(x, λ) +
m∑
i=1

λi(bi − bi) = Lb(x, λ) + 〈λ, b− b〉.

Genom att bilda infimum över x ∈ Ω f̊ar vi omedelbart följande samband för
dualfunktionerna:

(11.1) φb(λ) = φb(λ) + 〈λ, b− b〉.
Följande sats ger oss nu en tolkning av Lagrangeparametrarnas betydelse

för problem där optimalitetskriteriet i sats 10.1.2 är uppfyllt, och s̊aledes
speciellt för konvexa problem som uppfyller Slaters villkor.

Sats 11.3.1. Antag att minimeringsproblemet (Pb) har en optimal lösning x
och att optimalitetskriteriet är uppfyllt i punkten, dvs. att det finns Lagrange-
multiplikatorer λ s̊a att φb(λ) = f(x). D̊a gäller:

(i) Funktionen f är ned̊at begränsad p̊a mängden X(b) för varje b ∈ Rm,
s̊a det optimala värdet vmin(b) i problemet (Pb) är ändligt om mängden
X(b) av till̊atna punkter inte är tom, och lika med +∞ om X(b) = ∅.

(ii) Vektorn −λ är en subgradient till värdefunktionen vmin : Rm → R i
punkten b.

(iii) Om optimalitetskriteriet är uppfyllt i problemet (Pb) för alla b i n̊agon
öppen konvex mängd U , s̊a är funktionen vmin konvex p̊a U .

Bevis. Genom att utnyttja att svag dualitet säkert gäller för problemet (Pb),
sambandet (11.1) och optimalitetskriteriet för problemet (Pb), f̊ar vi direkt

vmin(b) = inf
x∈X(b)

f(x) ≥ φb(λ) = φb(λ) + 〈λ, b− b〉 = f(x) + 〈λ, b− b〉

= vmin(b)− 〈λ, b− b〉.
Härav följer dels att det optimala värdet vmin(b) inte kan vara −∞, dels att
−λ är en subgradient till funktionen vmin i punkten b.

Om optimalitetskriteriet är uppfyllt för alla b ∈ U , s̊a har därför funk-
tionen vmin en subgradient i alla punkter i U , och en s̊adan funktion är
konvex.

Om funktionen vmin är differentierbar i punkten b, s̊a är enligt sats 8.1.3
subgradienten i punkten unik och lika med gradienten, och det följer därför
av (ii) i satsen ovan att v′min(b) = −λ. För små tillskott ∆bj är s̊aledes

vmin(b1 + ∆b1, . . . , bm + ∆bm) ≈ vmin(b1, . . . , bm)− λ1∆b1 · · · − λm∆bm.

Lagrangemultiplikatorerna ger med andra ord information om hur det opti-
mala värdet p̊averkas av små förändringar av parametrarna.
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Exempel 11.3.1. Som illustration till sats 11.3.1 skall vi lösa det konvexa
problemet

min x2
1 + x2

2

d̊a

{
x1 + 2x2 ≤ b1

2x1 + x2 ≤ b2.

Eftersom det handlar om att minimera avst̊andet i kvadrat fr̊an origo till
en polyeder, finns det säkert en optimal lösning för varje högerled b, och
eftersom bivillkoren är affina, följer det av Karush–Kuhn–Tuckers sats att de
optimala lösningarna satisfierar KKT-systemet, som i föreliggande fall är

2x1 + λ1 + 2λ2 = 0 (i)
2x2 + 2λ1 + λ2 = 0 (ii)

λ1(x1 + 2x2 − b1) = 0 (iii)
λ2(2x1 + x2 − b2) = 0 (iv)

λ1, λ2 ≥ 0.

För att lösa systemet gör vi en uppdelning p̊a fyra fall:

λ1 = λ2 = 0 : I detta fall är x1 = x2 = 0 den unika lösningen till KKT-
systemet. Punkten (0, 0) är s̊aledes optimal, förutsatt att den är till̊aten, och
s̊a är fallet om och endast om b1 ≥ 0 och b2 ≥ 0. För s̊adana parametervärden
b är s̊aledes det optimala värdet vmin(b) = 0.

λ1 > 0, λ2 = 0 : Av (i) och (ii) följer först att x2 = 2x1 = −λ1, och (iii) ger
sedan x = 1

5
(b1, 2b1). Denna punkt är till̊aten om 2x1 + x2 = 4

5
b1 ≤ b2, och

för att Lagrangemultiplikatorn λ1 = −2
5
b1 skall vara > 0 krävs dessutom att

b1 < 0. Punkten x = 1
5
(b1, 2b1) är s̊aledes optimal om b1 < 0 och 4b1 ≤ 5b2

och motsvarande värde är vmin(b) = 1
5
b2

1.

λ1 = 0, λ2 > 0 : Av (i) och (ii) följer nu att x1 = 2x2 = −λ2, vilket insatt i
(iv) ger x = 1

5
(2b2, b2). Detta är en till̊aten punkt om x1 + 2x2 = 4

5
b2 ≤ b1.

Lagrangemultiplikatorn λ2 = −2
5
b2 är positiv om b2 < 0. För b2 < 0 och

4b2 ≤ 5b1 är s̊aledes punkten x = 1
5
(2b2, b2) optimal, och det optimala värdet

är v(b) = 1
5
b2

2.

λ1 > 0, λ2 > 0: Genom att lösa det system som f̊as av (iii) och (iv) f̊ar man
x = 1

3
(2b2− b1, 2b1− b2), och (i) och (ii) ger sedan λ = 2

9
(4b2−5b1, 4b1−5b2).

De b̊ada Lagrangemultiplikatorerna är positiva om 5
4
b1 < b2 <

4
5
b1. För dessa

parametervärden är punkten x optimal, och vmin(b) = 1
9
(5b2

1 − 8b1b2 + 5b2
2).

Resultatet av v̊ar undersökning kan sammanfattas i följande tabell:
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vmin(b) −λ1 =
∂v

∂b1

−λ2 =
∂v

∂b2

b1 ≥ 0, b2 ≥ 0 0 0 0

b1 < 0, b2 ≥ 4
5
b1

1
5
b2

1
2
5
b1 0

b2 < 0, b2 ≤ 5
4
b1

1
5
b2

2 0 2
5
b2

5
4
b1 < b2 <

4
5
b1

1
9
(5b2

1 − 8b1b2 + 5b2
2) 2

9
(5b1 − 4b2) 2

9
(5b2 − 4b1)

Övningar

11.1 L̊at b > 0 och betrakta följande triviala konvexa optimeringsproblem

min x2

d̊a x ≥ b.

Slaters villkor är uppfyllt och det optimala värdet antas i punkten x̂ = b, s̊a
enligt sats 11.1.1 är optimalitetsvillkoret uppfyllt för n̊agot λ̂. Bestäm λ̂.

11.2 Verifiera i föreg̊aende övning att v′(b) = λ̂.

11.3 Betrakta minimeringsproblemet

(P) min f(x)

d̊a

{
gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , p
gi(x) = 0, i = p+ 1, . . . ,m

med x ∈ Ω som implicit bivillkor och den ekvivalenta epigrafformuleringen

(P′) min t

d̊a


f(x)− t ≤ 0,

gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , p
gi(x) = 0, i = p+ 1, . . . ,m

av problemet med (t, x) ∈ R× Ω som implicit bivillkor.

a) Visa att (P′) uppfyller Slaters villkor om och endast om (P) gör det.

b) Bestäm sambandet mellan de b̊ada problemens Lagrangefunktioner och
sambandet mellan deras duala funktioner.

c) Visa att de b̊ada duala problemen har samma optimala värde och att op-
timalitetskriteriet är uppfyllt i minimeringsproblemet (P) om och endast
om det är uppfyllt i problemet (P′).

11.4 Visa att ett konvext problem uppfyller Slaters villkor om det för varje icke-
affint olikhetsbivillkor gi(x) ≤ 0 finns en till̊aten punkt xi i det relativa inre
av Ω s̊adan att gi(xi) < 0.
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11.5 L̊at

(Pb) min f(x)

d̊a

{
gi(x) ≤ bi, i = 1, 2, . . . , p
gi(x) = bi, i = p+ 1, . . . ,m

vara ett konvext problem och antag att problemets optimala värde vmin(b)
är > −∞ för alla högerled b som tillhör n̊agon konvex delmängd U av Rm.
Visa att restriktionen av vmin till U är en konvex funktion.

11.6 Lös följande konvexa optimeringsproblem.

a) min ex1−x2 + ex2 − x1

d̊a x ∈ R2

b) min ex1−x2 + ex2 − x1

d̊a

{
x2

1 + x2
2 ≤ 1

x1 + x2 ≥ −1

c) min −x1 − 2x2

d̊a

{
ex1 + x2 ≤ 1

x2 ≥ 0

d) min x1 + 2x2

d̊a

{
x2

1 + x2
2 ≤ 5

x1− x2 ≤ 1

e) min x1 − x2

d̊a

{
0 < x1≤ 2
0 ≤ x2≤ lnx1

f) min ex1 + ex2 + x1x2

d̊a

{
x1 + x2≥ 1
x1, x2≥ 0

11.7 Lös det konvexa optimeringsproblemet

min x2
1 + x2

2 − ln(x1 + x2)

d̊a


(x1 − 1)2 + x2

2 ≤ 9
x1 + x2 ≥ 2
x1, x2 ≥ 0.

11.8 Lös det konvexa optimeringsproblemet

min
n∑
j=1

v−1
j

√
y2
j + a2

j

d̊a

{∑n
j=1 yj = b

y ∈ Rn

som förekom i v̊ar diskussion av ljusbrytning i avsnitt 9.4, och verifiera
därigenom Snells brytningslag:

sin θi
sin θj

=
vi
vj
,

där θj = arctan yj/aj .
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11.9 Lisa har ärvt 1 miljon kronor som hon ämnar investera genom att köpa aktier
i tre bolag: A, B och C. Bolaget A tillverkar mobiltelefoner, B tillverkar
antenner till mobiltelefoner, och C tillverkar glass. Den årliga avkastningen
av en investering i bolagen är en stokastisk variabel, och den förväntade
avkastningen för respektive bolag uppskattas till

A B C
Förväntad avkastning: 20% 12% 4%

Om Lisa investerar x1, x2, x3 milj kronor i de tre bolagen blir s̊aledes hennes
förväntade avkastning lika med

0.2x1 + 0.12x2 + 0.04x3.

Med en investerings risk menas avkastningens varians. För att kunna beräkna
denna behöver man känna variansen för varje enskilt bolags avkastning samt
korrelationen mellan avkastningarna i de olika bolagen. Av uppenbara skäl
finns det en stark korrelation mellan försäljningen i bolagen A och B, medan
försäljningen i bolaget C enbart beror p̊a om sommarvädret är vackert eller ej
och inte p̊a hur m̊anga mobiltelefoner som säljs. Den s. k. kovariansmatrisen
har därför i v̊art fall följande utseende:50 40 0

40 40 0
0 0 10


För den som behärskar sannolikhetsteorins grunder är det nu enkelt att
beräkna risken − den ges av uttrycket

50x2
1 + 80x1x2 + 40x2

2 + 10x2
3.

Lisa, som är en försiktig person, vill minimera sin investerings risk men hon
vill ocks̊a ha en förväntad avkastning p̊a minst 12%. Formulera och lös Lisas
optimeringsproblem.

11.10 Betrakta konsumentproblemet

max f(x)

d̊a

{
〈p, x〉 ≤ I

x ≥ 0

som diskuterades i avsnitt 9.4. Här är f(x) konsumentens nyttofunktion,
som förutsätts vara konkav och differentierbar, I är hennes disponibla in-
komst, p = (p1, p2, . . . , pn) är prisvektorn och x = (x1, x2, . . . , xn) betecknar
varukorgar.

Antag att x̂ är en optimal lösning. Den optimala nyttan v beror liksom x̂
först̊as av inkomsten I; l̊at oss anta v = v(I) är en deriverbar funktion. Visa
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under dessa förutsättningar att

x̂j , x̂k > 0 ⇒ 1

pj

∂f

∂xj

∣∣∣
x̂

=
1

pk

∂f

∂xk

∣∣∣
x̂

=
dv

dI

x̂j = 0, x̂k > 0 ⇒ 1

pj

∂f

∂xj

∣∣∣
x̂
≤ 1

pk

∂f

∂xk

∣∣∣
x̂
.

I ord betyder detta:

I den optimala lösningen är kvoten mellan en varas marginella nytta och pris
densamma för alla varor som faktiskt köps och lika med den marginella nytto-
ökningen vid en inkomstökning. För varor som inte köps är motsvarande kvot
inte större.

Slutsatsen är tämligen självklar, ty om xk > 0 och
1

pj

∂f

∂xj
>

1

pk

∂f

∂xk
, tjänar

konsumenten p̊a att byta ut en liten kvantitet ε/pk av vara nr k mot kvan-
titeten ε/pj av vara nr j.





Kapitel 12

Linjär programmering

I det här kapitlet skall vi beskriva den grundläggande matematiska teorin för
linjär programmering och framförallt studera det mycket viktiga dualitets-
begreppet.

12.1 Optimala lösningar

I kapitel 9.1 definierade vi vad som menas med ett optimeringsproblems
värde. Speciellt har först̊as varje LP-problem

(P) min 〈c, x〉
d̊a x ∈ X

ett optimalt värde, som vi i det här avsnittet betecknar vmin(c) för att kunna
beskriva värdets beroende av målfunktionen.

LP-problem med ändliga värden har alltid optimala lösningar. Om polye-
dern av till̊atna punkter är begränsad, dvs. kompakt, s̊a följer först̊as existen-
sen av maximum och minimum direkt av att målfunktionen är kontinuerlig.
För godtyckliga LP-problem utnyttjar vi istället representationssatsen för
polyedrar för att bevisa existens av optimala lösningar.

Sats 12.1.1. Antag att polyedern X av till̊atna lösningar i LP-problemet (P)
inte är tom och en delmängd av Rn. D̊a gäller:

(i) Värdefunktionen vmin : Rn → R är konkav med effektiv domän

dom vmin = (reccX)+.

M̊alfunktionen 〈c, x〉 är med andra ord ned̊at begränsad p̊a X om och
endast om c ligger i dualkonen till X:s recessionskon.

217
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(ii) För varje c ∈ (reccX)+ har problemet optimala lösningar, och mängden
av optimala lösningar är en polyeder.

(iii) Om polyedern X är linjefri och c ∈ (reccX)+, s̊a antas optimum i
n̊agon av polyederns extremalpunkter.

Bevis. Det optimala värdets definition vmin(c) = inf{〈c, x〉 | x ∈ X} innebär
att värdefunktionen är ett punktvist infimum av en familj av konkava funk-
tioner, nämligen de linjära funktionerna c 7→ 〈c, x〉, d̊a x genomlöper X. Det
följer därför av sats 6.2.4 att värdefunktionen är konkav.

L̊at oss nu bestämma värdefunktionens effektiva domän, dvs. mängden av
c för vilka vmin(c) > −∞. Enligt struktursatsen för polyedrar (sats 5.3.1) finns
det en ändlig icke-tom mängd A s̊a att X = cvxA + reccX, där A = extX
ifall polyedern är linjefri. För LP-problemets optimala värde vmin(c) gäller
därför

vmin(c) = inf{〈c, y + z〉 | y ∈ cvxA, z ∈ reccX}(12.1)

= inf{〈c, y〉 | y ∈ cvxA}+ inf{〈c, z〉 | z ∈ reccX}
= min{〈c, y〉 | y ∈ A}+ inf{〈c, z〉 | z ∈ reccX},

där likheten inf{〈c, y〉 | y ∈ cvxA} = min{〈c, y〉 | y ∈ A} gäller p̊a grund av
sats 6.3.3 eftersom linjära funktioner speciellt är konkava.

Om c ligger i dualkonen (reccX)+, s̊a är 〈c, z〉 ≥ 0 för alla z ∈ reccX
med likhet för z = 0. Det följer därför av likheten (12.1) att

vmin(c) = min{〈c, y〉 | y ∈ A} > −∞.

Detta visar inklusionen (reccX)+ ⊆ dom vmin, samt att det optimala värdet
antas i en punkt i A, och d̊a speciellt i en extremalpunkt till X om polyedern
X är linjefri.

Om c /∈ (reccX)+, s̊a finns det en vektor z0 ∈ reccX med 〈c, z0〉 < 0.
Eftersom tz0 ∈ reccX för t > 0 och limt→∞〈c, tz0〉 = −∞, följer det att

inf{〈c, z〉 | z ∈ reccX} = −∞,

och (12.1) medför s̊aledes i detta fall att vmin(c) = −∞. Därmed är likheten
dom vmin = (reccX)+ bevisad.

Mängden av minimipunkter till ett LP-problem med ändligt värde är lika
med snittet

X ∩ {x ∈ Rn | 〈c, x〉 = vmin}

mellan polyedern X och ett hyperplan, och den är följaktligen en polyeder.
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c

〈c, x〉 = k′

〈c, x〉 = k

〈c, x〉 = vmin

x̂

X

Figur 12.1. Minimum av 〈c, x〉 över en linjefri
polyeder X antas i en extremalpunkt.

Exempel 12.1.1. I LP-problemet

min x1 + x2

d̊a


x1−x2≥−2
x1 + x2≥ 1
−x1 ≥−3

har polyedern X av till̊atna punkter tre extremalpunkter, nämligen (3, 5),
(−1

2
, 3

2
) och (3,−2). I dessa punkter antar målfunktionen f(x) = x1 + x2

värdena f(3, 5) = 8 och f(−1
2
, 3

2
) = f(3,−2) = 1. Det minsta av dessa är

1, vilket är problemets optimala värde 1. Minimivärdet antas i tv̊a extre-
malpunkter, (1

2
, 3

2
) och (3,−2), och därmed ocks̊a i alla punkter p̊a sträckan

mellan dessa tv̊a punkter.

(− 1
2
, 3
2

)

(3, 5)

(3,−2)

x1 + x2 = k

x1

x2

Figur 12.2. Illustration till exempel 12.1.1.

Antag att X = {x ∈ Rn | Ax ≥ b} är en linjefri polyeder. För att
bestämma det optimala värdet till LP-problemet att minimera en linjär funk-
tion över X behöver man, förutsatt att funktionen är ned̊at begränsad p̊a
X, enligt föreg̊aende sats bara beräkna målfunktionens värden i de ändligt
många extremalpunkterna till X. I teorin är detta enkelt, men i praktiken kan
det vara ett oöverstigligt problem beroende p̊a att antalet extremalpunkter
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kan vara ohyggligt stort. Om A är en m× n-matris, s̊a är antalet potentiella
extremalpunkter lika med

(
m
n

)
, vilket för m = 100 och n = 50 är ett tal som

är större än 1029. Simplexalgoritmen, som vi skall studera i kapitel 13, bygger
p̊a att man inte behöver söka igenom samtliga extremalpunkter; algoritmen
genererar istället en följd x1, x2, x3, . . . av extremalpunkter med avtagande
målfunktionsvärden 〈c, x1〉 ≥ 〈c, x2〉 ≥ 〈c, x3〉 ≥ . . . till dess att minimipunk-
ten hittats. Antalet extremalpunkter som behöver undersökas blir därför i
allmänhet relativt litet.

Känslighetsanalys

L̊at oss skriva polyedern av till̊atna punkter i LP-problemet

(P) min 〈c, x〉
d̊a x ∈ X

p̊a formen
X = cvxA+ conB

med ändliga mängder A och B. Av föreg̊aende sats och dess bevis följer d̊a
att en till̊aten punkt x är en optimal lösning till LP-problemet om och endast
om {

〈c, a〉 ≥ 〈c, x〉 för alla a ∈ A
〈c, b〉 ≥ 0 för alla b ∈ B,

och dessa olikheter definierar en konvex kon Cx i variabeln c. Mängden av
alla c för vilka en given till̊aten punkt i problemet (P) är optimal är s̊aledes
en konvex kon.

Antag nu att x är en optimal lösning till LP-problemet (P). Hur mycket
kan vi ändra koefficienterna i m̊alfunktionen utan att ändra den optimala
lösningen? Studiet av denna fr̊aga är ett exempel p̊a känslighetsanalys.

Uttryckt i termer av konen Cx är svaret enkelt: Om vi ändrar målfunk-
tionskoefficienterna till c+∆c, s̊a är x en optimal lösning ocks̊a till det störda
LP-problemet

(P′) min 〈c+ ∆c, x〉
d̊a x ∈ X

om och endast om c+∆c ligger i konen Cx, dvs. om och endast om ∆c ligger
i polyedern −c + Cx. Sammanfattningsvis har vi s̊aledes kommit fram till
följande slutsatser.

Sats 12.1.2. (i) Mängden av alla c för vilka en given till̊aten punkt är
optimal i LP-problemet (P) är en konvex kon.
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(ii) Om x är en optimal lösning till problemet (P), s̊a finns det en polyeder
s̊a att x ocks̊a är en optimal lösning till det störda LP-problemet (P ′)
för alla ∆c i polyedern.

Mängden

{∆ck | ∆c tillhör polyedern −c+ Cx och ∆cj = 0 för j 6= k}
är ett (eventuellt obegränsat) slutet intervall [−dk, ek] kring 0. En optimal
lösning till problemet (P) är s̊aledes ocks̊a optimal till det störda problem som
erh̊alls genom att endast variera m̊alkoefficienten ck, förutsatt att störningen
∆ck ligger i intervallet −dk ≤ ∆ck ≤ ek. Många datorprogram för LP-
problem levererar förutom optimalt värde och optimal lösning ocks̊a auto-
matiskt information om just dessa intervall.

Vi kommer att studera känslighetsanalysfr̊agor i samband med simplex-
algoritmen i kapitel 13.7.

Exempel 12.1.2. D̊a ett LP-problem med c = (20, 30, 40, . . . ) löstes med
hjälp av ett datorprogram innehöll utskriften bl. a. följande information:

Optimalt värde: 4000 Optimal lösning: x = (50, 40, 10, . . . )

Känslighetsrapport:

Variabel Värde Mål- Till̊aten Till̊aten
koeff. minskning ökning

x1 50 20 15 5
x2 40 30 10 10
x3 10 40 15 20
...

...
...

...
...

Använd utskriften för att bestämma den optimala lösningen och det op-
timala värdet om koefficienterna c1, c2 och c3 ändras till 17, 35 resp. 45 och
övriga målkoefficienter lämnas oförändrade.

Lösning: Kolumnerna ”Till̊aten minskning” och ”Till̊aten ökning” visar att
polyedern av förändringar ∆c som inte p̊averkar den optimala lösningen bl. a.
inneh̊aller punkterna (−15, 0, 0, 0, . . . ), (0, 10, 0, 0, . . . ) och (0, 0, 20, 0, . . . ).
Eftersom

(−3, 5, 5, 0, . . . ) = 1
5
(−15, 0, 0, 0, . . . ) + 1

2
(0, 10, 0, 0, . . . ) + 1

4
(0, 0, 20, 0, . . . )

och 1
5

+ 1
2

+ 1
4

= 19
20
< 1, är ∆c = (−3, 5, 5, 0, . . . ) en konvex kombination av

förändringar som inte p̊averkar den optimala lösningen, nämligen av de tre
nämnda förändringarna och (0, 0, 0, 0, . . . ). Lösningen x = (50, 40, 10, . . . ) är
s̊aledes fortfarande optimal i problemet d̊a c = (17, 35, 45, . . . ). Däremot är
först̊as det nya optimala värdet 4000− 20 · 3 + 30 · 5 + 40 · 5 = 4290.
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12.2 Dualitet

Duala problem

Genom att beskriva polyedern X i ett linjärt minimeringsproblem

min 〈c, x〉
d̊a x ∈ X

som lösningsmängd till ett system av linjära olikheter f̊ar vi ett problem med
en tillhörande Lagrangefunktion och följaktligen ocks̊a en dual funktion och
ett dualt problem. Beskrivningen av X som lösningsmängd är naturligtvis
inte unik, s̊a det duala problemet är inte entydigt bestämt av X som polyeder,
men oavsett vilken beskrivning vi väljer f̊ar vi ett dualt problem där stark
dualitet föreligger, beroende p̊a sats 11.1.1 och att Slaters villkor är uppfyllt
för konvexa problem med affina bivillkor.

I det här avsnittet skall vi beskriva det duala problemets utseende för
n̊agra vanligen förekommande polyederbeskrivningar samt ge ett alternativt
bevis för dualitetssatsen. V̊ar utg̊angspunkt är att polyedern X ges p̊a formen

X = {x ∈ U+ | Ax− b ∈ V +},

där
• U och V är ändligt genererade koner i Rn resp. Rm;
• A är en m× n-matris;

• b är en vektor i Rm.

Som vanligt identifierar vi vektorer med kolonnmatriser och matriser med
linjära avbildningar. Mängden X är först̊as en polyeder, ty omskrivningen

X = U+ ∩ A−1(b+ V +)

framställer X som ett snitt av tv̊a polyedrar − den koniska polyedern U+

och inversa bilden A−1(b + V +) av polyedern b + V + under den linjära av-
bildningen A.

LP-problemet att minimera 〈c, x〉 över polyedern X med ovanst̊aende
beskrivning kommer nu att skrivas

(P) min 〈c, x〉
d̊a Ax− b ∈ V +, x ∈ U+

och för att bilda ett lämpligt dualt problem kommer vi att uppfatta villkoret
x ∈ U+ som ett implicit bivillkor och uttrycka det andra villkoret Ax−b ∈ V +

som ett system av linjära olikheter. Antag därför att den ändligt genererade
konen V genereras av kolonnerna i m× k-matrisen D, dvs. att

V = {Dz | z ∈ Rk
+}.
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För dualkonen V + gäller d̊a att

V + = {y ∈ Rm | DTy ≥ 0},
och bivillkoret Ax − b ∈ V + kan nu uttryckas som ett system av olikheter,
nämligen DTAx−DTb ≥ 0.

V̊art LP-problem (P) har s̊aledes bringats p̊a formen

min 〈c, x〉
d̊a DTb−DTAx ≤ 0, x ∈ U+

Till problemet hör en Lagrangefunktion L : U+ × Rk
+ → R, som definieras

av att

L(x, λ) = 〈c, x〉+ 〈λ,DTb−DTAx〉 = 〈c− ATDλ, x〉+ 〈b,Dλ〉,

och en dualfunktion φ : Rk
+ → R, som ges av att

φ(λ) = inf
x∈U+

L(x, λ) =

{
〈b,Dλ〉 , om c− ATDλ ∈ U
−∞ , annars.

Det duala problemet f̊ar därför formen

max 〈b,Dλ〉
d̊a c− ATDλ ∈ U, λ ∈ Rk

+.

Eftersom Dλ beskriver konen V d̊a λ genomlöper Rk
+, kan vi genom att sätta

y = Dλ formulera om det duala problemet till

max 〈b, y〉
d̊a c− ATy ∈ U, y ∈ V.

Det är därför naturligt att definiera dualitet för LP-problem p̊a formen (P)
p̊a följande sätt.

Definition. Givet LP-problemet

(P) min 〈c, x〉
d̊a Ax− b ∈ V +, x ∈ U+,

som vi kallar det primala problemet, kallar vi problemet

(D) max 〈b, y〉
d̊a c− ATy ∈ U, y ∈ V

för det duala LP-problemet. De optimala värdena för respektive problem
kommer att betecknas vmin(P ) resp. vmax(D), och respektive polyeder av
till̊atna punkter kommer att kallas X resp. Y .
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Observera noga sambandet mellan å ena sidan konerna U+ och V + i
det primala problemet och de därmed duala konerna U och V i det duala
problemet.

Exempel 12.2.1. Olika val av konerna U och V ger oss olika konkreta duala
problem (P) och (D). Vi exemplifierar med fyra viktiga specialfall.

1. För U = {0}, U+ = Rn och V = V + = Rm
+ f̊as det duala paret:

(P1) min 〈c, x〉
d̊a Ax ≥ b

och (D1) max 〈b, y〉
d̊a ATy = c, y ≥ 0.

Eftersom varje polyeder kan skrivas som ett snitt av halvrum, dvs. p̊a
formen Ax ≥ b, kan varje LP-problem ges formuleringen (P1).

2. För U = U+ = Rn
+ och V = V + = Rm

+ f̊ar vi istället det duala paret:

(P2) min 〈c, x〉
d̊a Ax ≥ b, x ≥ 0

och (D2) max 〈b, y〉
d̊a ATy ≤ c, y ≥ 0.

Detta är den mest symmetriska formuleringen av dualitet, och den na-
turliga formuleringen för många tillämpningsproblem med variabler som st̊ar
för fysiska kvantiteter eller priser som först̊as är icke-negativa. Dietproble-
met och produktionsplaneringsproblemet i kapitel 9.4 är exempel p̊a s̊adana
problem.

3. För U = U+ = Rn
+, V = Rm och V + = {0} är det duala paret:

(P3) min 〈c, x〉
d̊a Ax = b, x ≥ 0

och (D3) max 〈b, y〉
d̊a ATy ≤ c.

Formuleringen (P3) är den naturliga utg̊angspunkten för simplexalgorit-
men.

4. U = {0}, U+ = Rn, V = Rm och V + = {0} ger slutligen paret

(P4) min 〈c, x〉
d̊a Ax = b

och (D4) max 〈b, y〉
d̊a ATy = c.

Exempel 12.2.2. Ett trivialt exempel p̊a duala LP-problem i en variabel är

min 5x
d̊a 2x ≥ 4

och max 4y
d̊a 2y = 5, y ≥ 0

B̊ada problemens optimala värde är 10.
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Exempel 12.2.3. Problemen

min x1 + x2

d̊a


x1−x2 ≥−2
x1 + x2 ≥ 1
−x1 ≥ −3

och max −2y1 + y2 − 3y3

d̊a


y1 + y2− y3 = 1
−y1 + y2 = 1

y1, y2, y3 ≥ 0

är duala. I exempel 12.1.1 bestämde vi samtliga optimala lösningar till mini-
meringsproblemet samt problemets optimala värde 1. De till̊atna punkterna
till maximeringsproblemet har formen y = (t, 1 + t, 2t), där t ≥ 0, och mot-
svarande värde hos m̊alfunktionen är 1−7t. Maximum antas därför för t = 0
i punkten (0, 1, 0), och maximivärdet är 1.

Dualitetssatsen

Att de duala problemen i exemplen 12.2.2 och 12.2.3 har samma optimala
värde är naturligtvis ingen tillfällighet utan följer av dualitetssatsen, som
formuleras nedan och är ett specialfall av dualitetssatsen för konvexa problem
(sats 11.1.1). I det här avsnittet skall vi ge ett alternativt bevis för denna
viktiga sats och börjar med det triviala resultatet om svag dualitet.

Sats 12.2.1 (Svag dualitet). De optimala värdena till de duala LP-problemen
(P) och (D) satisfierar olikheten

vmax(D) ≤ vmin(P ).

Bevis. Olikheten är trivialt uppfylld om n̊agon av polyedrarna X och Y av
till̊atna punkter är tom; om Y = ∅ är definitionsmässigt vmax(D) = −∞, och
om X = ∅ är vmin(P ) = +∞.

Antag därför att b̊ada problemen har till̊atna punkter. För x ∈ X och
y ∈ Y gäller per definition dels y ∈ V och (Ax− b) ∈ V +, dels (c−ATy) ∈ U
och x ∈ U+. Följaktligen är 〈Ax − b, y〉 ≥ 0 och 〈c − ATy, x〉 ≥ 0. Vi f̊ar
därför olikheten

〈b, y〉 ≤ 〈b, y〉+ 〈c− ATy, x〉 = 〈b, y〉+ 〈c, x〉 − 〈y, Ax〉
= 〈c, x〉+ 〈b, y〉 − 〈Ax, y〉 = 〈c, x〉 − 〈Ax− b, y〉 ≤ 〈c, x〉.

Målfunktionen 〈b, y〉 i maximeringsproblemet (D) är med andra ord upp̊at
begränsad p̊a Y av 〈c, x〉 för varje x ∈ X, varför

vmax(D) = sup
y∈Y
〈b, y〉 ≤ 〈c, x〉.

Målfunktionen 〈c, x〉 i minimeringsproblemet är därför ned̊at begränsad p̊a
X av vmax(D). Detta medför att vmax(D) ≤ vmin(P ), och därmed är satsen
bevisad.
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Den svaga dualiteten ger oss följande kriterium för optimalitet.

Sats 12.2.2 (Optimalitetskriteriet). Antag att x̂ är en till̊aten punkt i mini-
meringsproblemet (P), att ŷ är en till̊aten punkt i det duala maximeringspro-
blemet (D) samt att

〈c, x̂〉 = 〈b, ŷ〉.

D̊a är x̂ och ŷ optimala lösningar till respektive problem.

Bevis. Antagandena om x̂ och ŷ ger i kombination med sats 12.2.1 följande
kedja av olikheter

vmax(D) ≥ 〈b, ŷ〉 = 〈c, x̂〉 ≥ vmin(P ) ≥ vmax(D).

Eftersom de b̊ada ytterleden är lika, r̊ader det likhet överallt, vilket innebär
att ŷ är en maximipunkt och x̂ är en minimipunkt.

Sats 12.2.3 (Dualitetssatsen i linjär programmering). Antag att åtminstone ett
av de b̊ada duala LP-problemen

min 〈c, x〉
d̊a Ax− b ∈ V +, x ∈ U+

(P)

och

max 〈b, y〉
d̊a c− ATy ∈ U, y ∈ V

(D)

har till̊atna punkter. D̊a har de b̊ada problemen samma optimala värde.

Under förutsättning att åtminstone ett av de b̊ada duala problemen har
till̊atna punkter gäller med andra ord:

(i) X = ∅ ⇔ målfunktionen 〈b, y〉 är inte upp̊at begränsad p̊a Y .

(ii) Y = ∅ ⇔ målfunktionen 〈c, x〉 är inte ned̊at begränsad p̊a X.

(iii) Om X 6= ∅ och Y 6= ∅, s̊a finns det en punkt x̂ ∈ X och en punkt ŷ ∈ Y
s̊a att 〈b, y〉 ≤ 〈b, ŷ〉 = 〈c, x̂〉 ≤ 〈c, x〉 för alla x ∈ X och alla y ∈ Y .

Dualitetssatsen i linjär programmering är ett specialfall av den allmänna
dualitetssatsen för konvexa problem eftersom bivillkorsfunktionerna är affina,
men vi ger här ett alternativt bevis som direkt bygger p̊a följande variant av
Farkas lemma.

Lemma. Systemet

(12.2)

{
〈c, x〉≤ α

x ∈X
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har en lösning om och endast om följande tv̊a system b̊ada saknar lösningar:

{
〈b, y〉> α

y ∈ Y och (12.3-B)


〈b, y〉 = 1
−ATy ∈ U

y ∈ V .
(12.3-A)

Bevis. Systemet (12.2), dvs. 
〈c, x〉≤α

Ax− b ∈ V +

x ∈ U+

är lösbart om och endast om följande homogeniserade system är lösbart:

(12.2′)


〈c, x〉 ≤ αt

Ax− bt ∈ V +

x ∈ U+

t∈ R
t > 0.

(Om x löser systemet (12.2), s̊a löser (x, 1) systemet (12.2′), och om (x, t)
löser systemet (12.2′), s̊a löser x/t systemet (12.2).) Vi kan skriva systemet
(12.2′) p̊a en mer kompakt form genom att införa matrisen

Ã =

[
α −cT
−b A

]
och vektorerna x̃ = (t, x) ∈ R × Rn och d = (−1, 0) ∈ R × Rn, nämligen
som

(12.2′′)

 Ãx̃ ∈ R+ × V +

x̃ ∈ R× U+

dTx̃ < 0.

Enligt sats 3.3.2 är systemet (12.2′′) lösbart om och endast om följande
duala system saknar lösningar:

(12.3′′)

{
d− ÃTỹ ∈ {0} × U

ỹ ∈ R+ × V .

Eftersom

ÃT =

[
α −bT
−c AT

]
,
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kommer systemet (12.3′′) utskrivet med ỹ = (s, y) ∈ R×Rm att f̊a utseendet

(12.3′)


−1− αs+ 〈b, y〉 = 0

cs− ATy ∈ U
y ∈ V
s ≥ 0.

Systemet (12.2) är med andra ord lösbart om och endast om systemet (12.3′)
saknar lösningar, och genom att dela upp i fallen s > 0 och s = 0 ser vi att
systemet (12.3′) saknar lösningar om och endast om de b̊ada systemen

〈b, y/s〉= α+1/s
c− AT(y/s) ∈ U

y/s ∈ V
s> 0

och


〈b, y〉= 1
−ATy ∈ U

y ∈ V

saknar lösningar, och detta är uppenbarligen fallet om och endast om syste-
men (12.3-A) och (12.3-B) b̊ada saknar lösningar.

Bevis för dualitetssatsen. Vi återg̊ar nu till beviset för dualitetssatsen, och
p̊a grund av svag dualitet behöver vi bara visa olikheten

(12.4) vmin(P ) ≤ vmax(D).

Vi delar upp beviset för denna olikhet p̊a tre fall.

Fall 1, Y 6= ∅ och systemet (12.3-B) saknar lösning.

Om vmax(D) = ∞, s̊a är olikheten (12.4) trivialt uppfylld. Antag därför
att vmax(D) < ∞. P̊a grund av definitionen av vmax(D) saknar i s̊a fall
systemet (12.3-A) lösning för α = vmax(D). B̊ada systemen (12.3) är med
andra ord utan lösning, s̊a det följer av lemmat att systemet (12.2) är lösbart
för detta α-värde. Det finns allts̊a en till̊aten punkt x̂ s̊a att 〈c, x̂〉 ≤ vmax(D).
Följaktligen är vmin(P ) ≤ 〈c, x̂〉 ≤ vmax(D).

Observera att vi som bonus ocks̊a f̊ar ett bevis för att minimeringspro-
blemet har en optimal lösning x̂.

Fall 2, Y = ∅ och systemet (12.3-B) saknar lösning.

Nu är systemet (12.3-A) olösbart för alla värden p̊a α, s̊a det följer av
lemmat att systemet (12.2) är lösbart för all α-värden, och detta bety-
der att målfunktionen 〈c, x〉 inte är ned̊at begränsad p̊a X. Följaktligen är
vmin(P ) = −∞ = vmax(D) i detta fall.
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Fall 3, systemet (12.3-B) har en lösning

I detta fall ger lemmat att systemet (12.2) saknar lösning för samtliga värden
p̊a α, och detta medför att mängden X av till̊atna punkter är tom. Följ-
aktligen är polyedern Y av till̊atna punkter i det duala problemet icke-tom.
Välj en punkt y0 ∈ Y , l̊at y vara en lösning till systemet (12.3-B) och betrakta
punkterna yt = y0 + ty. För t > 0 är yt en konisk kombination av vektorer
i V , s̊a yt ligger i V . Vidare är c − ATyt = (c − ATy0) − tATy en konisk
kombination av vektorer i U och ligger därför i U . Detta innebär att yt ligger
i Y för t > 0, och eftersom

〈b, yt〉 = 〈b, y0〉+ t〈b, y〉 = 〈b, y0〉+ t→ +∞
d̊a t → ∞, är vmax(D) = ∞. Olikheten (12.4) är med andra ord triviallt
uppfylld.

Komplementaritetssatsen

Sats 12.2.4 (Komplementaritetssatsen). Antag att x̂ är en till̊aten punkt för
LP-problemet (P) och ŷ är en till̊aten punkt för det duala LP-problemet (D).
D̊a är de b̊ada punkterna optimala för respektive problem om och endast om

〈c− ATŷ, x̂〉 = 〈Ax̂− b, ŷ〉 = 0.

Bevis. Observera först att p̊a grund av definitionerna av polyedrarna X och
Y av till̊atna punkter är 〈Ax − b, y〉 ≥ 0 för alla punkter x ∈ X och y ∈ V ,
medan 〈c− ATy, x〉 ≥ 0 för alla punkter y ∈ Y och x ∈ U .

Om x̂ och ŷ är optimala lösningar till respektive problem, s̊a är därför
speciellt 〈Ax̂−b, ŷ〉 ≥ 0 och 〈c−ATŷ, x̂〉 ≥ 0, och p̊a grund av dualitetssatsen
är 〈c, x̂〉 = 〈b, ŷ〉. Det följer att

〈c, x̂〉−〈Ax̂−b, ŷ〉 ≤ 〈c, x̂〉 = 〈b, ŷ〉 ≤ 〈b, ŷ〉+〈c−ATŷ, x̂〉 = 〈c, x̂〉−〈Ax̂−b, ŷ〉.

Eftersom de b̊ada ytterleden i denna olikhet är lika, r̊ader det likhet p̊a alla
ställena, dvs. 〈Ax̂− b, ŷ〉 = 〈c− ATŷ, x̂〉 = 0.

Omvänt, om 〈c − ATŷ, x̂〉 = 〈Ax̂ − b, ŷ〉 = 0, s̊a är 〈c, x̂〉 = 〈ATŷ, x̂〉
och 〈b, ŷ〉 = 〈Ax̂, ŷ〉, och eftersom 〈ATŷ, x̂〉 = 〈Ax̂, ŷ〉, är s̊aledes 〈c, x̂〉 =
〈b, ŷ〉. Det följer därför av optimalitetskriteriet att de b̊ada punkterna är
optimala.

L̊at oss för tydlighets skull formulera komplementaritetssatsen i det vik-
tiga specialfall d̊a de duala problemen har det utseende som beskrivs som
fall 2 i exempel 12.2.1.
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Korollarium 12.2.5. Antag att x̂ och ŷ är till̊atna punkter i de duala pro-
blemen

min 〈c, x〉
d̊a Ax ≥ b, x ≥ 0

(P2)

resp.

max 〈b, y〉
d̊a ATy ≤ c, y ≥ 0.

(D2)

D̊a är x̂ och ŷ optimala lösningar om och endast om

(12.5)

{
(Ax̂)i > bi ⇒ ŷi = 0

x̂j > 0 ⇒ (ATŷ)j = cj

dvs. om x̂ satisfierar den i:te olikheten i systemet Ax ≥ b strikt, s̊a är mot-
svarande duala variabel ŷi = 0, och om x̂j > 0, s̊a satisfierar ŷ systemet
ATy ≤ c med likhet i den j:te olikheten.

Bevis. I detta fall är nämligen 〈Ax̂ − b, ŷ〉 =
∑m

i=1((Ax̂)i − bi)ŷi en summa
av icke-negativa termer, s̊a 〈Ax̂− b, ŷ〉 = 0 om och endast om alla termer är
lika med 0, dvs. om och endast om (Ax̂)i > bi medför att ŷi = 0.

Analogt f̊as att 〈c− ATŷ, x̂〉 = 0 gäller om och endast om x̂j > 0 medför
att (ATŷ)j = cj. Korollariet är därför bara en omformulering av föreg̊aende
sats i det fall d̊a de duala problemen har den speciella formen i fall 2 av
exempel 12.2.1.

Den nyfikne läsaren undrar m̊ahända om implikationerna i villkoret (12.5)
kan ersättas med ekvivalenser. Följande triviala exempel visar att s̊a inte är
fallet.

Exempel 12.2.4. Betrakta de duala problemen

min x1 + 2x2

d̊a x1 + 2x2 ≥ 2, x ≥ 0
och max 2y

d̊a

{
y ≤ 1

2y ≤ 2, y ≥ 0

med A = cT =
[
1 2

]
och b = [2]. För de optimala punkterna x̂ = (2, 0) och

ŷ = 1 är x̂2 = 0 och (ATŷ)2 = 2 = c2, vilket visar att (12.5) i det här fallet
inte gäller med ekvivalens.

Minimeringsproblemet har emellertid flera optimala lösningar; punkterna
p̊a sträckan mellan (2, 0) och (0, 1) är optimala, och för 0 < t < 1 uppfyller de
optimala paren x̂ = (2− 2t, t) och ŷ = 1 villkoret (12.5) med ekvivalens.
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Den sista slutsatsen i exemplet ovan kan generaliseras. I alla duala pro-
blem med till̊atna punkter finns det ett par av optimala lösningar x̂ och ŷ som
uppfyller (12.5) med implikationerna ersatta av ekvivalenser. Se övning 12.8.

Exempel 12.2.5. LP-problemet

min −x1 + 2x2 + x3 + 2x4

d̊a


−x1−x2− 2x3 +x4 ≥ 4
−2x1 + x2 + 3x3 +x4 ≥ 8

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

löser man lätt genom att först lösa det duala problemet

max 4y1 + 8y2

d̊a


−y1− 2y2 ≤−1
−y1 + y2 ≤ 2
−2y1 + 3y2 ≤ 1
y1 + y2 ≤ 2
y1, y2 ≥ 0

grafiskt och sedan använda komplementaritetssatsen.

4y1 + 8y2 = 12

1 2 y1

1

2

y2

Figur 12.3. Grafisk lösning till maxi-
meringsproblemet i exempel 12.2.5.

Den grafiska lösningen f̊as ur figur 12.3, som visar att ŷ = (1, 1) är en
optimal punkt och att värdet är 12. Eftersom ŷ satisfierar de tv̊a första
bivillkoren med sträng olikhet och ŷ1 > 0 och ŷ2 > 0, är den optimala
lösningen x̂ till minimeringsproblemet en lösning till systemet

−x1−x2− 2x3 +x4 = 4
−2x1 + x2 + 3x3 +x4 = 8
x1 = 0

x2 = 0
x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

Detta system har lösningen x̂ =
(
0, 0, 4

5
, 28

5

)
. Som man lätt verifierar är värdet

i denna punkt 12, vilket det ju skall vara enligt dualitetssatsen.
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Övningar

12.1 I LP-problemet
min 〈c, x〉
d̊a Ax ≥ b

antas A och c vara givna medan högerledsvektorn b f̊ar variera. Antag att
problemet har ett ändligt värde för n̊agot högerled b. Visa att för varje
högerled b är i s̊a fall antingen värdet ändligt eller ocks̊a saknas det till̊atna
punkter. Visa ocks̊a att problemets optimala värde är en konvex funktion av
b.

12.2 Ge exempel p̊a duala problem som b̊ada saknar till̊atna punkter.

12.3 Använd dualitet för att visa att (3, 0, 1) är en optimal lösning till LP-
problemet

min 2x1 + 4x2 + 3x3

d̊a


2x1 + 3x2 + 4x3 ≥ 10
x1 + 2x2 ≥ 3

2x1 + 7x2 + 2x3 ≥ 5, x ≥ 0.

12.4 Visa att kolonnspelarens och radspelarens problem i ett tv̊apersoners noll-
summespel (se kapitel 9.4) är duala problem.

12.5 Undersök hur den optimala lösningen till LP-problemet

max x1 + x2

d̊a


tx1 + x2 ≥−1
x1 ≤ 2
x1− x2 ≥ −1

varierar d̊a den reella parametern t varierar.

12.6 Dualitetssatsen följer ur Farkas lemma (korollarium 3.3.3). Visa omvänt att
Farkas lemma följer ur dualitetssatsen genom att betrakta de duala proble-
men

min 〈c, x〉
d̊a Ax ≥ 0

och max 〈0, y〉
d̊a ATy = c, y ≥ 0

12.7 Sätt Y = {y ∈ Rm | c − ATy ∈ U, y ∈ V }, där U och V är slutna konvexa
koner, och antag att Y 6= ∅.
a) Visa att reccY = {y ∈ Rm | −ATy ∈ U, y ∈ V }.
b) Visa att systemet (12.3-B) lösbart om och endast om −b inte ligger i
dualkonen till reccY .

c) Använd resultatet i b) för att visa att slutsatsen i fall 3 av beviset för
dualitetssatsen, dvs. att vmax(D) =∞ om (och endast om) systemet (12.3-B)
har en lösning, följer av sats 12.1.1.
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12.8 Antag att de duala problemen

min 〈c, x〉
d̊a Ax ≥ b, x ≥ 0

och max 〈b, y〉
d̊a ATy ≤ c, y ≥ 0

b̊ada har till̊atna punkter. Visa att det finns optimala lösningar x̂ och ŷ i
respektive problem som uppfyller{

(Ax̂)i > bi ⇔ ŷi = 0
x̂j > 0 ⇔ (ATŷ)j = cj .

[Ledning: P̊a grund av komplementaritetssatsen räcker det att visa att föl-
jande system av olikheter har en lösning: Ax ≥ b, x ≥ 0, ATy ≤ c, y ≥ 0,
〈b, y〉 ≥ 〈c, x〉, Ax+y > b, Ay−c < x. Detta system är lösbart om och endast
om följande homogena system är lösbart: Ax−bt ≥ 0, x ≥ 0, −ATy+ct ≥ 0,
y ≥ 0, −〈c, x〉 + 〈b, y〉 ≤ 0, Ax + y − bt > 0, x − ATy + ct > 0, t > 0.
Lösbarheten kan nu avgöras med hjälp av sats 3.3.7.]
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Kapitel 13

Simplexalgoritmen

För praktiskt bruk finns det n̊agot förenklat tv̊a olika slags lösningsmetoder
för LP-problem. I b̊ada genereras en följd av till̊atna punkter med successivt
bättre målfunktionsvärden. Simplexmetoderna introducerades av Dantzig i
slutet av 1940-talet och i dem är de genererade punkterna extremalpunkter
till polyedern av till̊atna punkter, och man erh̊aller dem genom att förflytta
sig utefter polyederns kantlinjer. I inrepunkt-metoderna genereras i stället
punkter i det inre av polyedern; dessa metoder härstammar fr̊an tekniker
för icke-linjär programmering som utvecklades av Fiacco och McCormick p̊a
1960-talet, men det var först efter Karmarkars nydanande analys 1984 som
metoderna började användas p̊a LP-problem.

I det här kapitlet skall vi beskriva och analysera simplexalgoritmen.

13.1 Standarform

För att lösa ett LP-problem med simplexalgoritmen m̊aste man först formu-
lera problemet p̊a en speciell form. Den variant av simplexalgoritmen som vi
skall studera förutsätter att problemet är ett minimeringsproblem, att alla
ing̊aende variabler är icke-negativa och att alla övriga bivillkor är formulerade
som likheter.

Definition. Ett LP-problem har standardform om det har formen

min c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn

d̊a


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

x1, x2, . . . , xn ≥ 0.

237
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Genom att införa koefficientmatriserna

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

am1 am2 . . . amn

 , b =


b1

b2
...
bm

 och c =


c1

c2
...
cn


f̊ar vi följande kompakta skrivsätt för ett LP-problem p̊a standardform:

min 〈c, x〉
d̊a Ax = b, x ≥ 0.

Som vi har sett i kapitel 9 kan man transformera varje LP-problem till ett
ekvivalent LP-problem p̊a standardform med hjälp av slack/surplus-variabler
och genom att ersätta oinskränkta variabler med differenser av icke-negativa
variabler.

Dualitet

I kapitel 12.2 gav vi en allmän definition av begreppet dualitet och visade att
duala LP-problem har samma optimala värde utom i det fall d̊a b̊ada proble-
men saknar till̊atna punkter. Vi kommer i v̊ar beskrivning av simplexalgorit-
men att behöva ett specialfall av dualitet, och för att göra framställningen
oberoende av resultaten i föreg̊aende kapitel upprepar vi definitionen av du-
alitet för detta specialfall.

Definition. LP-problemet

(D) max 〈b, y〉
d̊a ATy ≤ c

kallas dualt till LP-problemet

(P) min 〈c, x〉
d̊a Ax = b, x ≥ 0.

Vi kommer att utnyttja följande triviala del av dualitetssatsen.

Sats 13.1.1 (Svag dualitet). Om x är en till̊aten punkt i minimeringsproble-
met (P) och y är en till̊aten punkt i det duala maximeringsproblemet (D),
dvs. om Ax = b, x ≥ 0 och ATy ≤ c, s̊a är

〈b, y〉 ≤ 〈c, x〉.

Bevis. Av olikheterna ATy ≤ c och x ≥ 0 följer att 〈x,ATy〉 ≤ 〈x, c〉. Därför
är

〈b, y〉 = 〈Ax, y〉 = 〈x,ATy〉 ≤ 〈x, c〉 = 〈c, x〉.
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Korollarium 13.1.2 (Optimalitetskriteriet). Om x är en till̊aten punkt för
minimeringsproblemet (P), y är en till̊aten punkt för det duala maximerings-
problemet (D) och 〈b, y〉 = 〈c, x〉, s̊a är x och y optimala punkter i respektive
problem.

Bevis. Av förutsättningarna och sats 13.1.1, tillämpad p̊a punkten y och en
godtycklig till̊aten punkt x i minimeringsproblemet, följer att

〈c, x〉 = 〈b, y〉 ≤ 〈c, x〉

för alla till̊atna punkter x. Detta innebär att x är en minimipunkt. Analogt
visas att y är en maximipunkt.

13.2 Informell beskrivning av simplexalgorit-

men

I det här avsnittet skall vi beskriva huvuddragen i simplexalgoritmen med
hjälp av n̊agra enkla exempel. Den precisa formuleringen av algoritmen och
beviset för att den fungerar ges i avsnitten 13.4 och 13.5.

Exempel 13.2.1. Vi börjar med ett helt trivialt problem, nämligen

min f(x) = x3 + 2x4

d̊a

{
x1 + 2x3−x4 = 2

x2− x3 + x4 = 3, x ≥ 0.

Eftersom koefficienterna i målfunktionen f(x) är positiva och x ≥ 0, är det
klart att f(x) ≥ 0 för alla till̊atna punkter x. Det finns vidare en till̊aten
punkt med x3 = x4 = 0, ty insättning i bivillkoren ger x1 = 2 och x2 = 3.
Minimum är därför lika med 0 och x = (2, 3, 0, 0) är problemets (unika)
minimipunkt.

Betrakta nu ett godtyckligt problem p̊a formen

(13.1) min cm+1xm+1 + · · ·+ cnxn + d

d̊a


x1 + a1m+1xm+1 + . . . + a1nxn = b1

x2 + a2m+1xm+1 + . . . + a2nxn = b2
...

xm + amm+1xm+1 + . . . + amnxn = bm, x ≥ 0

där
b1, b2, . . . , bm ≥ 0.



240 13 Simplexalgoritmen

Om cm+1, cm+2, . . . , cn ≥ 0, s̊a fungerar resonemanget i exempel 13.2.1 och
det följer att minimum är lika med d och antas för x = (b1, . . . , bm, 0, . . . , 0).

Ekvationssystemet i (13.1) har en mycket speciell form, ty det är löst med
avseende p̊a variablerna x1, x2, . . . , xm, och dessa variabler förekommer inte
i målfunktionen. Rent generellt kommer en uppsättning av variabler i ett
ekvationssystem att kallas basvariabler om det är möjligt att lösa systemet
med avseende p̊a variablerna i uppsättningen.

Exempel 13.2.2. L̊at oss ändra målfunktionen i exempel 13.2.1 genom att
byta tecken p̊a koefficienten för x3. V̊art nya problem lyder s̊aledes

(13.2) min f(x) = −x3 + 2x4

d̊a

{
x1 + 2x3−x4 = 2

x2− x3 + x4 = 3, x ≥ 0.

Punkten (2, 3, 0, 0) är naturligtvis fortfarande till̊aten och motsvarande
funktionsvärde är 0, men vi erh̊aller ett mindre målfunktionsvärde genom att
välja x3 > 0 och beh̊alla x4 = 0. Vi m̊aste dock se till att x1 ≥ 0 och x2 ≥ 0,
s̊a den första bivillkorsekvationen ger oss begränsningen x1 = 2− 2x3 ≥ 0,
dvs. x3 ≤ 1.

Vi transformerar nu problemet genom att lösa ekvationssystemet i (13.2)
med avseende p̊a variablerna x2 och x3, dvs. genom att byta basvariabler
fr̊an x1, x2 till x2, x3. Gausselimination ger{

1
2
x1 +x3− 1

2
x4 = 1

1
2
x1 +x2 + 1

2
x4 = 4.

Därefter elimineras basvariabeln x3 ur målfunktionen med hjälp av den första
ekvationen i det nya systemet. Vi f̊ar d̊a

f(x) = 1
2
x1 + 3

2
x4 − 1.

V̊art problem har därför reducerats till ett problem p̊a formen (13.1), näm-
ligen

min 1
2
x1 + 3

2
x4 − 1

d̊a

{
1
2
x1 +x3− 1

2
x4 = 1

1
2
x1 +x2 + 1

2
x4 = 4, x ≥ 0

med x2 och x3 som basvariabler och med icke-negativa koefficienter för övriga
variabler i m̊alfunktionen. Funktionens minimivärde är s̊aledes lika med −1
och det antas i punkten (0, 4, 1, 0).
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Strategin för att lösa ett problem av typen (13.1), där n̊agon koeffici-
ent cm+k är negativ, best̊ar s̊aledes i att byta ut n̊agon av basvariablerna
x1, x2, . . . , xm mot xm+k för att p̊a s̊a sätt erh̊alla ett nytt problem som har
formen (13.1). Om de nya ”c-koefficienterna” är icke-negativa är saken klar,
annars upprepas proceduren. Vi illustrerar med ytterligare ett exempel.

Exempel 13.2.3. Betrakta problemet

(13.3) min f(x) = 2x1 − x2 + x3 − 3x4 + x5

d̊a


x1 + 2x4− x5 = 5

x2 + x4 + 3x5 = 4
x3− x4 + x5 = 3, x ≥ 0.

Först måste vi eliminera basvariablerna x1, x2, x3 ur målfunktionen och f̊ar
d̊a

(13.4) f(x) = −5x4 + 5x5 + 9.

Eftersom koefficienten för x4 är negativ, skall vi eliminera x4 ur målfunktio-
nen och ur tv̊a av bivillkorsekvationerna p̊a ett s̊adant sätt att högerleden
i det transformerade ekvationssystemet förblir icke-negativa. Den tredje ek-
vationen i (13.3) kan inte utnyttjas för denna elimination beroende p̊a att
koefficienten för x4 är negativ. Om vi eliminerar x4 ur den första ekvationen
med hjälp av den andra, s̊a f̊ar den resulterande ekvationen x1− 2x2− 7x5 =
5 − 2 · 4 = −3 ett otill̊atet högerled. Det återst̊ar s̊aledes endast att ut-
nyttja det första av bivillkoren i (13.3) för eliminationen. Vi f̊ar d̊a följande
ekvivalenta system

(13.5)


1
2
x1 +x4− 1

2
x5 = 5

2

−1
2
x1 +x2 + 7

2
x5 = 3

2
1
2
x1 +x3 + 1

2
x5 = 11

2
, x ≥ 0

med x2, x3, x4 som nya basvariabler. Att det nya högerledet blir positivt d̊a
den första ekvationen i (13.3) utnyttjas för eliminationen av x4 beror p̊a att
kvoten mellan högerled och x4-koefficient är mindre för den första ekvationen
än för den andra (5/2 < 4/1).

Vi eliminerar nu x4 ur målfunktionen (13.4) och erh̊aller d̊a

f(x) = 5
2
x1 + 5

2
x5 − 7

2

som allts̊a skall minimeras under bivillkoren (13.5). Uppenbarligen är minimi-
värdet lika med −7

2
, och minimipunkten är x = (0, 3

2
, 11

2
, 5

2
, 0).
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För att nedbringa skrivarbetet brukar man utelämna variablerna och en-
bart arbeta med koefficienterna i tabellform. Vi kommer att använda oss av
följande uppställning. Problemet (13.3) representeras av simplextabellen

1 0 0 2 −1 5
0 1 0 1 3 4
0 0 1 −1 1 3
2 −1 1 −3 1 f

Den övre delen av tabellen best̊ar av ekvationssystemets totalmatris, och den
undre raden representerar målfunktionen f . Det vertikala strecket svarar mot
likhetstecknen i (13.3).

För att eliminera basvariablerna x1, x2, x3 ur målfunktionen behöver vi
bara addera −2 g̊anger rad 1, 1 g̊anger rad 2 samt −1 g̊anger rad 3 till
målfunktionsraden i tabellen ovan. Detta ger oss den nya tabellen

1 0 0 2 −1 5
0 1 0 1 3 4
0 0 1 −1 1 3
0 0 0 −5 5 f − 9

Den undre raden i ovanst̊aende tabell svarar mot ekvation (13.4). Observera
dock att konstanttermen 9 förekommer p̊a andra sidan om likhetstecknet
jämfört med (13.4), vilket förklarar minustecknet i tabellen. Vi har vidare
markerat basvariabelkolonnerna genom understrykning.

Eftersom x4-koefficienten i målfunktionen är negativ, skall tabellen trans-
formeras s̊a att x4 blir ny basvariabel. Genom att jämföra kvoterna 5/2 och
4/1 kommer vi fram till att den första raden skall vara pivotrad, dvs. tas som
utg̊angspunkt för eliminationen. Vi har därför strukit under koefficienten 2 i
första raden och fjärde kolonnen (det s. k. pivotelementet).

Gausselimination ger upphov till den nya tabellen:

1
2

0 0 1 −1
2

5
2

−1
2

1 0 0 7
2

3
2

1
2

0 1 0 1
2

11
2

5
2

0 0 0 5
2

f + 7
2

Eftersom den nya m̊alfunktionens koefficienter är icke-negativa, kan vi nu läsa
av minimum med ombytt tecken i den nedre högra rutan. Minimipunkten f̊as
genom att sätta icke-basvariablerna x1 och x5 lika med 0, vilket ger x =
(0, 3

2
, 11

2
, 5

2
, 0).
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Exempel 13.2.4. Till problemet

min x1 − 2x2 + x3

d̊a


x1 + 2x2 + 2x3 +x4 = 5
x1 + x3 +x5 = 2

x2− 2x3 +x6 = 1, x ≥ 0

hör simplextabellen

1 2 2 1 0 0 5
1 0 1 0 1 0 2
0 1 −2 0 0 1 1
1 −2 1 0 0 0 f

Variablerna x4, x5, x6 är basvariabler, och dessa är redan eliminerade ur mål-
funktionen. Eftersom målfunktionens x2-koefficient är negativ, skall vi in-
troducera x2 som ny basvariabel. Vi m̊aste välja det understrukna elementet
som pivotelement, ty 1/1 < 5/2. Med hjälp av den tredje raden transformeras
tabellen till

1 0 6 1 0 −2 3
1 0 1 0 1 0 2
0 1 −2 0 0 1 1
1 0 −3 0 0 2 f + 2

Den sistnämnda tabellen svarar först̊as mot problemet

min x1 − 3x3 + 2x6 − 2

d̊a


x1 + 6x3 +x4 − 2x6 = 3
x1 + x3 +x5 = 2

x2− 2x3 + x6 = 1, x ≥ 0.

Eftersom x3-koefficienten i målfunktionen är negativ, m̊aste vi upprepa
proceduren. Vi skall allts̊a införa x3 som basvariabel, och denna g̊ang skall
den första raden användas som pivotrad, ty 3/6 < 2/1. Den nya tabellen f̊ar
utseendet:

1
6

0 1 1
6

0 −1
3

1
2

5
6

0 0 −1
6

1 1
3

3
2

1
3

1 0 1
3

0 1
3

2
3
2

0 0 1
2

0 1 f + 7
2

Vi kan nu avläsa minimivärdet −7
2
. Minimum antas för x = (0, 2, 1

2
, 0, 3

2
, 0).
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Hittills har vi skrivit funktionssymbolen f i nedre högra rutan av v̊ara
simplextabeller. Detta har vi gjort av pedagogiska skäl för att förklara varför
funktionsvärdet i rutan f̊ar ombytt tecken. Kom t. ex. ih̊ag att den sista raden
i närmast föreg̊aende simplextabell betyder att

3
2
x1 + 1

2
x4 + x6 = f(x) + 7

2
.

Eftersom symbolen inte har n̊agon annan funktion, kommer vi att utelämna
den i fortsättningen.

Exempel 13.2.5. Problemet

min f(x) = −2x1 + x2

d̊a

{
x1−x2 +x3 = 3
−x1 + x2 +x4 = 4, x ≥ 0

ger upphov till följande simplextabeller:

1 −1 1 0 3
−1 1 0 1 4
−2 1 0 0 0

1 −1 1 0 3
0 0 1 1 7
0 −1 2 0 6

Eftersom x2-koefficienten i målfunktionen är negativ, skulle vi nu egent-
ligen eliminera x2, men det finns ingen rad som duger som pivotrad eftersom
hela x2-kolonnen i tabellen är icke-positiv. Detta innebär att målfunktionen
är ned̊at obegränsad, dvs. minimum saknas. För att se detta skriver vi om
den sista tabellen med variabler p̊a formen

min f(x) = −x2 + 2x3 − 6

d̊a

{
x1 = x2−x3 + 3
x4 = −x3 + 7.

Genom att välja x2 = t och x3 = 0 f̊ar vi en till̊aten punkt

xt = (3 + t, t, 0, 7)

för varje t ≥ 0, och eftersom f(xt) = −t − 6, är m̊alfunktionen ned̊at obe-
gränsad.

Exemplen 13.2.4 och 13.2.5 är typiska för problem p̊a formen (13.1). I
avsnitt 13.5 skall vi nämligen visa att man alltid kan utföra iterationerna s̊a
att man f̊ar en sluttabell liknande den i exempel 13.2.4 eller den i exempel
13.2.5, och i avsnitt 13.6 skall vi visa hur man kommer ig̊ang, dvs. hur man
transformerar ett godtyckligt standardproblem s̊a att det f̊ar formen (13.1).
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13.3 Baslösningar

För att beskriva och först̊a simplexalgoritmen måste man först veta hur man
producerar lösningar till ett linjärt ekvationssystem. Vi utg̊ar ifr̊an att Gauss
eliminationsmetod är välbekant och koncentrerar oss p̊a att beskriva hur man
byter fr̊an en s. k. baslösning till en annan. Vi börjar med att g̊a igenom den
notation som vi kommer att använda oss av i resten av det här kapitlet.

De n kolonnerna i en m × n-matris A kommer att betecknas A∗1, A∗2,
. . . , A∗n s̊a att

A =
[
A∗1 A∗2 . . . A∗n

]
.

Vi kommer ofta att behöva betrakta delmatriser best̊aende av vissa ko-
lonner i en m× n-matris A. Om 1 ≤ k ≤ n och

α = (α1, α2, . . . , αk)

är en permutation av k stycken element tagna fr̊an mängden {1, 2, . . . , n},
l̊ater vi därför A∗α beteckna m× k-matrisen som best̊ar av kolonnerna A∗α1 ,
A∗α2 , . . . , A∗αk i matrisen A, dvs.

A∗α =
[
A∗α1 A∗α2 . . . A∗αk

]
.

Om

x =


x1

x2
...
xn


är en kolonnmatris med n element, l̊ater vi p̊a motsvarande sätt xα beteckna
kolonnmatrisen 

xα1

xα2

...
xαk

 .
Som vanligt skiljer vi inte p̊a kolonnmatriser med n element och vektorer i
Rn.

Vi uppfattar permutationer α = (α1, α2, . . . , αk) som ordnade mängder,
och till̊ater oss därför att skriva j ∈ α om j är n̊agot av talen α1, α2, . . . , αk.
Detta gör att vi nu kan skriva summor av typen

k∑
i=1

xαiA∗αi
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som ∑
j∈α

xjA∗j,

och p̊a matrisform som
A∗αxα.

Definition. L̊at A vara en m× n-matris av rang m. En permutation

α = (α1, α2, . . . , αm)

av m stycken av talen {1, 2, . . . , n} kallas en basindexmängd till matrisen A
om kolonnerna i m×m-matrisen A∗α bildar en bas för Rm.

Att kolonnerna A∗α1 , A∗α2 , . . . , A∗αm bildar en bas är ekvivalent med att
delmatrisen

A∗α =
[
A∗α1 A∗α2 . . . A∗αm

]
är inverterbar. Inversen till matrisen A∗α kommer att betecknas A−1

∗α . Denna
matris, som allts̊a betyder (A∗α)−1, kommer att förekomma ofta i fortsätt-
ningen − förväxla den inte med (A−1)∗α som ju i allmänhet inte är definierad.

Om α = (α1, α2, . . . , αm) är en basindexmängd, s̊a är först̊as varje per-
mutation av elementen i α ocks̊a en basindexmängd.

Exempel 13.3.1. Matrisen [
3 1 1 −3
3 −1 2 −6

]
har följande basindexmängder: (1, 2), (2, 1), (1, 3), (3, 1), (1, 4), (4, 1) (2, 3),
(3, 2), (2, 4) och (4, 2).

Vi behöver vidare ett bekvämt sätt att redovisa resultatet av att byta
ut ett element i en ordnad mängd mot n̊agot annat element. L̊at därför
M = (a1, a2, . . . , an) vara en godtycklig n-tipel (ordnad mängd). Den n-tipel
som f̊as genom att byta ut objektet ar p̊a plats r mot ett godtyckligt objekt
x kommer att betecknas Mr̂[x]. Med andra ord är

Mr̂[x] = (a1, . . . , ar−1, x, ar+1, . . . , an).

Vi kan först̊as uppfatta en m×n-matris A som en ordnad mängd av sina
kolonner. Om b är en kolonnmatris med m element och 1 ≤ r ≤ n, skriver vi
därför Ar̂[b] för matrisen[

A∗1 . . . A∗r−1 b A∗r+1 . . . A∗n
]
.
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Ett annat sammanhang där vi kommer att använda ovanst̊aende notation
för byte av element, är d̊a α = (α1, α2, . . . , αm) är en permutation av m
stycken element tagna fr̊an mängden {1, 2, . . . , n}. Om 1 ≤ r ≤ m, 1 ≤ k ≤ n
och k /∈ α, s̊a är αr̂[k] den nya permutationen

(α1, . . . , αr−1, k, αr+1, . . . , αm).

Längre fram kommer vi att behöva följande enkla resultat, där ovanst̊a-
ende beteckningssätt kommer till användning.

Lemma 13.3.1. L̊at E vara enhetsmatrisen av ordning m, och l̊at b vara
en kolonnmatris med m element. D̊a är matrisen Er̂[b] inverterbar om och
endast om br 6= 0, och i s̊a fall är

Er̂[b]
−1 = Er̂[c],

där

cj =

{
−bj/br för j 6= r

1/br för j = r.

Bevis. Beviset lämnas som enkel övning.

Exempel 13.3.2. 1 4 0
0 3 0
0 5 1

−1

=

 1 −4/3 0
0 1/3 0
0 −5/3 1



Linjära ekvationssystem och baslösningar

Betrakta ett linjärt ekvationssystem

(13.6)


a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

med koefficientmatris A av rang m och högerledsmatris b. Ett s̊adant system
kan ocks̊a ekvivalent uppfattas som en vektorekvation

(13.6′)
n∑
j=1

xjA∗j = b
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eller som en matrisekvation

(13.6′′) Ax = b.

B̊ada alternativa synsätten är, som vi skall se, fruktbara.
Att lösa ekvationssystemet (13.6), vilket man som bekant gör med hjälp

av Gausselimination, innebär att man uttrycker m stycken av systemets vari-
abler, xα1 , xα2 , . . . , xαm säg, som linjärkombinationer av de övriga n−m vari-
ablerna xβ1 , xβ2 , . . . , xβn−m och b1, b2, . . . , bm. För varje tilldelning av värden
till de sistnämnda β-variablerna f̊ar man en unik uppsättning av värden p̊a
de förstnämnda α-variablerna, och speciellt f̊ar man en unik lösning genom
att sätta alla β-variabler lika med 0.

Detta motiverar följande definition.

Definition. L̊at α = (α1, α2, . . . , αm) vara en permutation av m tal tagna fr̊an
mängden {1, 2, . . . , n}, och l̊at β = (β1, β2, . . . , βn−m) vara en permutation
av resterande n−m tal. Variablerna xα1 , xα2 , . . . , xαm kallas basvariabler och
variablerna xβ1 , xβ2 , . . . , xβn−m kallas fria variabler i systemet (13.6), om det
för varje c = (c1, c2, . . . , cn−m) ∈ Rn−m finns en unik lösning x till (13.6) med
xβ = c. Speciellt kallas den unika lösning som f̊as genom att sätta alla fria
variabler lika med 0 för en baslösning.

Vilka m variabler som helst kan inte väljas som basvariabler; för att un-
dersöka vilka som duger l̊ater vi α = (α1, α2, . . . , αm) vara en permutation av
m tal tagna fr̊an {1, 2, . . . , n} och β = (β1, β2, . . . , βn−m) vara en godtycklig
permutation av resterande n−m tal. Vi skriver sedan om ekvationssystemet
(13.6′) p̊a formen

(13.6′′′)
m∑
j=1

xαjA∗αj = b−
n−m∑
j=1

xβjA∗βj .

Om α är en basindexmängd, dvs. om kolonnerna A∗α1 , A∗α2 , . . . , A∗αm
bildar en bas för Rm, s̊a har tydligen ekvation (13.6′′′) en entydig lösning
för varje tilldelning av värden p̊a β-variablerna, och (xα1 , xα2 , . . . , xαm) är
helt enkelt koordinaterna i denna bas för vektorn b −

∑n−m
j=1 xβjA∗βj . För

motsvarande baslösning x, som definieras av att xβj = 0 för alla j, är tydligen
(xα1 , xα2 , . . . , xαm) lika med koordinaterna för vektorn b.

Antag omvänt att varje tilldelning av värden p̊a β-variablerna bestämmer
α-variablernas värden entydigt. D̊a har speciellt ekvationen

(13.7)
m∑
j=1

xαjA∗αj = b
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en entydig lösning, och detta medför i sin tur att ekvationen

(13.8)
m∑
j=1

xαjA∗αj = 0

endast kan ha den triviala lösningen xαj = 0 för alla j; i motsatt fall skulle vi
nämligen f̊a flera lösningar till (13.7) genom att till en given lösning addera en
icke-trival lösning till (13.8). Kolonnerna A∗α1 , A∗α2 , . . . , A∗αm är med andra
ord linjärt oberoende, och eftersom de är m till antalet, bildar de en bas för
Rm, s̊a α är en basindexmängd.

Vi har med andra ord bevisat följande samband.

Sats 13.3.2. Variablerna xα1 , xα2 , . . . , xαm är basvariabler i systemet (13.6)
om och endast om α är en basindexmängd till koefficientmatrisen A.

Vi kan uttrycka den mot basindexmängden α svarande baslösningen p̊a
matrisform. Genom att skriva matrisekvationen (13.6′′) p̊a formen

A∗αxα + A∗βxβ = b

samt multiplicera fr̊an vänster med matrisen A−1
∗α erh̊aller vi

xα + A−1
∗αA∗βxβ = A−1

∗α b, dvs.

xα = A−1
∗α b− A−1

∗αA∗βxβ,

vilket framställer basvariablerna som linjärkombinationer av de fria variab-
lerna och b:s koordinater. Baslösningen f̊as genom att sätta xβ = 0 och ges
av att

xα = A−1
∗α b , xβ = 0.

Vi sammanfattar detta resultat i följande sats.

Sats 13.3.3. Den mot basindexmängden α svarande baslösningen x till ekva-
tionssystemet Ax = b är bestämd av att

xα = A−1
∗α b och xk = 0 för k /∈ α.

I en baslösning är n−m av variablerna satta till noll och därför högst m
variabler skilda fr̊an noll. Naturligtvis kan även n̊agon eller n̊agra av basva-
riablerna r̊aka vara noll. Vi gör därför följande definition.

Definition. En baslösning x kallas icke-degenererad om xi 6= 0 för m stycken
index i och degenererad om xi 6= 0 för färre än m index i.
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Tv̊a basindexmängder α och α′ som är permutationer av varandra ger
naturligtvis upphov till samma baslösning x. Antalet olika baslösningar till
ett system Ax = b med m ekvationer och n obekanta är därför högst li-
ka med antalet delmängder med m element som kan väljas fr̊an mängden
{1, 2, . . . , n}, dvs. högst lika med

(
n
m

)
. Antalet är mindre om det finns m

kolonner i matrisen A som är linjärt beroende.

Exempel 13.3.3. Ekvationssystemet{
3x1 + x2 + x3− 3x4 = 3
3x1−x2 + 2x3− 6x4 = 3

har − bortsett fr̊an permutationer − följande basindexmängder: (1, 2), (1, 3),
(1, 4), (2, 3) och (2, 4), och motsvarande baslösningar är i tur och ordning
(1, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0), (0, 1, 2, 0) resp. (0, 1, 0,−2

3
). Baslösningen

(1, 0, 0, 0) är degenererad, medan övriga tv̊a baslösningar är icke-degenere-
rade.

Skälet till att vi intresserar oss för basindexmängder och baslösningar
är att optimala värden i LP-problem antas i extremalpunkter, och extre-
malpunkterna är baslösningar. Vi har nämligen följande karakterisering av
extremalpunkter.

Sats 13.3.4. Antag att A är en m×n-matris av rang m, att b ∈ Rm och att
c ∈ Rn. D̊a gäller:

(i) x är en extremalpunkt till polyedern X = {x ∈ Rn | Ax = b, x ≥ 0}
om och endast om x är en icke-negativ baslösning till systemet Ax = b,
dvs. om och endast om det finns en basindexmängd α till matrisen A
s̊a att xα = A−1

∗α b ≥ 0 och xk = 0 för k /∈ α.

(ii) y är en extremalpunkt till polyedern Y = {y ∈ Rm | ATy ≤ c} om och
endast om ATy ≤ c och det finns en basindexmängd α till matrisen A
s̊adan att y = (A−1

∗α )Tcα.

Bevis. (i) Enligt sats 5.1.1 är punkten x en extremalpunkt till polyedern
X om och endast om x ≥ 0 och de m ekvationerna i systemet Ax = b
tillsammans med n−m stycken av ekvationerna x1 = 0, x2 = 0, . . . , xn = 0
har x som entydig lösning. Om vi l̊ater α1, α2, . . . , αm vara index för de
resterande m stycken ekvationerna xi = 0, s̊a är α = (α1, α2, . . . , αm) en
basindexmängd och x motsvarande baslösning.

(ii) P̊a grund av samma sats är y en extremalpunkt till polyedern Y om
och endast om y ∈ Y och y är den entydiga lösningen till n̊agot av de
kvadratiska ekvationssystem som f̊as genom att välja m stycken av de n
ekvationerna i systemet ATy = c. Om index för de valda ekvationerna är
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α1, α2, . . . , αm, s̊a har det kvadratiska systemet formen (A∗α)Ty = cα, och
detta ekvationsystem har entydig lösning y = (A−1

∗α )Tcα om och endast om
matrisen A∗α är inverterbar, dvs. om och endast om α är en basindexmängd
till A.

Exempel 13.3.4. Av sats 13.3.4 och resultatet i exempel 13.3.3 följer att
polyedern X av lösningar till systemet{

3x1 + x2 + x3− 3x4 = 3
3x1−x2 + 2x3− 6x4 = 3, x ≥ 0

har tv̊a extremalpunkter, nämligen (1, 0, 0, 0) och (0, 1, 2, 0). Den ”duala”
polyedern Y av lösningar till systemet

3y1 + 3y2 ≤ 2
y1− y2 ≤ 1
y1 + 2y2 ≤ 1

−3y1− 6y2 ≤ −1

har tre extremalpunkter, nämligen (5
6
,−1

6
), (1

3
, 1

3
) och (7

9
,−2

9
), som hör ihop

med basindexmängderna (1, 2), (1, 3) och (2, 4). (De mot basindexmängderna
(1, 4) och (2, 3) svarande lösningarna y = (1,−1

3
) och y = (1, 0) ligger inte i

polyedern Y .)

Byte av basindexmängd

Vi skall nu diskutera hur man genererar en svit av baslösningar genom att
successivt byta ut ett element i taget i basindexmängden.

Sats 13.3.5. Antag att α = (α1, α2, . . . , αm) är en basindexmängd till ekva-
tionssystemet Ax = b med motsvarande baslösning x. L̊at k vara ett kolonn-
index som inte tillhör basindexmängden α, och definiera kolonnmatrisen v i
Rn genom att sätta

vα = A−1
∗αA∗k, vk = −1 och vj = 0 för j /∈ α ∪ {k}.

(i) D̊a är Av = 0, s̊a det följer att x− tv är en lösning till systemet Ax = b
för alla t ∈ R.

(ii) Antag att 1 ≤ r ≤ m och definiera en ny ordnad mängd α′ genom att
byta ut elementet p̊a plats r i α mot k, dvs.

α′ = αr̂[k] = (α1, . . . , αr−1, k, αr+1, . . . , αm).
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D̊a är α′ en basindexmängd om och endast om vαr 6= 0. I s̊a fall är
vidare

A−1
∗α′ = Er̂[vα]−1A−1

∗α

och för den mot α′ svarande baslösningen x′ gäller att

x′ = x− τv,

där
τ = xαr/vαr .

(iii) De b̊ada baslösningarna x och x′ är identiska om och endast om τ = 0.
Om baslösningen x är icke-degenererad, s̊a är x 6= x′.

Vi kommer att kalla kolonnvektorn v för den till basindexmängden α och
indexet k associerade sökvektorn eftersom vi erh̊aller den nya baslösningen
x′ genom att utg̊a fr̊an x och söka i den riktning som ges av (minus) v.

Bevis. (i) Av v:s definition följer omedelbart att

Av =
∑
j∈α

vjA∗j +
∑
j /∈α

vjA∗j = A∗αvα − A∗k = A∗k − A∗k = 0.

(ii) Mängden α′ är en basindexmängd om och endast om matrisen A∗α′ är
inverterbar. Nu är

A−1
∗αA∗α′ = A−1

∗α
[
A∗α1 . . . A∗αr−1 A∗k A∗αr+1 . . . A∗αm

]
=
[
A−1
∗αA∗α1 . . . A

−1
∗αA∗αr−1 A

−1
∗αA∗k A

−1
∗αA∗αr+1 . . . A

−1
∗αA∗αm

]
=
[
E∗1 . . . E∗r−1 vα E∗r+1 . . . E∗m

]
= Er̂[vα],

där först̊as E betecknar enhetsmatrisen av ordning m. Följaktligen är

A∗α′ = A∗αEr̂[vα].

Matrisen A∗α′ är s̊aledes inverterbar om och endast om matrisen Er̂[vα] är
inverterbar, vilket enligt lemma 13.3.1 gäller om och endast om vαr 6= 0. För
inversen A−1

∗α′ gäller i förekommande att

A−1
∗α′ =

(
A∗αEr̂[vα]

)−1
= Er̂[vα]−1A−1

∗α .

Sätt xτ = x− τv; enligt (i) är xτ en lösning till Ax = b, s̊a för att visa att
xτ är lika med den mot basindexmängden α′ svarande baslösningen x′ räcker
det att visa att xτj = 0 för alla j /∈ α′, dvs. för j = αr och för j /∈ α ∪ {k}.

För j = αr är xτj = xαr − τvαr = 0 p̊a grund av definitionen av τ , och för
j /∈ α ∪ {k} är s̊aväl xj som vj lika med 0 varför xτj = xj − τvj = 0.

(iii) Det följer att x′ = x om och endast om τv = 0, och eftersom vk = −1,
är detta ekvivalent med att τ = 0. Om baslösningen x är icke-degenererad,
s̊a är speciellt xαr 6= 0, vilket implicerar att τ 6= 0.
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Korollarium 13.3.6. Beh̊all förutsättningarna i sats 13.3.5 och antag dess-
utom att x ≥ 0, att indexmängden

I+ = {j ∈ α | vj > 0}

inte är tom, samt att indexet r valts s̊a att αr ∈ I+ och

τ = xαr/vαr = min{xj/vj | j ∈ I+}.

D̊a är x′ ≥ 0.

Bevis. För j /∈ α′ är först̊as x′j = 0 s̊a det räcker att visa att x′j ≥ 0 för alla
j ∈ α ∪ {k}.

Vi börjar med att konstatera att τ = xαr/vαr ≥ 0 eftersom x ≥ 0. För
j = k är därför

x′j = xk − τvk = 0 + τ ≥ 0,

och för j ∈ α \ I+ är
x′j = xj − τvj ≥ xj ≥ 0

eftersom vj ≤ 0. För j ∈ I+ är slutligen xj/vj ≥ τ , s̊a det följer att

x′j = xj − τvj ≥ 0.

Därmed är beviset klart.

13.4 Simplexalgoritmen

Den variant av simplexalgoritmen som vi skall beskriva förutsätter att LP-
problemt har standardform. Vi utg̊ar därför fr̊an problemet

min 〈c, x〉
d̊a Ax = b, x ≥ 0

där A är en m× n-matris, b ∈ Rm och c ∈ Rn.
Vi förutsätter vidare att

rangA = m = antalet rader i A.

Detta är naturligtvis inte n̊agon inskränkning, ty om rangA < m är antingen
systemet Ax = b olösbart, eller ocks̊a är (m− rangA) stycken av de ing̊aende
ekvationerna konsekvenser av de övriga, och de kan därför strykas utan att
lösningsmängden ändras.

L̊at oss kalla en basindexmängd α till matrisen A och motsvarande bas-
lösning x till systemet Ax = b för en till̊aten basindexmängd resp. till̊aten
baslösning om x är en till̊aten punkt i v̊art standardproblem, dvs. om x ≥ 0.
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Simplexalgoritmen utg̊ar ifr̊an att vi har en till̊aten basindexmängd α att
starta ifr̊an. I avsnitt 13.6 kommer vi att visa hur man hittar en s̊adan mängd
genom att tillämpa simplexalgoritmen p̊a ett s. k. artificiellt problem.

Beräkna först motsvarande till̊atna baslösning x, dvs.

xα = A−1
∗α b ≥ 0,

och därefter talet λ ∈ R och kolonnmatriserna y ∈ Rm och z ∈ Rn, som
definieras av att

λ = 〈c, x〉 = 〈cα, xα〉
y = (A−1

∗α )Tcα

z = c− ATy.
Talet λ är med andra ord målfunktionens värde i punkten x.

Observera att

zα = cα − (ATy)α∗ = cα − (A∗α)Ty = cα − cα = 0,

s̊a för att beräkna vektorn z behöver vi bara beräkna koordinaterna

zj = cj − (A∗j)
Ty = cj − 〈A∗j, y〉

för alla index j /∈ α. Talen zj brukar kallas reducerade kostnader.

Lemma 13.4.1. Talet λ och vektorerna x, y och z har följande egenskaper:

(i) 〈z, x〉 = 0, dvs. vektorerna z och x är ortogonala.

(ii) Ax = 0⇒ 〈c, x〉 = 〈z, x〉.
(iii) Ax = b⇒ 〈c, x〉 = λ+ 〈z, x〉.
(iv) Om v är den till basindexmängden α och indexet k /∈ α hörande sök-

vektorn, s̊a är 〈c, x− tv〉 = λ+ tzk.

Bevis. (i) Eftersom zj = 0 för j ∈ α och xj = 0 för j /∈ α, är

〈z, x〉 =
∑
j∈α

zjxj +
∑
j /∈α

zjxj = 0 + 0 = 0.

(ii) Definitionen av z ger omedelbart att

〈z, x〉 = 〈c, x〉 − 〈ATy, x〉 = 〈c, x〉 − 〈y, Ax〉 = 〈c, x〉
för alla x som uppfyller Ax = 0.

(iii) Om Ax = b, s̊a är

〈c, x〉 − 〈z, x〉 = 〈ATy, x〉 = 〈y, Ax〉 = 〈(A−1
∗α )Tcα, b〉 = 〈cα, A−1

∗α b〉
= 〈cα, xα〉 = λ.

(iv) Eftersom Av = 0, följer det av (ii) att

〈c, x− tv〉 = 〈c, x〉 − t〈c, v〉 = λ− t〈z, v〉 = λ+ tzk.
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Följande sats inneh̊aller alla väsentliga ingredienser i simplexalgoritmen.

Sats 13.4.2. L̊at α, x, λ, y och z vara definierade som ovan.

(i) (Optimalitet) Om z ≥ 0, s̊a är x en optimal lösning till minimerings-
problemet

min 〈c, x〉
d̊a Ax = b, x ≥ 0

och y en optimal lösning till det duala maximeringsproblemet

max 〈b, y〉
d̊a ATy ≤ c

med λ som det optimala värdet. Om dessutom zj > 0 för alla j /∈ α, s̊a
har minimeringsproblemet unik optimal lösning.

(ii) Antag att z 6≥ 0, och l̊at k vara ett index (som inte kan tillhöra α) s̊adant
att zk < 0. L̊at vidare v vara den till α och k hörande sökvektorn, dvs.

vα = A−1
∗αA∗k, vk = −1, vj = 0 för j /∈ α ∪ {k},

samt sätt xt = x−tv. Beroende p̊a om v ≤ 0 eller v 6≤ 0 gäller följande:

(ii a) (Obegränsad m̊alfunktion) Om v ≤ 0, s̊a är punkterna xt

till̊atna i minimeringsproblemet för alla t ≥ 0 och 〈c, xt〉 → −∞
d̊a t→∞. M̊alfunktionen i minimeringsproblemet är därför ned̊at
obegränsad, och det duala maximeringsproblemet saknar till̊atna
punkter.

(ii b) (Iterationssteget) Definiera om v 6≤ 0 indexmängden α′ och
talet τ som i sats 13.3.5 (ii) med index r valt som i korollarium
13.3.6. D̊a är α′ en till̊aten basindexmängd med x′ = x − τv som
motsvarande till̊atna baslösning, och

〈c, x′〉 = 〈c, x〉+ τzk ≤ 〈c, x〉.

Om τ > 0 är allts̊a 〈c, x′〉 < 〈c, x〉.

Bevis. (i) Antag att z ≥ 0 och att x är en godtycklig till̊aten punkt i mini-
meringsproblemet. D̊a är 〈z, x〉 ≥ 0 (eftersom x ≥ 0), s̊a det följer av (iii) i
lemma 13.4.1 att 〈c, x〉 ≥ λ = 〈c, x〉. Punkten x är s̊aledes en minimipunkt
och minimivärdet är λ.

Av z ≥ 0 följer ocks̊a att ATy = c − z ≤ c, dvs. y är en till̊aten punkt i
det duala maximeringsproblemet, och

〈b, y〉 = 〈y, b〉 = 〈(A−1
∗α )Tcα, b〉 = 〈cα, A−1

∗α b〉 = 〈cα, xα〉 = 〈c, x〉,

s̊a det följer av optimalitetskriteriet (korollarium 13.1.2) att y är en optimal
lösning till det duala problemet.
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Antag nu att zj > 0 för alla j /∈ α. Om x är en till̊aten punkt 6= x, s̊a
är xj0 > 0 för n̊agot index j0 /∈ α, och det följer att 〈z, x〉 =

∑
j /∈α zjxj ≥

zj0xj0 > 0. Lemma 13.4.1 (iii) medför därför att 〈c, x〉 > λ = 〈c, x〉. Detta
visar att minimipunkten är unik.

(ii a) Enligt sats 13.3.5 är xt en lösning till ekvationen Ax = b för alla reella
tal t. Om v ≤ 0, s̊a är vidare xt = x− tv ≥ x ≥ 0 för t ≥ 0, dvs. punkterna
xt är till̊atna i minimeringsproblemet, och lemma 13.4.1 (iv) medför att

lim
t→∞
〈c, xt〉 = λ+ lim

t→∞
zkt = −∞.

Målfunktionen i minimeringsproblemet är s̊aledes ned̊at obegränsad.
Antag att det duala maximeringsproblemet har en till̊aten punkt y. P̊a

grund av den svaga dualitetssatsen är d̊a speciellt 〈b, y〉 ≤ 〈c, xt〉 för alla
t ≥ 0, vilket strider mot att högerledet g̊ar mot −∞ d̊a t → ∞. Av denna
motsägelse följer att det inte finns n̊agra till̊atna punkter i det duala proble-
met.

(ii b) Enligt korollarium 13.3.6 är α′ en till̊aten baslösning med xτ som mot-
svarande till̊atna baslösning, och olikheten 〈c, x′〉 ≤ 〈c, x〉 följer nu direkt av
lemma 13.4.1 (iv) eftersom τ ≥ 0.

Sats 13.4.2 ger oss nu följande algoritm för att lösa standardproblemet

min 〈c, x〉
d̊a Ax = b, x ≥ 0.

Simplexalgoritmen

Givet en till̊aten basindexmängd α.

1. Beräkna matrisen A−1
∗α , motsvarande till̊atna baslösning x,

dvs. xα = A−1
∗α b och xj = 0 för j /∈ α, och talet λ = 〈cα, xα〉.

Upprepa steg 2–8 till dess att stopp inträffar.

2. Beräkna vektorn y = (A−1
∗α )Tcα och talen zj = cj − 〈A∗j, y〉 för j /∈ α.

3. Stoppkriterium: Stoppa om zj ≥ 0 för alla j /∈ α.
Optimal lösning: x. Optimalt värde: λ. Optimal dual lösning: y.

4. Välj annars ett index k med zk < 0, beräkna motsvarande sökvektor v,
dvs. vα = A−1

∗αA∗k, vk = −1 och vj = 0 för j /∈ α ∪ {k}, och sätt
I+ = {j ∈ α | vj > 0}.

5. Stoppkriterium: Stoppa om I+ = ∅.
Optimalt värde: −∞.

6. Sätt annars τ = min{xj/vj | j ∈ I+} och bestäm ett index r s̊a att
αr ∈ I+ och xαr/vαr = τ .
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7. Sätt α′ = αr̂[k] och beräkna inversen A−1
∗α′ = Er̂[vα]−1A−1

∗α .

8. Uppdatera: α := α′, A−1
∗α := A−1

∗α′ , x := x− τv samt λ := λ+ τzk.

Innan man kan kalla proceduren ovan för en algoritm i betydelsen meka-
nisk beräkning som en maskin kan utföra, behöver man först̊as precisera hur
man i stegen 4 och 6 skall välja k i det fall d̊a zj < 0 för flera index j, och r
om xj/vj = τ för fler än ett index j ∈ I+.

En enkel regel, som fungerar bra i de flesta sammanhangen, är att som
index k välja det index j som minimerar zj (och om det finns flera s̊adana
index välja det minsta av dessa), och att som index r välja det minsta av alla
index i för vilka xαi/vαi = τ . Vi skall återkomma till valet av k och r senare;
för den närmaste diskussionen av algoritmen spelar det nämligen ingen roll
hur man gör valet.

Vi behöver vidare en metod för att hitta en första till̊aten basindexmängd
att starta simplexalgoritmen ifr̊an. Detta problem skall vi återkomma till och
lösa i avsnitt 13.6.

Antag nu att vi tillämpar simplexalgoritmen p̊a ett LP-problem p̊a stan-
dardform och startar fr̊an en till̊aten basindexmängd. Att algoritmen levere-
rar en optimal lösning om den stoppar under steg 3 och att m̊alfunktionen är
ned̊at obegränsad om den stoppar under steg 5 följer först̊as av sats 13.4.2.

L̊at oss därför undersöka vad som händer om algoritmen inte stoppar. I
s̊a fall genereras en till̊aten basindexmängd varje g̊ang algoritmen kommer
till steg 7, och vi f̊ar därför en oändlig följd α1, α2, α3, . . . av till̊atna bas-
indexmängder med tillhörande till̊atna baslösningar x1, x2, x3, . . .. Eftersom
antalet olika basindexmängder är ändligt, kan inte alla basindexmängderna
i den genererade följden vara olika, utan n̊agon basindexmängd αp måste
upprepas efter ytterligare ett antal, q säg, iterationer. Detta betyder att
αp = αp+q och xp = xp+q och medför i sin tur att följden αp, αp+1, . . . , αp+q−1

upprepas periodiskt i all oändlighet. Man uttrycker detta genom att säga att
algoritmen cyklar. P̊a grund av (ii b) i sats 13.4.2 är

〈c, xp〉 ≥ 〈c, xp+1〉 ≥ · · · ≥ 〈c, xp+q〉 = 〈c, xp〉,

och detta medför först̊as att

〈c, xp〉 = 〈c, xp+1〉 = · · · = 〈c, xp+q−1〉.

Under alla iterationerna i cykeln är s̊aledes talet τ lika med 0, s̊a baslösning-
arna xp, xp+1, . . . , xp+q−1 är identiska och degenererade. Om simplexalgorit-
men inte stoppar utan cyklar, s̊a beror det allts̊a p̊a att den ”fastnar” i en
degenerad baslösning.

Av ovanst̊aende resonemang följer omedelbart:
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Sats 13.4.3. Simplexalgoritmen, startad fr̊an en godtycklig till̊aten basindex-
mängd, stoppar om samtliga till̊atna baslösningar i LP-problemet är icke-
degenererade.

Cykling kan inträffa, och vi skall ge ett exempel p̊a detta i nästa av-
snitt. Teoretiskt är detta naturligtvis besvärande, men eftersom det är myc-
ket ovanligt att praktiska problem cyklar, saknar cykling praktisk betydelse.
De små avrundningsfel som introduceras under den numeriska behandlingen
av ett LP-problem har ocks̊a en hälsosam effekt eftersom de kan förvandla de-
genererade baslösningar till icke-degenererade och därigenom har en tendens
att förhindra cykling.

Det finns ocks̊a en enkel regel för val av index k och r, Blands regel, som
omöjliggör cykling och som vi skall beskriva i nästa avsnitt.

Exempel

Exempel 13.4.1. Vi illustrerar nu simplexalgoritmen genom att lösa mini-
meringsproblemet

min x1 − x2 + x3

d̊a


−2x1 + x2 + x3 ≤ 3
−x1 + x2− 2x3 ≤ 3
2x1−x2 + 2x3 ≤ 1, x ≥ 0.

Vi börjar med att skriva problemet p̊a standardform genom att introdu-
cera tre slackvariabler:

min x1 − x2 + x3

d̊a


−2x1 + x2 + x3 +x4 = 3
−x1 + x2− 2x3 +x5 = 3
2x1−x2 + 2x3 +x6 = 1, x ≥ 0.

P̊a matrisform blir detta först̊as

min cTx
d̊a Ax = b, x ≥ 0

med

A =

−2 1 1 1 0 0
−1 1 −2 0 1 0

2 −1 2 0 0 1

 , b =

3
3
1

 och

cT =
[

1 −1 1 0 0 0
]
.
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Vi konstaterar att vi kan starta simplexalgoritmen med

α = (4, 5, 6), A−1
∗α =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

−1

=

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , xα =

3
3
1

 ,
λ = 〈cα, xα〉 = cTαxα =

[
0 0 0

] 3
3
1

 = 0.

1:a iterationen:

y = (A−1
∗α )Tcα =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

0
0
0

 =

0
0
0


z1,2,3 = c1,2,3 − (A∗1,2,3)Ty =

 1
−1

1

−
−2 −1 2

1 1 −1
1 −2 2

0
0
0

 =

 1
−1

1

 .
Eftersom z2 = −1 < 0, är

k = 2

vα = A−1
∗αA∗k =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 1
1
−1

 =

 1
1
−1

 , v2 = −1

I+ = {j ∈ α | vj > 0} = {4, 5}
τ = min{xj/vj | j ∈ I+} = min{x4/v4, x5/v5} = min{3/1, 3/1} = 3

för α1 = 4, dvs.

r = 1

α′ = αr̂[k] = (4, 5, 6)1̂[2] = (2, 5, 6)

Er̂[vα]−1 =

 1 0 0
1 1 0
−1 0 1

−1

=

 1 0 0
−1 1 0

1 0 1


A−1
∗α′ = Er̂[vα]−1A−1

∗α =

 1 0 0
−1 1 0

1 0 1

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =

 1 0 0
−1 1 0

1 0 1


x′α′ = xα′ − τvα′ =

0
3
1

− 3

−1
1
−1

 =

3
0
4


λ′ = λ+ τzk = 0 + 3 (−1) = −3.

Uppdatering: α := α′, A−1
∗α := A−1

∗α′ , xα := x′α′ och λ := λ′.
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2:a iterationen:

y = (A−1
∗α )Tcα =

 1 −1 1
0 1 0
0 0 1

−1
0
0

 =

−1
0
0


z1,3,4 = c1,3,4 − (A∗1,3,4)Ty =

1
1
0

−
−2 −1 2

1 −2 2
1 0 0

−1
0
0

 =

−1
2
1

 .
Eftersom z1 = −1 < 0, är

k = 1

vα = A−1
∗αA∗k =

 1 0 0
−1 1 0

1 0 1

−2
−1

2

 =

−2
1
0

 , v1 = −1

I+ = {j ∈ α | vj > 0} = {5}
τ = x5/v5 = 0/1 = 0 för α2 = 5, dvs.

r = 2

α′ = αr̂[k] = (2, 5, 6)2̂[1] = (2, 1, 6)

Er̂[vα]−1 =

1 −2 0
0 1 0
0 0 1

−1

=

1 2 0
0 1 0
0 0 1


A−1
∗α′ = Er̂[vα]−1A−1

∗α =

1 2 0
0 1 0
0 0 1

  1 0 0
−1 1 0

1 0 1

 =

−1 2 0
−1 1 0

1 0 1


x′α′ = xα′ − τvα′ =

3
0
4

− 0

−2
−1

0

 =

3
0
4


λ′ = λ+ τzk = −3 + 0 (−1) = −3.

Uppdatering: α := α′, A−1
∗α := A−1

∗α′ , xα := x′α′ och λ := λ′.

3:e iterationen:

y = (A−1
∗α )

T
cα =

−1 −1 1
2 1 0
0 0 1

−1
1
0

 =

 0
−1

0


z3,4,5 = c3,4,5 − (A∗3,4,5)Ty =

1
0
0

−
 1 −2 2

1 0 0
0 1 0

 0
−1

0

 =

−1
0
1

 .
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Eftersom z3 = −1 < 0, är

k = 3

vα = A−1
∗αA∗k =

−1 2 0
−1 1 0

1 0 1

 1
−2

2

 =

−5
−3

3

 , v3 = −1

I+ = {j ∈ α | vj > 0} = {6}
τ = x6/v6 = 4/3 för α3 = 6, dvs.

r = 3

α′ = αr̂[k] = (2, 1, 6)3̂[3] = (2, 1, 3)

Er̂[vα]−1 =

 1 0 −5
0 1 −3
0 0 3

−1

=

1 0 5
3

0 1 1
0 0 1

3


A−1
∗α′ = Er̂[vα]−1A−1

∗α =

1 0 5
3

0 1 1
0 0 1

3

−1 2 0
−1 1 0

1 0 1

 =

 2
3

2 5
3

0 1 1
1
3

0 1
3


x′α′ = xα′ − τvα′ =

3
0
0

− 4

3

−5
−3
−1

 =

 29
3

4
4
3


λ′ = λ+ τzk = −3 +

4

3
(−1) = −13

3
.

Uppdatering: α := α′, A−1
∗α := A−1

∗α′ , xα := x′α′ och λ := λ′.

4:e iterationen:

y = (A−1
∗α )

T
cα =

 2
3

0 1
3

2 1 0
5
3

1 1
3

−1
1
1

 =

−1
3

−1
−1

3


z4,5,6 = c4,5,6 − (A∗4,5,6)Ty =

0
0
0

−
1 0 0

0 1 0
0 0 1

−1
3

−1
−1

3

 =

 1
3

1
1
3

 .
Eftersom z4,5,6 > 0, är lösningen optimal. Minimum = −13

3
antas i punk-

ten x = (4, 29
3
, 4

3
, 0, 0, 0). Det ursprungliga minimeringsproblemet har först̊as

samma minimivärde och antar sitt minimum för (x1, x2, x3) = (4, 29
3
, 4

3
).

Den variant av simplexalgoritmen som vi presenterat är utmärkt för da-
torberäkningar, men den är sv̊aröversk̊adlig om man önskar utföra beräkning-
ar för hand. D̊a är det bättre att använda den tabellform som vi utnyttjade i
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avsnitt 13.2, även om detta medför att man utför onödiga beräkningar. Till
LP-problemet

min 〈c, x〉
d̊a Ax = b, x ≥ 0

associerar vi följande simplextabell:

(13.9)
A b E

cT 0 0T

Kolonnen längst till höger i tabellen har vi tagit med enbart för att förklara
hur tabellräkningen fungerar; den kommer att utelämnas när vi i fortsätt-
ningen räknar konkreta exempel.

L̊at α vara en till̊aten basindexmängd med motsvarande baslösning x. Den
övre delen [A b E ] av tabellen kan vi först̊as uppfatta som en matris,
och vi multiplicerar nu denna matris fr̊an vänster med A−1

∗α . Detta resulterar
i tabellen

A−1
∗αA A−1

∗α b A−1
∗α

cT 0 0T

Subtrahera nu den övre delen av tabellen multiplicerad fr̊an vänster med cTα
fr̊an den nedre radmatrisen i tabellen. Detta ger oss tabellen

A−1
∗αA A−1

∗α b A−1
∗α

cT − cTαA−1
∗αA −cTαA−1

∗α b −cTαA−1
∗α

Vi använder nu de beteckningar som vi införde i definitionen av simplex-
algoritmen, dvs. A−1

∗α b = xα, cTαA
−1
∗α = ((A−1

∗α )Tcα)T = yT, cT − cTαA
−1
∗αA =

cT− yTA = zT och cTαA
−1
∗α b = cTαxα = 〈cα, xα〉 = λ. Tabellen ovan överg̊ar d̊a

i tabellen

(13.10)
A−1
∗αA xα A−1

∗α

zT −λ −yT

Observera att enhetsmatrisens kolonner ing̊ar som kolonner i matrisen
A−1
∗αA; enhetsmatriskolonnen E∗j är kolonn nummer αj i matrisen A−1

∗αA.
Vidare är zαj = 0.
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Vid praktisk räkning använder man sig först̊as av Gausselimination för
att komma fr̊an tabell (13.9) till tabell (13.10).

Om zT ≥ 0, vilket vi kan avgöra med hjälp av den nedre raden i (13.10),
är baslösningen x optimal, och i tabellen kan vi ocks̊a avläsa den optimala
lösningen y till det duala maximeringsproblemet. (I många fall finns enhets-
matrisens kolonner redan med som kolonner i matrisen A, och d̊a behöver
man naturligtvis inte tillfoga enhetsmatrisen i högerledet av tabell (13.9) för
att kunna avläsa lösningen till det duala problemet.)

Om zT 6≥ 0, väljer man ett kolonnindex k med zk < 0, och betraktar
motsvarande kolonn a = A−1

∗αA∗k (= vα) i den övre delen av tabellen.

I fallet a ≤ 0 är minimeringsproblemet ned̊at obegränsat. I motsatt fall
väljer man ett index i = r som minimerar kvoterna xαi/ai (= xαi/vαi) för
alla positiva ai. Detta innebär att r är radindex för den rad i tabellen som har
minst kvot xαi/ai bland alla rader med positivt ai. Slutligen transformerar
man simplextabellen genom att pivotera kring elementet p̊a plats (r, k).

Exempel 13.4.2. Vi löser exempel 13.4.1 p̊a nytt − denna g̊ang genom att
utföra samtliga beräkningar i tabellform. Starttabellen har formen

−2 1 1 1 0 0 3
−1 1 −2 0 1 0 3

2 −1 2 0 0 1 1
1 −1 1 0 0 0 0

och i det här fallet är det först̊as onödigt att upprepa enhetsmatrisens kolon-
ner i högerledet för att ocks̊a kunna lösa det duala problemet.

Basindexmängden α = (4, 5, 6) är till̊aten, och eftersom A∗α = E och
cTα =

[
0 0 0

]
, kan vi direkt läsa av zT =

[
1 −1 1 0 0 0

]
och −λ = 0

i den nedre delen av tabellen. Optimalitetsvillkoret är inte uppfyllt eftersom
z2 = −1 < 0. Vi g̊ar därför vidare genom att sätta k = 2. I det här fal-
let är kvoterna mellan elementen i högerledet och de positiva elementen i
andra kolonnen desamma och lika med 3/1 i första och andra raden. Vi kan
därför välja r = 1 eller r = 2 och bestämmer oss för det mindre av de b̊ada
talen, dvs. vi sätter r = 1. Tabellen transformeras sedan genom pivotering
kring elementet p̊a plats (1, 2). Genom att sedan fortsätta i samma stil f̊ar
vi följande sekvens av tabeller:
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−2 1 1 1 0 0 3
1 0 −3 −1 1 0 0
0 0 3 1 0 1 4
−1 0 2 1 0 0 3

α = (2, 5, 6), k = 1, r = 2

0 1 −5 −1 2 0 3
1 0 −3 −1 1 0 0
0 0 3 1 0 1 4
0 0 −1 0 1 0 3

α = (2, 1, 6), k = 3, r = 3

0 1 0 2
3

2 5
3

29
3

1 0 0 0 1 1 4

0 0 1 1
3

0 1
3

4
3

0 0 0 1
3

1 1
3

13
3

α = (2, 1, 3)

Nu är optimalitetsvillkoret uppfyllt. Minimum −13
3

antas i baslösningen
x = (4, 29

3
, 4

3
, 0, 0, 0). Det duala problemets optimala lösning är (−1

3
,−1,−1

3
).

När vi i fortsättningen använder simplexalgoritmen kommer vi att an-
vända tabellvarianten för att redovisa v̊ara beräkningar eftersom det är den
mest översk̊adligliga metoden.

Optimalitetsvillkoret i steg 2 av simplexalgoritmen är ett tillräckligt vill-
kor för optimalitet, men villkoret är inte nödvändigt. En degenererad baslös-
ning kan vara optimal utan att optimalitetsvillkoret är uppfyllt. Här följer
ett trivialt exempel p̊a detta.

Exempel 13.4.3. Problemet

min −x2

d̊a x1 + x2 = 0, x ≥ 0

har bara en till̊aten punkt, x = (0, 0), som därför är optimal. Det finns
tv̊a till̊atna basindexmängder, α = (1) och α′ = (2), som b̊ada hör till den
degenerade baslösningen (0, 0).

I basindexmängden α är y = 〈0, 1〉 = 0 och z2 = −1 − 〈0, 1〉 = −1 < 0,
varför optimalitetsvillkoret inte är uppfyllt. I den andra basindexmängden α′



13.4 Simplexalgoritmen 265

är däremot y = −〈1, 1〉 = −1 och z2 = 0 − 〈−1, 1〉 = 1 > 0, och optimali-
tetsvillkoret är nu uppfyllt.

Motsvarande simplextabeller är

1 1 0
0 −1 0

α = (1)

resp. 1 1 0
1 0 0

α = (2)

Vi studerar nu ett enkelt exempel där den optimala lösningen inte är unik.

Exempel 13.4.4. Till problemet

min x1 + x2

d̊a

{
x1 + x2−x3 = 1

2x2−x3 +x4 = 1, x ≥ 0

hör följande simplextabeller:

1 1 −1 0 1
0 2 −1 1 1
1 1 0 0 0

α = (1, 4)

1 1 −1 0 1
0 2 −1 1 1
0 0 1 0 −1

α = (1, 4)

Optimalitetsvillkoret är uppfyllt; x = (1, 0, 0, 1) är en optimal lösning,
och det optimala värdet är 1. I m̊alfunktionsraden är emellertid koefficienten
p̊a plats 2, dvs. z2, lika med 0. Vi kan därför utföra ytterligare en iteration av
simplexalgoritmen genom att välja den andra kolonnen som pivotkolonn och
den andra raden som pivotrad, dvs. k = 2 och r = 2. Detta ger oss följande
nya tabell:

1 0 −1
2
−1

2
1
2

0 1 −1
2

1
2

1
2

0 0 1 0 −1

α = (1, 2)

Optimalitetsvillkoret är uppfyllt, nu med x̂ = (1
2
, 1

2
, 0, 0) som optimal lösning.

Eftersom mängden av optimala lösningar är konvex, är ocks̊a varje punkt p̊a
sträckan mellan x̂ och x optimal.
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13.5 Blands anticyklingsregel

Vi börjar med ett exempel av Kuhn som visar att cykling kan förekomma i
degenererade LP-problem om man inte väljer kolonnindex k och radindex r
p̊a ett speciellt sätt.

Exempel 13.5.1. Betrakta problemet

min −2x1 − 3x2 + x3 + 12x4

d̊a


−2x1− 9x2 + x3 + 9x4 +x5 = 0

1
3
x1 + x2− 1

3
x3− 2x4 +x6 = 0

2x1 + 3x2− x3− 12x4 +x7 = 2, x ≥ 0.

Vi använder simplexalgoritmen med regeln att varje g̊ang i steg 4 välja det
kolonnindex k som minimerar zk och i steg 6 välja det radindex r som är
minst av alla till̊atna. V̊ar första tabell blir

−2 −9 1 9 1 0 0 0
1
3

1 −1
3
−2 0 1 0 0

2 3 −1 −12 0 0 1 2

−2 −3 1 12 0 0 0 0

med α = (5, 6, 7) som till̊aten basindexmängd. Enligt v̊ar regel för val av k
skall vi välja k = 2. För radindex r finns det här bara ett alternativ, nämligen
r = 2. Tabellen pivoteras nu kring elementet p̊a plats (2, 2), vilket resulterar
i följande tabell

1 0 −2 −9 1 9 0 0
1
3

1 −1
3
−2 0 1 0 0

1 0 0 −6 0 −3 1 2

−1 0 0 6 0 3 0 0

med α = (5, 2, 7). Nu är k = 1, men det finns tv̊a radindex i som ger samma
minsta värde för kvoterna xαi/vαi , nämligen 1 och 2. Enligt v̊ar regel skall
vi välja r = 1. Pivotering kring elementet p̊a plats (1, 1) ger nästa tabell

1 0 −2 −9 1 9 0 0

0 1 1
3

1 −1
3
−2 0 0

0 0 2 3 −1 −12 1 2

0 0 −2 −3 1 12 0 0

med α = (1, 2, 7), k = 4, r = 2.
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Algoritmen fortsätter nu med följande tabeller:

1 9 1 0 −2 −9 0 0

0 1 1
3

1 −1
3
−2 0 0

0 −3 1 0 0 −6 1 2

0 3 −1 0 0 6 0 0

α = (1, 4, 7), k = 3, r = 1

1 9 1 0 −2 −9 0 0

−1
3
−2 0 1 1

3
1 0 0

−1 −12 0 0 2 3 1 2

1 12 0 0 −2 −3 0 0

α = (3, 4, 7), k = 6, r = 2

−2 −9 1 9 1 0 0 0

−1
3
−2 0 1 1

3
1 0 0

0 −6 0 −3 1 0 1 2

0 6 0 3 −1 0 0 0

α = (3, 6, 7), k = 5, r = 1

−2 −9 1 9 1 0 0 0
1
3

1 −1
3
−2 0 1 0 0

2 3 −1 −12 0 0 1 2

−2 −3 1 12 0 0 0 0

α = (5, 6, 7)

Efter sex iterationer har vi s̊aledes kommit tillbaka till starttabellen. Sim-
plexalgoritmen cyklar.

Vi introducerar nu en regel för val av index k och index r som kommer
att omöjliggöra cykling.

Blands regel: Välj index k under steg 4 av simplexalgoritmen s̊a att

k = min{j | zj < 0}
och index r under steg 6 s̊a att

αr = min{j ∈ I+ | xj/vj = τ}.
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Exempel 13.5.2. Betrakta återigen minimeringsproblemet i exempel 13.5.1
och använd nu simplexalgoritmen med Blands regel. Detta ger oss följande
sekvens av tabeller:

−2 −9 1 9 1 0 0 0
1
3

1 −1
3
−2 0 1 0 0

2 3 −1 −12 0 0 1 2

−2 −3 1 12 0 0 0 0

α = (5, 6, 7), k = 1, r = 2

0 −3 −1 −3 1 6 0 0

1 3 −1 −6 0 3 0 0

0 −3 1 0 0 −6 1 2

0 3 −1 0 0 6 0 0

α = (5, 1, 7), k = 3, r = 3

0 −6 0 −3 1 0 0 2

1 0 0 −6 0 −3 1 2

0 −3 1 0 0 −6 1 2

0 0 0 0 0 12 1 2

α = (5, 1, 3)

Optimalitetskriteriet är nu uppfyllt, och minimivärdet−2 antas i punkten
x = (2, 0, 2, 0, 2, 0, 0).

Sats 13.5.1. Simplexalgoritmen, startad fr̊an en godtycklig till̊aten basindex-
mängd, stoppar för varje LP-problem om Blands regel används.

Bevis. Vi visar satsen med ett motsägelsebevis. Antag därför att vi har ett
LP-problem där simplexalgoritmen cyklar, och l̊at x vara den gemensamma
baslösningen under iterationerna i cykeln.

L̊at C beteckna mängden av index k för de variabler xk som under itera-
tionerna i cykeln överg̊ar fr̊an att vara basvariabler till att vara fria variabler.
Eftersom dessa variabler m̊aste återkomma som basvariabler under cykeln, är
C först̊as ocks̊a lika med indexmängden för de variabler xk som under cykeln
g̊ar fr̊an att vara fria variabler till att vara basvariabler. Vidare är xk = 0 för
alla k ∈ C.
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Sätt
q = max{j | j ∈ C},

och l̊at α vara den basindexmängd som är i bruk under den iteration i cy-
keln d̊a variabeln xq överg̊ar fr̊an basvariabel till fri variabel, och l̊at xk vara
den fria variabel som träder in i stället för xq. I den efterkommande basin-
dexmängden har med andra ord q ersatts av k. För motsvarande sökvektor
v och reducerad kostnadsvektor z gäller att

zk < 0 och vq > 0,

och eftersom index k väljs enligt Blands regel, är

zj ≥ 0 för j < k.

Vidare är k < q p̊a grund av definitionen av q, ty k ∈ C.
Betrakta nu basindexmängden α′ i en iteration när xq återkommer som

basvariabel fr̊an att ha varit fri variabel. För motsvarande reducerade kost-
nadsvektor z′ gäller d̊a p̊a grund av Blands regel för valet av inträdande
index, i det här fallet allts̊a q, att

(13.11) z′j ≥ 0 för j < q och z′q < 0.

Speciellt är allts̊a z′k ≥ 0.
Eftersom Av = 0, vk = −1 och vj = 0 för j /∈ α ∪ {k}, samt zj = 0 för

j ∈ α, följer det av lemma 13.4.1 att∑
j∈α

z′jvj − z′k = 〈z′, v〉 = 〈c, v〉 = 〈z, v〉 =
∑
j∈α

zjvj + zkvk = −zk > 0,

s̊a ∑
j∈α

z′jvj > z′k ≥ 0.

Det finns följaktligen ett index j0 ∈ α s̊a att z′j0vj0 > 0, och speciellt
är allts̊a z′j0 6= 0, vilket innebär att j0 inte kan tillhöra indexmängden α′.
Variabeln xj0 är s̊aledes en basvariabel under en iteration i cykeln och en fri
variabel under en annan. Detta innebär att j0 är ett index i C, s̊a j0 ≤ q p̊a
grund av definitionen av q. Fallet j0 = q är omöjligt eftersom vq > 0 och
z′q < 0. S̊aledes är j0 < q, och det följer därför av (13.11) att z′j0 > 0. Detta
medför i sin tur att vj0 > 0, ty produkten z′j0vj0 är positiv. Indexet j0 tillhör
s̊aledes mängden I+ = {j ∈ α | vj > 0}, och eftersom xj0/vj0 = 0 = τ , är

min{j ∈ I+ | xj/vj = τ} ≤ j0 < q.

Det strider därför mot Blands regel att välja q som det index som skall lämna
basindexmängden α, och vi har därmed erh̊allit en motsägelse som visar att
cykling inte kan förekomma.
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Anmärkning. För att förhindra cykling i simplexalgoritmen behöver man inte
använda Blands regel hela tiden; det räcker att använda den när man kommer
till en iteration där τ = 0.

13.6 Simplexalgoritmen, fas 1

Simplexalgoritmen förutsätter att det finns en till̊aten basindexmängd att
starta ifr̊an. För vissa problem f̊ar man automatiskt en s̊adan när problemet
skrivs p̊a standardform. S̊a är exempelvis fallet för problem av typen

min 〈c, x〉
d̊a Ax ≤ b, x ≥ 0

där A är en m × n-matris och högerledet b är icke-negativt. Genom att
introducera m slackvariabler sn+1, sn+2, . . . , sn+m samt sätta

s = (sn+1, sn+2, . . . , sn+m)

f̊ar vi standardproblemet

min 〈c, x〉
d̊a Ax+ Es = b, x, s ≥ 0,

och här är det klart att slackvariablerna duger som basvariabler, dvs. att
x = 0, s = b är en till̊aten baslösning med α = (n+ 1, n+ 2, . . . , n+m) som
motsvarande basindexmängd.

I andra fall är det inte alls uppenbart hur man skall hitta en till̊aten
basindexmängd att starta ifr̊an, men man kan alltid generera en s̊adan genom
att använda simplexalgoritmen p̊a ett lämpligt artificiellt problem.

Betrakta ett godtyckligt LP-problem p̊a standardform

min 〈c, x〉
d̊a Ax = b, x ≥ 0,

där A är en m × n-matris. Vi kan utan inskränkning anta att b ≥ 0, ty om
n̊agon koefficient bj är negativ multiplicerar vi bara motsvarande ekvation
med −1.

Vi börjar med att välja en m× k-matris B s̊a att matrisen

A′ =
[
A B

]
f̊ar rang m och systemet

A′
[
x
y

]
= Ax+By = b
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f̊ar en uppenbar till̊aten basindexmängd α0. De nya y-variablerna kallas ar-
tificiella variabler, och vi numrerar dem s̊a att y = (yn+1, yn+2, . . . , yn+k).

Ett trivialt sätt att åstadkomma detta är att välja B lika med enhets-
matrisen E av ordning m, ty d̊a är

α0 = (n+ 1, n+ 2, . . . , n+m)

en till̊aten basindexmängd med (x, y) = (0, b) som motsvarande till̊atna
baslösning. Ofta inneh̊aller emellertid A-matrisen redan ett antal enhetsko-
lonner, och d̊a är det lämpligt att bara komplettera med de enhetskolonner
som saknas för att A′ skall inneh̊alla enhetsmatrisen som delmatris.

L̊at nu
1 =

[
1 1 . . . 1

]T
vara k × 1-matrisen best̊aende av k stycken ettor och betrakta följande arti-
ficiella LP-problem:

min 〈1, y〉 = yn+1 + · · ·+ yn+k

d̊a Ax+By = b, x, y ≥ 0
.

Detta problems optimala värde är uppenbarligen ≥ 0, och värdet är lika med
noll om och endast om det finns en till̊aten punkt p̊a formen (x, 0), dvs. om
och endast om det finns en icke-negativ lösning till systemet Ax = b.

Vi löser därför det artificiella problemet med hjälp av simplexalgorit-
men med α0 som första till̊atna basindexmängd. Eftersom målfunktionen är
ned̊at begränsad, stoppar algoritmen (eventuellt behöver vi använda Blands
tilläggsregel) efter ett ändligt antal iterationer i en till̊aten basindexmängd
α, där optimalitetsvillkoret är uppfyllt. L̊at (x, y) beteckna motsvarande bas-
lösning.

Vi har nu följande tv̊a möjligheter.

Fall 1. Det artificiella problemets värde är större än noll.

Det ursprungliga problemet saknar i detta fall till̊atna lösningar.

Fall 2. Det artificiella problemets värde är lika med noll.

I detta fall är nödvändigtvis y = 0 och Ax = b.
Om α ⊆ {1, 2, . . . , n}, s̊a är α ocks̊a en till̊aten basindexmängd till ma-

trisen A, och vi kan starta simplexalgoritmen för v̊art ursprungliga problem
med utg̊angspunkt fr̊an α, A−1

∗α och baslösningen x.
Om α 6⊆ {1, 2, . . . , n}, sätter vi

α′ = α ∩ {1, 2, . . . , n}.

D̊a är kolonnerna {A∗k | k ∈ α′} linjärt oberoende, och vi kan konstruera
en indexmängd β ⊇ α′ som är maximal med avseende p̊a egenskapen att
kolonnerna {A∗k | k ∈ β} är linjärt oberoende.
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Om rangA = m kommer naturligtvis β att best̊a av m element, och β är
i s̊a fall en basindexmängd till matrisen A. Eftersom xj = 0 för alla j /∈ α′,
och därmed speciellt för alla j /∈ β, är x ocks̊a den till basindexmängden β
hörande baslösningen till systemet Ax = b. Det följer att basindexmängden
β är en till̊aten basindexmängd för v̊art ursprungliga problem. Vi kan ocks̊a
notera att baslösningen x är degenererad.

Om rangA < m, s̊a kommer β bara att best̊a av p = rangA stycken
element, men vi kan nu stryka m − p av ekvationerna i systemet Ax = b
utan att lösningsmängden förändras. Detta resulterar i ett nytt ekvivalent
LP-problem med en koefficientmatris av rang p, och för detta problem är β
en till̊aten basindexmängd med x som motsvarande baslösning.

För att lösa ett typiskt LP-problem behöver man s̊aledes normalt använda
simplexalgoritmen tv̊a g̊anger. I fas 1 använder vi simplexalgoritmen för att
lösa det artificiella problemet och genererar p̊a s̊a sätt en till̊aten basindex-
mängd α till det ursprungliga LP-problemet. I fas 2 används simplexalgorit-
men för att lösa det ursprungliga problemet med utg̊angspunkt fr̊an basin-
dexmängden α.

Exempel 13.6.1. Vi illustrerar tekniken p̊a det enkla problemet

min x1 + 2x2 + x3 − 2x4

d̊a


x1 +x2 + x3− x4 = 2

2x1 +x2−x3 + 2x4 = 3
x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

Fas 1 best̊ar i att lösa det artificiella problemet

min y5 + y6

d̊a


x1 +x2 + x3− x4 + y5 = 2

2x1 +x2−x3 + 2x4 + y6 = 3
x1, x2, x3, x4, y5, y6 ≥ 0.

Räkningarna redovisas i tabellform. Den första tabellen är

1 1 1 −1 1 0 2
2 1 −1 2 0 1 3
0 0 0 0 1 1 0

Vi börjar med att eliminera basvariablerna ur målfunktionen och f̊ar sedan
följande följd av tabeller.



13.6 Simplexalgoritmen, fas 1 273

1 1 1 −1 1 0 2

2 1 −1 2 0 1 3

−3 −2 0 −1 0 0 −5

α = (5, 6), k = 1, r = 2

0 1
2

3
2
−2 1 −1

2
1
2

1 1
2
−1

2
1 0 1

2
3
2

0 −1
2
−3

2
2 0 3

2
−1

2

α = (5, 1), k = 3, r = 1

0 1
3

1 −4
3

2
3
−1

3
1
3

1 2
3

0 1
3

1
3

1
3

5
3

0 0 0 0 1 1 0

α = (3, 1)

Ovanst̊aende sluttabell för det artificiella problemet visar att α = (3, 1) är
en till̊aten basindexmängd i det ursprungliga problemet med x = (5

3
, 0, 1

3
, 0)

som motsvarande baslösning. Vi kan därför överg̊a till fas 2 med följande
tabell som starttabell.

0 1
3

1 −4
3

1
3

1 2
3

0 1
3

5
3

1 2 1 −2 0

Genom att eliminera basvariablerna ur målfunktionen erh̊alles tabellen

0 1
3

1 −4
3

1
3

1 2
3

0 1
3

5
3

0 1 0 −1 −2

α = (3, 1), k = 4, r = 2

vilken efter en iteration leder till följande tabell, som uppfyller optimalitets-
kriteriet
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4 3 1 0 7

3 2 0 1 5

3 3 0 0 3

α = (3, 4)

Minimivärdet är s̊aledes lika med −3 och antas i punkten x = (0, 0, 7, 5).

Eftersom arbetsvolymen växer med antalet artificiella variabler, bör man
inte införa fler s̊adana än nödvändigt. För minimeringsproblemet

min 〈c, x〉
d̊a Ax ≤ b, x ≥ 0

räcker det alltid med högst en artificiell variabel. Genom att introducera
slackvariabler s = (sn+1, sn+2, . . . , sn+m) f̊ar man först det ekvivalenta pro-
blemet

min 〈c, x〉
d̊a Ax+ Es = b, x, s ≥ 0

p̊a standardform. Om b ≥ 0 klarar man sig, som vi redan noterat, utan arti-
ficiella variabler. L̊at annars i0 vara index för den mest negativa koordinaten
i högerledet b, och subtrahera ekvation nr i0 i systemet Ax + Es = b fr̊an
alla övriga ekvationer med negativt högerled, samt byt slutligen tecken p̊a
ekvation nr i0. Resultatet är ett med Ax+Es = b ekvivalent ekvationssystem
p̊a formen A′x + E ′s = b′, där b′ ≥ 0 och samtliga kolonner i matrisen E ′

utom kolonn nr i0 är är lika med motsvarande kolonner i enhetsmatrisen E.
Fas 1 av simplexalgoritmen p̊a problemet

min 〈c, x〉
d̊a A′x+ E ′s = b′, x, s ≥ 0

behöver därför bara en artificiell variabel.

Existens av optimal lösning; dualitetssatsen

Simplexalgoritmen har naturligtvis sin främsta betydelse som en effektiv al-
goritm för att lösa LP-problem, men vi kan ocks̊a använda den för att ge al-
ternativa bevis för viktiga teoretiska resultat. Dessa är korollarier till följande
sats.
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Sats 13.6.1. Varje LP-problem p̊a standardform med till̊atna punkter har en
till̊aten basindexmängd där simplexalgoritmen stoppar.

Bevis. Med Blands regel stoppar säkert fas 1 av simplexalgoritmen i en
till̊aten basindexmängd som kan användas som utg̊angspunkt för fas 2, och
Blands regel garanterar att fas 2 ocks̊a stoppar i en till̊aten basindexmängd,
där nu ett av de tv̊a stoppkriterierna i simplexalgoritmen är uppfyllt.

Som första följdsats f̊ar vi nu ett nytt bevis för att varje LP-problem med
ändligt värde har optimala lösningar (sats 12.1.1).

Korollarium 13.6.2. Varje linjärt minimeringsproblem med till̊atna punkter
och ned̊at begränsad m̊alfunktion har en optimal lösning.

Bevis. Eftersom varje LP-problem kan ersättas med ett ekvivalent LP-prob-
lem p̊a standardform, räcker det att betrakta s̊adana problem, och en till̊aten
basindexmängd där simplexalgoritmen stoppar måste, om målfunktionen är
ned̊at begränsad, vara en basindexmängd där optimalitetskriteriet är uppfyllt
och där motsvarande baslösning följaktligen är en optimal lösning till LP-
problemet.

Vi f̊ar ocks̊a ett algoritmiskt bevis för dualitetssatsen.

Korollarium 13.6.3 (Dualitetssatsen). Om det linjära minimeringsproblemet

min 〈c, x〉
d̊a Ax = b, x ≥ 0

har till̊atna punkter, s̊a har det samma optimala värde som det duala maxi-
meringsproblemet

max 〈b, y〉
d̊a ATy ≤ c.

Bevis. L̊at α vara den till̊atna basindexmängd där simplexalgoritmen stop-
par. Om optimalitetskriteriet är uppfyllt, s̊a följer det av sats 13.4.2 (i) att mi-
nimeringsproblemet och det duala maximeringsproblemet har samma ändliga
optimala värde. Om algoritmen istället stoppar därför att m̊alfunktionen i
minimeringsproblemet är ned̊at obegränsad, s̊a saknar det duala problemet
till̊atna punkter enligt sats 13.4.2 (ii a), och b̊ada problemen har per defini-
tion värdet −∞.

Genom att skriva om allmänna minimeringsproblem p̊a standardform kan
man ocks̊a härleda den allmänna formen av dualitetssatsen ur ovanst̊aende
specialfall.
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13.7 Känslighetsanalys

I avsnitt 12.1 studerade vi det optimal värdets och den optimala lösningens
beroende av koefficienterna i målfunktionen. I det här avsnittet skall vi
med anknytning till simplexalgoritmen studera samma fr̊aga och ocks̊a hur
lösningen till LP-problemet

(P) min 〈c, x〉
d̊a Ax = b, x ≥ 0

beror av högerledet b. I verkliga LP-problem är ofta koefficienterna i målfunk-
tion och bivillkor inte exakt kända utan uppskattningar, och det är d̊a först̊as
betydelsefult att veta hur känslig den optimala lösningen är för felaktigheter i
indata. Även om indata är exakta är det intressant att veta hur den optimala
lösningen p̊averkas av att en eller flera koefficienter ändras.

L̊at α vara en basindexmängd till matrisen A, och l̊at x(b) beteckna mot-
svarande baslösning till systemet Ax = b, dvs.

x(b)α = A−1
∗α b och x(b)j = 0 för alla j /∈ α.

Antag att LP-problemet (P) har en optimal lösning för ett visst värde p̊a
b och c och att denna lösning erh̊allits genom att simplexalgoritmen stoppat i
basindexmängden α. För att s̊a skall vara fallet måste dels baslösningen x(b)
vara en till̊aten baslösning, dvs.

(i) A−1
∗α b ≥ 0,

dels optimalitetsvillkoret z ≥ 0 i simplexalgoritmen vara uppfyllt. Eftersom

z = c− ATy och y = (A−1
∗α )Tcα,

är z = c− (A−1
∗αA)Tcα, s̊a optimalitetsvillkoret kan skrivas p̊a formen

(ii) z(c) = c− (A−1
∗αA)Tcα ≥ 0.

Omvänt, för alla b och c som uppfyller villkoren (i) och (ii) är x(b) en
optimal lösning till LP-problemet (P) eftersom optimalitetsvillkoret i sim-
plexalgoritmen är uppfyllt.

Villkoret (i) är ett system av homogena linjära olikheter i variablerna b1,
b2, . . . , bm och definierar en polyedrisk kon Bα i Rm, medan (ii) är ett system
av homogena linjära olikheter i variablerna c1, c2, . . . , cn och definierar en
polyedrisk kon Cα i Rn. Sammanfattningsvis har vi s̊aledes följande resultat.

För alla b ∈ Bα och alla c ∈ Cα är x(b) en optimal lösning till LP-
problemet (P).



13.7 Känslighetsanalys 277

Antag nu att vi löst problemet (P) för givna värden p̊a b och c med
x = x(b) som optimal lösning och λ som optimalt värde. Villkoret (ii) bestäm-
mer hur mycket vi kan ändra koefficienterna i m̊alfunktionen utan att ändra
den optimala lösningen; x är fortfarande en optimal lösning till det störda
problemet

(P′) min 〈c+ ∆c, x〉
d̊a Ax = b, x ≥ 0

om z(c+ ∆c) = z(c) + z(∆c) ≥ 0, dvs. om

(13.12) ∆c− (A−1
∗αA)T(∆c)α ≥ −z(c).

Det optimala värdet ändras först̊as i s̊a fall till λ+ 〈∆c, x〉.
Olikhet (13.12) definierar en polyeder i variablerna ∆c1, ∆c2, . . . , ∆cn.

Om speciellt ∆cj = 0 för alla j utom för j = k, dvs. om vi endast varierar
ck-koefficienten i m̊alfunktionen, s̊a bestämmer olikhet (13.12) ett (eventuellt
obegränsat) slutet intervall [−dk, ek] kring 0 för ∆ck.

Om vi istället ändrar koefficienterna i bivillkorens högerled och ersätter
vektorn b med b+ ∆b, s̊a är x(b+ ∆b) en optimal lösning till problemet

min 〈c, x〉
d̊a Ax = b+ ∆b, x ≥ 0

s̊a länge som lösningen är till̊aten, dvs. s̊a länge som A−1
∗α (b+ ∆b) ≥ 0. Detta

ger oss efter förenkling villkoret

A−1
∗α (∆b) ≥ −x(b)α,

som är ett system av linjära olikheter som bestämmer hur ∆b kan väljas. Om
∆bi = 0 för alla index utom för i = k, s̊a är lösningsmängden för ∆bk ett
intervall av typen [−dk, ek].

Utskrifterna till datorprogram för simplexalgoritmen inneh̊aller i allmän-
het information om dessa intervall.

Exempel 13.7.1. En person studerar dietproblemet

min 〈c, x〉
d̊a Ax ≥ b, x ≥ 0

i ett konkret fall med sex livsmedel och fyra krav p̊a näringsämnen. Den aktu-
ella prisvektorn c och högerledet b i bivillkoren ges av att cT = (1, 2, 3, 4, 1, 6)
och bT = (10, 15, 20, 18). Efter att ha formulerat sitt problem löser personen
det med hjälp av ett datorprogram, och datorkörningen ger följande utskrif-
ter.
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Resultatrapport

Optimalt värde: 8.52
Optimal lösning:

Livsmedel 1: 5.73
Livsmedel 2: 0.00
Livsmedel 3: 0.93
Livsmedel 4: 0.00
Livsmedel 5: 0.00
Livsmedel 6: 0.00

Känslighetsrapport

Variabel Värde Mål- Till̊aten Till̊aten
koefficient minskning ökning

Livsmedel 1: 5.73 1.00 0.14 0.33
Livsmedel 2: 0.00 2.00 1.07 ∞
Livsmedel 3: 0.93 3.00 2.00 0.50
Livsmedel 4: 0.00 4.00 3.27 ∞
Livsmedel 5: 0.00 1.00 0.40 ∞
Livsmedel 6: 0.00 6.00 5.40 ∞

Bivillkor Slutgiltigt Skuggpris Begränsning Till̊aten Till̊aten
värde högerled minskning ökning

Ämne 1: 19.07 0.00 10.00 ∞ 9.07
Ämne 2: 31.47 0.00 15.00 ∞ 16.47
Ämne 3: 20.00 0.07 20.00 8.00 7.00
Ämne 4: 18.00 0.40 18.00 4.67 28.67

Av känslighetsrapporten framg̊ar att den optimala lösningen förblir oför-
ändrad om priset p̊a livsmedel 1 stiger med högst 0.33 eller minskar med
högst 0.14, allt annat oförändrat. En förändring av priset med z enheter
inom detta intervall förändrar naturligtvis det optimala värdet med 5.73 z.

En prissänkning p̊a livsmedel 4 med högst 3.27 eller en obegränsad prisök-
ning p̊a samma livsmedel, allt annat oförändrat, p̊averkar inte den optimala
lösningen och inte heller det optimala värdet.

Enligt olikhet (13.12) är mängden av prisändringar som lämnar den op-
timala lösningen oförändrad en polyeder och s̊aledes konvex. I v̊art exempel
blir därför den optimala lösningen oförändrad om exempelvis priset p̊a livs-
medlen 1, 2 och 3 höjs med 0.20, 1.20 resp. 0.10, ty eftersom

0.20

0.33
+

1.20

∞
+

0.10

0.50
≤ 1,
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är ∆c = (0.20, 1.20, 0.10, 0, 0, 0) en konvex kombination av till̊atna prishöj-
ningar p̊a varje enskilt livsmedel för sig.

Av känslighetsrapporten framg̊ar ocks̊a hur den optimala lösningen p̊a-
verkas av vissa förändringar i högerledet b. Om kravet p̊a näringsinneh̊all för
ämne 1 ändras fr̊an 10 till 15, s̊a förblir den optimala lösningen oförändrad
eftersom bivillkoret inte är bindande och ökningen 5 är mindre än den till̊atna
ökningen.

Om istället b4 ökar med säg 20 enheter fr̊an 18 till 38, en ökning som ligger
inom ramen för den till̊atna, s̊a kommer den nya optimala lösningen att ges
av samma basindexmängd som tidigare, dvs. den optimala dieten kommer
fortfarande bara att best̊a av livsmedlen 1 och 3, men det optimala värdet
ökar med 20 · 0.40 till 16.52 eftersom skuggpriset p̊a ämne 4 är 0.40.

13.8 Duala simplexalgoritmen

Simplexalgoritmen startar, när den tillämpas p̊a ett problem

min 〈c, x〉
d̊a Ax = b, x ≥ 0

med begränsat värde, i en till̊aten basindexmängd α0 och genererar sedan en
ändlig följd (αk, xk, yk)pk=0 av basindexmängder αk, motsvarande baslösning-
ar xk och vektorer yk med följande egenskaper:

(i) Baslösningarna xk är extremalpunkter till polyedern

X = {x ∈ Rn | Ax = b, x ≥ 0}

av till̊atna punkter.

(ii) Sträckorna [xk, xk+1] är kantlinjer i polyedern X.

(iii) Målfunktionsvärdena (〈c, xk〉)pk=0 bildar en avtagande följd.

(iv) 〈b, yk〉 = 〈c, xk〉 för alla k.

(v) Algoritmen stoppar efter p iterationer när optimalitetsvillkoret är upp-
fyllt, och d̊a är yp en extremalpunkt till polyedern

Y = {y ∈ Rm | ATy ≤ c}.

(vi) xp är en optimal lösning, och yp är en optimal lösning till det duala
problemet

max 〈b, y〉
d̊a ATy ≤ c.

(vii) För 0 ≤ k ≤ p− 1 ligger däremot vektorerna yk utanför polyedern Y .
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Istället för att leta sig fram till den optimala lösningen xp genom att stega
utefter kanter i polyedern X till dess att man kommer till en basindexmängd
som ocks̊a svarar mot en extremalpunkt i polyedern Y , kan man stega sig
fram utefter kanter i polyedern Y . Denna observation leder till följande metod
för att lösa minimeringsproblemet.

Duala simplexagoritmen

Givet en basindexmängd α s̊adan att z = c− ATy ≥ 0, där y = (A−1
∗α )Tcα.

Upprepa steg 1–4 till dess att stopp inträffar.

1. Beräkna den till α hörande baslösningen x.

2. Stoppkriterium: Stoppa om x ≥ 0.
Optimal lösning: x. Optimal dual lösning: y.
Stoppa ocks̊a om n̊agon bivillkorsekvation är av typen a′i1x1 + a′i2x2 +
· · ·+ a′inxn = b′i med b′i > 0 och a′ij ≤ 0 för alla j, vilket innebär att det
primala problemet saknar till̊atna lösningar.

3. Generera annars en ny basindexmängd α′ genom att byta ut ett index
i α p̊a ett s̊adant sätt att den nya reducerade kostnadsvektorn z′ förblir
icke-negativ och 〈b, y′〉 ≥ 〈b, y〉, där y′ = (A−1

∗α′)
Tcα′

4. Uppdatera: α := α′, y := y′.

Vi avst̊ar fr̊an att precisera pivoteringsreglerna för att algoritmen ska
fungera utan nöjer oss med att räkna igenom ett exempel.

Exempel 13.8.1. Vi ska lösa minimeringsproblemet

min x1 + 2x2 + 3x3

d̊a


2x1 + x3 ≥ 9
x1 + 2x2 ≥ 12

x2 + 2x3 ≥ 15, x ≥ 0

med hjälp av den duala simplexalgoritmen, och vi börjar därför med att
skriva problemet p̊a standardform:

min x1 + 2x2 + 3x3

d̊a


2x1 + x3−x4 = 9
x1 + 2x2 −x5 = 12

x2 + 2x3 −x6 = 15, x ≥ 0.

Motsvarande simplextabell ser först̊as ut s̊a här:

2 0 1 −1 0 0 9
1 2 0 0 −1 0 12
0 1 2 0 0 −1 15
1 2 3 0 0 0 0
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Som jämförelse skriver vi ocks̊a ut det duala maximeringsproblemet:

max 9y1 + 12y2 + 15y3

d̊a


2y1 + y2 ≤ 1

2y2 + y3 ≤ 2
y1 + 2y3 ≤ 3, y ≥ 0.

Vi kan starta den duala simplexalgoritmen med utg̊angspunkt fr̊an bas-
indexmängden α = (4, 5, 6), och som vanligt har vi markerat baskolonnerna
med understrykning. Motsvarande baslösning x är först̊as inte till̊aten ef-
tersom xα = (−9,−12,−15) har negativa koordinater. Raden [ 1 2 3 0 0 0 ]
i den nedre delen av tabellen är lika med reducerade kostnadsvektorn zT =
cT−yTA. Radmatrisen yT = cTαA

−1
∗α =

[
0 0 0

]
kan ocks̊a avläsas i nedre ra-

den; den st̊ar under matrisen −E. Vektorn y ligger i polyedern Y av till̊atna
punkter till det duala problemet eftersom zT ≥ 0.

Vi kommer nu successivt att byta ut ett element i taget i basindex-
mängden. Som pivotrad r väljer vi genomg̊aende den rad som svarar mot
den mest negativa koordinaten i xα, dvs. i första iterationen den tredje ra-
den i ovanst̊aende simplextabell. För att den reducerade kostnadsvektorn ska
förbli icke-negativ efter pivoteringen måste vi som pivotkolonn välja en ko-
lonn k, där matriselementet ark är positivt och kvoten zk/ark är s̊a liten som
möjligt. I tabellen ovan är detta den tredje kolonnen, s̊a vi pivoterar kring
elementet p̊a plats (3, 3). Detta leder till följande tabell:

2 −1
2

0 −1 0 1
2

3
2

1 2 0 0 −1 0 12

0 1
2

1 0 0 −1
2

15
2

1 1
2

0 0 0 3
2
−45

2

I den nya tabellen är α = (4, 5, 3), xα = (−3
2
,−12, 15

2
) och y = (0, 0, 3

2
).

Det mest negativa elementet i xα st̊ar i den andra raden, och för positiva ko-
efficienter a′2k är kvoterna zk/a

′
2k minst för k = 2. Pivotering kring elementet

p̊a plats (2, 2) leder till tabellen

9
4

0 0 −1 −1
4

1
2

9
2

1
2

1 0 0 −1
2

0 6

−1
4

0 1 0 1
4
−1

2
9
2

3
4

0 0 0 1
4

3
2
−51

2

Nu är α = (4, 2, 3), xα = (−9
2
, 6, 9

2
) och y = (0, 1

4
, 3

2
). Vi skall den här

g̊angen välja elementet i rad 1 och kolonn 1 som pivotelement, vilket leder
till nästa tabell.
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1 0 0 −4
9
−1

9
2
9

2

0 1 0 2
9
−4

9
−1

9
5

0 0 1 −1
9

2
9
−4

9
5

0 0 0 1
3

1
3

4
3
−27

Här är α = (1, 2, 3), xα = (2, 5, 5) och y = (1
3
, 1

3
, 4

3
). Eftersom xα ≥ 0,

är optimalitetsvillkoret uppfyllt. Det optimala värdet är s̊aledes lika med
27, och minimeringsproblemet antar sitt minimum i punkten (2, 5, 5, 0, 0, 0),
medan det duala maximeringsproblemet har (1

3
, 1

3
, 4

3
) som optimal lösning.

Minimipunkten i v̊art ursprungliga minimeringsproblem är först̊as (2, 5, 5).

13.9 Komplexitet

Hur många iterationer behövs det för att lösa ett LP-problem med simplex-
algoritmen? Svaret beror naturligtvis p̊a problemets storlek, och p̊a vilka
pivoteringsregler som används. Empiriskt har man funnit att antalet ite-
rationer i stort sett växer linjärt med antalet rader m och sublinjärt med
antalet kolonner n för realistiska tillämpningsproblem. I de flesta verkliga
problemen är vidare n en liten multipel av m, vanligtvis högst 10m. Antalet
iterationer brukar därför ligga n̊agonstans mellan m och 4m, vilket betyder
att simplexalgoritmen i allmänhet fungerar mycket bra.

Algoritmens uppförande i värsta fallet är emellertid d̊aligt (för alla kända
pivoteringsregler). Klee och Minty har konstruerat ett exempel där antalet
iterationer växer exponentiellt med problemets storlek.

Exempel 13.9.1 (Klee och Minty, 1972). I LP-problemet

max 2n−1x1 + 2n−2x2 + · · ·+ 2xn−1 + xn

d̊a



x1 ≤ 5
4x1 + x2 ≤ 25
8x1 + 4x2 + x3 ≤ 125
...

...
2nx1 + 2n−1x2 + . . . + 4xn−1 +xn≤ 5n

med n variabler och n linjära olikheter har polyedern av till̊atna punkter 2n

extremalpunkter. Om simplexalgoritmen används p̊a det ekvivalenta stan-
dardproblemet och startas i den mot x = 0 svarande till̊atna baslösningen
och om man i varje iterationssteg väljer kolonnen med minst reducerad
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kostnad zk som pivotkolonn, s̊a kommer algoritmen att besöka samtliga 2n

till̊atna baslösningar innan den slutligen stoppar i den optimala lösningen
(0, 0, . . . , 5n). Antalet iterationer är därför lika med 2n och växer s̊aledes
exponentiellt med n.

En algoritm för att lösa ett problem i n variabler kallas strikt polynomiell,
om det finns ett positivt heltal k s̊a att antalet elementära räkneoperationer
i algoritmen växer med n som högst O(nk). I många algoritmer beror anta-
let operationer ocks̊a p̊a indatas storlek. En algoritm kallas polynomiell, om
antalet räkneoperationer växer som ett polynom i L, där L är antalet binära
bitar som behövs för att representera all indata (dvs. i linjär programmering
matriserna A, b och c).

Gausselimination är en strikt polynomiell algoritm, ty antalet aritmetiska
operationer för att lösa ett linjärt ekvationssystem med n ekvationer och n
obekanta är O(n3).

Klee–Mintys och andra liknande exempel visar att simplexalgoritmen in-
te är strikt polynomiell. Men även om värstafallet-uppförandet är d̊aligt, s̊a
fungerar simplexalgoritmen erfarenhetsmässigt bra. Detta styrks av probabi-
listiska analyser, som gjorts av Borgwardt (1987), Smale (1983), Adler och
Megiddo (1985), m. fl. Ett exempel p̊a ett resultat av denna analys är att (en
variant av) simplexalgoritmen, givet en viss speciell sannolikhetsfördelning
för indata, i genomsnitt konvergerar efter O(m2) iterationer, där m är antalet
bivillkor.

Men det finns polynomiella algoritmer som löser LP-problem (med ratio-
nella koefficienter som indata). Leonid Khachiyan visade 1979 att den s. k.
ellipsoidalgoritmen är en s̊adan algoritm. I ellipsoidmetoden reduceras ett
LP-problem till problemet att hitta en lösning till ett system Ax > b av
strikta olikheter med begränsad lösningsmängd, och algoritmen genererar en
följd av krympande ellipsoider, som alla garanterat inneh̊aller alla lösningar
till systemet. Om n̊agon ellipsoids centrum satisfierar samtliga olikheter, s̊a
är en lösning funnen. Annars stoppar processen när en genererad ellipsoid har
alltför liten volym för att inneh̊alla samtliga lösningar, om det finns n̊agra,
med slutsatsen att det inte finns n̊agra lösningar.

Ellipsoidmetoden löser LP-problem p̊a standardform med inputstorlek
L och n variabler med O(n4L) aritmetiska operationer. Det stod emeller-
tid snart klart att ellipsoidmetoden trots detta inte kunde konkurrera med
simplexalgoritmen p̊a praktiska problem, eftersom den konvergerar l̊angsamt
för problem av måttlig storlek (och orsaken till det är först̊as att den un-
derförst̊adda konstanten i O-uppskattningen är stor).

En ny polynomiell algoritm upptäcktes 1984 av Narendra Karmarkar.
Hans algoritm genererar en följd av punkter, som ligger i det inre av mängden
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av till̊atna punkter och konvergerar mot en optimal punkt. Algoritmen ut-
nyttjar upprepad centrering av de genererade punkterna med hjälp av en pro-
jektiv skalningstransformation. Den teoretiska komplexitetsgränsen för den
ursprungliga versionen av algoritmen är ocks̊a den O(n4L).

Eftersom Karmarkars algoritm visade sig vara konkurrenskraftig med sim-
plexalgoritmen p̊a praktiska problem, blev hans upptäckt startpunkten för
ett intensivt utvecklingsarbete av alternativa s. k. inrepunktsmetoder för LP-
problem och mer generella konvexa problem. Vi kommer att studera en s̊adan
algoritm i kapitel 18.

Det är fortfarande ett öppet problem huruvida det finns n̊agon strikt
polynomiell algoritm för LP-problem.

Övningar

13.1 Skriv följande problem p̊a standardform

a) min 2x1 − 2x2 + x3

d̊a


x1 + x2− x3 ≥ 3
x1 + x2− x3 ≤ 2

x1, x2, x3 ≥ 0

b) min x1 + 2x2

d̊a


x1 + x2≥ 1

x2≥−2
x1 ≥ 0.

13.2 Bestäm samtliga icke-negativa baslösningar till följande ekvationssystem

a)

{
5x1 + 3x2 + x3 = 40
x1 + x2 + x3 = 10

b)

{
x1− 2x2− x3 + x4 = 3

2x1 + 5x2− 3x3 + 2x4 = 6.

13.3 Formulera det duala problemet till

min x1 + x2 + 4x3

d̊a

{
x1 − x3 = 1
x1 + 2x2 + 7x3 = 7, x ≥ 0

samt visa att (1, 3, 0) är en optimal lösning och att (1
2 ,

1
2) är en optimal

lösning till det duala problemet.

13.4 Lös följande LP-problem med hjälp av simplexalgoritmen.

a) min −x4

d̊a


x1 + x4 = 1

x2 + 2x4 = 2
x3− x4 = 3, x ≥ 0

b) max 2x1 − x2 + x3 − 3x4 + x5

d̊a


x1 + 2x4− x5 = 15

x2 + x4 + x5 = 12
x3− 2x4 + x5 = 9, x ≥ 0
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c) max 15x1 + 12x2 + 14x3

d̊a


3x1 + 2x2 + 5x3 ≤ 6
x1 + 3x2 + 3x3 ≤ 3

5x3 ≤ 4, x ≥ 0

d) max 2x1 + x2 + 3x3 + x4 + 2x5

d̊a


x1 + 2x2 + x3 + x5 ≤ 10

x2 + x3 + x4 + x5 ≤ 8
x1 + x3 + x4 ≤ 5, x ≥ 0

e) min x1 − 2x2 + x3

d̊a


x1 + x2− 2x3 ≤ 3
x1− x2 + x3 ≤ 2
−x1− x2 + x3 ≤ 0, x ≥ 0

f) min x1 − x2 + 2x3 − 3x4

d̊a

{
2x1 + 3x2 + x3 = 2
x1 + 3x2 + x3 + 5x4 = 4, x ≥ 0.

13.5 Genomför i detalj stegen i simplexalgoritmen p̊a problemet

min −x2 + x4

d̊a


x1 + x4 + x5 = 1

x2 − 2x4− x5 = 1
x3 + 2x4 + x5 = 3, x ≥ 0.

Är den optimala lösningen unik?

13.6 Använd tekniken med artificiella variabler för att lösa LP-problemet

max x1 + 2x2 + 3x3 − x4

d̊a


x1 + 2x2 + 3x3 = 15

2x1 + x2 + 5x3 = 20
x1 + 2x2 + x3 + x4 = 10, x ≥ 0.

13.7 Visa med hjälp av simplexalgoritmen att följande system av likheter och
olikheter är lösbara.

a)

{
3x1 + x2 + 2x3 + x4 + x5 = 2
2x1− x2 + x3 + x4 + 4x5 = 3, x ≥ 0

b)


x1− x2 + 2x3 + x4 ≥ 6

−2x1 + x2− 2x3 + 7x4 ≥ 1
x1− x2 + x3− 3x4 ≥ −1, x ≥ 0.

13.8 Lös LP-problemet
min x1 + 2x2 + 3x3

d̊a


2x1 + x3 ≥ 3
x1 + 2x2 ≥ 4

x2 + 2x3 ≥ 5, x ≥ 0.
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13.9 Skriv följande problem p̊a standardform samt lös det därefter med hjälp av
simplexalgoritmen

min 8x1 − x2

d̊a


3x1 + x2 ≥ 1
x1− x2 ≤ 2
x1 + 2x2 = 20, x ≥ 0.

13.10 Lös följande LP-problem med hjälp av den duala simplexalgoritmen.

a) min 2x1 + x2 + 3x3

d̊a


x1 + x2 + x3 ≥ 2

2x1− x2 ≥ 1
x2 + 2x3 ≥ 2, x ≥ 0

b) min x1 + 2x2

d̊a


x1 − 2x3 ≥−5

−2x1 + 3x2− x3 ≥ −4
−2x1 + 5x2− x3 ≥ 2, x ≥ 0

c) min 3x1 + 2x2 + 4x3

d̊a

{
4x1 + 2x3 ≥ 5
x1 + 3x2 + 2x3 ≥ 4, x ≥ 0.

13.11 Visa att för alla b1, b2 med b2 ≥ b1 ≥ 0 är x =
(
b1,

1
2(b2− b1), 0

)
en optimal

lösning till problemet

min x1 + x2 + 4x3

d̊a

{
x1 − x3 = b1
x1 + 2x2 + 7x3 = b2, x ≥ 0.

13.12 Undersök hur den optimala lösningen till LP-problemet

max 2x1 + tx2

d̊a

{
x1 + x2 ≤ 5

2x1 + x2 ≤ 7, x ≥ 0

varierar d̊a den reella parametern t varierar.

13.13 En skofabrikant tillverkar tv̊a skomodeller A och B. Begränsad tillg̊ang p̊a
läder gör att tillverkat antal par xA och xB av de tv̊a modellerna m̊aste
uppfylla olikheterna

xA ≤ 1000, 4xA + 3xB ≤ 4100, 3xA + 5xB ≤ 5000.

Försäljningspriset för A och B är 500 resp. 350 kr per par. Det kostar 200
kr att tillverka ett par skor av modell B, medan tillverkningskostnaden för
skor av modell A är osäker p̊a grund av att maskinen kr̊anglat och därför
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endast kan uppskattas till att ligga mellan 300 och 410 kr per par. Visa
att fabrikanten trots detta kan bestämma hur m̊anga par av skor han skall
tillverka av varje modell för att maximera sin vinst.

13.14 Dietkonstnären Hugo vill tillgodose sitt dagliga behov av vitaminerna P,
Q och R genom att endast leva p̊a mjölk och bröd. Hans dagsbehov av
vitaminerna är 6, 12 resp. 4 mg. En liter mjölk kostar 7.50 kr och inneh̊aller
2 mg P, 2 mg Q och ingenting av R; en limpa bröd kostar 20 kr och inneh̊aller
1 mg P, 4 mg Q och 4 mg R. Vitaminerna är inte giftiga, s̊a en eventuell
överdosering gör inget. Hugo vill komma undan s̊a billigt som möjligt. Vilken
daglig matsedel skall han välja? Antag att mjölkpriset börjar stiga. Hur högt
kan det bli utan att Hugo ser n̊agon anledning att byta matsedel?

13.15 Visa i lemma 13.4.1 att om zk är en reducerad kostnad och v är motsvarande
sökvektor, s̊a är zk lika med riktningsderivatan med avseende p̊a riktningen
−v av målfunktionen 〈c, x〉.

13.16 I den här övningen skall vi skissera en metod för att förhindra cykling i
simplexalgoritmen. Betrakta problemet

(P) min 〈c, x〉
d̊a Ax = b, x ≥ 0

och l̊at α vara en godtycklig till̊aten basindexmängd med motsvarande bas-
lösning x. Definiera för varje positivt tal ε en ny vektor x(ε) ∈ Rn genom
att sätta

x(ε)α = xα + (ε, ε2, . . . , εm) och x(ε)j = 0 för alla j /∈ α,

samt en ny vektor b(ε) ∈ Rm genom att sätta

b(ε) = Ax(ε).

D̊a är uppenbarligen x(ε) en icke-negativ baslösning till systemet Ax = b(ε)
med α som motsvarande basindexmängd. Koordinaterna i vektorn b(ε) är
vidare polynom av grad m i variabeln ε.

a) Visa att för alla utom ändligt m̊anga tal ε > 0 är samtliga baslösningar
till systemet Ax = b(ε) icke-degenererade. Följaktligen finns det ett tal
ε0 > 0 s̊a att samtliga baslösningar är icke-degenererade om 0 < ε < ε0.

b) Visa att om 0 < ε < ε0 och β är en till̊aten basindexmängd för problemet

(Pε) min 〈c, x〉
d̊a Ax = b(ε), x ≥ 0

s̊a är β ocks̊a en till̊aten basindexmängd för problemet (P).

c) Om ε > 0 är tillräckligt litet kommer därför simplexalgoritmen tillämpad
p̊a problemet (Pε) att stoppa med en till̊aten basindexmängd β, som
även är till̊aten för problemet (P). Visa att β i s̊a fall ocks̊a uppfyller
stoppvillkoren för problemet (P).
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Man kan s̊aledes undvika cykling i degenererade LP-problem med följande
metod: Stör högerledet genom att bilda x(ε) och kolonnmatrisen b(ε), där ε är
ett litet tal. Använd simplexalgoritmen p̊a det störda problemet. Algoritmen
stoppar i n̊agon basindexmängd β. Motsvarande ostörda problem stoppar i
samma basindexmängd.

13.17 Antag att A är en polynomiell algoritm för att lösa system av linjära olikhe-
ter. För lösbara olikheter Cx ≥ b producerar algoritmen en lösning x, vilket
anges med utskriften A(C, b) = x, och för olösbara olikheter resulterar algo-
ritmen i utskriften A(C, b) = ∅. Konstruera med hjälp av algoritmen A en
polynomiell algoritm för att lösa godtyckliga LP-problem

min 〈c, x〉
d̊a Ax ≥ b, x ≥ 0.

13.18 Genomför räkningarna i simplexalgoritmen för Klee och Mintys exempel
d̊a n = 3.
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Kapitel 14

Descentmetoder

De vanligaste numeriska algoritmerna för att minimera differentierbara funk-
tioner av flera variabler är s.k. descentalgoritmer. Dessa genererar med ut-
g̊angspunkt fr̊an en lämpligt vald startpunkt iterativt en följd av punkter med
avtagande funktionsvärden, och processen avbryts när man erh̊allit ett funk-
tionsvärde som enligt n̊agot kriterium kan anses approximera minimivärdet
tillräckligt bra. Det finns dock ingen algoritm som fungerar för helt god-
tyckliga funktioner; för att garantera konvergens mot minimivärdet eller att
algoritmen ska upptäcka att inget s̊adant finns, behövs det speciella anta-
ganden om funktionerna som ska minimeras. Konvexitet är ett s̊adant an-
tagande, och för konvexa funktioner kan man ocks̊a i många fall bestämma
konvergenshastigheten.

I det här kapitlet beskrivs descentmetoder i allmänna ordalag, och vi
exemplifierar med den allra enklaste descentmetoden, brantaste lutningsme-
toden.

14.1 Allmänna principer

Vi skall studera optimeringsproblemet

(P) min f(x)

där funktionen f är differentierbar och definierad p̊a en öppen delmängd X
av Rn. Vi förutsätter att problemet har en lösning, dvs. att det finns en
optimal punkt x̂ ∈ X och sätter fmin = f(x̂). Ett antagande som garante-
rar existensen av en (unik) optimal lösning är enligt korollarium 8.1.7 att
funktionen f är starkt konvex och har n̊agon sluten icke-tom subniv̊amängd.

Syftet är att utifr̊an en vald startpunkt x0 ∈ X iterativt generera en
följd av punkter x1, x2, x3, . . . i X med avtagande funktionsvärden och med
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egenskapen att f(xk)→ fmin d̊a k →∞, och för att i iterationssteg k, givet
punkten xk, konstruera nästa punkt xk+1 väljer vi (om f ′(xk) 6= 0) först
en vektor vk s̊a att funktionen φk(t) = f(xk + tvk) är strängt avtagande d̊a
t = 0. Sedan gör vi en linjesökning utefter halvlinjen xk + tvk, t > 0, och
bestämmer med hjälp av specificerade regler punkten xk+1 = xk+hkvk s̊a att
f(xk+1) < f(xk). Vektorn vk kallas sökriktningen, och det positiva talet hk
kallas steglängden. Algoritmen avbryts när differensen f(xk)−fmin är mindre
än n̊agon i förväg vald toleransniv̊a.

Schematiskt kan vi beskriva en typisk descentalgoritm s̊a här:

Descentalgoritm

Givet en startpunkt x ∈ X.
Upprepa

1. Välj (om f ′(x) 6= 0) en sökriktning v och en steglängd h > 0 s̊a att
f(x+ hv) < f(x).

2. Uppdatera: x := x+ hv.
till dess att stoppkriteriet är uppfyllt.

Olika strategier för att välja sökriktning, olika sätt att utföra linjesök-
ningen samt olika stoppkriterier ger först̊as upphov till olika algoritmer.

Sökriktningen

Till̊atna sökriktningar i iterationssteg k är vektorer vk som uppfyller

〈f ′(xk), vk〉 < 0,

ty detta garanterar att funktionen φk(t) = f(xk+tvk) är avtagande i punkten
t = 0 eftersom φ′k(0) = 〈f ′(xk), vk〉. Vi kommer att studera tv̊a sätt att välja
sökriktning.

I brantaste lutningsmetoden väljer man vk = −f ′(xk), vilket är ett till̊atet
val eftersom 〈f ′(xk), vk〉 = −‖f ′(xk)‖2 < 0. Lokalt ger detta val snabbast
minskning av funktionsvärdet.

I Newtons metod väljer man istället vk = −f ′′(xk)−1f ′(xk), förutsatt att
andraderivatan f ′′(xk) existerar och är positivt definit. I s̊a fall är nämligen
〈f ′(xk), vk〉 = −〈f ′(xk), f ′′(xk)−1f ′(xk)〉 < 0.

Linjesökningen

Givet sökrikningen vk finns det flera tänkbara strategier för att välja steg-
längden hk.
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1. Exakt linjesökning. Steglängden hk bestäms genom minimering av enva-
riabelfunktionen t 7→ f(xk + tvk). Denna metod används för teoretiska un-
dersökningar av algoritmers uppförande men nästan aldrig i praktiken p̊a
grund av beräkningskostnaderna för att utföra den endimensionella minime-
ringen.

2. Steglängdsföljden (hk)
∞
k=1 är given apriori, t. ex. som hk = h eller som

hk = h/
√
k + 1 för n̊agon positiv konstant h. Detta är en enkel regel som

ofta används inom konvex optimering.

3. Steglängden hk i punkten xk definieras som hk = ρ(xk) för n̊agon gi-
ven funktion ρ. Denna teknik används i analysen av Newtons metod för
självkonkordanta funktioner.

4. Armijos regel. För givna parametrar α, β ∈]0, 1[ sätter man

hk = βm,

där m är det minsta icke-negativa heltalet för vilket punkten xk+βmvk ligger
i f :s definitionsmängd X och olikheten

(14.1) f(xk + βmvk) ≤ f(xk) + αβm〈f ′(xk), vk〉

är uppfylld.

Det finns säkert ett s̊adant m, eftersom βn → 0 d̊a n→∞ och

lim
t→0

f(xk + tvk)− f(xk)

t
= 〈f ′(xk), vk〉 < α 〈f ′(xk), vk〉.

Talet m bestäms med hjälp av enkel ”backtracking”: Starta med m = 0
och undersök om xk + βmvk ∈ X och olikheten (14.1) gäller. Om s̊a inte är
fallet, öka m med 1 och upprepa till dess att detta gäller. Figur 14.1 illustrerar
processen.

För konvexa funktioner är funktionsvärdesminskningen per steglängd i
iterationssteg k, dvs. kvoten (f(xk)− f(xk+1))/hk, mindre än eller lika med
−〈f ′(xk), vk〉 för varje val av steglängd hk. Med steglängd hk vald enligt
Armijos regel blir samma kvot ocks̊a ≥ −α〈f ′(xk), vk〉. Minskningen per
steglängd är med Armijos regel med andra ord minst α av vad den maxi-
malt kan vara. Ju mindre α, desto mindre minskning i varje iterationssteg.
I praktiska algoritmer brukar typiska α-värden ligga mellan mellan 0.01 och
0.3.

Parametern β är avgörande för hur många backtrackingsteg som behövs.
Ju större β, desto fler backtrackingsteg, dvs. desto finare linjesökning. Para-
metern β väljs ofta mellan 0.1 och 0.8.

Armijos regel förekommer i olika varianter och används i ett flertal prak-
tiska algoritmer.
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βm
β2 1β t

f(xk)
f(xk + tvk)

f(xk) + t〈f ′(xk), vk〉 f(xk) + αt〈f ′(xk), vk〉

Figur 14.1. Armijos regel: Som steglängd väljs hk = βm,
där m är det minsta icke-negativa heltalet med egenskapen
att f(xk + βmvk) ≤ f(xk) + αβm〈f ′(xk), vk〉.

Stoppkriterier

Eftersom det optimala värdet i allmänhet inte är känt i förväg, kan stoppkri-
teriet inte formuleras direkt i termer av fmin. Intuitivt förefaller det rimligt
att x ligger nära minimipunkten x̂ om derivatan f ′(x) är jämförelsevis li-
ten, och nästa sats visar att s̊a är fallet under lämpliga förutsättningar p̊a
målfunktionen.

Sats 14.1.1. L̊at f : X → R vara en differentierbar, µ-starkt konvex funk-
tion, och antag att funktionen har ett minimum i punkten x̂ ∈ X. För alla
x ∈ X är d̊a

f(x)− f(x̂) ≤ 1

2µ
‖f ′(x)‖2 och(i)

‖x− x̂‖ ≤ 1

µ
‖f ′(x)‖.(ii)

Bevis. P̊a grund av konvexitetsantagandet är

(14.2) f(y) ≥ f(x) + 〈f ′(x), y − x〉+ 1
2
µ‖y − x‖2

för alla x, y ∈ X. Högra sidan av olikheten (14.2) är en konvex kvadratisk
funktion i variabeln y som minimeras för y = x−µ−1f ′(x), och minimivärdet
är lika med f(x)− 1

2
µ−1‖f ′(x)‖2. För alla y ∈ X är därför

f(y) ≥ f(x)− 1
2
µ−1‖f ′(x)‖2.

Vi f̊ar nu olikheten (i) genom att som y välja minimipunkten x̂.

Byt nu y mot x och x mot x̂ i olikheten (14.2); den reduceras d̊a, beroende
p̊a att f ′(x̂) = 0, till olikheten

f(x) ≥ f(x̂) + 1
2
µ‖x− x̂‖2,

som i kombination med (i) ger (ii).
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Vi återvänder nu till descentalgoritmen och v̊ar diskussion av stoppkrite-
riet. Sätt

S = {x ∈ X | f(x) ≤ f(x0)},

där x0 är den valda startpunkten, och antag att subniv̊amängden S är kon-
vex och att målfunktionen f är µ-starkt konvex p̊a S. Alla av descental-
goritmen genererade punkterna x1, x2, x3, . . . kommer först̊as att ligga i S
eftersom funktionsvärdena är avtagande, och det följer därför av sats 14.1.1
att f(xk) < fmin + ε om ‖f ′(xk)‖ < (2µε)1/2.

Som stoppkriterium kan vi s̊aledes använda villkor av typen

‖f ′(xk)‖ ≤ η,

vilket garanterar att f(xk) − fmin ≤ η2/2µ och att ‖xk − x̂‖ ≤ η/µ. Ett
problem i sammanhanget är att konvexitetskonstanten µ sällan är känd.

Konvergenshastighet

L̊at oss säga att en konvergent följd x0, x1, x2, . . . av punkter med gränsvärde
x̂ konvergerar minst linjärt om det finns en konstant c < 1 s̊adan att

(14.3) ‖xk+1 − x̂‖ ≤ c‖xk − x̂‖

för alla k, och att konvergensen är minst kvadratisk om det finns en konstant
C s̊adan att

(14.4) ‖xk+1 − x̂‖ ≤ C‖xk − x̂‖2

för alla k. Vi säger vidare att konvergensen inte är bättre än linjär resp.
kvadratisk om

lim
k→∞

‖xk+1 − x̂‖
‖xk − x̂‖α

> 0

för α = 1 resp. α = 2.

Observera att olikheten (14.3) medför att följden (xk)
∞
0 konvergerar mot

x̂, ty det följer genom induktion att

‖xk − x̂‖ ≤ ck‖x0 − x̂‖

för alla k.
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P̊a motsvarande sätt medför olikheten (14.4) att följden (xk)
∞
0 konverge-

rar mot x̂ om startpunkten x0 uppfyller villkoret ‖x0−x̂‖ < C−1, ty induktion
ger i det här fallet att

‖xk − x̂‖ ≤ C−1
(
C‖x0 − x̂‖

)2k

för alla k.
En iterativ metod, som när den appliceras p̊a funktioner i en given funk-

tionsklass genererar konvergenta följder, säges konvergera linjärt resp. kvad-
ratiskt för funktionsklassen ifr̊aga, om de genererade följderna är minst linjärt
resp. minst kvadratiskt konvergenta och det finns n̊agon följd som inte är
bättre än linjärt resp. kvadratiskt konvergent.

14.2 Brantaste lutningsmetoden

I det här avsnittet ska vi analysera brantaste lutningsalgoritmen d̊a steg-
längden är konstant. Den iterativa formuleringen av den aktuella varianten
av algoritmen ser ut s̊a här:

Brantaste lutningsalgoritmen med konstant steglängd

Givet en startpunkt x och en steglängd h.
Upprepa

1. Beräkna sökriktningen v = −f ′(x).
2. Uppdatera: x := x+ hv.

till dess att stoppkriteriet är uppfyllt.

För starkt konvexa funktioner med Lipschitzkontinuerlig derivata och mi-
nimipunkt konvergerar algoritmen linjärt mot minimipunkten förutsatt att
steglängden är tillräckligt liten och startpunkten väljs tillräckligt nära mini-
mipunkten. Detta är huvudbudskapet i följande sats (och exempel 14.2.1).

Sats 14.2.1. Antag att f är en funktion med lokal minimipunkt x̂ och att
det finns en öppen omgivning U av x̂ där funktionens restriktion f |U är µ-
starkt konvex och differentierbar med Lipschitzkontinuerlig derivata och Lip-
schitzkonstant L. D̊a konvergerar brantaste lutningsalgoritmen med konstant
steglängd h minst linjärt mot x̂, om steglängden är tillräckligt liten och start-
punkten x0 ligger tillräckligt nära x̂.

Mer precist gäller: Om bollen med centrum i x̂ och radie ‖x0 − x̂‖ ligger
i U och h ≤ µ/L2, s̊a ligger de av algoritmen genererade punkterna (xk)

∞
0 i

U och
‖xk+1 − x̂‖ ≤ c‖xk − x̂‖,

för alla k, där c =
√

1− hµ.
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Bevis. Antag induktivt att de av brantaste lutningsalgoritmen genererade
punkterna x0, x1, . . . , xk ligger i U och att ‖xk − x̂‖ ≤ ‖x0 − x̂‖. Eftersom
restriktionen f |U är µ-starkt konvex och f ′(x̂) = 0, är

〈f ′(xk), xk − x̂〉 = 〈f ′(xk)− f ′(x̂), xk − x̂〉 ≥ µ‖xk − x̂‖2

enligt sats 7.3.1, och Lipschitzkontinuiteten hos derivatan ger oss olikheten

‖f ′(xk)‖ = ‖f ′(xk)− f ′(x̂)‖ ≤ L‖xk − x̂‖.

Genom att kombinera de tv̊a olikheterna erh̊alls olikheten

〈f ′(xk), xk − x̂〉 ≥ µ‖xk − x̂‖2 =
µ

2
‖xk − x̂‖2 +

µ

2
‖xk − x̂‖2

≥ µ

2
‖xk − x̂‖2 +

µ

2L2
‖f ′(xk)‖2.

För nästa punkt xk+1 = xk − hf ′(xk) erh̊alls därför olikheten

‖xk+1 − x̂‖2 = ‖xk − hf ′(xk)− x̂‖2 = ‖(xk − x̂)− hf ′(xk)‖2

= ‖xk − x̂‖2 − 2h〈f ′(xk), xk − x̂〉+ h2‖f ′(xk)‖2

≤ ‖xk − x̂‖2 − hµ‖xk − x̂‖2 − h µ
L2
‖f ′(xk)‖2 + h2‖f ′(xk)‖2

= (1− hµ)‖xk − x̂‖2 + h
(
h− µ

L2

)
‖f ′(xk)‖2.

För h ≤ µ/L2 är s̊aledes ‖xk+1 − x̂‖2 ≤ (1 − hµ)‖xk − x̂‖2, vilket visar
att olikheten i satsen gäller med c =

√
1− hµ < 1, och att punkten xk+1

ocks̊a uppfyller induktionsförutsättningen eftersom den ligger närmare x̂ än
vad xk gör. Brantaste lutningsalgoritmen konvergerar därför minst linjärt för
funktionen f under angivna förutsättningar p̊a h och x0.

För µ-starkt konvexa funktioner med Lipschitzkontinuerlig derivata som
är definierade p̊a hela Rn kan vi erh̊alla n̊agot skarpare resultat.

Sats 14.2.2. Antag att f ∈ Sµ,L(Rn). D̊a konvergerar brantaste lutningsal-
goritmen med konstant steglängd h och godtycklig startpunkt x0 minst linjärt
mot funktionens minimipunkt x̂ om

0 < h ≤ 2

µ+ L
.

För den av algoritmen genererade punktföljden (xk)
∞
0 gäller mer precist att

(14.5) ‖xk − x̂‖ ≤
(

1− 2hµL

µ+ L

)k/2
‖x0 − x̂‖.
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För h =
2

µ+ L
är

‖xk − x̂‖ ≤
(Q− 1

Q+ 1

)k
‖x0 − x̂‖ och(14.6)

f(xk)− fmin ≤
L

2

(Q− 1

Q+ 1

)2k

‖x0 − x̂‖2,(14.7)

där Q = L/µ är funktionsklassens konditionstal.

Bevis. Enligt korollarium 8.1.7 har funktionen en unik minimipunkt x̂, och
som i beviset för föreg̊aende sats är

‖xk+1 − x̂‖2 = ‖xk − x̂‖2 − 2h〈f ′(xk), xk − x̂〉+ h2‖f ′(xk)‖2.

Eftersom f ′(x̂) = 0, följer det nu av sats 7.4.4 (med x = x̂ och v = xk − x̂)
att

〈f ′(xk), xk − x̂〉 ≥
µL

µ+ L
‖xk − x̂‖2 +

1

µ+ L
‖f ′(xk)‖2,

vilket insatt i likheten ovan efter förenkling ger

‖xk+1 − x̂‖2 ≤
(

1− 2hµL

µ+ L

)
‖xk − x̂‖2 + h

(
h− 2

µ+ L

)
‖f ′(xk)‖2.

För h ≤ 2/(µ+ L) är därför

‖xk+1 − x̂‖ ≤
(

1− 2hµL

µ+ L

)1/2

‖xk − x̂‖,

vilket efter iteration leder till olikheten (14.5).
Insättning av h = 2(µ + L)−1 i (14.5) ger olikheten (14.6), och den sista

olikheten (14.7) följer av (14.6) och sats 1.1.2 eftersom f ′(x̂) = 0.

Konvergenshastigheten i satserna 14.2.1 och 14.2.2 beror av konditionsta-
let Q ≥ 1. Ju mindre Q desto snabbare konvergens. I praktiken känner man
naturligtvis sällan konstanterna µ och L och därmed heller inte Q, s̊a satser-
na 14.2.1 och 14.2.2 är av kvalitativ karaktär och kan sällan användas för att
förutse hur många iterationer som behövs för att uppn̊a en viss precision.

Följande exempel visar att resultatet i sats 14.2.2 är skarpt i den meningen
att olikheten (14.6) inte kan skärpas.

Exempel 14.2.1. Betrakta funktionen f(x) = 1
2
(µx2

1 +Lx2
2), där 0 < µ ≤ L.

Funktionen tillhör klassen Sµ,L(R2), f ′(x) = (µx1, Lx2), och minimipunkten
är först̊as x̂ = (0, 0).
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1 5 10 15 x1

1

x2

Figur 14.2. I figuren visas n̊agra niv̊akurvor till funktionen
f(x) = 1

2(x2
1 + 16x2

2) samt hur brantaste lutningsalgoritmen fort-
skrider d̊a x(0) = (16, 1) valts som startpunkt. Funktionens kondi-
tionstal är Q = 16, s̊a konvergensen mot minimipunkten (0, 0) är
relativt l̊angsam − i varje iterationssteg förbättras avst̊andet fr̊an
x(k) till origo med faktorn 15/17.

L̊at oss nu utföra brantaste lutningsalgoritmen med konstant steglängd
h = 2(µ + L)−1 och startpunkt (L, µ). Med α = Q−1

Q+1
f̊ar vi i de tv̊a första

iterationerna

x(0) = (L, µ)

f ′(x(0)) = (µL, µL)

x(1) = x(0) − hf ′(x(0)) = α(L,−µ)

f ′(x(1)) = α(µL,−µL)

x(2) = x(1) − hf ′(x(1)) = α2(L, µ)

och det följer nu med induktion att

x(k) = αk(L, (−1)kµ).

Följaktligen är

‖x(k) − x̂‖ = αk
√
L2 + µ2 = αk‖x(0) − x̂‖,

s̊a olikheten (14.6) gäller i detta fall med likhet.

Det är slutligen värt att notera att 2(µ+L)−1 är precis den steglängd som
erh̊alls om man använder sig av exakt linjesökning i varje iterationssteg.

Brantaste lutningsalgoritmen är inte invariant under affina koordinat-
byten. Konvergenshastigheten kan s̊aledes förbättras om man först gör ett
koordinatbyte som minskar konditionstalet.

Exempel 14.2.2. Vi fortsätter med funktionen f(x) = 1
2
(µx2

1 + Lx2
2) fr̊an
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föreg̊aende exempel. Gör variabelbytet y1 =
√
µx1, y2 =

√
Lx2 och sätt

g(y) = f(x) = 1
2
(y2

1 + y2
2).

Funktionen g har konditionstalet Q = 1, s̊a brantaste lutningsalgoritmen
startad i en godtycklig punkt y(0) ger efter ett iterationssteg y(1) = (0, 0),
dvs. minimipunkten.

Brantaste lutningsalgoritmen konvergerar alltför l̊angsamt för att vara
praktiskt användbar i realistiska problem. I nästa kapitel skall vi därför i
detalj studera en mer effektiv metod för optimering, Newtons metod.

Övningar

14.1 Använd brantaste lutningsalgoritmen p̊a problemet

minx2
1 + 2x2

2.

Starta i punkten (1, 1) och gör tre iterationer.

14.2 L̊at f vara funktionen f(x) = 1
2x

2
1 + 1

2x
2
2 med X = {x ∈ R2 | x1 > 1} som

definitionsmängd och sätt x(0) = (2, 2).

a) Visa att subniv̊amängden {x ∈ X | f(x) ≤ f(x(0))} inte är sluten.

b) Uppenbarligen är fmin = inf f(x) = 1
2 , men visa att brantaste lut-

ningsmetoden med start i punkten x(0) och med linjesökning enligt Ar-
mijos regel med parametervärden α ≤ 1

2 och β < 1, genererar en följd

x(k) = (ak, ak), k = 0, 1, 2, . . . , av punkter som konvergerar mot punkten
(1, 1). Funktionsvärdena f(x(k)) konvergerar följaktligen inte mot fmin utan
mot 1.
[Ledning: Visa att ak+1 − 1 ≤ (1− β)(ak − 1) för alla k.]

14.3 Antag att brantaste lutningsalgoritmen med konstant steglängd konverge-
rar mot punkten x̂ när den appliceras p̊a den kontinuerligt differentierbara
funktionen f . Visa att x̂ är en stationär punkt till funktionen, dvs. f ′(x̂) = 0.



Kapitel 15

Newtons metod

Den bärande idén i Newtons metod best̊ar i att i varje iterationssteg approxi-
mera funktionen som ska minimeras med funktionens Taylorpolynom av grad
tv̊a i den aktuella punkten, och att som descentriktning välja en vektor som
minimerar detta polynom. Som sökriktning i punkten x till funktionen f
väljs följaktligen en vektor som minimerar Taylorpolynomet

P (v) = f(x) +Df(x)[v] + 1
2
D2f(x)[v, v] = f(x) + 〈f ′(x), v〉+ 1

2
〈v, f ′′(x)v〉,

och eftersom P ′(v) = f ′(x) + f ′′(x)v, f̊as den minimerande sökvektorn som
lösning till ekvationen

f ′′(x)v = −f ′(x).

Om andraderivatan f ′′(x) är positivt definit, s̊a har ekvationen en entydig
lösning och lösningsvektorn v minimerar Taylorpolynomet.

Iterationsstegen i Newtons metod är först̊as mer arbetskrävande än ite-
rationsstegen i brantaste lutningsmetoden eftersom man för att bestämma
sökriktningarna behöver beräkna andraderivatan och lösa kvadratiska ekva-
tionssystem. Detta kompenseras emellertid, som vi ska se, mer än väl av att
konvergensen mot minimivärdet är mycket snabbare.

15.1 Newtonriktning och Newtondekrement

Eftersom sökrikningarna i Newtons metod erh̊alls genom minimering av an-
dragradspolynom, börjar vi med att undersöka när s̊adana polynom har ett
minimum. Ett nödvändigt villkor för att ett andragradspolynom skall vara
ned̊at begränsat är att polynomet är konvext, s̊a vi kan redan fr̊an början
inskränka oss till att undersöka konvexa andragradspolynom.

301
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Sats 15.1.1. Ett andragradspolynom

P (v) = 1
2
〈v, Av〉+ 〈b, v〉+ c

i n variabler, där A är en positivt semidefinit symmetrisk operator, är ned̊at
begränsat p̊a Rn om och endast om ekvationen

(15.1) Av = −b

har en lösning.
Om polynomet är ned̊at begränsat, s̊a har det ett minimum, och vektorn

v̂ är en minimipunkt om och endast om Av̂ = −b.
Om v̂ är en minimipunkt till polynomet P , s̊a är vidare

(15.2) P (v)− P (v̂) = 1
2
〈v − v̂, A(v − v̂)〉

för alla v ∈ Rn.
Om v̂1 och v̂2 är minimipunkter till polynomet, s̊a är 〈v̂1, Av̂1〉 = 〈v̂2, Av̂2〉.

Anmärkning. Ett annat sätt att uttrycka att ekvationen (15.1) är lösbar
är först̊as att säga att vektorn −b, och därmed ocks̊a vektorn b, ligger i
bildrummet till operatorn A. Men bildrummet till en operator p̊a ett ändlig-
dimensionellt rum är lika med det ortogonala komplementet till operatorns
nollrum. Ekvationen (15.1) är följaktligen lösbar om och endast om

Av = 0⇒ 〈b, v〉 = 0.

Bevis. Antag först att ekvation (15.1) saknar lösning. D̊a finns det enligt
anmärkningen ovan en vektor v s̊adan att Av = 0 och 〈b, v〉 6= 0. Det följer
att

P (tv) = 1
2
〈v,Av〉t2 + 〈b, v〉t+ c = 〈b, v〉t+ c

för alla t ∈ R, och eftersom koefficienten för t är nollskild innebär detta att
polynomet P inte är ned̊at begränsat.

Antag nu att Av̂ = −b. D̊a är

P (v)− P (v̂) = 1
2
(〈v, Av〉 − 〈v̂, Av̂〉) + 〈b, v〉 − 〈b, v̂〉

= 1
2
(〈v, Av〉 − 〈v̂, Av̂〉)− 〈Av̂, v〉+ 〈Av̂, v̂〉

= 1
2
(〈v, Av〉+ 〈v̂, Av̂〉 − 〈Av̂, v〉 − 〈v̂, Av〉)

= 1
2
〈v − v̂, A(v − v̂)〉 ≥ 0

för alla v ∈ Rn. Detta visar att polynomet P är ned̊at begränsat, att v̂ är en
minimipunkt och att likheten (15.2) gäller.
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Eftersom varje positivt semidefinit symmetrisk operator A har en unik
positivt semidefinit symmetrisk kvadratrot A1/2, kan vi skriva likheten (15.2)
p̊a formen

P (v) = P (v̂) + 1
2
〈A1/2(v − v̂), A1/2(v − v̂)〉 = P (v̂) + 1

2
‖A1/2(v − v̂)‖2.

Om ocks̊a v är en minimipunkt till P , s̊a är därför A1/2(v− v̂) = 0, och detta
medför först̊as att A(v− v̂) = A1/2(A1/2(v− v̂)) = 0, dvs. att Av = Av̂ = −b.
Varje minimipunkt til P f̊as s̊aledes som lösning till ekvation (15.1).

Om slutligen v̂1 och v̂2 är tv̊a minimipunkter till polynomet s̊a är Av̂1 =
Av̂2 (= −b), och det följer att 〈v̂1, Av̂1〉 = 〈v̂1, Av̂2〉 = 〈Av̂1, v̂2〉 = 〈Av̂2, v̂2〉 =
〈v̂2, Av̂2〉.

Sats 15.1.1 reducerar problemet att minimera ett konvext kvadratiskt
polynom i n variabler till problemet att lösa ett kvadratiskt linjärt ekva-
tionssystem i n variabler, vilket är ett i sammanhanget trivialt numeriskt
problem som kan utföras med O(n3) aritmetiska operationer.

Vi är nu redo att definiera ingredienserna i Newtons metod.

Definition. L̊at f : X → R vara en tv̊a g̊anger differentierbar funktion med
en öppen delmängd X av Rn som definitionsmängd, och antag att x ∈ X är
en punkt där andraderivatan f ′′(x) är positivt semidefinit.

Med en Newtonriktning ∆xnt till funktionen f i punkten x menas en
lösning v till ekvationen

f ′′(x)v = −f ′(x).

Anmärkning. Det följer av anmärkningen efter sats 15.1.1 att det finns en
Newtonriktning i punkten x om och endast om implikationen

f ′′(x)v = 0⇒ 〈f ′(x), v〉 = 0

gäller. Att Newtonriktning saknas är följaktligen ekvivalent med att det finns
en vektor w s̊adan att f ′′(x)w = 0 och 〈f ′(x), w〉 = 1.

Newtonriktningen ∆xnt är naturligtvis entydigt bestämd som

∆xnt = −f ′′(x)−1f ′(x),

om andraderivatan f ′′(x) är icke-singulär, dvs. positivt definit.

Enligt sats 15.1.1 är Newtonriktningen ∆xnt, när den existerar, en mini-
merande vektor till Taylorpolynomet

P (v) = f(x) + 〈f ′(x), v〉+ 1
2
〈v, f ′′(x)v〉
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och för differensen P (0)− P (∆xnt) gäller att

P (0)− P (∆xnt) = 1
2
〈0−∆xnt, f

′′(x)(0−∆xnt)〉 = 1
2
〈∆xnt, f

′′(x)∆xnt〉.

Om vi använder oss av Taylorapproximationen f(x+ v) ≈ P (v), s̊a är allts̊a

f(x)− f(x+ ∆xnt) ≈ P (0)− P (∆xnt) = 1
2
〈∆xnt, f

′′(x)∆xnt〉,

vilket visar att 1
2
〈∆xnt, f

′′(x)∆xnt〉 (för små ∆xnt) är en approximation till
den förbättring, dvs. minskning, av funktionsvärdet som vi f̊ar genom att
ersätta f(x) med f(x+ ∆xnt). För att kunna beskriva denna minskning litet
enklare gör vi följande definition.

Definition. Newtondekrementet λ(f, x) till funktionen f i punkten x är en
kvantitet som definieras av att

λ(f, x) =
√
〈∆xnt, f ′′(x)∆xnt〉

i punkter x där funktionen har en Newtonriktning ∆xnt, och

λ(f, x) = +∞
i punkter x där funktionen saknar Newtonriktning.

Observera att definitionen av Newtondekrement är oberoende av vilken
Newtonriktning ∆xnt som väljs i punkten x i de fall d̊a Newtonriktningen
inte är unik. Detta följer direkt av den sista utsagan i sats 15.1.1.

I termer av Newtondekrementet är allts̊a

f(x)− f(x+ ∆xnt) ≈ 1
2
λ(f, x)2

för små värden p̊a ∆xnt.
Per definition är f ′′(x)∆xnt = −f ′(x), s̊a det följer att Newtondekremen-

tet, när det är ändligt, ocks̊a kan beräknas med formeln

λ(f, x) =
√
−〈∆xnt, f ′(x)〉.

I punkter x där andraderivatan är positivt definit blir allts̊a speciellt

λ(f, x) =
√
〈f ′′(x)−1f ′(x), f ′(x)〉.

Exempel 15.1.1. Den konvexa envariabelfunktionen

f(x) = − lnx, x > 0

har Newtondekrement

λ(f, x) =
√
〈x2(−x−1),−x−1〉 =

√
(−x) · (−x−1) = 1

överallt.
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I punkter med en Newtonriktning kan vi ocks̊a, genom att använda oss
av att f ′′(x) har en positivt semidefinit symmetrisk kvadratrot, uttrycka
Newtondekrementet med hjälp av den euklidiska normen ‖·‖ p̊a följande
sätt:

λ(f, x) =
√
〈f ′′(x)1/2∆xnt, f ′′(x)1/2∆xnt〉 = ‖f ′′(x)1/2∆xnt‖.

Den förbättring i funktionsvärde som erh̊alles genom att ta ett steg i Newton-
riktningen ∆xnt är allts̊a proportionell mot ‖f ′′(x)1/2∆xnt‖2 och inte mot
‖∆xnt‖2, vilket motiverar att vi introducerar följande seminorm.

Definition. Antag att f är en tv̊a g̊anger differentierbar funktion i en om-
givning av punkten x och att andraderivatan f ′′(x) är positivt semidefinit.
Med den till funktionen f och punkten x hörande lokala seminormen menas
funktionen ‖·‖x : Rn → R+ som definieras av att

‖v‖x =
√
〈v, f ′′(x)v〉 = ‖f ′′(x)1/2v‖.

Man verifierar omedelbart att ‖·‖x verkligen är en seminorm p̊a Rn, och
eftersom

{v ∈ Rn | ‖v‖x = 0} = N (f ′′(x)),

där N (f ′′(x)) är nollrummet till f ′′(x), är seminormen ‖·‖x en norm om och
endast om den positivt semidefinita andraderivatan f ′′(x) är icke-singulär,
dvs. positivt definit.

Uttryckt med hjälp av den lokala normen är allt̊a Newtondekrementet

λ(f, x) = ‖∆xnt‖x

i de punkter x där det finns en Newtonriktning.

Exempel 15.1.2. L̊at oss undersöka Newtondekrementet λ(f, x) för konvext
kvadratiska polynom f , dvs. funktioner p̊a formen

f(x) = 1
2
〈x,Ax〉+ 〈b, x〉+ c,

där A är en positivt semidefinit operator. Nu är f ′(x) = Ax + b, f ′′(x) = A
och ‖v‖x =

√
〈v,Av〉, s̊a seminormen ‖·‖x är densamma i alla punkter x.

Om ∆xnt är en Newtonriktning till f i punkten x, s̊a är per definition

A∆xnt = −(Ax+ b),

och det följer att A(x+ ∆xnt) = −b. Enligt sats 15.1.1 är därför funktionen
f ned̊at begränsad.
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Om f inte är ned̊at begränsad, saknas det följaktligen Newtonriktning i
varje punkt x, vilket per definition innebär att λ(f, x) = +∞ för alla x.

Antag omvänt att funktionen f är ned̊at begränsad. D̊a finns det en vektor
v0 s̊adan att Av0 = −b, och det följer att

f ′′(x)(v0 − x) = Av0 − Ax = −b− Ax = −f ′(x).

För varje x är med andra ord vektorn v0 − x en Newtonriktning till f i
punkten x, s̊a Newtondekrementet λ(f, x) är ändligt i alla punkter och

λ(f, x) = ‖v0 − x‖x.

Om funktionen är ned̊at begränsad utan att vara konstant, s̊a är nödvän-
digtvis A 6= 0, och vi kan välja en vektor w s̊adan att ‖w‖x =

√
〈w,Aw〉 = 1.

Sätt nu xk = kw + v0, där k är ett positivt tal; d̊a är

λ(f, xk) = ‖v0 − xk‖xk = k‖w‖xk = k,

och vi drar speciellt slutsatsen att supx∈Rn λ(f, x) = +∞.
För konstanta funktioner f , fallet A = 0, b = 0, är ‖v‖x = 0 för alla x

och v, och följakligen λ(f, x) = 0 för alla x.

Sammanfattningsvis har vi kommit fram till följande resultat:
Ned̊at obegränsade konvex-kvadratiska funktioner (vilket inkluderar alla

icke-konstanta affina funktioner) har oändligt Newtondekrement i alla punk-
ter. Ned̊at begränsade konvex-kvadratiska funktioner f har ändligt Newton-
dekrement i alla punkter, men supx λ(f, x) = ∞, s̊avida inte funktionen är
konstant.

Vi ska ge en alternativ karakterisering av Newtondekrementet och börjar
med en användbar olikhet.

Sats 15.1.2. Om λ(f, x) <∞ s̊a är

|〈f ′(x), v〉| ≤ λ(f, x)‖v‖x

för alla v ∈ Rn.

Bevis. Att λ(f, x) är ändligt betyder att det finns en Newtonriktning ∆xnt

till f i punkten x. Per definition är allts̊a f ′′(x)∆xnt = −f ′(x), och det följer
nu med hjälp av Cauchy–Schwarz olikhet att

|〈f ′(x), v〉| = |〈f ′′(x)∆xnt, v〉| = |〈f ′′(x)1/2∆xnt, f
′′(x)1/2v〉|

≤ ‖f ′′(x)1/2∆xnt‖‖f ′′(x)1/2v‖ = λ(f, x)‖v‖x.
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Sats 15.1.3. Antag som tidigare att x är en punkt där andraderivatan f ′′(x)
är positivt semidefinit. D̊a är

λ(f, x) = sup
‖v‖x≤1

〈f ′(x), v〉.

Bevis. Antag först att λ(f, x) < ∞. Det följer d̊a omedelbart av olikheten i
sats 15.1.2 att

〈f ′(x), v〉 ≤ λ(f, x)

för alla vektorer v med ‖v‖x ≤ 1. I fallet λ(f, x) = 0 gäller olikheten ovan med
likhet för v = 0, s̊a antag att λ(f, x) > 0. För vektorn v = −λ(f, x)−1∆xnt

gäller d̊a att ‖v‖x = 1 medan 〈f ′(x), v〉 = −λ(f, x)−1〈f ′(x),∆xnt〉 = λ(f, x).
Detta visar att likheten i satsen gäller om Newtondekrementet λ(f, x) är ett
ändligt tal.

Antag härnäst att λ(f, x) = +∞, dvs. att x är en punkt där det inte finns
n̊agon Newtonriktning. D̊a finns det enligt anmärkningen efter definitionen
av Newtonriktning en vektor w s̊adan att f ′′(x)w = 0 och 〈f ′(x), w〉 = 1.
För alla positiva tal t är d̊a ‖tw‖x = t‖w‖x = t

√
〈w, f ′′(x)w〉 = 0 ≤ 1 och

〈f ′(x), tw〉 = t, varav följer att sup‖v‖x≤1〈f ′(x), v〉 = +∞ = λ(f, x).

Ibland behöver vi jämföra ‖∆xnt‖, ‖f ′(x)‖ och λ(f, x) med varandra, och
det gör vi med följande sats.

Sats 15.1.4. L̊at λmin och λmax beteckna det minsta resp. det största egenvär-
det till den positivt semidefinita andraderivatan f ′′(x), och antag att Newton-
dekrementet λ(f, x) är ändligt. D̊a är

λ
1/2
min‖∆xnt‖ ≤ λ(f, x) ≤ λ1/2

max‖∆xnt‖
och

λ
1/2
minλ(f, x) ≤ ‖f ′(x)‖ ≤ λ1/2

maxλ(f, x).

Bevis. Om A är en godtycklig positivt semidefinit operator med minsta och
största egenvärde µmin resp. µmax, s̊a är

µmin‖v‖ ≤ ‖Av‖ ≤ µmax‖v‖

för alla vektorer v.
Satsens b̊ada olikheterna följer nu direkt ur denna generella olikhet genom

att välja A = f ′′(x)1/2 och v = ∆xnt resp. v = f ′′(x)1/2∆xnt, eftersom
‖f ′′(x)1/2∆xnt‖ = λ(f, x),

‖f ′′(x)1/2(f ′′(x)1/2∆xnt)‖ = ‖f ′′(x)∆xnt‖ = ‖f ′(x)‖,

och λ
1/2
min och λ

1/2
max är det minsta resp. det största egenvärdet till operatorn

f ′′(x)1/2.
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Sats 15.1.4 är ett lokalt resultat, men om funktionen f är µ-starkt konvex,
s̊a är λmin ≥ µ, och om andraderivatans norm ‖f ′′(x)‖ begränsas av n̊agon
konstant M , s̊a är λmax = ‖f ′′(x)‖ ≤ M för alla x i funktionens definitions-
mängd. Vi f̊ar därför följande korollarium till sats 15.1.4.

Korollarium 15.1.5. Om f : X → R är en tv̊a g̊anger differentierbar µ-
starkt konvex funktion, s̊a är

µ1/2‖∆xnt‖ ≤ λ(f, x) ≤ µ−1/2‖f ′(x)‖

för alla x ∈ X. Om dessutom ‖f ′′(x)‖ ≤M , s̊a är

M−1/2‖f ′(x)‖ ≤ λ(f, x) ≤M1/2‖∆xnt‖.

För starkt konvexa funktioner med begränsad andraderivata kan vi upp-
skatta avst̊andet fr̊an en godtycklig punkt x till minimipunkten med hjälp
av Newtondekrementet i punkten x. Vi har nämligen följande resultat.

Sats 15.1.6. Om funktionen f : X → R är µ-starkt konvex, ‖f ′′(x)‖ ≤ M
för alla x ∈ X och funktionen har minimum i punkten x̂, s̊a är

f(x)− f(x̂) ≤ M

2µ
λ(f, x)2

och

‖x− x̂‖ ≤
√
M

µ
λ(f, x)

för alla x ∈ X.

Bevis. Satsen följer av sats 14.1.1 och uppskattningen ‖f ′(x)‖ ≤M1/2λ(f, x)
i korollarium 15.1.5.

Newtondekrementet är invariant under surjektiva affina koordinattrans-
formationer. Mer generellt har vi följande resultat.

Sats 15.1.7. L̊at A : Rm → Rn vara en affin avbildning, l̊at f vara en
tv̊a g̊anger kontinuerligt differentierbar funktion som är definierad p̊a en
delmängd av Rn, och sätt g = f ◦A. L̊at vidare y vara en punkt i g:s defini-
tionsmängd, och antag att andraderivatan f ′′ är positivt semidefinit i punkten
x = Ay. D̊a är andraderivatan g′′(y) positivt semidefinit och för de tv̊a funk-
tionernas Newtondekrement gäller olikheten

λ(g, y) ≤ λ(f, x).

Om den affina avbildningen A är surjektiv, s̊a är vidare λ(g, y) = λ(f, x).
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Bevis. Den affina avbildningen kan skrivas p̊a formen Ay = Cy+ b, där C är
en linjär avbildning och b är en vektor, och kedjeregeln ger oss sambanden

〈g′(y), w〉 = 〈f ′(x), Cw〉 och 〈w, g′′(y)w〉 = 〈Cw, f ′′(x)Cw〉

för godtyckliga vektorer w i Rm. Av den sistnämnda identiteten följer speci-
ellt att andraderivatan g′′(y) är positivt semidefinit om andraderivatan f ′′(x)
är det, samt sambandet

‖w‖y = ‖Cw‖x

för de lokala seminormerna i punkterna y och x. P̊a grund av sats 15.1.3 är
därför

λ(g, y) = sup
‖w‖y≤1

〈g′(y), w〉 = sup
‖Cw‖x≤1

〈f ′(x), Cw〉 ≤ sup
‖v‖x≤1

〈f ′(x), v〉 = λ(f, x).

Om den affina avbildningen är surjektiv, s̊a är C en surjektiv linjär av-
bildning, varför v = Cw genomlöper hela Rn d̊a w genomlöper Rm. I detta
fall överg̊ar därför den enda olikheten i ovanst̊aende kedja av likheter och
olikheter i likhet, vilket innebär att λ(g, y) = λ(f, x).

15.2 Newtons metod

Newtons metod för minimera en tv̊a g̊anger differentierbar funktion f är en
descentmetod, där sökriktningen i varje iteration ges av Newtonriktningen
∆xnt i den aktuella punkten. Stoppkriteriet formuleras med hjälp av Newton-
dekrementet; algoritmen avbryts när dekrementet är tillräckligt litet. I korta
drag ser därför algoritmen ut s̊a här:

Newtons metod

Givet startpunkt x ∈ dom f och tolerans ε > 0.
Upprepa

1. Beräkna Newtonriktning ∆xnt och Newtondekrement λ(f, x) i punk-
ten x.

2. Stoppkriterium: Avbryt om λ(f, x)2 ≤ 2ε.
3. Bestäm annars en steglängd h > 0.
4. Uppdatera: x := x+ h∆xnt.

I den rena Newtonmetoden sätts h = 1 i varje iteration, medan s. k.
dämpade Newtonmetoder utnyttjar variabel steglängd, som beräknas genom
linjesökning med (n̊agon variant av) Armijos regel eller p̊a annat sätt.
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Stoppkriteriet motiveras av att 1
2
λ(f, x)2 approximerar funktionsvärdes-

minskningen f(x)−f(x+∆xnt), och om denna minskningen är liten s̊a lönar
det sig inte att fortsätta.

Newtons metod fungerar i allmänhet väl för funktioner som är konvexa
i en omgivning av den optimala punkten, men den bryter först̊as ihop om
den träffar p̊a en punkt där andraderivatan är singulär och Newtonriktning
saknas. Vi skall visa att den rena metoden under lämpliga förutsättningar
p̊a målfunktionen f konvergerar mot minimipunkten om startpunkten ligger
tillräckligt nära minimipunkten. För att erh̊alla konvergens för godtyckliga
startpunkter behöver man använda sig av metoder med dämpning.

Exempel 15.2.1. För ned̊at begränsade konvexa kvadratiska polynom

f(x) = 1
2
〈x,Ax〉+ 〈b, x〉+ c

ger Newtons rena metod en optimal lösning efter endast en iteration, obe-
roende av valet av startpunkt x. Under den första iterationen är nämligen
f ′(x) = Ax + b, f ′′(x) = A och A∆xnt = −(Ax + b), s̊a det uppdaterade
x-värdet x+ = x+ ∆xnt satisfierar ekvationen

f ′(x+) = Ax+ + b = Ax+ A∆xnt + b = 0,

vilket betyder att x+ är en minimipunkt.

Invarians under koordinatbyte

Till skillnad fr̊an brantaste lutningsmetoden är Newtonmetoden invariant
under affina koordinatbyten.

Sats 15.2.1. L̊at f : X → R vara en tv̊a g̊anger differentierbar funktion med
positivt definit andraderivata, och antag att Newtons rena algoritm med x0

som startpunkt genererar följden (xk)
∞
0 . L̊at vidare A : Y → X vara en affin

koordinatavbildning, dvs. restriktionen till Y av en bijektiv affin avbildning,
och sätt g = f ◦ A. D̊a genererar Newtons rena algoritm tillämpad p̊a funk-
tionen g med y0 = A−1x0 som startpunkt en följd (yk)

∞
0 med egenskapen att

Ayk = xk för alla k.

De tv̊a följderna har vidare i varje iterationssteg samma Newtondekre-
ment, s̊a stoppvillkoret uppfylls samtidigt av de b̊ada följderna.

Bevis. P̊ast̊aendet om Newtondekrementen följer av sats 15.1.7. Sambandet
mellan följderna följer med induktion om vi visar att Ay = x medför att
A(y+∆ynt) = x+∆xnt, där ∆xnt = −f ′′(x)−1f ′(x) och ∆ynt = −g′′(y)−1g′(y)
är respektive funktioners entydigt bestämda Newtonriktningar i punkterna
x respektive y.
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Den affina avbildningen A kan skrivas p̊a formen Ay = Cy + b, där C är
en inverterbar linjär avbildning och b är en vektor, och kedjeregeln ger för
x = Ay att g′(y) = CTf ′(x) och g′′(y) = CTf ′′(x)C. Det följer att

C∆ynt = −Cg′′(y)−1g′(y) = −CC−1f ′′(x)−1(CT)−1CTf ′(x)

= −f ′′(x)−1f ′(x) = ∆xnt,

s̊a

A(y+∆ynt) = C(y+∆ynt)+b = Cy+b+C∆ynt = Ay+∆xnt = x+∆xnt.

Lokal konvergens

Vi skall nu studera Newtonmetodens konvergensegenskaper och börjar med
den rena metoden.

Sats 15.2.2. L̊at f : X → R vara en tv̊a g̊anger differentierbar, µ-starkt
konvex funktion med minimum i punkten x̂, och antag att funktionens and-
raderivata f ′′ är Lipschitzkontinuerlig med Lipschitzkonstant L. L̊at x vara
en punkt i X och sätt

x+ = x+ ∆xnt,

där ∆xnt är Newtonriktningen i punkten. D̊a är

‖x+ − x̂‖ ≤ L

2µ
‖x− x̂‖2.

Om punkten x+ ligger i X är vidare

‖f ′(x+)‖ ≤ L

2µ2
‖f ′(x)‖2.

Bevis. Det minsta egenvärdet till andraderivatan f ′′(x) är enligt sats 7.3.2
större än eller lika med µ. Andraderivatan är följaktligen inverterbar och
f ′′(x)−1:s största egenvärde är mindre än eller lika med µ−1. Härav följer att

(15.3) ‖f ′′(x)−1‖ ≤ µ−1.

För att uppskatta normen av x+ − x̂ gör vi först omskrivningen

x+ − x̂ = x+ ∆xnt − x̂ = x− x̂− f ′′(x)−1f ′(x)(15.4)

= f ′′(x)−1
(
f ′′(x)(x− x̂)− f ′(x)

)
= −f ′′(x)−1w
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med
w = f ′(x)− f ′′(x)(x− x̂).

För 0 ≤ t ≤ 1 definierar vi sedan vektorn

w(t) = f ′(x̂+ t(x− x̂))− tf ′′(x)(x− x̂);

d̊a är w = w(1)− w(0), beroende p̊a att f ′(x̂) = 0. Kedjeregeln ger att

w′(t) =
(
f ′′(x̂+ t(x− x̂))− f ′′(x)

)
(x− x̂),

och genom att utnytta att andraderivatan är Lipschitzkontinuerlig erh̊alls
uppskattningen

‖w′(t)‖ ≤ ‖f ′′(x̂+ t(x− x̂))− f ′′(x)‖ ‖x− x̂‖
≤ L‖x̂+ t(x− x̂)− x‖‖x− x̂‖ = L(1− t)‖x− x̂‖2.

Integrering av olikheten ovan ger

‖w‖ =
∥∥∫ 1

0

w′(t) dt
∥∥ ≤ ∫ 1

0

‖w′(t)‖ dt ≤ L‖x− x̂‖2

∫ 1

0

(1− t) dt(15.5)

=
L

2
‖x− x̂‖2.

Likheten (15.4) tillsammans med olikheterna (15.3) och (15.5) leder nu till
uppskattningen

‖x+ − x̂‖ = ‖f ′′(x)−1w‖ ≤ ‖f ′′(x)−1‖‖w‖ ≤ L

2µ
‖x− x̂‖2,

som är det första p̊ast̊aendet i satsen.

För att bevisa det andra p̊ast̊aendet antar vi att x+ liggger i X och
betraktar för 0 ≤ t ≤ 1 vektorerna

v(t) = f ′(x+ t∆xnt)− tf ′′(x)∆xnt,

och noterar att

v(1)− v(0) = f ′(x+)− f ′′(x)∆xnt− f ′(x) = f ′(x+) + f ′(x)− f ′(x) = f ′(x+).

Eftersom v′(t) =
(
f ′′(x + t∆xnt) − f ′′(x)

)
∆xnt, följer det av Lipschitzkonti-

nuiteten att

‖v′(t)‖ ≤ ‖f ′′(x+ t∆xnt)− f ′′(x)‖ ‖∆xnt‖ ≤ L‖∆xnt‖2t,

och genom integrering av denna olikhet erh̊alls den sökta uppskattningen

‖f ′(x+)‖ =
∥∥∫ 1

0

v′(t) dt
∥∥ ≤ ∫ 1

0

‖v′(t)‖ dt ≤ L

2
‖∆xnt‖2 ≤ L

2µ2
‖f ′(x)‖2,

där den sista olikheten följer av korollarium 15.1.5.



15.2 Newtons metod 313

En konsekvens av föreg̊aende sats är att den rena Newtonmetoden kon-
vergerar kvadratiskt mot minimipunkten för funktioner med positivt definit
andraderivata som inte varierar alltför snabbt i en omgivning av minimi-
punkten, förutsatt att startpunkten valts tillräckligt nära minimipunkten.
Mer precist gäller:

Sats 15.2.3. L̊at f : X → R vara en tv̊a g̊anger differentierbar, µ-starkt
konvex funktion med minimum i punkten x̂, och antag att funktionens andra-
derivata f ′′ är Lipschitzkontinuerlig med Lipschitzkonstant L. Antag vidare
att 0 < r ≤ 2µ/L och att den öppna bollen B(x̂; r) ligger i X.

D̊a genererar Newtons rena metod med startpunkt x0 ∈ B(x̂; r) en följd
av punkter (xk)

∞
0 s̊adan att

‖xk − x̂‖ ≤
2µ

L

( L
2µ
‖x0 − x̂‖

)2k

för alla k, och följden konvergerar därför mot minimipunkten x̂, d̊a k →∞.

Konvergensen är s̊aledes mycket snabb. Exempelvis blir

‖xk − x̂‖ ≤
2µ

L
2−2k

om startpunkten väljs s̊a att ‖x0− x̂‖ ≤ µ/L, och d̊a är ‖xk− x̂‖ ≤ 10−19µ/L
redan för k = 6.

Bevis. Med beteckningarna i sats 15.2.2 är xk+1 = x+
k , och om punkten xk

ligger i bollen B(x̂; r) är därför enligt samma sats

(15.6) ‖xk+1 − x̂‖ ≤
L

2µ
‖xk − x̂‖2.

Speciellt är allts̊a ‖xk+1 − x̂‖ < Lr2/2µ ≤ r, dvs. punkten xk+1 ligger
ocks̊a i bollen B(x̂; r). Det följer därför med induktion att alla punkterna
i följden (xk)

∞
0 ligger i B(x̂; r), och olikheten i satsens f̊as nu genom uppre-

pad användning av olikheten (15.6).

Global konvergens

Under lämpliga förutsättningar p̊a målfunktionen konvergerar Newtons däm-
pade metod för en godtyckligt vald startpunkt. Dämpningen behövs bara
under en inledande fas; när algoritmen producerat en punkt med tillräckligt
liten gradient kan steglängden fortsättningsvis väljas lika med 1, och konver-
gensen sker d̊a med kvadratisk hastighet.

Följande sats beskriver ett konvergensresultat för starkt konvexa funktio-
ner med Lipschitzkontinuerlig andraderivata.
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Sats 15.2.4. L̊at f : X → R vara en tv̊a g̊anger differentierbar, starkt kon-
vex funktion med Lipschitzkontinuerlig andraderivata. L̊at vidare x0 vara en
punkt i X och antag att subniv̊amängden S = {x ∈ X | f(x) ≤ f(x0)} är
sluten.

D̊a har funktionen en unik minimipunkt x̂, och Newtons dämpade algo-
ritm, med x0 som startpunkt och med linjesökning enligt Armijos regel med
parametrar 0 < α < 1

2
och 0 < β < 1, genererar en följd (xk)

∞
0 i S som

konvergerar mot minimipunkten.
Algoritmen överg̊ar efter en inledande fas med dämpning i en kvadratiskt

konvergent fas, där steglängden hela tiden är 1.

Bevis. Att f har en unik minimipunkt följer av korollarium 8.1.7.
Antag att f är µ-starkt konvex och l̊at L vara andraderivatans Lipschitz-

konstant. Subniv̊amängden S är kompakt eftersom den är begränsad enligt
sats 8.1.6, s̊a avst̊andet fr̊an S till randen av den öppna mängden X är posi-
tivt. Fixera ett positivt tal r som är mindre än detta avst̊and och som ocks̊a
uppfyller olikheten

r ≤ µ/L.

För x ∈ S sätter vi nu

x+ = x+ h∆xnt,

där h är steglängden enligt Armijos regel. Speciellt är allts̊a xk+1 = x+
k för

alla k.
Kärnan i beviset best̊ar i att visa att det finns tv̊a positiva konstanter γ

och η ≤ µr, s̊adana att följande tv̊a implikationer gäller för alla x ∈ S:

(i) ‖f ′(x)‖ ≥ η ⇒ f(x+)− f(x) ≤ −γ;

(ii) ‖f ′(x)‖ < η ⇒ h = 1 & ‖f ′(x+)‖ < η.

Antag att vi visat (i) och (ii). Om ‖f ′(xk)‖ ≥ η för 0 ≤ k < m, s̊a är p̊a
grund av egenskapen (i)

fmin − f(x0) ≤ f(xm)− f(x0) =
m−1∑
k=0

(f(x+
k )− f(xk)) ≤ −mγ.

Detta kan inte gälla för alla m, s̊a därför finns det ett minsta heltal k0 s̊a att
‖f ′(xk0)‖ < η, och detta heltal måste uppfylla olikheten

k0 ≤
(
f(x0)− fmin

)
/γ.

Det följer nu med induktion av (ii) att steglängden h är lika med 1 för
alla k ≥ k0. Fr̊an och med iteration nummer k0 överg̊ar s̊aledes den dämpade
algoritmen i den rena algoritmen. P̊a grund av sats 14.1.1 är

‖xk0 − x̂‖ ≤ µ−1‖f ′(xk0)‖ < µ−1η ≤ r ≤ µL−1,
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s̊a det följer av sats 15.2.3 att följden (xk)
∞
0 konvergerar mot x̂. Mer precist

gäller uppskattningen

‖xk+k0 − x̂‖ ≤
2µ

L

( L
2µ
‖xk0 − x̂‖

)2k

≤ 2µ

L
2−2k

för k ≥ 0.

Det återst̊ar därför bara att bevisa existensen av talen η och γ med egen-
skaperna (i) och (ii). Sätt för den skull

Sr = S +B(x; r);

mängden Sr är en konvex och kompakt delmängd av X, och de kontinuerliga
funktionerna f ′ och f ′′ är därför begränsade p̊a Sr, dvs. det finns konstanter
K och M s̊a att

‖f ′(x)‖ ≤ K och ‖f ′′(x)‖ ≤M

för alla x ∈ Sr. Det följer av sats 7.4.1 att derivatan f ′ är Lipschitzkontinu-
erlig med Lipschitzkonstant M p̊a Sr, dvs.

‖f ′(y)− f ′(x)‖ ≤M‖y − x‖
för x, y ∈ Sr.

Vi definierar nu v̊ara tal η och γ genom att sätta

η = min
{3(1− 2α)µ2

L
, µr
}

och γ =
αβcµ

M
η2, där c = min

{ 1

M
,
r

K

}
,

och vi ska först uppskatta steglängden h i en given punkt x ∈ S. Eftersom

‖∆xnt‖ ≤ µ−1‖f ′(x)‖ ≤ µ−1K,

ligger punkten x + t∆xnt i Sr och därmed ocks̊a i X om 0 ≤ t ≤ rµK−1.
Funktionen

g(t) = f(x+ t∆xnt)

är därför definierad för dessa t-värden, och eftersom funktionen f är µ-starkt
konvex och derivatan är Lipschitzkontinuerlig med konstant M p̊a Sr, följer
det av sats 1.1.2 och korollarium 15.1.5 att

f(x+ t∆xnt) ≤ f(x) + t〈f ′(x),∆xnt〉+ 1
2
M‖∆xnt‖2t2

≤ f(x) + t〈f ′(x),∆xnt〉+ 1
2
Mµ−1λ(f, x)2t2

= f(x) + t
(
1− 1

2
Mµ−1t

)
〈f ′(x),∆xnt〉.

För talet t̂ = cµ gäller dels att det ligger i intervallet [0, rµK−1], dels att
t̂ ≤ µM−1. Följaktligen är

1− 1
2
Mµ−1t̂ ≥ 1

2
≥ α,
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vilket insatt i olikheten ovan ger att

f(x+ t̂∆xnt) ≤ f(x) + αt̂ 〈f ′(x),∆xnt〉.
Enligt Armijos regel är därför t̂ < βm−1, s̊a steglängden h = βm uppfyller
olikheten

h ≥ βt̂ = βcµ,

och för punkten x+ = x+ h∆xnt f̊ar vi uppskattningen

f(x+)− f(x) ≤ αh〈f ′(x),∆xnt〉 = −αhλ(f, x)2

≤ −αβcµλ(f, x)2 ≤ −αβcµM−1‖f ′(x)‖2 = −γη−2‖f ′(x)‖2.

Detta medför att implikationen (i) gäller.

För att visa den återst̊aende implikationen (ii) återvänder vi till funktio-
nen g(t) = f(x+ t∆xnt) och antar att ‖f ′(x)‖ < η. Eftersom

‖∆xnt‖ ≤ µ−1‖f ′(x)‖ < µ−1η ≤ r,

är funktionen g säkert definierad för 0 ≤ t ≤ 1. Vidare är

g′(t) = 〈f ′(x+ t∆xnt),∆xnt〉 och g′′(t) = 〈∆xnt, f
′′(x+ t∆xnt)∆xnt〉.

P̊a grund av Lipschitzkontinuitetsantagandet är

|g′′(t)− g′′(0)| = |〈∆xnt, f
′′(x+ t∆xnt)∆xnt〉 − 〈∆xnt, f

′′(x)∆xnt〉|
≤ ‖f ′′(x+ t∆xnt)− f ′′(x)‖ ‖∆xnt‖2 ≤ tL‖∆xnt‖3,

s̊a det följer, eftersom g′′(0) = λ(f, x)2 och ‖∆xnt‖ ≤ µ−1/2λ(f, x), att

g′′(t) ≤ λ(f, x)2 + tL‖∆xnt‖3 ≤ λ(f, x)2 + tLµ−3/2 λ(f, x)3.

Genom att integrera denna olikhet över intervallet [0, t] erh̊alles olikheten

g′(t)− g′(0) ≤ tλ(f, x)2 + 1
2
t2Lµ−3/2λ(f, x)3.

Nu är g′(0) = 〈f ′(x),∆xnt〉 = −λ(f, x)2, s̊a det följer att

g′(t) ≤ −λ(f, x)2 + tλ(f, x)2 + 1
2
t2Lµ−3/2λ(f, x)3,

och ytterligare en integration leder till olikheten

g(t)− g(0) ≤ −tλ(f, x)2 + 1
2
t2λ(f, x)2 + 1

6
t3Lµ−3/2λ(f, x)3.

Insättning av t = 1 ger slutligen

f(x+ ∆xnt) ≤ f(x)− 1
2
λ(f, x)2 + 1

6
Lµ−3/2λ(f, x)3(15.7)

= f(x)− λ(f, x)2
(

1
2
− 1

6
Lµ−3/2λ(f, x)

)
= f(x) + 〈f ′(x),∆xnt〉

(
1
2
− 1

6
Lµ−3/2λ(f, x)

)
.
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Av antagandet ‖f ′(x)‖ < η följer att

λ(f, x) ≤ µ−1/2‖f ′(x)‖ < µ−1/2η ≤ µ−1/2·3(1−2α)µ2L−1 = 3(1−2α)µ3/2L−1.

Följaktligen är
1
2
− 1

6
Lµ−3/2λ(f, x) > α,

och insättning av detta i olikheten (15.7) resulterar i olikheten

f(x+ ∆xnt) ≤ f(x) + α〈f ′(x),∆xnt〉,

som visar att steglängden h är lika med 1.

Iterationssteget fr̊an x till x+ = x + h∆xnt sker s̊aledes enligt den rena
Newtonmetoden. P̊a grund av olikheten

‖x− x̂‖ ≤ µ−1‖f ′(x)‖ < µ−1η ≤ r,

som gäller enligt sats 14.1.1, ligger vidare punkten x i bollen B(x̂; r), s̊a det
följer av den lokala konvergenssatsen 15.2.2 att

(15.8) ‖f ′(x+)‖ ≤ L

2µ2
‖f ′(x)‖2,

och eftersom η ≤ µr ≤ µ2/L, är därför

‖f ′(x+)‖ < L

2µ2
η2 ≤ η

2
< η.

Därmed är beviset fullständigt.

Genom att iterera olikheten (15.8) erh̊aller man i själva verket uppskatt-
ningen

‖f ′(xk)‖ ≤
2µ2

L

( L

2µ2
‖f ′(xk0)‖

)2k−k0

<
2µ2

L
2−2k−k0

för k ≥ k0, och det följer därför av sats 14.1.1 att

f(xk)− fmin <
2µ3

L2
2−2k−k0+1

för k ≥ k0. Genom att kombinera denna uppskattning med den tidigare
erh̊allna begränsningen p̊a k0 erh̊alles en övre gräns p̊a antalet iterationer
som krävs för att uppskatta minimivärdet fmin med en given precision − om

k >
f(x0)− fmin

γ
+ log2 log2

2µ3

L2ε
,
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s̊a är säkert f(xk)− fmin < ε. Uppskattningen har dock inte n̊agot praktiskt
värde, ty de ing̊aende konstanterna γ, µ och L är aldrig kända i konkreta
fall.

En annan skönhetsfläck är att konstanterna, till skillnad fr̊an själva algo-
ritmen, är koordinatberoende. För självkonkordanta funktioner är det emel-
lertid möjligt att genomföra konvergensanalysen i Newtons algoritm utan
okända konstanter, och vi ska göra detta i kapitel 16.5.

15.3 Bivillkor i form av likheter

Det behövs bara små modifikationer i Newtons algoritm för att algoritmen
ocks̊a skall fungera för konvexa optimeringsproblem med bivillkor i form av
affina likheter.

Betrakta ett konvext problem av typen

(P) min f(x)
d̊a Ax = b

där f : Ω→ R är en tv̊a g̊anger kontinuerligt diffferentierbar konvex funktion,
Ω ⊆ Rn, och A är en m× n-matris.

Problemets Lagrangefunktion är

L(x, y) = f(x) + (Ax− b)Ty = f(x) + xTATy − bTy,

s̊a p̊a grund av Karush–Kuhn–Tuckers sats (sats 11.2.1) är x̂ ∈ Ω en optimal
lösning om och endast om det finns en vektor ŷ ∈ Rm s̊a att

(15.9)

{
f ′(x̂) +ATŷ= 0
Ax̂ = b.

Minimeringsproblemet (P) är därför ekvivalent med problemet att lösa ek-
vationssystemet (15.9).

Exempel 15.3.1. För konvexa kvadratiska funktioner

f(x) = 1
2
〈x, Px〉+ 〈q, x〉+ r

f̊ar ekvationssystemet (15.9) formen{
Px̂+ATŷ= −q
Ax̂ = b,

och detta är ett kvadratiskt linjärt ekvationssystem med symmetrisk koef-
ficientmatris av ordning m + n. Ekvationssystemet har entydig lösning om
rangA = m och N (A)∩N (P ) = {0}. Se övning 15.4. Speciellt har det allts̊a
entydig lösning om P är positivt definit och rangA = m.
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Vi återvänder nu till det generella konvexa minimeringsproblemet (P) och
l̊ater X beteckna mängden av till̊atna punkter, dvs.

X = {x ∈ Ω | Ax = b}.

För optimeringsproblem utan bivillkor är descentriktningen ∆xnt i punk-
ten x en vektor som minimerar Taylorpolynomet av grad tv̊a till funktionen
f(x + v). Minimeringen sker över alla vektorer v i Rn, och som ny punkt
x+ med mindre funktionsvärde än f(x) väljs x+ = x + h∆xnt för lämplig
steglängd h. I problem med bivillkor måste den nya punkten x+ först̊as ocks̊a
vara en till̊aten punkt, och för detta krävs att A∆xnt = 0. Detta betyder att
minimeringen av Taylorpolynomet bara kan ske över vektorer v som satisfi-
erar villkoret Av = 0.

För optimeringsproblem med bivillkor i form av likheter leds vi därför till
följande modifierade version av den tidigare definitionen av Newtonriktning
och Newtondekrement.

Definition. I konvexa optimeringsproblem (P) med bivillkor kallas en vektor
∆xnt för en Newtonriktning till målfunktionen f i punkten x ∈ X om det
finns en vektor w ∈ Rm s̊a att

(15.10)

{
f ′′(x)∆xnt +ATw=−f ′(x)

A∆xnt = 0.

Kvantiteten
λ(f, x) =

√
〈∆xnt, f ′′(x)∆xnt〉

kallas Newtondekrementet.

Det följer av exempel 15.3.1 att Newtonriktningen ∆xnt (om den existe-
rar) är en optimal lösning till minimeringsproblemet

min f(x) + 〈f ′(x), v〉+ 1
2
〈v, f ′′(x)v〉

d̊a Av = 0.

För lösningar (∆xnt, w) till systemet (15.10) är vidare

−〈f ′(x),∆xnt〉 = 〈f ′′(x)∆xnt + ATw,∆xnt〉
= 〈f ′′(x)∆xnt,∆xnt〉+ 〈w,A∆xnt〉
= 〈f ′′(x)∆xnt,∆xnt〉+ 〈w, 0〉 = 〈∆xnt, f

′′(x)∆xnt〉,

s̊a det följer att
λ(f, x) =

√
−〈f ′(x),∆xnt〉,

precis som i fallet utan bivillkor.
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Att ∆xnt är en descentriktning följer av räkningen

d

dt
f(x+ t∆xnt)

∣∣
t=0

= 〈f ′(x),∆xnt〉 = −λ(f, x)2 ≤ 0,

som visar att målfunktionen f avtar i Newtonriktningen.
Om P (v) är Taylorpolynomet av grad tv̊a till funktionen f(x+ v), s̊a är

vidare

f(x)− f(x+ ∆xnt) ≈ P (0)− P (∆xnt)

= −〈f ′(x),∆xnt〉 − 1
2
〈∆xnt, f

′′(x)∆xnt〉 = 1
2
λ(f, x)2,

ocks̊a det som i det bivillkorslösa fallet.

Med v̊ar modifierade definition av Newtonriktning kan vi nu kopiera
Newtons metod ordagrant för konvexa minimeringsproblem av typen

min f(x)
d̊a Ax = b.

Algoritmen ser ut s̊a här:

Newtons metod

Givet startpunkt x ∈ Ω som satisfierar bivillkoret Ax = b, och tolerans ε > 0

Upprepa
1. Beräkna Newtonriktningen ∆xnt i punkten x genom att lösa ekvations-

systemet (15.10) och beräkna Newtondekrementet λ(f, x).
2. Stoppkriterium: Avbryt om λ(f, x)2 ≤ 2ε.
3. Bestäm annars en steglängd h > 0.
4. Uppdatera: x := x+ h∆xnt.

Elimination av bivillkoren

Ett alternativt sätt att angripa optimeringsproblemet

(P) min f(x)
d̊a Ax = b,

med x ∈ Ω som implicit villkor och r = rangA, är att lösa ekvations-
systemet Ax = b och uttrycka r variabler som linjärkombinationer av de
övriga n − r variablerna. De förstnämnda variablerna kan sedan elimineras
ur målfunktionen, och man erh̊aller p̊a s̊a sätt ett optimeringsproblem i n−r
variabler utan explicita bivillkor som kan attackeras med Newtons metod.
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Vi skall beskriva detta angreppssätt litet mer detaljerat och jämföra med
metoden ovan.

Antag att mängden X av till̊atna punkter inte är tom, välj en punkt
a ∈ X och fixera en affin parametrisering

x = ξ(z), z ∈ Ω̃

av X med ξ(0) = a. Eftersom {x ∈ Rn | Ax = b} = a + N (A), kan para-
metriseringen skrivas p̊a formen

ξ(z) = a+ Cz

där C : Rp → Rn är en injektiv linjär avbildning, vars värdemängd V(C)
sammanfaller med avbildningen A:s nollmängd N (A), och p = n − rangA.
Definitionsmängden Ω̃ = {z ∈ Rp | a + Cz ∈ Ω} är en öppen, konvex
delmängd av Rp.

Ett praktiskt sätt att konstruera parametriseringen är först̊as att lösa
ekvationssystemet Ax = b med Gausselimination.

Definiera slutligen funktionen f̃ : Ω̃→ R genom att sätta f̃(z) = f(ξ(z)).
D̊a är problemet (P) är ekvivalent med det konvexa optimeringsproblemet

(P̃) min f̃(z)

som saknar explicita bivillkor.

L̊at nu ∆xnt vara en Newtonriktning till funktionen f i punkten x, dvs.
en vektor som satisfierar systemet (15.10) för lämpligt vald vektor w. Vi
skall visa att ∆xnt motsvaras av en Newtonriktning ∆znt till funktionen f̃ i
punkten z = ξ−1(x) och att ∆xnt = C∆znt.

Eftersom A∆xnt = 0 och N (A) = V(C), finns det en unik vektor v s̊a att
∆xnt = Cv. Enligt kedjeregeln är f̃ ′(z) = CTf ′(x) och f̃ ′′(z) = CTf ′′(x)C,
s̊a det följer av den första ekvationen i systemet (15.10) att

f̃ ′′(z)v = CTf ′′(x)Cv = CTf ′′(x)∆xnt = −CTf ′(x)− CTATw

= −f̃ ′(z)− CTATw.

Om S är en godtycklig linjär avbildning, s̊a är N (S) = V(ST)⊥, och genom
att tillämpa detta resultat fr̊an den linjära algebran p̊a avbildningarna CT

och A, samt utnyttja att V(C) = N (A), erh̊aller vi likheterna

N (CT) = V(C)⊥ = N (A)⊥ = V(AT)⊥⊥ = V(AT),

som medför att CTATw = 0. Följaktligen är

f̃ ′′(z)v = −f̃ ′(z),
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och vektorn v är s̊aledes en Newtonriktning till funktionen f̃ i punkten z.
Vektorn ∆znt = v är s̊aledes den eftersökta Newtonriktningen.

Iterationssteget z → z+ = z + h∆znt i Newtons metod för problemet (P̃)
leder fr̊an punkten z = ξ−1(x) i Ω̃ till en punkt z+ vars bild i X är

ξ(z+) = ξ(z + h∆znt) = a+ C(z + h∆znt) = a+ Cz + hC(∆znt)

= ξ(z) + h∆xnt = x+ h∆xnt,

vilket är precis den punkt som erh̊alles när Newtons metod används direkt
p̊a problemet (P) med bivillkor.

Vi noterar ocks̊a att Newtondekrementen är lika i motsvarande punkter
eftersom

λ(f̃ , z)2 = −〈f̃ ′(z),∆znt〉 = −〈CTf ′(x),∆znt〉 = −〈f ′(x), C∆znt〉
= −〈f ′(x),∆xnt〉 = λ(f, x)2.

Sammanfattningsvis har vi allts̊a visat följande resultat.

Sats 15.3.1. L̊at (xk)
∞
0 vara en följd av punkter som erh̊alls när Newtons

metod används p̊a problemet (P) med bivillkor. Newtons metod tillämpad p̊a
det problem (P̃) som erh̊alls genom att eliminera bivillkoren och med ξ−1(x0)
som startpunkt, generarar d̊a en följd (zk)

∞
0 med egenskapen att xk = ξ(zk)

för alla k.

Konvergensanalys

Det krävs ingen ny konvergensanalys för den modifierade varianten av New-
tons metod, utan vi kan p̊a grund av sats 15.3.1 direkt tillämpa resultaten
i sats 15.2.4. Om restriktionen av funktionen f : Ω → R till mängden X av
till̊atna punkter är starkt konvex och andraderivatan är Lipschitzkontinuerlig,
s̊a är nämligen ocks̊a funktionen f̃ : Ω̃ → R starkt konvex och andraderiva-
tan f̃ ′′ Lipschitzkontinuerlig. (Se övning 15.5.) Förutsatt att x0 är en till̊aten
startpunkt och subniv̊amängden {x ∈ X | f(x) ≤ f(x0)} är sluten, kommer
därför Newtons dämpade algoritm tillämpad p̊a problemet (P) att konver-
gera mot problemets minimipunkt. Tillräckligt nära minimipunkten kommer
vidare steglängden h vara lika med 1 och konvergensen vara kvadratisk.

Övningar

15.1 Bestäm Newtonriktningen, Newtondekrementet och den lokala normen i en
godtycklig punkt x > 0 för funktionen f(x) = x lnx− x.
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15.2 L̊at f vara funktionen f(x1, x2) = − lnx1 − lnx2 − ln(4 − x1 − x2) med
X = {x ∈ R2 | x1 > 0, x2 > 0, x1 + x2 < 4} som definitionsmängd. Bestäm
Newtonriktningen, Newtondekrementet och den lokala normen i punkten x
för
a) x = (1, 1) b) x = (1, 2).

15.3 Bestäm en Newtonriktning, Newtondekrementet och den lokala normen till
funktionen f(x1, x2) = ex1+x2 + x1 + x2 i en godtycklig punkt x ∈ R2.

15.4 Antag att P är en symmetrisk positivt semidefinit n × n-matris och att A
är en godtycklig m× n-matris. Visa att matrisen

M =

[
P AT

A 0

]
är inverterbar om och endast om rangA = m och N (A) ∩N (P ) = {0}.

15.5 Antag att funktionen f : Ω → R är tv̊a g̊anger differentierbar och konvex,
l̊at x = ξ(z) = a+ Cz vara en affin parametrisering av mängden

X = {x ∈ Ω | Ax = b},
och definiera funktionen f̃ genom att sätta f̃(z) = f(ξ(z)), precis som i av-
snitt 15.3. L̊at vidare σ beteckna det minsta egenvärdet till den symmetriska
avbildningen CTC.

a) Visa att funktionen f̃ är µσ-starkt konvex om restriktionen av f till X
är µ-starkt konvex.

b) Antag att matrisen A har full rang och att det finns konstanter K och M
s̊a att Ax = b medför att∥∥∥∥[f ′′(x) AT

A 0

]−1∥∥∥∥ ≤ K och ‖f ′′(x)‖ ≤M.

Visa att i s̊a fall är funktionen f̃ µ-starkt konvex för µ = σK−2M−1.





Kapitel 16

Självkonkordanta funktioner

Självkonkordanta funktioner introducerades av Nesterov och Nemirovski i
slutet av 1980-talet som en produkt av deras analys av konvergenshastig-
heten i Newtons metod. De klassiska konvergensresultaten för tv̊a g̊anger
kontinuerligt deriverbara funktioner förutsätter att andraderivatan är Lip-
schitzkontinuerlig, och de i bevisen erh̊allna resultaten för konvergenshastig-
heten beror bl.a. av Lipschitzkonstanten. En uppenbar svaghet hos resultaten
är att Lipschitzkonstantens värde, till skillnad fr̊an Newtons metod, inte är
invariant under affina koordinattransformationer.

Att en funktion f : X → R, där X är en öppen konvex delmängd av Rn,
har en Lipschitzkontinuerlig andraderivata med Lipschitzkonstant L betyder
att

‖f ′′(y)− f ′′(x)‖ ≤ L‖y − x‖
för alla x, y ∈ X, och för restriktionen φx,v(t) = f(x + tv) av funktionen f
till en linje genom x med riktningsvektor v innebär detta att

|φ′′x,v(t)−φ′′x,v(0)| = |〈v, (f ′′(x+tv)−f ′′(x))v〉| ≤ L‖x+tv−x‖‖v‖2 = L|t|‖v‖3.

Om funktionen f är tre g̊anger differentierbar, är följaktligen

|φ′′′x,v(0)| = lim
t→0

∣∣∣φ′′x,v(t)− φ′′x,v(0)

t

∣∣∣ ≤ L‖v‖3.

Men

φ′′′x,v(0) =
n∑

i,j,k=1

∂3f(x)

∂xi∂xj∂xk
vivjvk = D3f(x)[v, v, v],

s̊a ett nödvändigt villkor för att en tre g̊anger differentierbar funktion f skall
ha en Lipschitzkontinuerlig andraderivata med Lipschitzkonstant L är att

(16.1) |D3f(x)[v, v, v]| ≤ L‖v‖3

325
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för alla x ∈ X och alla v ∈ Rn, och man kan lätt visa att detta ocks̊a är ett
tillräckligt villkor.

Att Lipschitzkonstantens värde inte är affint invariant beror p̊a att det
inte finns n̊agon naturlig koppling mellan den euklidiska normen ‖·‖ och
funktionen f . Analysen av en funktions uppförande förenklas om man istället
använder en norm som är anpassad till niv̊aytornas form, och för funktioner
med positivt semidefinit andraderivata f ′′(x) ges en s̊adan (semi)norm av den
lokala seminormen ‖·‖x som vi introducerade i det förra kapitlet och som
definieras av att ‖v‖x =

√
〈v, f ′′(x)v〉. Nesterov–Nemirovskis genidrag var

att i olikheten (16.1) byta ut ‖v‖ mot just ‖v‖x, och för den klass av konvexa
funktioner som erhölls p̊a detta sätt kunde de beskriva konvergenshastigheten
i Newtons metod p̊a ett affint oberoende sätt och med hjälp av absoluta
konstanter.

16.1 Självkonkordanta funktioner

Vi är nu redo för Nesterov–Nemirovskis definition av självkonkordanta funk-
tioner och att studera dessa funktioners grundläggande egenskaper.

Definition. L̊at f : X → R vara en tre g̊anger kontinuerligt differentierbar
funktion, vars definitionsmängd X är en öppen konvex delmängd av Rn.
Funktionen kallas självkonkordant om den är konvex, och olikheten

(16.2)
∣∣D3f(x)[v, v, v]

∣∣ ≤ 2
(
D2f(x)[v, v]

)3/2

gäller för alla x ∈ X och alla v ∈ Rn.

Eftersom D2f(x)[v, v] = ‖v‖2
x, där ‖·‖x är den av funktionen f definierade

lokala seminormen i punkten x, kan den definierande olikheten (16.2) ocks̊a
skrivas p̊a formen ∣∣D3f(x)[v, v, v]

∣∣ ≤ 2‖v‖3
x,

och det är denna kortare variant som vi kommer att föredra, när vi arbetar
med en enda funktion f .

Anmärkning 1. Det är inget speciellt med konstanten 2 i olikheten (16.2).
Om funktionen f istället satisfierar olikheten med konstanten 2 bytt mot K,
s̊a är den genom skalning erh̊allna funktionen F = 1

4
K2f självkonkordant.

Valet av 2 som konstant underlättar emellertid formuleringarna av ett antal
resultat.

Anmärkning 2. För funktioner f definierade p̊a delmängder av reella axeln
är D2f(x)[v, v] = f ′′(x)v2 och D3f(x)[v, v, v] = f ′′′(x)v3 för alla v ∈ R, s̊a en
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konvex funktion f : X → R av en variabel är självkonkordant om och endast
om

|f ′′′(x)| ≤ 2f ′′(x)3/2

för alla x ∈ X.

Anmärkning 3. Uttryckt med hjälp av restriktionen φx,v av funktionen f till
den räta linjen genom x med riktningen v kan olikheten∣∣D3f(x+ tv)[v, v, v]

∣∣ ≤ 2
(
D2f(x+ tv)[v, v]

)3/2

ekvivalent skrivas |φ′′′x,v(t)| ≤ 2φ′′x,v(t)
3/2. En tre g̊anger kontinuerligt deri-

verbar konvex funktion av flera variabler är därför självkonkordant om och
endast om alla dess restriktioner till linjer är självkonkordanta.

Exempel 16.1.1. Den konvexa funktionen f(x) = − lnx, x > 0, är själv-
konkordant, ty olikheten (16.2) gäller med likhet eftersom f ′′(x) = x−2 och
f ′′′(x) = −2x−3.

Exempel 16.1.2. Konvexa kvadratiska funktioner f(x) = 1
2
〈x,Ax〉+〈b, x〉+c

är självkonkordanta eftersom D3f(x)[v, v, v] = 0 för alla x och v.
Speciellt är allts̊a affina funktioner och funktionen x 7→ ‖x‖2, där ‖·‖ är

den euklidiska normen, självkonkordanta.

Uttrycket

D3f(x)[u, v, w] =
n∑

i,k,k=1

∂3f(x)

∂xi∂xj∂xk
uivjwk

är en symmetrisk trilinjär form i variablerna u, v, w om funktionen f är
tre g̊anger kontinuerligt differentierbar i en omgivning av punkten x. För
självkonkordanta funktioner gäller följande generalisering av olikheten (16.2)
i definitionen av självkonkordans.

Sats 16.1.1. Antag att f : X → R är en självkonkordant funktion. För alla
x ∈ X och alla vektorer u, v, w i Rn är∣∣D3f(x)[u, v, w]

∣∣ ≤ 2‖u‖x‖v‖x‖w‖x.

Bevis. Beviset bygger p̊a en generell sats om normen av symmetriska tri-
linjära former, som bevisas i ett appendix till det här kapitlet.

Antag först att andraderivatan f ′′(x) är positivt definit. D̊a är ‖·‖x en
norm med 〈u, v〉x = 〈u, f ′′(x)v〉 som motsvarande skalärprodukt. Vi kan
därför tillämpa appendixets sats 1 p̊a den trilinjära formen D3f(x)[u, v, w]
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med ‖·‖x som underliggande norm, och det följer att

sup
u,v,w 6=0

∣∣D3f(x)[u, v, w]
∣∣

‖u‖x‖v‖x‖w‖x
= sup

v 6=0

∣∣D3f(x)[v, v, v]
∣∣

‖v‖3
x

≤ 2,

vilket är ekvivalent med p̊ast̊aendet i satsen.
För att ocks̊a klara av punkter x där andraderivatan f ′′(x) är singulär

betraktar vi för ε > 0 skalärprodukten

〈u, v〉x,ε = 〈u, f ′′(x)v〉+ ε〈u, v〉,

där 〈· , ·〉 är standardskalärprodukten, och motsvarande norm

‖v‖x,ε =
√
〈v, v〉x,ε =

√
‖v‖2

x + ε‖v‖2.

Uppenbarligen är ‖v‖x ≤ ‖v‖x,ε för alla vektorer v, och eftersom funktionen
f är självkonkordant är därför ocks̊a |D3f(x)[v, v, v]| ≤ 2‖v‖3

x,ε för alla v.
Det följer därför av sats 1 i appendixet att

|D3f(x)[u, v, w]| ≤ 2‖u‖x,ε‖v‖x,ε‖w‖x,ε
= 2
√

(‖u‖2
x + ε‖u‖2)(‖v‖2

x + ε‖v‖2)(‖w‖2
x + ε‖u‖w2),

och vi erh̊aller nu olikheten i satsen genom att l̊ata ε→ 0.

Sats 16.1.2. Om funktionen f : X → R är självkonkordant, s̊a har andrade-
rivatan f ′′(x) samma nollrum N (f ′′(x)) i alla punkter x ∈ X

Bevis. Vi p̊aminner om att N (f ′′(x)) = {v | ‖v‖x = 0}.
L̊at x och y vara tv̊a punkter i X. Av symmetriskäl räcker det först̊as att

visa inklusionen N (f ′′(x)) ⊆ N (f ′′(y)).
Antag därför att v ∈ N (f ′′(x)) och sätt xt = x + t(y − x). Eftersom X

är en öppen konvex mängd, finns det säkert ett tal a > 1 s̊a att punkten xt

ligger i X för 0 ≤ t ≤ a, och vi definierar nu en funktion g : [0, a]→ R genom
att sätta

g(t) = D2f(xt)[v, v] = ‖v‖2
xt .

D̊a är g(0) = ‖v‖2
x = 0 och g(t) ≥ 0 för 0 ≤ t ≤ a, och eftersom

g′(t) = D3f(xt)[v, v, y − x],

följer det av sats 16.1.1 att

|g′(t)| ≤ 2‖v‖2
xt‖y − x‖xt = 2g(t)‖y − x‖xt .

Men seminormen

‖y − x‖xt =
√
D2f(xt)[y − x, y − x]



16.1 Självkonkordanta funktioner 329

beror kontinuerligt av t och är därför upp̊at begränsad av n̊agon konstant C
p̊a intervallet [0, a]. Följaktligen är

|g′(t)| ≤ 2Cg(t)

för 0 ≤ t ≤ a, och det följer därför av sats 2 i detta kapitels appendix
att g(t) = 0 för alla t; speciellt är allts̊a g(1) = ‖v‖2

y = 0, vilket visar att
v ∈ N (f ′′(y)). Därmed är inklusionen N (f ′′(x)) ⊆ N (f ′′(y)) bevisad

Eftersom f ′′(x) är icke-singulär om och endast om N (f ′′(x)) = {0}, är
följande korollarium bara ett specialfall av sats 16.1.2.

Korollarium 16.1.3. Andraderivatan till en självkonkordant funktion är an-
tingen icke-singulär i alla punkter eller singulär i alla punkter.

Vi kommer att kalla en självkonkordant funktion icke-degenererad om
dess andraderivata är positivt definit i alla punkter, och enligt ovanst̊aende
korollarium är s̊a fallet om andraderivatan är positivt definit i en enda punkt.

En icke-degenererad självkonkordant funktion är allts̊a speciellt strikt
konvex.

Självkonkordansbevarande operationer

Sats 16.1.4. Om funktionen f är självkonkordant och α ≥ 1, s̊a är funktio-
nen αf ocks̊a självkonkordant.

Bevis. För α ≥ 1 är α ≤ α3/2. Följaktligen är∣∣D3(αf)(x)[v, v, v]
∣∣ = α

∣∣D3f(x)[v, v, v]
∣∣ ≤ 2α

(
D2f(x)[v, v]

)3/2

≤ 2
(
αD2f(x)[v, v]

)3/2
= 2
(
D2(αf)(x)[v, v]

)3/2
.

Sats 16.1.5. Om funktionerna f och g är självkonkordanta, s̊a är summan
f + g självkonkordant p̊a sin definitionsmängd dom f ∩ dom g.

Bevis. Genom att utnyttja den elementära olikheten

a3/2 + b3/2 ≤ (a+ b)3/2,

som gäller för alla icke-negativa tal a, b (och som enkelt visas genom kvad-
rering) och triangelolikheten, erh̊alles∣∣D3(f + g)(x)[v, v, v]

∣∣ =
∣∣D3f(x)[v, v, v] +D3g(x)[v, v, v]

∣∣
≤ 2
(
D2f(x)[v, v]

)3/2
+ 2
(
D2g(x)[v, v]

)3/2

≤ 2
(
D2f(x)[v, v] +D2g(x)[v, v]

)3/2

= 2
(
D2(f + g)(x)[v, v]

)3/2
,
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vilket är den sökta olikheten.

Sats 16.1.6. Om funktionen f : X → R är självkonkordant, där X är en
öppen konvex delmängd av Rn, och A är en affin avbildning fr̊an Rm till
Rn, s̊a är den sammansatta funktionen g = f ◦ A självkonkordant p̊a sin
definitionsmängd A−1(X).

Bevis. Den affina avbildningen A kan skrivas p̊a formen Ay = Cy+ b, där C
är en linjär avbildning och b är en vektor. L̊at nu y vara en punkt i A−1(X)
och u vara en vektor i Rm, och sätt x = Ay och v = Cu. Enligt kedjeregeln
är

D2g(y)[u, u] = D2f(Ay)[Cu,Cu] = D2f(x)[v, v] och

D3g(y)[u, u, u] = D3f(Ay)[Cu,Cu,Cu] = D3f(x)[v, v, v],

och det följer att∣∣D3g(y)[u, u, u]
∣∣ =

∣∣D3f(x)[v, v, v]
∣∣ ≤ 2

(
D2f(x)[v, v]

)3/2

= 2
(
D2g(y)[u, u]

)3/2
.

Exempel 16.1.3. Det följer av exempel 16.1.1 och sats 16.1.6 att funktionen
f(x) = − ln(b− 〈c, x〉) är självkonkordant i det öppna halvrummet

{x ∈ Rn | 〈c, x〉 < b}.

Exempel 16.1.4. Antag att polyedern

X =

p⋂
j=1

{x ∈ Rn | 〈cj, x〉 ≤ bj}

har ett icke-tomt inre. D̊a är funktionen f(x) = −
∑p

j=1 ln(bj − 〈cj, x〉)
självkonkordant med det inre av X som definitionsmängd.

16.2 Slutna självkonkordanta funktioner

I avsnitt 6.7 studerades godtyckliga konvexa funktioners recessiva delrum.
För slutna självkonkordanta funktioner har det recessiva delrummet följande
egenskaper.

Sats 16.2.1. Antag att f : X → R är en sluten självkonkordant funktion.
Funktionens recessiva delrum Vf är d̊a lika med nollrummet N (f ′′(x)) till
andraderivatan f ′′(x) i en godtycklig punkt x ∈ X. Vidare gäller:

(i) X = X + Vf .
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(ii) För alla vektorer v ∈ Vf är f(x+ v) = f(x) +Df(x)[v].

(iii) Om λ(f, x) <∞, s̊a är f(x+ v) = f(x) för alla v ∈ Vf .

Bevis. P̊ast̊aendena (i) och (ii) gäller för det recessiva delrummet till en
godtycklig differentierbar konvex funktion enligt sats 6.7.1, s̊a vi behöver bara
bevisa de övriga p̊ast̊aendena. L̊at för den skull x vara en godtycklig punkt iX
och v en godtycklig vektor i Rn, och betrakta restriktionen φx,v(t) = f(x+tv)
av f till linjen genom x med riktning v. Restriktionens definitionsmängd är
ett öppet intervall I =]α, β[ kring 0.

Antag nu först att v ∈ Vf . För alla t ∈ I är d̊a

φx,v(t) = f(x) + tDf(x)[v]

p̊a grund av egenskapen (ii), och härav följer speciellt att

‖v‖2
x = D2f(x)[v, v] = φ′′x,v(0) = 0,

dvs. att vektorn v ligger i nollrummet till andraderivatan f ′′(x). Detta be-
visar inklusionen Vf ⊆ N (f ′′(x)). Observera att denna inklusion gäller för
godtyckliga tv̊a g̊anger differentierbara konvexa funktioner, allts̊a utan anta-
gande om självkonkordans och slutenhet.

För att visa den omvända inklusionen N (f ′′(x)) ⊆ Vf , antar vi istället
att v är en vektor i N (f ′′(x)). Eftersom N (f ′′(x + tv)) = N (f ′′(x)) för alla
t ∈ I p̊a grund av sats 16.1.2, är nu

φ′′x,v(t) = D2f(x+ tv)[v, v] = ‖v‖2
x+tv = 0

för alla t ∈ I, och det följer att

φx,v(t) = φx,v(0) + φ′x,v(0)t = f(x) +Df(x)[v] t.

Om β < ∞, s̊a är x + βv en randpunkt till X och limt→β φx,v(t) <∞.
Detta strider emellertid enligt korollarium 8.2.2 mot att funktionen f är
sluten. Allts̊a är β =∞, och p̊a motsvarande sätt är α = −∞. Detta betyder
att I =]−∞,∞[, och därför ligger säkert talet 1 i I. Vi drar slutsatsen att
punkten x+v ligger i mängden X och att f(x+v) = φx,v(1) = f(x)+Df(x)[v]
för alla x ∈ X och alla v ∈ N (f ′′(x)), och sats 6.7.1 ger oss nu inklusionen
N (f ′′(x)) ⊆ Vf . Detta visar att Vf = N (f ′′(x)).

Antag slutligen att λ(f, x) < ∞. D̊a finns det per definition en Newton-
riktning i punkten x, och detta medför enligt anmärkningen efter definitionen
av Newtonriktning att implikationen

f ′′(x)v = 0⇒ Df(x)[v] = 0

gäller. Eftersom Vf = N (f ′′(x)) följer det nu av p̊ast̊aende (ii) att f(x+v) =
f(x) för alla v ∈ Vf .
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Problemet att minimera en degenererad sluten självkonkordant funktion
f : X → R med ändligt Newtondekrement λ(f, x) i alla punkter x ∈ X
kan nu reduceras till problemet att minimera en icke-degenererad sluten
självkonkordant funktion p̊a följande vis.

Antag att definitionsmängden X är en delmängd av Rn och l̊at Vf be-
teckna f :s recessiva delrum. Sätt m = dimV ⊥f och l̊at A : Rm → Rn vara

en godtycklig injektiv linjär avbildning med V ⊥f som bildmängd, samt sätt
X0 = A−1(X). D̊a är X0 en öppen delmängd av Rm, och vi f̊ar en funktion
g : X0 → R genom att definiera g(y) = f(Ay) för y ∈ X0.

Funktionen g är självkonkordant p̊a grund av sats 16.1.6. Etersom en
punkt (y, t) tillhör epigrafen till g om och endast om (Ay, t) tillhör epigrafen
till f , följer det vidare att g ocks̊a är en sluten funktion.

Antag att v ∈ N (g′′(y)). Eftersom g′′(y) = ATf ′′(Ay)A, är

〈Av, f ′′(Ay)Av〉 = 〈v,ATf ′′(Ay)Av〉 = 〈v, g′′(y)v〉 = 0,

vilket innebär att Av är en vektor iN (f ′′(Ay)), dvs. i det recessiva delrummet
Vf . Men eftersom Av per definition ocks̊a ligger i V ⊥f och Vf ∩ V ⊥f = {0},
följer det att Av = 0, och eftersom A är en injektiv avbildning är v = 0.
Detta visar att N (g′′(y)) = {0}, s̊a funktionen g är icke-degenererad.

Varje vektor x ∈ X har en entydig uppdelning p̊a formen x = x1 + x2

med x1 ∈ V ⊥f och x2 ∈ Vf , och x1 (= x − x2) ligger enligt sats 16.2.1 i X.
Följaktligen finns det en unik punkt y ∈ X0 s̊a att Ay = x1. Enligt samma
sats är därför g(y) = f(Ay) = f(x1) = f(x).

Funktionerna f och g har s̊aledes samma värdemängder, och ŷ är en
minimipunkt till funktionen g om och endast om Aŷ, och därmed ocks̊a alla
punkter p̊a formen Aŷ + v med v ∈ Vf , är en minimipunkt till f .

Vi noterar ocks̊a för framtida bruk att enligt sats 15.1.7 är

λ(g, y) ≤ λ(f, Ay) = λ(f, Ay + v).

för alla y ∈ X0 och v ∈ Vf . (I föreliggande fall r̊ader faktiskt likhet mellan
Newtondekrementen, vilket vi lämnar som övning att visa.)

Korollarium 16.2.2. Om definitionsmängden X till en sluten självkonkor-
dant funktion f : X → R inte inneh̊aller n̊agon linje, s̊a är funktionen icke-
degenererad.

Bevis. Enligt sats 16.2.1 är X = X +Vf . S̊a om f är degenererad, inneh̊aller
X alla linjer genom punkter i X med riktningar som ges av de nollskilda
vektorerna i Vf . Om X inte inneh̊aller n̊agra linjer, måste därför funktionen
f vara icke-degenererad.

Korollarium 16.2.3. En sluten självkonkordant funktion är icke-degenererad
om och endast om den är strikt konvex.
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Bevis. Andraderivatan f ′′(x) till en icke-degenererad självkonkordant funk-
tion f är positivt definit för alla x i definitionsmängden, och detta medför
att f är strikt konvex.

Om en sluten självkonkordant funktion f är degenererad, s̊a är det re-
cessiva delrummet Vf icke-trivialt, och enligt sats 16.2.1 är restriktionen
φx,v(t) = f(x + tv) av f till en linje med en riktning som ges av en noll-
skild vektor v ∈ Vf affin, vilket innebär att f inte kan vara strikt konvex.

16.3 Grundläggande olikheter för den lokala

seminormen

Grafen till en konvex funktion f ligger ovanför sina tangentplan, och om
funktionen dessutom är µ-starkt konvex, s̊a är det vertikala avst̊andet mellan
punkten (y, f(y)) p̊a grafen och tangentplanet genom (x, f(x)) större än eller
lika med 1

2
µ‖y − x‖2. Om funktionen är självkonkordant, begränsas samma

avst̊and ocks̊a ned̊at, men nu av ett uttryck som är en funktion av den lokala
normen ‖y−x‖x. Den aktuella funktionen ρ definieras i följande lemma, som
ocks̊a beskriver de egenskaper hos ρ som vi kommer att behöva.

Lemma 16.3.1. L̊at ρ : ]−∞, 1[→ R vara funktionen

ρ(t) = −t− ln(1− t).

(i) Funktionen ρ är konvex, strängt avtagande i intervallet ]−∞, 0] och
strängt växande i intervallet [0, 1[, och ρ(0) = 0.

(ii) För 0 ≤ t < 1 är

ρ(t) ≤ t2

2(1− t)
,

och speciellt är allts̊a ρ(t) ≤ t2 om 0 ≤ t ≤ 1
2
.

(iii) Om s < 1 och t < 1, s̊a är ρ(s) + ρ(t) ≥ −st.

(iv) Om s ≥ 0, 0 ≤ t < 1 och ρ(−s) ≤ ρ(t), s̊a är s ≤ t

1− t
.

Bevis. (i) följer genom derivering, och (ii) genom Taylorutveckling, ty i in-
tervallet 0 ≤ t < 1 är

ρ(t) = 1
2
t2 + 1

3
t3 + 1

4
t4 + · · · ≤ 1

2
t2(1 + t+ t2 + · · · ) = 1

2
t2(1− t)−1.

P̊ast̊aende (iii) följer av den elementära olikheten x − ln(1 + x) ≥ 0, som
medför att

st+ ρ(s) + ρ(t) = st− s− t− ln(1− s)− ln(1− t)
= st− s− t− ln(1 + st− s− t) ≥ 0.
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Eftersom ρ är strängt avtagande i intervallet ]−∞, 0], följer p̊ast̊aende (iv)
om vi visar att ρ(−s) ≥ ρ(t) för s = t/(1− t). Vi sätter för den skull

g(t) = ρ
(
− t

1− t
)
− ρ(t)

för 0 ≤ t < 1, och f̊ar efter förenkling

g(t) = t− 1 + (1− t)−1 + 2 ln(1− t).
Eftersom g(0) = 0 och

g′(t) = 1 + (1− t)−2 − 2(1− t)−1 = t2(1− t)−2 ≥ 0,

är g(t) ≥ 0 för alla t ∈ [0, 1[, och därmed är p̊ast̊aende (iv) bevisat.

Nästa sats används för att uppskatta differenser av typen ‖w‖y − ‖w‖x,
Df(y)[w] − Df(x)[w] och f(y) − f(x) − Df(x)[y − x] i termer av ‖w‖x,
‖y − x‖x och funktionen ρ.

Sats 16.3.2. L̊at f : X → R vara en sluten självkonkordant funktion, och
antag att x är en punkt i X och att ‖y− x‖x < 1. D̊a ligger punkten y ocks̊a
i X, och följande olikheter gäller för vektorn v = y − x och för godtyckliga
vektorer w:

‖v‖x
1 + ‖v‖x

≤ ‖v‖y ≤
‖v‖x

1− ‖v‖x
(16.3)

‖v‖2
x

1 + ‖v‖x
≤ Df(y)[v]−Df(x)[v] ≤ ‖v‖2

x

1− ‖v‖x
(16.4)

ρ(−‖v‖x) ≤ f(y)− f(x)−Df(x)[v] ≤ ρ(‖v‖x)(16.5)

(1− ‖v‖x)‖w‖x ≤ ‖w‖y ≤
‖w‖x

1− ‖v‖x
(16.6)

Df(y)[w]−Df(x)[w] ≤ D2f(x)[v, w] +
‖v‖2

x‖w‖x
1− ‖v‖x

≤ ‖v‖x‖w‖x
1− ‖v‖x

.(16.7)

De vänstra delarna av de tre olikheterna (16.3), (16.4) och (16.5) gäller
dessutom med v = y − x för alla y ∈ X.

Bevis. Vi sparar beviset för att y ligger i X till sist och börjar med att visa
att olikheterna (16.3–16.7) gäller under tilläggsantagandet y ∈ X.

I. Vi startar med olikheten (16.6). Om ‖w‖x = 0, s̊a är ‖w‖z = 0 för alla
z ∈ X enligt sats 16.1.2, och olikheten gäller följaktligen i detta fall. Antag
därför att w är en godtycklig vektor med ‖w‖x 6= 0, sätt xt = x + t(y − x)
och definiera funktionen ψ genom att sätta

ψ(t) = ‖w‖−1
xt =

(
D2f(xt)[w,w]

)−1/2
.
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Funktionen är definierad i ett öppet intervall som inneh̊aller intervallet [0, 1],
ψ(0) = ‖w‖−1

x och ψ(1) = ‖w‖−1
y . Det följer vidare med hjälp av sats 16.1.1

att

|ψ′(t)| = 1

2

∣∣(D2f(xt)[w,w]
)−3/2

D3f(xt)[w,w, v]
∣∣(16.8)

=
1

2
‖w‖−3

xt

∣∣D3f(xt)[w,w, v]
∣∣ ≤ 1

2
‖w‖−3

xt · 2‖w‖
2
xt‖v‖xt

= ‖w‖−1
xt ‖v‖xt = ψ(t)‖v‖xt .

Om ‖v‖x = 0, s̊a är ‖v‖z = 0 för alla z ∈ X, och följaktligen ψ′(t) = 0 för
0 ≤ t ≤ 1. Detta medför att ψ(1) = ψ(0), dvs. att ‖w‖y = ‖w‖x. Olikheterna
(16.3) och (16.6) gäller s̊aledes i fallet ‖v‖x = 0.

Antag därför fortsättningsvis att ‖v‖x 6= 0, och välj först w = v i de-
finitionen av funktionen ψ. Olikheten (16.8) innebär i detta specialfall att
|ψ′(t)| ≤ 1 för t ∈ [0, 1], och p̊a grund av medelvärdessatsen är därför
ψ(0) − 1 ≤ ψ(1) ≤ ψ(0) + 1. Den högra delen av denna olikhet innebär
att ‖v‖−1

y ≤ ‖v‖−1
x + 1, vilket efter omstuvning ger den vänstra delen av

olikheten (16.3). Observera ocks̊a att detta gäller även om ‖v‖x ≥ 1. Den
vänstra delen av samma olikhet ger p̊a motsvarande sätt upphov till den
högra delen av olikheten (16.3), nu under förutsättning att ‖v‖x < 1.

För att visa olikheten (16.6) återvänder vi till funktionen ψ för allmänt w.
Eftersom ‖tv‖x = t‖v‖x < 1 för 0 ≤ t ≤ 1, följer det av den redan bevisade
olikheten (16.3) (med xt = x+ tv istället för y) att

‖v‖xt =
1

t
‖tv‖xt ≤

1

t
· ‖tv‖x

1− ‖tv‖x
=

‖v‖x
1− t‖v‖x

.

Insättning av denna uppskattning i (16.8) ger oss följande olikhet för deriva-
tan av funktionen lnψ(t):

|(lnψ(t))′| = |ψ
′(t)|
ψ(t)

= ‖v‖xt ≤
‖v‖x

1− t‖v‖x
.

Integrera nu denna olikhet över intervallet [0, 1]; detta resulterar i uppskatt-
ningen ∣∣ln ‖w‖y

‖w‖x
∣∣ =

∣∣ln ψ(0)

ψ(1)

∣∣ =
∣∣lnψ(1)− lnψ(0)

∣∣ =
∣∣∣∫ 1

0

(lnψ(t))′ dt
∣∣∣

≤
∫ 1

0

‖v‖x
1− t‖v‖x

dt = − ln(1− ‖v‖x),

som efter exponentiering ger

1− ‖v‖x ≤
‖w‖y
‖w‖x

≤ (1− ‖v‖x)−1,

vilket är olikheten (16.6).
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II. För att visa olikheten (16.4) sätter vi

φ(t) = Df(xt)[v],

där som tidigare xt = x+ t(y − x). D̊a är

φ′(t) = D2f(xt)[v, v] = ‖v‖2
xt = t−2‖tv‖2

xt ,

s̊a genom att använda oss av olikheten (16.3) f̊ar vi för 0 ≤ t ≤ 1 olikheten

‖v‖2
x

(1 + t‖v‖x)2
=

1

t2
‖tv‖2

x

(1 + ‖tv‖x)2
≤ φ′(t) ≤ 1

t2
‖tv‖2

x

(1− ‖tv‖x)2
=

‖v‖2
x

(1− t‖v‖x)2
.

Den vänstra delen av olikheten gäller med v = y − x för alla y ∈ X, och
den högra delen gäller om ‖v‖x < 1, och genom att integrera olikheten över
intervallet [0,1] erh̊aller vi olikheten (16.4).

III. För att bevisa olikheten (16.5) startar vi med funktionen

Φ(t) = f(xt)−Df(x)[v] t,

och noterar att

Φ(1)− Φ(0) = f(y)− f(x)−Df(x)[v]

och att
Φ′(t) = Df(xt)[v]−Df(x)[v].

Genom att i olikheten (16.4) byta y mot xt f̊ar vi olikheten

t‖v‖2
x

1 + t‖v‖x
≤ Φ′(t) ≤ t‖v‖2

x

1− t‖v‖x
,

där den högra delen av olikheten bara gäller om ‖v‖x < 1. Genom att inte-
grera ovanst̊aende olikhet över intervallet [0, 1] erh̊aller vi slutligen

ρ(−‖v‖x) =

∫ 1

0

t‖v‖2
x

1 + t‖v‖x
dt ≤ Φ(1)− Φ(0) ≤

∫ 1

0

t‖v‖2
x

1− t‖v‖x
dt = ρ(‖v‖x),

dvs. olikheten (16.5).

IV. Beviset för olikheten (16.7) är analogt med beviset för olikheten (16.4),
men vi definierar den här g̊angen funktionen φ genom att sätta

φ(t) = Df(xt)[w].
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Nu är φ′(t) = D2f(xt)[w, v] och φ′′(t) = D3f(xt)[w, v, v], s̊a det följer av sats
16.1.1 och olikheten (16.6) att

|φ′′(t)| ≤ 2‖w‖xt‖v‖2
xt ≤ 2

‖w‖x‖v‖2
x

(1− t‖v‖x)3
.

Genom att integrera denna olikhet över intervallet [0, s], där s ≤ 1, f̊ar vi
uppskattningen

φ′(s)− φ′(0) ≤
∫ s

0

|φ′′(t)| dt ≤ 2‖w‖x
∫ s

0

‖v‖2
x dt

(1− t‖v‖x)3

= ‖w‖x
[ ‖v‖x

(1− s‖v‖x)2
− ‖v‖x

]
,

och ytterligare en integration över intervallet [0, 1] resulterar i olikheten

φ(1)− φ(0)− φ′(0) ≤
∫ 1

0

(φ′(s)− φ′(0)) ds ≤ ‖w‖x‖v‖
2
x

1− ‖v‖x
,

som är den vänstra delen av olikheten (16.7).

P̊a grund av Cauchy–Schwarz olikhet är

D2f(x)[v, w] = 〈v, f ′′(x)w〉 = 〈f ′′(x)1/2v, f ′′(x)1/2w〉
≤ ‖f ′′(x)1/2v‖‖f ′′(x)1/2w‖ = ‖v‖x‖w‖x,

och vi f̊ar nu omedelbart den högra delen av olikheten (16.7) genom att
ersätta D2f(x)[v, w] med majoranten ‖v‖x‖w‖x.

V. Det återst̊ar nu endast att visa att villkoret ‖y − x‖x < 1 medför att
punkten y ligger i X.

Antag därför motsatsen, dvs. att det finns en punkt y utanför X med
‖y − x‖x < 1. D̊a skär sträckan [x, y] randen till X i en punkt x + tv, där
t är ett tal i intervallet ]0, 1]. Funktionen ρ är växande i intervallet [0, 1[, s̊a
ρ(t‖v‖x) ≤ ρ(‖v‖x) om 0 ≤ t < t. Det följer därför av olikheten (16.5) att

f(x+ tv) ≤ f(x)+tDf(x)[v]+ρ(t‖v‖x) ≤ f(x)+ |Df(x)[v]|+ρ(‖v‖x) < +∞

för alla t i intervallet [0, t[. Detta strider emellertid mot att funktionen f
är sluten, ty eftersom x + tv är en randpunkt, är limt→t f(x + tv) = +∞.
Punkten y ligger följaktligen i X.
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16.4 Minimering

Det här avsnittet handlar om minimering av självkonkordanta funktioner,
och de erh̊allna resultaten bygger till stor del p̊a följande sats, som ocks̊a
är en grundbult för Newtons algoritm, som vi kommer att studera i nästa
avsnitt.

Sats 16.4.1. L̊at f : X → R vara en sluten självkonkordant funktion, antag
att x är en punkt i X med ändligt Newtondekrement λ = λ(f, x) och l̊at ∆xnt

vara en Newtonriktning i punkten x. D̊a ligger punkten

x+ = x+ (1 + λ)−1∆xnt

i X och

f(x+) ≤ f(x)− ρ(−λ).

Anmärkning. Om f har en minimipunkt x̂, s̊a är allts̊a speciellt

f(x̂) ≤ f(x)− ρ(−λ)

för alla x ∈ X med ändligt Newtondekrement λ.

Bevis. Vektorn v = (1 + λ)−1∆xnt har lokal seminorm

‖v‖x = (1 + λ)−1‖∆xnt‖x = λ(1 + λ)−1 < 1,

s̊a det följer av sats 16.3.2 att punkten x+ = x+ v ligger i X och att

f(x+) ≤ f(x) +Df(x)[v] + ρ(‖v‖x) = f(x) +
1

1 + λ
〈f ′(x),∆xnt〉+ ρ(

λ

1 + λ
)

= f(x)− λ2

1 + λ
− λ

1 + λ
− ln

1

1 + λ
= f(x)− λ+ ln(1 + λ)

= f(x)− ρ(−λ).

Sats 16.4.2. Om en sluten självkonkordant funktion f : X → R är ned̊at
begränsad, s̊a är Newtondekrementet λ(f, x) ändligt i varje punkt x ∈ X och
infx∈X λ(f, x) = 0.

Bevis. L̊at v vara en godtycklig vektor i det recessiva delrummet Vf =
N (f ′′(x)). Enligt sats 16.2.1 är

f(x+ tv) = f(x) + t〈f ′(x), v〉
för alla t ∈ R vilket, eftersom f förutsatts vara ned̊at begränsad, medför att
〈f ′(x), v〉 = 0. Detta bevisar implikationen

f ′′(x)v = 0⇒ 〈f ′(x), v〉 = 0,

som innebär att det finns en Newtonriktning i punkten x och att följaktligen
λ(f, x) <∞.
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Om det finns ett positivt tal δ s̊a att λ(f, x) ≥ δ för alla x ∈ X, s̊a ger
upprepad användning av sats 16.4.1 med start i en godtycklig punkt x0 ∈ X
upphov till en följd (xk)

∞
0 av punkter i X, definierade av att xk+1 = x+

k ,
s̊adana att

f(xk) ≤ f(x0)− kρ(−δ)
för alla k, och eftersom ρ(−δ) > 0, strider detta mot antagandet att funktio-
nen f är ned̊at begränsad. Följaktligen är infx∈X λ(f, x) = 0.

Sats 16.4.3. L̊at f : X → Rn vara en icke-degenererad sluten självkonkor-
dant funktion och antag att λ(f, x0) < 1 för n̊agon punkt x0 ∈ X. D̊a är
funktionens alla subniv̊amängder kompakta.

Bevis. Subniv̊amängderna är slutna eftersom funktionen är sluten, och för
att visa att de ocks̊a är begränsade räcker det p̊a grund av sats 6.8.3 att visa
att subniv̊amängden S = {x ∈ X | f(x) ≤ f(x0)} är begränsad.

S̊a l̊at x vara en godtycklig punkt i S, och sätt r = ‖x − x0‖x0 och
λ0 = λ(f, x0). Enligt sats 16.3.2 är

f(x) ≥ f(x0) +Df(x0)[x− x0] + ρ(−r),
och sats 15.1.2 ger att

Df(x0)[x− x0] = 〈f ′(x0), x− x0〉 ≥ −λ(f, x0)‖x− x0‖x0 = −λ0r.

Genom att kombinera de b̊ada olikheterna erh̊alls olikheten

f(x0) ≥ f(x) ≥ f(x0)− λ0r + ρ(−r),
som medför att

r − ln(1 + r) = ρ(−r) ≤ λ0r,

dvs. att

(1− λ0)r ≤ ln(1 + r).

Vi kan nu dra slutsatsen att r ≤ r0, där r0 är den unika positiva roten till
ekvationen (1− λ0)r = ln(1 + r). Subniv̊amängden S är s̊aledes inkluderad i
ellipsoiden {x ∈ Rn | ‖x− x0‖x0 ≤ r0} och är därmed begränsad.

Sats 16.4.4. L̊at f : X → R vara en sluten självkonkordant funktion, och
antag att λ(f, x0) < 1 för n̊agon punkt x0 ∈ X. D̊a antar funktionen ett
minimum.

Bevis. Om funktionen f är icke-degenererad, s̊a är funktionens subniv̊amäng-
der kompakta enligt föreg̊aende sats, och funktionen antar därför ett mini-
mum p̊a subniv̊amängden {x ∈ X | f(x) ≤ f(x0)}. Detta minimum är först̊as
ocks̊a ett globalt minimum till f . Minimipunkten är vidare unik eftersom en
icke-degenererad självkonkordant funktion är strikt konvex.
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Om funktionen f är degenererad, s̊a finns det enligt diskussionen efter
sats 16.2.1 en icke-degenererad självkonkordant funktion g : X0 → R med
samma värdemängd som f . Sambandet mellan de b̊ada funktionerna har
formen g(y) = f(Ay + v), där A är en injektiv linjär avbildning och v är en
godtycklig vektor i det recessiva delrummet Vf . Till x0 hör vidare en punkt
y0 ∈ X0 s̊adan att Ay0 + v = x0 för n̊agot v ∈ Vf , och för den gäller att
λ(g, y0) ≤ λ(f, x0) < 1. Enligt den redan bevisade delen av satsen har därför
funktionen g en unik minimipunkt ŷ, och detta medför att samtliga punkter
i mängden Aŷ + Vf är minimipunkter till f .

Sats 16.4.5. Varje sluten självkonkordant funktion f : X → R som är ned̊at
begränsad, har en minimipunkt.

Bevis. Det följer av sats 16.4.2 att det finns en punkt x0 ∈ X s̊adan att
λ(f, x0) < 1, s̊a satsen är ett korollarium till sats 16.4.4.

Nästa sats beskriver hur väl en given punkt approximerar minimipunkten
till en sluten självkonkordant funktion.

Sats 16.4.6. L̊at f : X → R vara en sluten självkonkordant funktion med
minimipunkt x̂. Om x ∈ X är en godtycklig punkt med Newtondekrement
λ = λ(f, x) < 1, s̊a är

ρ(−λ) ≤ f(x)− f(x̂) ≤ ρ(λ)(16.9)

λ

1 + λ
≤ ‖x− x̂‖x ≤

λ

1− λ
(16.10)

‖x− x̂‖x̂ ≤
λ

1− λ
.(16.11)

Anmärkning. För t ≤ 1
2

är ρ(t) ≤ t2. Om λ(f, x) ≤ 1
2
, s̊a är därför

f(x)− fmin ≤ λ(f, x)2

p̊a grund av olikheten (16.9).

Bevis. Sätt för att förenkla beteckningarna v = x− x̂ och r = ‖v‖x.
Den vänstra delen av olikheten (16.9) följer direkt av anmärkningen efter

sats 16.4.1. För att visa den högra delen av samma olikhet erinrar vi om
olikheten

(16.12) 〈f ′(x), v〉 ≤ λ(f, x)‖v‖x = λr,



16.4 Minimering 341

och kombinerar den med den vänstra delen av olikheten (16.5) i sats 16.3.2
och olikheten (iii) i lemma 16.3.1, vilket leder till följande kedja av olikheter:

f(x̂) = f(x− v) ≥ f(x) + 〈f ′(x),−v〉+ ρ(−‖−v‖x)
= f(x)− 〈f ′(x), v〉+ ρ(−r)
≥ f(x)− λr + ρ(−r) ≥ f(x)− ρ(λ).

Därmed är olikheten (16.9) fullständigt bevisad.

Eftersom x− v = x̂ och f ′(x̂) = 0, följer det av olikheten (16.12) och den
vänstra delen av olikheten (16.4) att

λr ≥ 〈f ′(x), v〉 = 〈f ′(x− v),−v〉 − 〈f ′(x),−v〉 ≥ ‖−v‖2
x

1 + ‖−v‖x
=

r2

1 + r
,

och genom att lösa olikheten ovan med avseende p̊a r erh̊aller vi den högra
delen av olikheten (16.10).

Den vänstra delen av samma olikhet gäller uppenbarligen om r ≥ 1.
Antag därför att r < 1. P̊a grund av olikheten (16.7) är nu

〈f ′(x), w〉 = 〈f ′(x− v),−w〉 − 〈f ′(x),−w〉 ≤ ‖−v‖x‖−w‖x
1− ‖−v‖x

=
r

1− r
‖w‖x,

s̊a det följer att

λ = sup
‖w‖x≤1

〈f ′(x), w〉 ≤ r

1− r
,

vilket ger den vänstra delen av olikheten (16.10).
För att visa den återst̊aende olikheten (16.11) använder vi den vänstra

delen av olikheten (16.5) med y bytt mot x och x bytt mot x̂, vilket ger oss
olikheten

ρ(−‖x− x̂‖x̂) ≤ f(x)− f(x̂).

Enligt den redan visade olikheten (16.9) är vidare f(x)−f(x̂) ≤ ρ(λ), s̊a det
följer att ρ(−‖x − x̂‖x̂) ≤ ρ(λ), och enligt lemma 16.3.1 betyder detta att

‖x− x̂‖x̂ ≤
λ

1− λ
.

Sats 16.4.7. Antag att f : X → R är en sluten självkonkordant funktion, att
X ⊆ Rn, och att

ν = sup{λ(f, x) | x ∈ X} < 1.

D̊a är X lika med hela rummet Rn, och funktionen f är konstant.
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Bevis. Det följer av sats 16.4.4 att funktionen har en minimipunkt x̂ och av
olikheten (16.9) i sats 16.4.6 att

ρ(−ν) ≤ f(x)− f(x̂) ≤ ρ(ν)

för alla x ∈ X, s̊a funktionen är begränsad p̊a X. Eftersom f är en sluten
funktion, kan X följaktligen inte ha n̊agon randpunkt utan sammanfaller med
hela Rn.

Om v är en godtycklig vektor i Rn, s̊a f̊ar vi vidare genom att tillämpa
olikheten (16.11) med x = x̂+ tv att

t‖v‖x̂ = ‖x− x̂‖x̂ ≤
λ(f, x)

1− λ(f, x)
≤ ν

1− ν
för alla t > 0, vilket medför att ‖v‖x̂ = 0. Funktionens recessiva delrum Vf
är s̊aledes lika med Rn, och d̊a är funktionen konstant enligt sats 16.2.1.

16.5 Newtons metod för självkonkordanta m̊al-

funktioner

I det här avsnittet skall vi visa att Newtons metod konvergerar när målfunk-
tionen f : X → R är sluten, självkonkordant och ned̊at begränsad. Vi skall
ocks̊a ge en uppskattning av antalet iterationer som behövs för att erh̊alla
minimivärdet med en given precision ε − en uppskattning som bara beror av
ε och differensen mellan funktionsvärdet i startpunkten och minimivärdet.
Algoritmen startar med en dämpad fas som inte kräver n̊agon linjesökning
eftersom steglängden i punkten x kan väljas lika med 1/(1 + λ(f, x)), och
överg̊ar sedan i en ren fas med kvadratisk konvergens när Newtondekremen-
tet blivit tillräckligt litet.

Den dämpade fasen

Under den dämpade fasen genererar man punkterna xk i Newtons algoritm
rekursivt genom att för k ≥ 0 sätta

xk+1 = xk +
1

1 + λk
vk,

där λk = λ(f, xk) är Newtondekrementet i punkten xk och vk är en Newton-
riktning i samma punkt, dvs.

f ′′(xk)vk = −f ′(xk).
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Enligt sats 16.4.1 kommer alla genererade punkter xk att ligga i X, givet att
startpunkten x0 är en punkt i X, och

f(xk+1)− f(xk) ≤ −ρ(−λk).

Om δ > 0 och λk ≥ δ, s̊a är ρ(−λk) ≥ ρ(−δ) eftersom funktionen ρ(t)
är avtagande för t < 0. Om xN är den första punkten i följden för vilken
λN = λ(f, xN) < δ, är därför

fmin − f(x0) ≤ f(xN)− f(x0) =
N−1∑
k=0

(f(xk+1)− f(xk))

≤ −
N−1∑
k=0

ρ(−λk) ≤ −
N−1∑
k=0

ρ(−δ) = −Nρ(−δ),

varav följer att N ≤ (f(x0)−fmin)/ρ(−δ). Vi har därmed visat följande sats.

Sats 16.5.1. L̊at f : X → R vara en sluten, självkonkordant och ned̊at be-
gränsad funktion. Med Newtons dämpade metod och steglängd 1/(1+λ(f, x))
behövs det högst ⌊f(x0)− fmin

ρ(−δ)

⌋
iterationer för att fr̊an en godtycklig startpunkt x0 i X generera en punkt
x ∈ X med Newtondekrement λ(f, x) < δ.

Lokal konvergens

Vi överg̊ar nu till att studera Newtons rena metod för startpunkter som ligger
tillräcklig nära en minimipunkt x̂. För motsvarande analys av Newtons metod
med dämpning hänvisas till övning 16.6.

Sats 16.5.2. L̊at f : X → R vara en sluten självkonkordant funktion, och
antag att x ∈ X är en punkt med Newtondekrement λ(f, x) < 1. L̊at ∆xnt

vara en Newtonriktning i punkten och sätt

x+ = x+ ∆xnt.

D̊a ligger x+ i X och

λ(f, x+) ≤
( λ(f, x)

1− λ(f, x)

)2

.
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Bevis. Att x+ ligger i X följer av sats 16.3.2 eftersom ‖∆xnt‖x = λ(f, x) < 1.
För att visa olikheten för λ(f, x+) använder vi först olikhet (16.7) i samma
sats med v = x+ − x = ∆xnt och f̊ar d̊a

〈f ′(x+), w〉 ≤ 〈f ′(x), w〉+ 〈f ′′(x)∆xnt, w〉+
λ(f, x)2‖w‖x
1− λ(f, x)

= 〈f ′(x), w〉+ 〈−f ′(x), w〉+
λ(f, x)2‖w‖x
1− λ(f, x)

=
λ(f, x)2‖w‖x
1− λ(f, x)

.

P̊a grund av olikheten (16.6) i sats 16.3.2 är vidare

‖w‖x ≤
‖w‖x+

1− λ(f, x)
,

s̊a det följer att

〈f ′(x+), w〉 ≤ λ(f, x)2‖w‖x+
(1− λ(f, x))2

,

och detta medför att

λ(f, x+) = sup
‖w‖x+≤1

〈f ′(x+), w〉 ≤ λ(f, x)2

(1− λ(f, x))2
.

Därmed är satsen fullständigt bevisad.

För Newtons rena algoritm kan vi nu visa följande konvergensresultat.

Sats 16.5.3. Antag att funktionen f : X → R är sluten och självkonkordant
och att x0 är en punkt i X med Newtondekrement

λ(f, x0) ≤ δ < λ = 1
2
(3−

√
5) = 0.381966 . . . .

Definiera följden (xk)
∞
0 rekursivt genom att sätta

xk+1 = xk + vk,

där vk är en Newtonriktning i punkten xk.

D̊a konvergerar följden (f(xk))
∞
0 mot funktionens minimivärde fmin, och

om ε > 0 s̊a är

f(xk)− fmin < ε

för k > A+ log2(log2B/ε), där A och B är konstanter som bara beror av δ.

Om funktionen f är icke-degenererad, s̊a konvergerar vidare följden (xk)
∞
0

mot funktionens unika minimipunkt.
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Bevis. Det kritiska talet λ är rot till ekvationen (1−λ)2 = λ och för 0 ≤ λ < λ
är λ < (1− λ)2.

Sätt K(λ) = (1 − λ)−2; i intervallet [0, λ[ är funktionen K växande och
K(λ)λ < 1. Det följer därför av sats 16.5.2 att för alla punkter x ∈ X med
λ(f, x) ≤ δ < λ är

λ(f, x+) ≤ K(λ(f, x))λ(f, x)2 ≤ K(δ)λ(f, x)2 ≤ K(δ)δλ(f, x) ≤ λ(f, x) ≤ δ.

Sätt nu λk = λ(f, xk). Det följer d̊a av ovanst̊aende olikhet med hjälp av
induktion att λk ≤ δ och att

λk+1 ≤ K(δ)λ2
k

för alla k, och den sistnämnda olikheten medför i sin tur att

λk ≤ K(δ)−1
(
K(δ)λ0

)2k ≤ (1− δ)2
(
K(δ)δ)2k .

Följaktligen g̊ar λk mot 0 d̊a k →∞, ty K(δ)δ < 1, och eftersom

f(xk)− fmin ≤ λ2
k

om λk ≤ 1
2

enligt sats 16.4.6 och anmärkningen efter densamma, är

lim
k→∞

f(xk) = fmin.

För att bevisa den återst̊aende feluppskattningen kan vi utan inskränk-
ning anta att ε < δ2, ty för ε > δ2 är redan

f(x0)− fmin ≤ λ(f, x0)2 ≤ δ2 < ε.

Sätt
A = − log2

(
−2 log2(K(δ)δ)

)
och B = (1− δ)4;

d̊a är 0 < B ≤ 1, och eftersom B/ε ≥ (1 − δ)4/δ2 = (K(δ)δ)−2 > 1, är
log2(log2B/ε) ett väldefinierat tal. För k > A+ log2(log2B/ε) är slutligen

λ2
k ≤ (1− δ)4

(
K(δ)δ

)2k+1

< ε,

och följaktligen ocks̊a f(xk)− fmin < ε.

Om funktionen f är icke-degenererad, s̊a har den en unik minimipunkt
x̂, och det följer nu av olikheten (16.11) i sats 16.4.6 att

‖xk − x̂‖x̂ ≤
λk

1− λk
→ 0, d̊a k →∞,

och eftersom ‖·‖x̂ är en norm, betyder detta att xk → x̂.

För δ = 1/3 blir konstanterna A = 0.268 . . . och B = 16/81, vilket för
ε = 10−30 ger A + log2(log2B/ε) = 6.87. Om startpunkten x0 i Newtons
algoritm uppfyller λ(f, x0) < 1/3, behövs det s̊aledes högst 7 iterationer för
att erh̊alla en punkt med ett funktionsvärde som approximerar minimivärdet
med ett fel som understiger 10−30.
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Newtons metod för självkonkordanta funktioner

Genom att kombinera Newtons dämpade metod med 1/(1 + λ(f, x)) som
dämpningsfaktor och Newtons rena metod f̊ar vi följande variant av Newtons
metod.

Newtons metod

Givet ett positivt tal δ < 1
2
(3−

√
5), startpunkt x0 ∈ X och tolerans ε > 0.

1. Initiera: x := x0.
2. Beräkna Newtondekrementet λ = λ(f, x).
3. G̊a till punkt 8 om λ < δ.
4. Beräkna annars en Newtonriktning ∆xnt i punkten x.
5. Uppdatera: x := x+ (1 + λ)−1∆xnt.
6. G̊a tillbaka till punkt 2.
7. Beräkna Newtondekrementet λ = λ(f, x).
8. Stoppkriterium: Avbryt om λ <

√
ε. x är approximativ optimal punkt.

9. Beräkna annars en Newtonriktning ∆xnt i punkten x.
10. Uppdatera: x := x+ ∆xnt.
11. G̊a tillbaka till punkt 7.

Den dämpade fasen av algoritmen, dvs. stegen 2–6 p̊ag̊ar för en ned̊at
begränsad, sluten självkonkordant funktion enligt sats 16.5.1 under högst

b(f(x0)− fmin)/ρ(−δ)c
iterationer, och den rena fasen 7–11 tar enligt sats 16.5.3 slut efter högst
dA+ log2(log2B/ε)e iterationer. Vi har därför följande resultat.

Sats 16.5.4. Om funktionen f är ned̊at begränsad, sluten och självkonkor-
dant, s̊a stoppar ovanst̊aende Newtons metod i en punkt x där f(x) < fmin +ε
efter högst

b(f(x0)− fmin))/ρ(−δ)c+ dA+ log2(log2B/ε)e

iterationer, där A och B är konstanterna i sats 16.5.3.

För δ = 1/3 är speciellt 1/ρ(−δ) = 21.905, och den andra termen kan för
ε ≥ 10−30 ersättas av talet 7. Det krävs allts̊a högst b22(f(x0) − fmin)c + 7
iterationer för att erh̊alla en approximation av minimivärdet som uppfyller
alla praktiska behov med r̊age.

Övningar

16.1 Visa att funktionen f(x) = x lnx− lnx är självkonkordant p̊a R++.
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16.2 Antag att Xi ⊆ Rni och att funktionerna fi : Xi → R är självkonkordanta
för i = 1, 2, . . . ,m. Sätt X = X1 ×X2 × · · · ×Xm och definiera funktionen
f : X → R genom att för x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ X sätta

f(x1, x2, . . . , xm) = f1(x1) + f2(x2) + · · ·+ fm(xm)

Visa att funktionen f är självkonkordant.

16.3 Antag att f : R++ → R är en tre g̊anger kontinuerligt deriverbar konvex
funktion och att

|f ′′′(x)| ≤ 3
f ′′(x)

x
för alla x.

a) Visa att funktionen

g(x) = − ln(−f(x))− lnx

med {x ∈ R++ | f(x) < 0} som definitionsmängd är självkonkordant.

[Ledning: Utnyttja att 3a2b + 3a2c + 2b3 + 2c3 ≤ 2(a2 + b2 + c2)3/2 om
a, b, c ≥ 0.]

b) Visa att funktionen

F (x, y) = − ln(y − f(x))− lnx

är självkonkordant p̊a mängden {(x, y) ∈ R2 | x > 0, y > f(x)}.

16.4 Visa att funktionen f uppfyller villkoren i föreg̊aende övning om

a) f(x) = − lnx b) f(x) = x lnx c) f(x) = −xp, där 0 < p ≤ 1.

16.5 Inför för x = (x1, x2, . . . , xn) i Rn förkortningen x′ = (x1, x2, . . . , xn−1), och
l̊at ‖·‖ beteckna den euklidiska normen i Rn−1. Sätt

X = {x ∈ Rn | ‖x′‖ < xn},
och l̊at f : X → R vara funktionen

f(x) = − ln(x2
n − ‖x′‖2).

Visa att för alla vektorer v ∈ Rn gäller identiteten

D2f(x)[v, v] =
1

2

(
Df(x)[v]

)2
+ 2

(x2
n − ‖x′‖2)(‖x′‖2‖v′‖2 − 〈x′, v′〉2) + (vn‖x′‖2 − xn〈x′, v′〉)2

(x2
n − ‖x′‖2)2‖x′‖2

,

och använd den för att dra slutsatsen att funktionen f är konvex och att
λ(f, x) = 2 för alla x ∈ X.

16.6 Konvergens för Newtons dämpade metod.
Antag att funktionen f : X → R är sluten och självkonkordant, och sätt om
x ∈ X är en punkt med ändligt Newtondekrement

x+ = x+
1

1 + λ(f, x)
∆xnt,

där ∆xnt är en Newtonriktning i punkten x.
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a) Enligt sats 16.3.2 ligger punkten x+ i X. Visa att

λ(f, x+) ≤ 2λ(f, x)2,

och att följaktligen λ(f, x+) ≤ λ(f, x) om λ(f, x) ≤ 1
2 .

b) Antag att x0 är en punkt i X med Newtondekrement λ(f, x0) ≤ 1
4 , och

definiera följden (xk)
∞
0 rekursivt genom att sätta xk+1 = x+

k . Visa att

f(xk)− fmin ≤ 1
4 ·
(

1
2

)2k+1

,

och att följaktligen f(xk) konvergerar kvadratiskt mot fmin.

Appendix

Vi börjar med ett resultat om trilinjära former, som behövdes i beviset för
den fundamentala olikheten

∣∣D3f(x)[u, v, w]
∣∣ ≤ 2‖u‖x‖v‖x‖w‖x för själv-

konkordanta funktioner.
Fixera en godtycklig skalärprodukt 〈· , ·〉 p̊a Rn och l̊at ‖·‖ vara motsva-

rande norm, dvs. ‖v‖ = 〈v, v〉1/2. Om φ(u, v, w) är en symmetrisk trilinjär
form p̊a Rn × Rn × Rn, definierar vi dess norm ‖φ‖ genom att sätta

‖φ‖ = sup
u,v,w 6=0

|φ(u, v, w)|
‖u‖‖v‖‖w‖

.

Täljaren och nämnaren i uttrycket för ‖φ‖ är homogena av samma grad 3,
s̊a därför är ocks̊a

‖φ‖ = sup
(u,v,w)∈S3

|φ(u, v, w)|,

där S betecknar enhetssfären i Rn med avseende p̊a normen ‖·‖, dvs.

S = {u ∈ Rn | ‖u‖ = 1}.
Av normdefinitionen följer vidare att

|φ(u, v, w)| ≤ ‖φ‖‖u‖‖v‖‖w‖
för alla vektorer u, v, w i Rn.

Eftersom trilinjära former är kontinuerliga och enhetssfären är kompakt,
antas supremum ‖φ‖ i n̊agon punkt (u, v, w) ∈ S3, och vi skall visa att
supremum i själva verket antas i n̊agon punkt där u = v = w. Detta är
innebörden av följande sats.

Sats 1. Antag att φ(u, v, w) är en symmetrisk trilinjär form. D̊a är

‖φ‖ = sup
u,v,w 6=0

|φ(u, v, w)|
‖u‖‖v‖‖w‖

= sup
v 6=0

|φ(v, v, v)|
‖v‖3

.
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Anmärkning. Satsen är ett specialfall av motsvarande resultat för symmet-
riska m-multilinjära former, men vi behöver bara fallet m = 3. Det allmänna
fallet visas med induktion.

Bevis. Sätt

‖φ‖′ = sup
v 6=0

|φ(v, v, v)|
‖v‖3

= sup
‖v‖=1

|φ(v, v, v)|.

V̊art p̊ast̊aende är att ‖φ‖ = ‖φ‖′. Uppenbarligen är ‖φ‖′ ≤ ‖φ‖, s̊a vi
behöver bara bevisa den omvända olikheten ‖φ‖ ≤ ‖φ‖′.

För beviset av denna olikhet behöver vi motsvarande resultat för sym-
metriska bilinjära former ψ(u, v). Till en symmetrisk bilinjär form hör en
symmetrisk linjär operator (matris) A s̊adan att ψ(u, v) = 〈Au, v〉, och om
e1, e2, . . . , en är en ON-bas av egenvektorer till A och λ1, λ2, . . . , λn är mot-
svarande egenvärden med λ1 som det till beloppet största egenvärdet, och
vektorerna u, v ∈ S har koordinaterna u1, u2, . . . , un resp. v1, v2, . . . , vn med
avseende p̊a ON-basen ifr̊aga, s̊a är

|ψ(u, v)| = |
n∑
i=1

λiuivi| ≤
n∑
i=1

|λi||ui||vi| ≤ |λ1|
n∑
i=1

|ui||vi|

≤ |λ1|
( n∑
i=1

u2
i

)1/2( n∑
i=1

v2
i

)1/2

= |λ1| = |ψ(e1, e1)|,

vilket bevisar att sup(u,v)∈S2 |ψ(u, v)| = supv∈S |ψ(v, v)|.
Vi återvänder nu till den trilinjära formen φ(u, v, w). L̊at (û, v̂, ŵ) vara

en punkt i S3 där supremum som definierar ‖φ‖ antas, dvs.

‖φ‖ = φ(û, v̂, ŵ),

och betrakta funktionen

ψ(u, v) = φ(u, v, ŵ);

detta är en symmetrisk bilinjär form p̊a Rn × Rn och

sup
(u,v)∈S2

|ψ(u, v)| = ‖φ‖.

Men för den symmetriska bilinjära formen ψ gäller enligt beviset ovan att

sup
(u,v)∈S2

|ψ(u, v)| = sup
v∈S
|ψ(v, v)|.

Vi drar därför slutsatsen att vi utan inskränkning kan anta att û = v̂.

Vi har med andra ord visat att mängden

A = {(v, w) ∈ S2 | |φ(v, v, w)| = ‖φ‖}



350 16 Självkonkordanta funktioner

inte är tom. Mängden A är en sluten delmängd av S2 och följaktligen existerar
talet

α = max{〈v, w〉 | (v, w) ∈ A},
och uppenbarligen är 0 ≤ α ≤ 1.

P̊a grund av trilineariteten är

φ(u+ v, u+ v, w)− φ(u− v, u− v, w) = 4φ(u, v, w).

För vektorer u, v, w i S, dvs. av norm 1, följer det därför att

4|φ(u, v, w)| ≤ |φ(u+ v, u+ v, w)|+ |φ(u− v, u− v, w)|
≤ |φ(u+ v, u+ v, w)|+ ‖φ‖‖u− v‖2‖w‖
= |φ(u+ v, u+ v, w)| − ‖φ‖‖u+ v‖2 + ‖φ‖(‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2)

= |φ(u+ v, u+ v, w)| − ‖φ‖‖u+ v‖2 + ‖φ‖(2‖u‖2 + 2‖v‖2)

= |φ(u+ v, u+ v, w)| − ‖φ‖‖u+ v‖2 + 4‖φ‖.

Välj nu (v, w) ∈ A s̊a att 〈v, w〉 = α; d̊a är p̊a grund av ovanst̊aende
olikhet

4‖φ‖ = 4|φ(v, v, w)| = 4|φ(v, w, v)|
≤ |φ(v + w, v + w, v)| − ‖φ‖‖v + w‖2 + 4‖φ‖

varav följer att
|φ(v + w, v + w, v)| ≥ ‖φ‖‖v + w‖2.

Notera att ‖v + w‖2 = ‖v‖2 + ‖w‖2 + 2〈v, w〉 = 2 + 2α > 0, s̊a vi kan därför
bilda vektorn z = (v + w)/‖v + w‖ och d̊a överg̊ar ovanst̊aende olikhet i

|φ(z, z, v)| ≥ ‖φ‖,
vilket medför att

(16.13) |φ(z, z, v)| = ‖φ‖

eftersom z och v är vektorer i S. Paret (z, v) ligger s̊aledes i A, s̊a det följer
av definitionen av α att

α ≥ 〈z, v〉 =
〈v, v〉+ 〈w, v〉
‖v + w‖

=
1 + α√
2 + 2α

=

√
1 + α

2
,

och denna olikhet för α medför att α ≥ 1. Följaktligen är α = 1, och

〈z, v〉 = 1 = ‖z‖‖v‖.
Likheten i Cauchy–Schwarz olikhet medför att z = v. Insättning av detta i
likheten (16.13) ger oss olikheten

‖φ‖′ ≥ φ(v, v, v) = ‖φ‖,
och därmed är satsen bevisad.
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Det andra resultatet i detta appendix är följande entydighetssats för funk-
tioner som uppfyller en speciell differentialolikhet.

Sats 2. Antag att funktionen y(t) är kontinuerligt deriverbar i intervallet
I = [0, b[, att y(t) ≥ 0, y(0) = 0 och y′(t) ≤ Cy(t)α för n̊agra givna konstan-
ter C > 0 och α ≥ 1. D̊a är y(t) = 0 i intervallet I.

Bevis. Sätt a = sup{x ∈ I | y(t) = 0 för 0 ≤ t ≤ x}. Vi skall visa att a = b
genom att visa att antagandet a < b leder till en motsägelse.

P̊a grund av kontinuiteten är y(a) = 0. Fixera en punkt c ∈]a, b[ och sätt
M = max{y(t) | a ≤ t ≤ c}. Välj sedan en punkt d s̊a att a < d < c och
d − a ≤ 1

2
C−1M1−α. Maximum av funktionen y(t) p̊a intervallet [a, d] antas

i n̊agon punkt e, och p̊a grund av supremumdefinitionen av a är y(e) > 0.
Naturligtvis är ocks̊a y(e) ≤M , s̊a det följer att

y(e) = y(e)− y(a) =

∫ e

a

y′(t) dt ≤ C

∫ e

a

y(t)α dt

≤ C(d− a)y(e)α ≤ C(d− a)Mα−1y(e) ≤ 1

2
y(e),

vilket är en motsägelse.





Kapitel 17

Den vägföljande metoden

I det här kapitlet skall vi beskriva en metod för att lösa optimeringsproblemet

min f(x)
d̊a x ∈ X

när X är en sluten delmängd av Rn med icke-tomt inre och f är en kon-
tinuerlig funktion som är differentierbar i det inre av X. Vi förutsätter ge-
nomg̊aende att X = cl(intX). Ganska snart kommer vi att inskränka oss till
konvexa problem, dvs. förutsätta att X och f är konvexa, och i det fallet är
först̊as automatiskt X = cl(intX) för alla mängder med icke-tomt inre.

Descentmetoderna förutsätter att funktionen f är differentierbar i en om-
givning av den optimala punkten, och om denna ligger p̊a randen till X f̊ar
vi följaktligen problem. Ett sätt att angripa problemet är att välja en funk-
tion F : intX → R med egenskapen att F (x) → +∞ d̊a x g̊ar mot randen
till X och en parameter µ > 0, samt att minimera funktionen f(x) + µF (x)
över intX. Denna funktions minimipunkt x̂(µ) ligger garanterat i det inre
av X, och eftersom f(x) + µF (x) → f(x) d̊a µ → 0, kan vi hoppas p̊a att
funktionsvärdet f(x̂(µ)) skall ligga nära f :s minimivärde om parametern µ
är tillräckligt liten. Funktionen F fungerar som en barriär som hindrar den
approximerande minimipunkten fr̊an att ligga p̊a randen.

Funktionen µ−1f(x) + F (x) har naturligtvis samma minimipunkt x̂(µ)
som f(x)+µF (x), och av tekniska skäl fungerar det bättre att ha parametern
framför m̊alfunktionen f än framför barriärfunktionen F . I fortsättningen
kommer vi därför istället, med nya beteckningar, att undersöka vad som
händer med minimipunkten x̂(t) till funktionen Ft(x) = tf(x) + F (x), när
parametern t g̊ar mot +∞.

353
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17.1 Barriärer och den centrala vägen

Barriärer

Vi börjar med den formella definitionen av begreppet barriär.

Definition. L̊at X vara en sluten konvex mängd med icke-tomt inre. Med
en barriär till X menas en differentierbar funktion F : intX → R, som har
egenskapen att limk→∞ F (xk) = +∞ för alla följder (xk)

∞
1 som konvergerar

mot n̊agon randpunkt till X.
Om barriärfunktionen F har en unik minimipunkt, s̊a kallas minimipunk-

ten mängden X:s analytiska centrum (med avseende p̊a barriären F ).

Anmärkning. En konvex funktion med öppen definitionsmängd g̊ar mot oänd-
ligheten vid randen om och endast om den är sluten. En konvex differenti-
erbar funktion F : intX → R är därför en barriär till X om och endast om
den är sluten.

Om mängden X är kompakt och barriären F är strikt konvex, s̊a har F
en unik minimipunkt i intX. Varje kompakt konvex mängd med icke-tomt
inre har med andra ord ett analytiskt centrum med avseende p̊a varje given
strikt konvex barriär.

Givet en funktion f : X → R, som vi önskar minimera, och en barriär
F : intX → R sätter vi

Ft(x) = tf(x) + F (x)

för t ≥ 0 och x ∈ intX. För fixt t ≥ 0 är allts̊a Ft en funktion intX → R,
och F0 = F . Följande sats utgör grundbulten för barriärbaserade inrepunkts-
metoder för minimering.

Sats 17.1.1. Antag att funktionen f : X → R är kontinuerlig. L̊at F vara
en ned̊at begränsad barriär till mängden X, och antag att funktionen Ft för
varje t > 0 har en minimipunkt x̂(t) ∈ intX . D̊a är

lim
t→+∞

f(x̂(t)) = inf
x∈X

f(x).

Bevis. Sätt vmin = infx∈X f(x) och M = infx∈intX F (x). (Vi utesluter inte
möjligheten att vmin = −∞, men M är först̊as ett ändligt tal.)

Välj, givet talet η > vmin, en punkt x∗ ∈ intX s̊a att f(x∗) < η. D̊a är

vmin ≤ f(x̂(t)) ≤ f(x̂(t)) + t−1(F (x̂(t))−M) = t−1
(
Ft(x̂(t))−M

)
≤ t−1

(
Ft(x

∗)−M
)

= f(x∗) + t−1(F (x∗)−M).

Eftersom högra ledet av denna olikhet g̊ar mot f(x∗) d̊a t→ +∞, följer det
att vmin ≤ f(x̂(t)) < η för alla tillräckligt stora tal t, vilket bevisar satsen.
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Barriärmetoden förutsätter först̊as att man har en lämplig barriär till den
givna mängden. För mängder av typen

X = {x ∈ Ω | gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m}

kommer vi att använda oss av den logaritmiska barriärfunktionen

(17.1) F (x) = −
m∑
i=1

ln(−gi(x)).

Notera att barriärfunktionen F är konvex om samtliga funktioner gi : Ω→ R
är konvexa. I det fallet är först̊as ocks̊a mängden X konvex, och den har ett
icke-tomt inre om Slaters villkor är uppfyllt, dvs. om det finns en punkt x ∈ Ω
s̊a att gi(x) < 0 för alla i.

Andra exempel p̊a barriärer är den exponentiella barriärfunktionen

F (x) =
m∑
i=1

e−1/gi(x)

och potensbarriärerna

F (x) =
m∑
i=1

(−gi(x))−p,

där p är ett positivt tal.

Centrala vägen

Definition. L̊at F vara en barriär till mängden X och antag att funktionerna
Ft har unika minimipunkter x̂(t) ∈ intX för alla t ≥ 0. Kurvan {x̂(t) | t ≥ 0}
kallas d̊a den centrala vägen för problemet minx∈X f(x).

Notera att x̂(0) är mängdens analytiska centrum med avseende p̊a bar-
riären F . Den centrala vägen startar allts̊a i mängdens analytiska centrum.

Eftersom gradienten är noll i en optimal punkt, är

(17.2) tf ′(x̂(t)) + F ′(x̂(t)) = 0

för alla punkter p̊a den centrala vägen. För konvexa m̊alfunktioner f och bar-
riärfunktioner F gäller ocks̊a omvändningen, dvs. x̂(t) ligger p̊a den centrala
vägen om och endast om ekvation (17.2) gäller.

För den till X = {x ∈ Ω | gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m} hörande logarit-
miska barriärfunktionen är speciellt

F ′(x) = −
m∑
i=1

1

gi(x)
g′i(x),
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x1

x2

x̂

Figur 17.1. I figuren visas den centrala vägen för problemet att mini-
mera funktionen f(x) = x1ex1+x2 över X = {x ∈ R2 | x2

1 + x2
2 ≤ 1}

med barriärfunktion F (x) = (1− x2
1 − x2

2)−1. Minimum antas i punkten
x̂ = (−0.5825, 0.8128).

s̊a ekvationen (17.2) för den centrala vägen f̊ar i detta fall för t > 0 formen

(17.3) f ′(x̂(t))− 1

t

m∑
i=1

1

gi(x̂(t))
g′i(x̂(t)) = 0.

L̊at oss nu betrakta ett konvext optimeringsproblem p̊a formen

(P) min f(x)
d̊a gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m

Vi antar att Slaters villkor är uppfyllt och att problemet har en optimal
lösning x̂. Till problemet (P) hör en Lagrangefunktion

L(x, λ) = f(x) +
m∑
i=1

λigi(x)

och en dual funktion φ : Rm
+ → R. Definiera λ̂ ∈ Rm

+ genom att sätta

λ̂i = − 1

tgi(x̂(t))
.

P̊a grund av ekvation (17.3) är d̊a L′x(x̂(t), λ̂) = 0, och eftersom Lagrange-
funktionen är konvex i variabeln x, medför detta att funktionen L(· , λ̂) har
ett minimum i punkten x̂(t). För den till problemet (P) duala funktionen φ
gäller därför att

φ(λ̂) = L(x̂(t), λ̂) = f(x̂(t))−m/t.
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x11

x2
x̂

x̂F

Figur 17.2. Centrala vägen för LP-problemet minx∈X f(x) med f(x) = 2x1−3x2,
X = {x ∈ R2 | x2 ≥ 0, x2 ≤ 3x1, x2 ≤ x1 + 1, x1 +x2 ≤ 4} och logaritmisk barriär.
Optimal punkt x̂ = (1.5, 2.5). Punkten x̂F är barriärfunktionens minimipunkt.

P̊a grund av svag dualitet är vidare φ(λ̂) ≤ f(x̂), s̊a det följer att

f(x̂(t))−m/t ≤ f(x̂).

Vi har därmed visat följande approximationssats, som för konvexa problem
med logaritmisk barriär ger mer precis information än sats 17.1.1.

Sats 17.1.2. För punkterna x̂(t) p̊a den centrala vägen till det konvexa mi-
nimeringsproblemet (P) med logaritmisk barriär och optimal lösning x̂ gäller
att

f(x̂(t))− f(x̂) ≤ m

t
.

Notera att uppskattningen i satsen beror av antalet bivillkor m men inte
av dimensionen n.

17.2 Vägföljande metoder

En strategi för att bestämma det optimala värdet till det konvexa optime-
ringsproblemet

(P) min f(x)
d̊a gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m

för tv̊a g̊anger kontinuerligt deriverbara mål- och bivillkorsfunktioner och
med ett fel som är mindre än eller lika med ε, skulle i ljuset av sats 17.1.2
kunna vara att använda en logaritmisk barriär F , sätta t = m/ε och lösa opti-
meringsproblemet minFt(x) med hjälp av Newtons metod. Strategin fungerar
för sm̊a problem och med m̊attliga krav p̊a noggrannhet, men man erh̊aller
bättre resultat om man löser problemen minFt(x) för en växande svit av
t-värden till dess att t ≥ m/ε.
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En enkel version av barriärmetoden eller den vägföljande metoden, som
den ocks̊a kallas, ser därför ut s̊a här:

Vägföljande metoden

Givet startpunkter x = x0 ∈ intX och t = t0 > 0, uppdateringsparameter

α > 1 och toleransniv̊a ε > 0.
Upprepa

1. Beräkna x̂(t) genom att minimera funktionen Ft = tf + F med x som
startpunkt.

2. Uppdatera: x := x̂(t).

3. Stoppkriterium: Avbryt om m/t ≤ ε.

4. Öka t: t := αt.

Steget 1 kallas en yttre iteration eller ett centreringssteg eftersom det
handlar om att hitta en punkt p̊a den centrala vägen. För att minimera
funktionen Ft används Newtons metod, och iterationerna i Newtons metod
för att beräkna x̂(t) med x som startpunkt kallas inre iterationer.

Det är inte nödvändigt att i varje yttre iteration beräkna x̂(t) exakt; den
centrala vägen fyller ingen annan funktion än att leda till den optimala punk-
ten x̂, och bra approximationer till punkter p̊a den centrala vägen kommer
ocks̊a att ge upphov till en följd av punkter som konvergerar mot x̂.

Metodens totala beräkningskostnad beror uppenbarligen av antalet inre
iterationer innan stoppkriteriet utlöses och av antalet algebraiska operationer
i varje Newtonsteg.

Uppdateringsparametern α

Parametern α (och startvärdet t0) bestämmer antalet yttre iterationer som
behövs för att uppn̊a stoppkriteriet t ≥ m/ε. För α nära 1 krävs det många
yttre iterationer, men å andra sidan kräver varje yttre iteration f̊a inre itera-
tioner eftersom minimipunkten x = x̂(t) till funktionen Ft d̊a är en mycket
bra startpunkt i Newtons algoritm för problemet att minimera funktionen
Fαt.

För stora α-värden gäller det motsatta; det behövs f̊a yttre iterationer,
men varje yttre iterationssteg kräver nu fler Newtonsteg eftersom startpunk-
ten x̂(t) ligger längre fr̊an minimipunkten x̂(αt).

Erfarenhetsmässigt visar det sig emellertid att de tv̊a ovannämnda effek-
terna tenderar att balansera varandra, och totala antalet Newtonsteg är i
stort sett konstant inom ett brett intervall för α. Värden mellan 10 och 20
brukar rekommenderas för praktiskt bruk.
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Startvärdet t0
Valet av startvärde t0 är ocks̊a betydelsefullt. Om t0 är litet krävs det många
yttre iterationer innan stoppkriteriet uppfylls. Om t0 är mycket stort kräver
å andra sidan den första yttre iterationen många inre iterationer för att
åstadkomma en tillräckligt god approximation till punkten x̂(t0) p̊a den cen-
trala vägen. Eftersom f(x̂(t0))− f(x̂) ≈ m/t0, kan det vara rimligt att välja
t0 s̊a att m/t0 är av ungefär samma storleksordning som f(x0)− f(x̂). Pro-
blemet är först̊as att det optimala värdet f(x̂) inte är känt apriori, s̊a man
f̊ar i s̊a fall använda sig av n̊agon lämplig uppskattning av detta. Om man
exempelvis känner en till̊aten punkt λ i det duala problemet med φ som dual
funktion, s̊a kan man använda φ(λ) som approximation till f(x̂) och använda
t0 = m/(f(x0)− φ(λ)) som begynnelsevärde.

Startpunkten x0

Startpunkten x0 måste ligga i det inre av X, dvs. satisfiera samtliga bivill-
kor med strikt olikhet. Om en s̊adan punkt inte är känd i förväg, kan man
använda barriärmetoden p̊a ett artificiellt problem för att beräkna en s̊adan
punkt eller för att konstatera att det ursprungliga problemet saknar till̊atna
punkter. Proceduren kallas fas 1 av den vägföljande metoden och fungerar
s̊a här.

Betrakta olikheterna

(17.4) gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m

och antag att funktionerna gi : Ω → R är konvexa och tv̊a g̊anger konti-
nuerligt differentierbara. För att bestämma en punkt som uppfyller samtliga
olikheter strikt eller för att avgöra att det inte finns n̊agon s̊adan punkt bildar
vi optimeringsproblemet

(17.5) min s
d̊a gi(x) ≤ s, i = 1, 2, . . . ,m

i variablerna x och s. Detta problem har uppenbarligen strikt till̊atna punkter
− vi kan välja x0 ∈ Ω godtyckligt och sedan s0 > maxi gi(x0) och f̊ar p̊a s̊a
sätt en punkt (x0, s0) ∈ Ω×R som satisfierar bivillkoren med strikt olikhet.
Funktionerna (x, s) 7→ gi(x) − s är först̊as konvexa. Vi kan därför använda
den vägföljande metoden p̊a problemet (17.5) för att lösa det, och beroende
p̊a tecknet p̊a problemets optimala värde vmin f̊ar vi tre fall.

1. Om vmin < 0 har systemet (17.4) strikt till̊atna punkter. För varje
till̊aten punkt (x, s) till problemet (17.5) med s < 0 gäller att gi(x) < 0
för alla i, och detta betyder att vi inte behöver lösa optimeringsproble-
met (17.5) med n̊agon större noggrannhet, utan algoritmen kan avbry-
tas s̊a snart den genererat en punkt (x, s) med s < 0.
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2. Om vmin > 0 saknar problemet till̊atna punkter. Vi behöver inte heller
nu lösa problemet med stor noggrannhet, utan kan avbryta s̊a snart vi
hittat en till̊aten punkt för det duala problemet med positivt värde hos
den duala funktionen eftersom detta implicerar att vmin > 0.

3. Om vmin = 0 och minimum antas i en punkt (x̂, ŝ), där allts̊a ŝ = 0,
är systemet (17.4) lösbart men inte strikt lösbart. Om vmin = 0, men
minimum inte antas, saknar systemet (17.4) lösningar.

I praktiken är det först̊as omöjligt att exakt avgöra att vmin = 0, utan
algoritmen slutar med slutsatsen att |vmin| < ε för n̊agot litet positivt
tal ε, och vi kan d̊a endast vara säkra p̊a att systemet gi(x) < −ε saknar
lösningar och att systemet gi(x) ≤ ε har lösningar.

Konvergensanalys

Vid ing̊angen av yttre iteration nummer k är t = αk−1t0 . Stoppkriteriet i
vägföljande metoden kommer att utlösas första g̊angen som m/(αk−1t0) ≤ ε,
dvs. d̊a k − 1 ≥ (log(m/(εt0))/ logα. Antalet yttre iterationer är med andra
ord lika med ⌈ log(m/(εt0)

logα

⌉
+ 1

(för ε ≤ m/t0).
Den vägföljande metoden fungerar därför, förutsatt att minimeringspro-

blemen

(17.6) min tf(x) + F (x)
d̊a x ∈ intX

kan lösas med hjälp av Newtons metod för t ≥ t0, och detta gäller exem-
pelvis om funktionen Ft uppfyller förutsättningarna i sats 15.2.4, dvs. om
funktionen är starkt konvex, har en Lipschitzkontinuerlig derivata och sub-
niv̊amängden svarande mot startpunkten är sluten.

En fr̊aga som återst̊ar att lösa är om problemen (17.6) blir sv̊arare och
sv̊arare, dvs. kräver fler inre iterationer, när t växer. Praktisk erfarenhet
visar att s̊a inte är fallet − i flertalet problem verkar antalet Newtonsteg
vara i stort sett konstant när t växer. För problem med självkonkordanta
mål- och barriärfunktioner kan man ge en exakt uppskattning av det totala
antalet iterationer som behövs för att lösa optimeringsproblemet (P) med
given precision, och detta kommer att vara temat i kapitel 18.



Kapitel 18

Vägföljande metoden med
självkonkordant barriär

18.1 Självkonkordanta barriärer

Definition. L̊at X vara en sluten konvex delmängd av Rn med icke-tomt
inre intX, och l̊at ν vara ett icke-negativt tal. En funktion f : intX → R
kallas en självkonkordant barriär till X med parameter ν, eller kortare en ν-
självkonkordant barriär, om funktionen är sluten, självkonkordant och icke-
konstant och Newtondekrementet uppfyller olikheten

(18.1) λ(f, x) ≤ ν1/2

för alla x ∈ intX.

Det följer direkt av satserna 15.1.2 och 15.1.3 att olikheten (18.1) är
ekvivalent med att

|〈f ′(x), v〉| ≤ ν1/2‖v‖x

för alla vektorer v ∈ Rn, vilket med andra beteckningar är detsamma som
att (

Df(x)[v]
)2 ≤ ν D2f(x)[v, v]

för alla v ∈ Rn.

En sluten självkonkordant funktion f : Ω→ R med supx∈Ω λ(f, x) < 1 är
enligt sats 16.4.7 konstant, och definitionsmängden Ω är lika med hela Rn.
Det följer därför att parametern ν i en självkonkordant barriär måste vara
större än eller lika med 1.

361
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Exempel 18.1.1. Funktionen f(x) = − lnx är en 1-självkonkordant bar-
riär till intervallet [0,∞[, ty funktionen är sluten och självkonkordant, och
λ(f, x) = 1 för alla x > 0.

Exempel 18.1.2. Konvexa kvadratiska funktioner

f(x) = 1
2
〈x,Ax〉+ 〈b, x〉+ c

är självkonkordanta p̊a Rn, men de fungerar inte som självkonkordanta bar-
riärer, ty supλ(f, x) =∞ för icke-konstanta konvexa kvadratiska funktioner
f enligt exempel 15.1.2.

Vi kommer att visa längre fram att endast delmängder av halvrum kan
ha självkonkordanta barriärer, s̊a det finns ingen självkonkordant barriär för
hela Rn.

Exempel 18.1.3. L̊at g(x) = 1
2
〈x,Ax〉 + 〈b, x〉 + c vara en icke-konstant,

konvex, kvadratisk funktion, och sätt

f(x) = − ln(−g(x)).

D̊a är f en 1-självkonkordant barriär till mängden X = {x ∈ Rn | g(x) ≤ 0}.

Bevis. L̊at v vara en godtycklig vektor i Rn och sätt för x ∈ intX

α = − 1

g(x)
Dg(x)[v] och β = − 1

g(x)
D2g(x)[v, v] = − 1

g(x)
〈v,Av〉,

och notera att β ≥ 0 samt att D3g(x)[v, v, v] = 0. Det följer därför av
deriveringsreglerna att

Df(x)[v] = − 1

g(x)
Dg(x)[v] = α,

D2f(x)[v, v] =
1

g(x)2

(
Dg(x)[v]

)2 − 1

g(x)
D2g(x)[v, v] = α2 + β ≥ 0,

D3f(x)[v, v, v] = − 2

g(x)3

(
Dg(x)[v]

)3
+

3

g(x)2
D2g(x)[v, v]Dg(x)[v]

− 1

g(x)
D3g(x)[v, v, v] = 2α3 + 3αβ.

Funktionen f är konvex eftersom andraderivatan är positivt semidefinit,
och den är sluten eftersom f(x) → +∞ d̊a g(x) → 0. För alla α ∈ R
och β ∈ R+ är |2α3 + 3αβ| ≤ 2(α2 + β)3/2, vilket enkelt visas genom kva-

drering, och detta betyder att
∣∣D3f(x)[v, v, v]

∣∣ ≤ 2
(
D2f(x)[v, v]

)3/2
. Funk-

tionen f är s̊aledes självkonkordant. Vidare är först̊as α2 ≤ α2 + β, vilket
innebär att (Df(x)[v])2 ≤ D2f(x)[v, v]. Funktionen f är med andra ord 1-
självkonkordant.
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Av självkonkordanta barriärer kan man bilda nya med hjälp av följande
tre satser.

Sats 18.1.1. Antag att f är en ν-självkonkordant barriär till mängden X och
att α ≥ 1. D̊a är funktionen αf en αν-självkonkordant barriär till X.

Bevis. Beviset lämnas som enkel övning

Sats 18.1.2. Om f är en µ-självkonkordant barriär till mängden X och g är
en ν-självkonkordant barriär till mängden Y , s̊a är summan f + g en själv-
konkordant barriär med parameter µ + ν till snittet X ∩ Y . Och för varje
konstant c är f + c en µ-självkonkordant barriär till X.

Bevis. Summan f + g är en sluten konvex funktion, och den är självkonkor-
dant p̊a mängden int(X∩Y ) enligt sats 16.1.5. För att visa att summan är en
självkonkordant barriär med parameter (µ+ ν) l̊ater vi v vara en godtycklig
vektor i Rn och sätter a = D2f(x)[v, v] och b = D2g(x)[v, v]. D̊a är allts̊a
per definition (

Df(x)[v]
)2 ≤ µa och

(
Dg(x)[v]

)2 ≤ νb,

och med hjälp av olikheten 2
√
µνab ≤ νa + µb mellan geometriskt och arit-

metiskt medelvärde erh̊alls olikheten(
D(f + g)(x)[v]

)2
=
(
Df(x)[v]

)2
+
(
Dg(x)[v]

)2
+ 2Df(x)[v] ·Dg(x)[v]

≤ µa+ νb+ 2
√
µaνb ≤ µa+ νb+ νa+ µb

= (µ+ ν)(a+ b) = (µ+ ν)D2(f + g)(x)[v, v],

som innebär att λ(f + g, x) ≤ (µ+ ν)1/2.
P̊ast̊aendet rörande summan f + c är trivialt, ty för konstanter c är

λ(f, x) = λ(f + c, x).

Sats 18.1.3. Antag att A : Rm → Rn är en affin avbildning och att f är en ν-
självkonkordant barriär till delmängden X av Rn. D̊a är sammansättningen
g = f ◦ A en ν-självkonkordant barriär till den inversa bilden A−1(X).

Bevis. Beviset lämnas som övning.

Exempel 18.1.4. Det följer av exempel 18.1.1 och satserna 18.1.2 och 18.1.3
att funktionen

f(x) = −
m∑
i=1

ln(bi − 〈ai, x〉)

är en m-självkonkordant barriär till polyedern

X = {x ∈ Rn | 〈ai, x〉 ≤ bi, i = 1, 2, . . . ,m}.
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Att det bara är slutna konvexa delmängder av halvrum som kan ha
självkonkordanta barriärer följer nu av följande sats.

Sats 18.1.4. Om f är en ν-självkonkordant barriär till mängden X, s̊a är

〈f ′(x), y − x〉 ≤ ν

för alla x ∈ intX och alla y ∈ X.

Om x0 ∈ intX är en punkt med c = f ′(x0) 6= 0, s̊a är s̊aledes X en
delmängd till det slutna halvrummet {y ∈ Rn | 〈c, y〉 ≤ ν + 〈c, x0〉}.

Bevis. Sätt xt = x + t(y − x) och φ(t) = f(xt). Funktionen φ är säkert
definierad p̊a det öppna intervallet ]α, 1[ för n̊agot negativt tal α eftersom x
är en inre punkt. Vidare är

φ′(t) = Df(xt)[y − x],

och speciellt är allts̊a φ′(0) = Df(x)[y− x] = 〈f ′(x), y− x〉. Vi skall visa att
φ′(0) ≤ ν.

Om φ′(0) ≤ 0, är saken klar, s̊a antag utan inskränkning att φ′(0) > 0.
P̊a grund av ν-självkonkordans är

φ′′(t) = D2f(xt)[y − x, y − x] ≥ ν−1
(
Df(xt)[y − x]

)2
= ν−1φ′(t)2 ≥ 0.

Derivatan φ′ är s̊aledes växande, vilket implicerar att φ′(t) ≥ φ′(0) > 0 för
t ≥ 0. Vidare är

d

dt

(
− 1

φ′(t)

)
=
φ′′(t)

φ′(t)2
≥ 1

ν

för alla t i intervallet [0, 1[, s̊a genom att integrera den sistnämnda olikheten
över intervallet [0, β], där β < 1, erh̊alls olikheten

1

φ′(0)
>

1

φ′(0)
− 1

φ′(β)
=

∫ β

0

d

dt

(
− 1

φ′(t)

)
dt ≥ β

ν
.

Följaktligen är φ′(0) < ν/β för alla β < 1, vilket medför att φ′(0) ≤ ν.

Sats 18.1.5. Antag att funktionen f är en ν-självkonkordant barriär till
mängden X. Om x ∈ intX, y ∈ X och 〈f ′(x), y − x〉 ≥ 0, s̊a är

‖y − x‖x ≤ ν + 2
√
ν.

Anmärkning. Om x ∈ intX är en minimipunkt, s̊a är 〈f ′(x), y − x〉 = 0 för
alla y ∈ X eftersom f ′(x) = 0. Följaktligen är ‖y − x‖x ≤ ν + 2

√
ν för alla

y ∈ X om x är en minimipunkt.
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Bevis. Sätt r = ‖y − x‖x. Om r ≤
√
ν har vi ingenting att visa, s̊a antag

att r >
√
ν, och betrakta för α =

√
v/r punkten z = x + α(y − x), som

ligger i det inre av X eftersom α < 1. Genom att utnyttja föreg̊aende sats
med z istället för x, förutsättningen 〈f ′(x), y − x〉 ≥ 0, sats 16.3.2 samt att
z−x = α(y−x) och y− z = (1−α)(y−x), f̊ar vi följande kedja av olikheter
och likheter:

ν ≥ 〈f ′(z), y − z〉 = (1− α)〈f ′(z), y − x〉 ≥ (1− α)〈f ′(z)− f ′(x), y − x〉

=
1− α
α
〈f ′(z)− f ′(x), z − x〉 ≥ 1− α

α
· ‖z − x‖

2
x

1 + ‖z − x‖x

=
(1− α)α‖y − x‖2

x

1 + α‖y − x‖x
=
r
√
ν − ν

1 +
√
ν
.

Olikheten mellan ytterleden ger efter förenkling r ≤ ν + 2
√
ν, vilket är den

sökta olikheten.

Givet en självkonkordant funktion f : X → R med motsvarande lokala
seminorm ‖·‖x sätter vi

E(x; r) = {y ∈ Rn | ‖y − x‖x ≤ r}.

Om funktionen är icke-degenererad, är seminormen en norm i varje punkt
x ∈ intX, och mängden E(x; r) är en sluten ellipsoid i Rn med axelriktningar
som bestäms av egenvektorerna till andraderivatan f ′′(x).

För icke-degenererade självkonkordanta barriärer har vi nu följande ko-
rollarium till sats 18.1.5.

Sats 18.1.6. Antag att f är en icke-degenererad ν-självkonkordant barriär
till den slutna konvexa mängden X. D̊a antar f ett minimum om och endast
om mängden X är begränsad. Minimipunkten x̂f ∈ intX är i s̊a fall unik,
och

E(x̂f ; 1) ⊆ X ⊆ E(x̂f ; ν + 2
√
ν).

Anmärkning. Slutna självkonkordanta funktioner, vars definitionsmängd inte
inneh̊aller n̊agon linje, är icke-degenererade, s̊a vi behöver därför inte explicit
ange att en självkonkordant barriär till en kompakt mängd skall vara icke-
degenererad.

Bevis. Slutna konvexa funktioner har slutna subniv̊amängder, s̊a om X är en
begränsad mängd, är varje subniv̊amängd {x ∈ intX | f(x) ≤ α} b̊ade sluten
och begränsad, dvs. kompakt, och detta medför att f har ett minimum. Och
en icke-degenererad konvex funktions minimipunkt är nödvändigtvis unik.
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Antag omvänt att f har en minimipunkt x̂f . Enligt anmärkningen efter
sats 18.1.5 är d̊a ‖y− x̂f‖x̂f ≤ ν+2

√
ν för alla y ∈ X, vilket är den högra in-

klusionen i sats 18.1.6, och inklusionen medför först̊as att X är en begränsad
mängd.

Den återst̊aende vänstra inklusionen följer i sin tur av sats 16.3.2, som
medför att den öppna ellipsoiden {y ∈ Rn | ‖y−x‖x < 1} är en delmängd av
intX för varje val av x ∈ intX. Den öppna ellipsoidens tillslutning E(x; 1)
är därför en delmängd av X, och det speciella valet x = x̂f ger den vänstra
inklusionen.

För självkonkordanta barriärer till en mängd X behöver vi kunna jämföra
motsvarande lokala normer ‖v‖x och ‖v‖y av en vektor v i godtyckliga in-
re punkter x och y, och för att åstadkomma detta behöver vi ett m̊att p̊a
avst̊andet fr̊an y till x relativt avst̊andet fr̊an y till randen av X utmed
halvlinjen fr̊an y genom x. Följande definition ger oss det relevanta måttet.

Definition. L̊at X vara en konvex sluten delmängd av Rn med icke-tomt
inre. För y ∈ intX definierar vi en funktion πy : Rn → R+ genom att sätta

πy(x) = inf{t > 0 | y + t−1(x− y) ∈ X}.

Uppenbarligen är πy(y) = 0. För att bestämma πy(x) om x 6= y betraktar
vi halvlinjen fr̊an y genom x; om halvlinjen skär randen till X i en punkt z,
s̊a är πy(x) = ‖x − y‖/‖z − y‖ (med avseende p̊a godtyckliga normer), och
om hela halvlinjen ligger i X, är πy(x) = 0. Vi noterar att πy(x) < 1 för inre
punkter x, att πy(x) = 1 för randpunkter x och att πy(x) > 1 för punkter
utanför X.

Funktionen πy kan ocks̊a uttryckas i termer av den i avsnitt 6.10 definie-
rade Minkowskifunktionalen; som läsaren lätt kan verifiera är nämligen

πy(x) = φ−y+X(x− y),

där φ−y+X är Minskowskifunktionalen till mängden −y +X.

Vi kommer att behöva följande enkla uppskattning av πy(x).

Sats 18.1.7. L̊at X vara en kompakt konvex mängd, l̊at x och y vara punkter
i det inre av X, och antag att

B(x, r) ⊆ X ⊆ B(0;R),

där bollarna är givna med avseende p̊a en godtycklig norm ‖·‖. D̊a är

πy(x) ≤ 2R

2R + r
.
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Bevis. Olikheten är trivialt sann om x = y, s̊a antag att x 6= y. Str̊alen fr̊an
y genom x skär d̊a randen till X i en punkt z och ‖z−y‖ = ‖z−x‖+‖x−y‖.
Vidare är ‖z − x‖ ≥ r och ‖x− y‖ ≤ 2R, s̊a det följer att

πy(x) =
‖x− y‖
‖z − y‖

=
(

1 +
‖z − x‖
‖x− y‖

)−1

≤
(

1 +
r

2R

)−1

=
2R

2R + r
.

Riktningsderivatan 〈f ′(x), v〉 till en ν-självkonkordant barriärfunktion f
begränsas per definiton av

√
ν‖v‖x. V̊ar nästa sats visar att samma riktnings-

derivata ocks̊a begränsas av en konstant g̊anger ‖v‖y för en godtycklig punkt
y i funktionens definitionsmängd. Vidare jämförs de b̊ada lokala normerna
‖v‖x och ‖v‖y.

Sats 18.1.8. L̊at f vara en ν-självkonkordant barriär till X, och l̊at x och y
vara tv̊a punkter i det inre av X. För alla vektorer v är

|〈f ′(x), v〉| ≤ ν

1− πy(x)
‖v‖y(18.2)

och

‖v‖x ≤
ν + 2

√
ν

1− πy(x)
‖v‖y.(18.3)

Bevis. De b̊ada olikheterna gäller om y = x eftersom

|〈f ′(x), v〉| ≤
√
ν‖v‖x ≤ ν‖v‖x

och πx(x) = 0. De gäller ocks̊a om ‖v‖y = 0, dvs. om vektorn v ligger i
f :s recessiva delrum, ty d̊a är ‖v‖x = 0 och 〈f ′(x), v〉 = 0. Antag därför
fortsättningsvis att y 6= x och att ‖v‖y 6= 0.

Betrakta först fallet ‖v‖y = 1, och l̊at s vara ett godtyckligt tal > ν+2
√
ν.

P̊a grund av satserna 16.3.2 och 18.1.5 gäller d̊a följande p̊ast̊aenden:

(i) De b̊ada punkterna y ± v ligger i X.

(ii) Minst en av de b̊ada punkterna x± s

‖v‖x
v ligger utanför X.

Enligt definitionen av πy(x) finns det vidare en vektor z ∈ X s̊adan att

x = y + πy(x)(z − y),

och eftersom

x± (1− πy(x))v = πy(x)z + (1− πy(x))(y ± v),

följer det av konvexiteten att

(iii) De b̊ada punkterna x± (1− πy(x))v ligger i X.
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Det följer nu av (iii) och sats 18.1.4 att

〈f ′(x),±v〉 =
1

1− πy(x)
〈f ′(x), x± (1− πy(x))v − x〉 ≤ ν

1− πy(x)
,

vilket innebär att
|〈f ′(x), v〉| ≤ ν

1− πy(x)
.

Detta visar olikheten (18.2) för vektorer v med ‖v‖y = 1, och om v är en
godtycklig vektor med ‖v‖y 6= 0, s̊a f̊ar vi olikheten i satsen genom att i
olikheten ovan byta v mot v/‖v‖y.

Genom att kombinera de b̊ada p̊ast̊aendena (ii) och (iii) drar vi slutsatsen
att

1− πy(x) <
s

‖v‖x
,

dvs. att

‖v‖x <
s

1− πy(x)
=

s

1− πy(x)
‖v‖y,

och eftersom detta gäller för alla s > ν + 2
√
ν, följer det att

‖v‖x ≤
ν + 2

√
ν

1− πy(x)
‖v‖y.

Detta visar olikheten (18.3) i fallet ‖v‖y = 1, och eftersom olikheten är
homogen, gäller den generellt.

Definition. L̊at ‖·‖x vara den till en tv̊a g̊anger differentierbar konvex funk-
tion f : X → R, där X ⊆ Rn, hörande lokala seminormen i punkten x.
Med motsvarande duala lokala norm menas funktionen ‖·‖∗x : Rn → R som
definieras av att

‖v‖∗x = sup
‖w‖x≤1

〈v, w〉.

Man verifierar omedelbart att den duala normen är subadditiv och homo-
gen, dvs. att ‖v+w‖∗x ≤ ‖v‖∗x+‖w‖∗x och ‖λv‖∗x = |λ|‖v‖∗x för alla v, w ∈ Rn

och alla reella tal λ, men ‖·‖∗x är bara en äkta norm p̊a hela Rn i punkter x
där andraderivatan f ′′(x) är positivt definit, ty ‖v‖∗x = ∞ om v är en noll-
skild vektor i nollrummet N (f ′′(x)) eftersom ‖tv‖x = 0 för alla t ∈ R och
〈v, tv〉 = t‖v‖2 → ∞ d̊a t → ∞. Däremot är ‖·‖∗x alltid en äkta norm p̊a
delrummet N (f ′′(x))⊥. Se övning 18.2.

För Newtondekrementet λ(f, x) gäller enligt sats 15.1.3 att

λ(f, x) = ‖f ′(x)‖∗x.

Följande ”Cauchy–Schwarz olikhet” gäller för den lokala seminormen.
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Sats 18.1.9. Om ‖v‖∗x <∞ s̊a är

|〈v, w〉| ≤ ‖v‖∗x‖w‖x

för alla vektorer w.

Bevis. Om ‖w‖x 6= 0 s̊a är ±w/‖w‖x tv̊a vektorer med lokal seminorm 1,
varför det följer av den duala normens definition att

± 1

‖w‖x
〈v, w〉 = 〈v,±w/‖w‖x〉 ≤ ‖v‖∗x,

och olikheten i satsen följer nu efter multiplikation med ‖w‖x.
Om istället ‖w‖x = 0, s̊a är ‖tw‖x = 0 för alla reella tal t, och det följer

av supremumdefinitionen att t〈v, w〉 = 〈v, tw〉 ≤ ‖v‖∗x < ∞ för alla t, vilket
medför att 〈v, w〉 = 0. S̊a olikheten gäller även i detta fall.

Vi kommer att behöva uppskatta ‖v‖∗x p̊a olika sätt, och v̊ar första upp-
skattning är i termer av bredden hos mängden X i olika riktningar, vilket
motiverar följande definition.

Definition. Till varje icke-tom delmängd X av Rn associerar vi en funktion
VarX : Rn → R genom att sätta

VarX(v) = sup
x∈X
〈v, x〉 − inf

x∈X
〈v, x〉.

För begränsade mängder X är uppenbarligen VarX(v) ett ändligt tal för
varje vektor v, och för enhetsvektorer v anger VarX(v) bredden hos mängden
X i riktningen v.

Nästa sats visar hur man kan uppskatta den duala lokala normen ‖·‖∗x
med hjälp av VarX .

Sats 18.1.10. Antag att f : X → R är en sluten självkonkordant funktion
med en öppen konvex delmängd X av Rn som definitionsmängd, och l̊at ‖·‖∗x
vara den till funktionen f associerade duala lokala normen i punkten x ∈ X.
För varje v ∈ Rn är d̊a

‖v‖∗x ≤ VarX(v).

Bevis. Det följer av sats 16.3.2 att punkten y ligger i clX om x ∈ X och
‖y − x‖x ≤ 1. Följaktligen är

‖v‖∗x = sup
‖w‖x≤1

〈v, w〉 = sup
‖y−x‖x≤1

〈v, y − x〉 ≤ sup
y∈clX

〈v, y − x〉 = sup
y∈X
〈v, y − x〉

= sup
y∈X
〈v, y〉 − 〈v, x〉 ≤ sup

y∈X
〈v, y〉 − inf

y∈X
〈v, y〉 = VarX(v).
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Vi har tidigare definierat en sluten konvex mängd X:s analytiska cent-
rum med avseende p̊a en given barriär som barriärens unika minimipunkt,
förutsatt att det existerar en s̊adan. Enligt sats 18.1.6 har varje kompakt,
konvex mängd med icke-tomt inre ett analytiskt centrum med avseende p̊a
varje given ν-självkonkordant barriär. Vi kan nu erh̊alla en övre begränsning
p̊a den duala lokala normen ‖·‖∗x i en godtycklig punkt x i termer av para-
metern ν och den duala lokala normen i det analytiska centret.

Sats 18.1.11. L̊at X vara en kompakt konvex mängd, och l̊at x̂f vara mäng-
dens analytiska centrum med avseende p̊a en ν-självkonkordant barriär f .
För alla vektorer v ∈ Rn och alla x ∈ intX är d̊a

‖v‖∗x ≤ (ν + 2
√
ν)‖v‖ ∗x̂f .

Bevis. Sätt B1 = E(x; 1) och B2 = E(x̂f ; ν+2
√
ν). Satserna 16.3.2 och 18.1.6

ger oss inklusionerna B1 ⊆ X ⊆ B2, s̊a det följer med hjälp av den duala
lokala normens definition att

‖v‖∗x = sup
‖w‖x≤1

〈v, w〉 = sup
y∈B1

〈v, y − x〉 ≤ sup
y∈B2

〈v, y − x〉

= 〈v, x̂f − x〉+ sup
y∈B2

〈v, y − x̂f〉 = 〈v, x̂f − x〉+ sup
‖w‖x̂f≤ν+2

√
ν

〈v, w〉

= 〈v, x̂f − x〉+ (ν + 2
√
ν)‖v‖ ∗x̂f .

Eftersom ‖−v‖∗x = ‖v‖∗x, kan vi nu utan inskränkning anta att 〈v, x̂f−x〉 ≤ 0,
och d̊a följer olikheten i satsen.

18.2 Vägföljande metoden

Standardform

L̊at oss säga att ett konvext optimeringsproblem har standardform om det
är presenterat p̊a formen

min 〈c, x〉
d̊a x ∈ X

där X är en kompakt konvex mängd med icke-tomt inre och X har försetts
med en ν-självkonkordant barriärfunktion F .

Anmärkning. Man kan visa att varje kompakt konvex mängd X har en bar-
riärfunktion, men för att barriärfunktionen skall vara användbar i konkreta
optimeringsproblem behöver den vara explicit given s̊a att man p̊a ett effek-
tivt sätt kan beräkna dess partiella första- och andraderivator.
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Antagandet att mängden X är begränsad är naturligtvis inte speciellt in-
skränkande för problem med ändliga optimala värden, ty vi kan alltid modifi-
era s̊adan problem genom att addera artificiella, mycket stora begränsningar
p̊a variablerna.

Vi p̊aminner ocks̊a om att ett godtyckligt konvext problem kan transfor-
meras till ett ekvivalent konvext problem med linjär m̊alfunktion med hjälp
av epigrafen. (Se kapitel 9.3.)

Exempel 18.2.1. Varje LP-problem med ändliga värden kan efter lämpliga
transformationer skrivas p̊a standardform. Genom att först identifiera det
affina höljet till polyedern av till̊atna punkter med Rn för lämpligt n, kan
vi utan inskränkning anta att polyedern har ett icke-tomt inre, och genom
att sedan vid behov tillfoga stora begränsningar p̊a variablerna kan vi ocks̊a
anta att v̊ar polyder X av till̊atna punkter är kompakt. Om vi sedan skriver
polyedern p̊a formen

(18.4) X = {x ∈ Rn | 〈ci, x〉 ≤ bi, i = 1, 2, . . . ,m},

s̊a är funktionen

F (x) = −
m∑
i=1

ln(bi − 〈ci, x〉)

en m-självkonkordant barriär till X.

Exempel 18.2.2. Konvexa kvadratiska problem, dvs. problem av typen

min g(x)
d̊a x ∈ X

där g är en konvex kvadratisk funktion och X är en begränsad polyeder i Rn

med icke-tomt inre, f̊ar p̊a epigrafform och med artificiell begränsning M p̊a
den nya variabeln s, formen

min s
d̊a (x, s) ∈ Y

där Y = {(x, s) ∈ Rn × R | x ∈ X, g(x) ≤ s ≤ M} är en kompakt konvex
mängd med icke-tomt inre. Om polyedern X ges som ett snitt av halvrum
som i (18.4), s̊a ser vi med hjälp av resultatet i exempel 18.1.3 att funktionen

F (x, s) = −
m∑
i=1

ln(bi − 〈ci, x〉)− ln(s− g(x))− ln(M − s)

är en (m+ 2)-självkonkordant barriär till Y .
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Centrala vägen

Vi skall nu studera den vägföljande metoden för standardproblemet

(SP) min 〈c, x〉
d̊a x ∈ X

där allts̊a X är en kompakt konvex delmängd av Rn med icke-tomt inre och
F är en ν-självkonkordant barriär till X. Problemets ändliga minimivärde
betecknas vmin.

För t ≥ 0 sätter vi
Ft(x) = t〈c, x〉+ F (x).

Funktionerna Ft : intX → R är slutna och självkonkordanta, och eftersom
mängden X är kompakt, har varje funktion Ft en unik minimipunkt x̂(t). Den
centrala vägen {x̂(t) | t ≥ 0} är med andra ord väldefinierad, och punkterna
p̊a den uppfyller ekvationen

(18.5) tc+ F ′(x̂(t)) = 0.

Startpunkten x̂(0) är per definition mängdens analytiska centrum x̂F med
avseende p̊a den givna barriären F .

Vi använder Newtons metod för att bestämma minimipunkten x̂(t) och
behöver därför i en godtycklig punkt x ∈ intX kunna beräkna Newtonsteget
och Newtondekrementet med avseende p̊a funktionen Ft.

Eftersom F ′′t (x) = F ′′(x), är den lokala normen ‖v‖x av en vektor med
avseende p̊a funktionen Ft densamma för alla t ≥ 0, nämligen

‖v‖x =
√
〈v, F ′′(x)v〉.

Däremot beror Newtonsteg och Newtondekrement av t; Newtonsteget i punk-
ten x är lika med−F ′′(x)−1F ′t(x) för funktionen Ft, och för dekrementet gäller
att

λ(Ft, x) =
√
〈F ′t(x), F ′′(x)−1F ′t(x)〉 = ‖F ′′(x)−1F ′t(x)‖x.

Stoppkriteriet i den vägföljande metoden kommer att formuleras med
hjälp av följande sats.

Sats 18.2.1. (i) För punkterna x̂(t) p̊a den centrala vägen till optimerings-
problemet (SP) är

〈c, x̂(t)〉 − vmin ≤
ν

t
.

(ii) För t > 0 och alla punkter x ∈ intX som uppfyller villkoret

λ(Ft, x) ≤ κ < 1



18.2 Vägföljande metoden 373

är vidare

〈c, x〉 − vmin ≤
ν + κ(1− κ)−1

√
ν

t
.

Bevis. (i) P̊a grund av ekvation (18.5) är c = −t−1F ′(x̂(t)). Det följer därför
av sats 18.1.4 att

〈c, x̂(t)〉 − 〈c, y〉 =
1

t
〈F ′(x̂(t)), y − x̂(t)〉 ≤ ν

t
för alla y ∈ X, och genom att som y välja en optimal punkt till problemet
(SP) erh̊aller vi olikheten i (i).

(ii) Eftersom 〈c, x〉 − vmin = (〈c, x〉 − 〈c, x̂(t)〉) + (〈c, x̂(t)〉 − vmin), räcker det
p̊a grund av den redan bevisade olikheten i (i) att visa att

(18.6) 〈c, x〉 − 〈c, x̂(t)〉 ≤ κ

1− κ
·
√
ν

t

om x ∈ intX och λ(Ft, x) ≤ κ < 1. Men det följer av sats 16.4.6 att

‖x− x̂(t)‖x̂(t) ≤
λ(Ft, x)

1− λ(Ft, x)
≤ κ

1− κ
,

s̊a genom att utnyttja att tc = −F ′(x̂(t)) och att F är ν-självkonkordant, f̊ar
vi följande kedja av likheter och olikheter:

t(〈c, x〉 − 〈c, x̂(t)〉) = −〈F ′(x̂(t)), x− x̂(t)〉 ≤ ‖F ′(x̂(t))‖∗x̂(t)‖x− x̂(t)‖x̂(t)

= λ(F, x̂(t))‖x− x̂(t)‖x̂(t) ≤
√
ν

κ

1− κ
.

Därmed är olikheten (18.6) bevisad och beviset klart.

Algoritmen

Den vägföljande algoritmen för att lösa standardproblemet

(SP) min 〈c, x〉
d̊a x ∈ X

fungerar nu i korthet p̊a följande sätt.

Vi startar med ett parametervärde t0 > 0 och en punkt x0 ∈ intX, som
ligger tillräckligt nära punkten x̂(t0) p̊a den centrala vägen. ”Tillräckligt
nära” uttrycks med hjälp av Newtondekrementet λ(Ft0 , x0), som skall vara
tillräckligt litet.

Sedan uppdaterar vi parametern t genom att sätta t1 = αt0 för lämpligt
α > 1 och minimerar funktionen Ft1 med Newtons dämpade metod och med
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x0 som startpunkt. Iterationerna i Newtons metod avbryts när man erh̊allit
en punkt x1, som ligger tillräckligt nära minimipunkten x̂(t1) till Ft1 .

Därefter upprepas proceduren med t2 = αt1 som ny parameter och med
x1 som startpunkt i Newtons metod för minimering av funktionen Ft2 , etc.
Som resultat erh̊alls en följd t0, x0, t1, x1, t2, x2, . . . , och proceduren avbryts
när tk blivit tillräckligt stort med xk som approximativ optimal punkt.

Av den skissartade beskrivningen framg̊ar att vi behöver tv̊a parameter i
algoritmen, en parameter α för att beskriva uppdateringen av t, och en para-
meter κ för att definiera stoppkriteriet i Newtons metod. Vi skall uppskatta
totala antalet inre iterationer, och uppskattningen blir enklast och tydligast
om man skriver uppdateringsparametern α p̊a formen α = 1 + γ/

√
ν.

Nedanst̊aende precisa formulering av den vägföljande algoritmen inneh̊al-
ler därför parametrarna γ och κ. Tillägget ”fas 2” beror p̊a att det behövs
ytterligare en fas för att generera till̊atna startvärden x0 och t0.

Vägföljande algoritmen, fas 2

Givet en uppdateringsparameter γ > 0, en omgivningsparameter 0 < κ < 1,
en toleransniv̊a ε > 0, en startpunkt x0 ∈ intX samt ett startvärde t0 > 0
som uppfyller λ(Ft0 , x0) ≤ κ.

1. Initiera: x := x0 och t := t0.
2. Stoppkriterium: Stoppa om εt ≥ ν + κ(1− κ)−1

√
ν.

3. Öka annars t: t := (1 + γ/
√
ν)t.

4. Uppdatera x genom att använda Newtons dämpade metod p̊a funktionen
Ft med det aktuella x-värdet som startpunkt:

(i) Beräkna Newtondekrementet λ = λ(Ft, x).
(ii) Avbryt Newtons metod om λ ≤ κ och g̊a till punkt 2.
(iii) Beräkna annars Newtonsteget ∆xnt = −F ′′(x)−1F ′t(x).
(iv) Uppdatera: x := x+ (1 + λ)−1∆xnt, och g̊a till (i).

Vi kan nu visa följande konvergensresultat.

Sats 18.2.2. Antag att ovanst̊aende vägföljande algoritm används p̊a stan-
dardproblemet (SP) med ν-självkonkordant barriär F . D̊a stoppar algoritmen
med en punkt x ∈ intX som uppfyller

〈c, x〉 − vmin ≤ ε.

För varje yttre iteration är antalet inre iterationer i Newtons algoritm
begränsat av en konstant K, och det totala antalet inre iterationer i den
vägföljande algoritmen begränsas av

C
√
ν ln

( ν

t0ε
+ 1
)

där konstanterna K och C bara beror av κ och γ.
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Bevis. L̊at oss börja med att undersöka hur den inre loopen 4 i algoritmen
fungerar.

Varje g̊ang algoritmen passerar förbi rad 2 s̊a gör den det med en punkt
x ∈ intX, som hör till ett t-värde med Newtondekrement λ(Ft, x) ≤ κ. Un-
der steg 4 minimeras sedan funktionen Fs, där s = (1 + γ/

√
ν)t, med hjälp

av Newtons dämpade metod med y0 = x som startpunkt. Punkterna y0, y1,
y2, . . . som genereras av metoden ligger i intX p̊a grund av sats 16.3.2, och
stoppvillkoret λ(Fs, yk) ≤ κ medför enligt sats 16.5.1 att algoritmen termine-
rar efter högst

⌊(
Fs(x)− Fs(x̂(s))

)
/ρ(−κ)

⌋
iterationer, där ρ är funktionen

ρ(u) = −u− ln(1− u).

Vi skall visa att det finns en konstant K, som bara beror av parametrarna κ
och γ, s̊a att ⌊

Fs(x)− Fs(x̂(s))

ρ(−κ)

⌋
≤ K,

och för den skull behöver vi uppskatta differensen Fs(x)−Fs(x̂(s)), vilket vi
gör i nästa lemma.

Lemma 18.2.3. Antag att λ(Ft, x) ≤ κ < 1. För alla s > 0 är d̊a

Fs(x)− Fs(x̂(s)) ≤ ρ(κ) +
κ
√
ν

1− κ
·
∣∣s
t
− 1
∣∣+ ν ρ(1− s/t).

Bevis för lemmat. Vi börjar med omskrivningen

(18.7) Fs(x)− Fs(x̂(s)) =
(
Fs(x)− Fs(x̂(t))

)
+
(
Fs(x̂(t))− Fs(x̂(s))

)
.

Genom att utnyttja att tc = −F ′(x̂(t)) och använda olikheten

|〈F ′(x̂(t)), v〉| ≤ λ(F, x̂(t))‖v‖x̂(t) ≤
√
ν‖v‖x̂(t)

f̊ar vi följande uppskattning av den första differensen i högerledet av (18.7):

Fs(x)− Fs(x̂(t)) = Ft(x)− Ft(x̂(t)) + (s− t)〈c, x− x̂(t)〉(18.8)

= Ft(x)− Ft(x̂(t))− (s/t− 1)〈F ′(x̂(t)), x− x̂(t)〉
≤ Ft(x)− Ft(x̂(t)) + |s/t− 1|

√
ν ‖x− x̂(t)‖x̂(t).

Enligt sats 16.4.6 är

Ft(x)− Ft(x̂(t)) ≤ ρ(λ(Ft, x)) ≤ ρ(κ)
och

‖x− x̂(t)‖x̂(t) ≤
λ(Ft, x)

1− λ(Ft, x)
≤ κ

1− κ
.
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Det följer därför av olikheten (18.8) att

(18.9) Fs(x)− Fs(x̂(t)) ≤ ρ(κ) +
∣∣s
t
− 1
∣∣ · κ√ν

1− κ
.

Det återst̊ar nu att uppskatta den andra differensen

φ(s) = Fs(x̂(t))− Fs(x̂(s))(18.10)

= s〈c, x̂(t)〉 − s〈c, x̂(s)〉+ F (x̂(t))− F (x̂(s))

i högerledet av (18.7).
Eftersom funktionen F är tv̊a g̊anger kontinuerligt differentierbar och

andraderivatan F ′′(x) är icke-singulär överallt, följer det av ekvationen

sc+ F ′(x̂(s)) = 0

för den centrala vägen och implicita funktionssatsen att funktionen x̂(s) är
en kontinuerligt differentierbar funktion. Implicit derivering ger

c+ F ′′(x̂(s))x̂′(s) = 0,

vilket betyder att

x̂′(s) = −F ′′(x̂(s))−1c.

Det följer nu av (18.10) att differensen φ(s) är kontinuerligt deriverbar med
derivata

φ′(s) = 〈c, x̂(t)〉 − 〈c, x̂(s)〉 − s〈c, x̂′(s)〉 − 〈F ′(x̂(s), x̂′(s)〉
= 〈c, x̂(t)− x̂(s)〉 − s〈c, x̂′(s)〉+ s〈c, x̂′(s)〉
= 〈c, x̂(t)− x̂(s)〉,

och ytterligare en derivering ger

φ′′(s) = −〈c, x̂′(s)〉 = 〈c, F ′′(x̂(s))−1c〉
= 〈s−1F ′(x̂(s)), s−1F ′′(x̂(s))−1F ′(x̂(s))〉
= s−2〈F ′(x̂(s)), F ′′(x̂(s))−1F ′(x̂(s))〉 = s−2λ(F, x̂(s))2 ≤ νs−2.

Notera nu att φ(t) = φ′(t) = 0. Genom att integrera olikheten för φ′′(s)
över intervallet [t, u] erh̊aller vi därför för u ≥ t uppskattningen

φ′(u) = φ′(u)− φ′(t) ≤
∫ u

t

νs−2 ds = ν(t−1 − u−1),
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och ytterligare en integration över intervallet [t, s] leder för s ≥ t till olikheten

Fs(x̂(t))− Fs(x̂(s)) = φ(s) =

∫ s

t

φ′(u) du ≤ ν

∫ s

t

(t−1 − u−1) du(18.11)

= ν
(s
t
− 1− ln

s

t

)
= ν ρ(1− s/t).

Samma slutsats erh̊alls ocks̊a om s < t genom att först integrera olikheten
för φ′′(s) över intervallet [u, t], och sedan den resulterande olikheten för φ′(u)
över intervallet [s, t].

Olikheten i lemmat följer nu slutligen av ekvation (18.7) och uppskatt-
ningarna (18.9) och (18.11).

Fortsättning av beviset för sats 18.2.2. Genom att använde lemmats upp-
skattning av differensen Fs(x) − Fs(x̂(s)) för s = (1 + γ/

√
ν)t erh̊aller man

olikheten⌊
Fs(x)− Fs(x̂(s))

ρ(−κ)

⌋
≤
⌊
ρ(κ) + γκ(1− κ)−1 + ν ρ(−γν−1/2)

ρ(−κ)

⌋
.

För u < 0 är ρ(u) = −u− ln(1− u) ≤ 1
2
u2, och därför är

ν ρ(−γν−1/2) ≤ 1
2
γ2.

Antalet inre iterationer i varje yttre iteration majoreras därför av konstanten

K =

⌊
ρ(κ) + γκ(1− κ)−1 + 1

2
γ2

ρ(−κ)

⌋
,

som bara beror av konstanterna κ och γ. Exempelvis är K = 5 om κ = 0.4
och γ = 0.32.

Vi överg̊ar nu till att betrakta antalet yttre iterationer. Sätt

β(κ) = ν + κ(1− κ)−1
√
ν.

Antag att stoppvillkoret εt ≥ β(κ) utlöses under iteration nummer k d̊a
allts̊a t = (1 + γ/

√
ν)kt0. För den av algoritmen levererade punkten x gäller

p̊a grund av sats 18.2.1 att

〈c, x〉 − vmin ≤ ε,

s̊a x approximerar minimipunkten med föreskriven precision.
Eftersom k är det minsta heltalet för vilket (1 + γ/

√
ν)k ≥ β(κ)/t0ε, är

vidare

k =

⌈
ln(β(κ)/t0ε)

ln(1 + γ/
√
ν)

⌉
.
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I intervallet 0 ≤ x ≤ 1 är ln(1+γx) ≥ x ln(1+γ), beroende p̊a att funktionen
ln(1 + γx) är konkav. Följaktligen är

ln(1 + γ/
√
ν) ≥ ln(1 + γ)√

ν
.

Vidare är β(κ) = ν + κ(1− κ)−1
√
ν ≤ ν + κ(1− κ)−1ν = (1− κ)−1ν. Detta

ger oss uppskattningen

k ≤
⌈√

ν ln((1− κ)−1ν/t0ε)

ln(1 + γ)

⌉
≤ K ′

√
ν ln
( ν

t0ε
+ 1
)

för antalet yttre iterationer med en konstant K ′ som bara beror av κ och
γ, och genom att multiplicera med konstanten K erh̊aller vi motsvarande
uppskattning för det totala antalet iterationer.

Fas 1

För att kunna använda den vägföljande algoritmen behöver man ett t0 > 0
och en punkt x0 ∈ intX med Newtondekrement λ(Ft0 , x0) ≤ κ att starta
ifr̊an. Eftersom centrala vägen börjar i mängdens analytiska centrum x̂F och
λ(F, x̂F ) = 0, kan man förvänta sig att (x0, t0) duger som startpar bara
x0 ligger tillräckligt nära x̂F och t0 är ett tillräckligt litet positivt tal. Vi
skall visa att man kan generera ett s̊adant par genom att lösa ett artificiellt
problem, givet att man känner n̊agon punkt x ∈ intX.

Vi definierar för den skull för 0 ≤ t ≤ 1 funktionerna Gt : intX → R
genom att för x ∈ intX sätta

Gt(x) = −t〈F ′(x), x〉+ F (x).

Funktionerna Gt är slutna och självkonkordanta och har unika minimipunk-
ter, som vi betecknar x(t).

Notera att G0 = F , s̊a x(0) = x̂F . Eftersom

G′t(x) = −tF ′(x) + F ′(x),

är vidare G′1(x) = 0. Detta betyder att x är funktionen G1:s minimipunkt
och att följaktligen x(1) = x. Kurvan {x(t) | 0 ≤ t ≤ 1} börjar med andra
ord i analytiska centret x̂F och slutar i den givna punkten x. Genom att
använda den vägföljande metoden, men med den skillnaden att vi följer kur-
van baklänges, kommer vi därför att erh̊alla ett lämpligt startpar för fas 2 av
algoritmen.
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Vi använder Newtons dämpade metod för att minimera Gt och noterar
att G′′t = F ′′ för alla t, s̊a den lokala normen med avseende p̊a funktionen Gt

överensstämmer med den lokala normen med avseende p̊a funktionen F , och
vi kan därför otvetydigt använda beteckningen ‖·‖x för den lokala normen i
punkten x.

Algoritmen för att bestämma ett startpar (x0, t0) ser nu ut s̊a här.

Vägföljande algoritmen, fas 1

Givet x ∈ intX och parametrarna 0 < γ < 1
2

√
ν och 0 < κ < 1.

1. Initiera: x := x och t := 1.
2. Stoppkriterium: Stoppa om λ(F, x) < 3

4
κ, och sätt x0 = x.

3. Minska t: t := (1− γ/
√
ν)t.

4. Uppdatera x genom att använda Newtons dämpade metod p̊a funktionen
Gt med det aktuella x-värdet som startpunkt:

(i) Beräkna λ = λ(Gt, x).
(ii) Avbryt Newtons metod om λ ≤ κ/2, och g̊a till punkt 2.
(iii) Beräkna annars Newtonsteget ∆xnt = −F ′′(x)−1G′t(x).
(iv) Uppdatera: x := x+ (1 + λ)−1∆xnt, och g̊a sedan till (i).

När algoritmen stoppat med en punkt x0 definierar vi t0 genom att sätta

t0 = max{t | λ(Ft, x0) ≤ κ}.
Antalet inre iterationer i fas 1 ges av följande sats.

Sats 18.2.4. Fas 1 av den vägföljande algoritmen stoppar med en punkt x0 i
intX efter högst

C
√
ν ln
( ν

1− πx̂F (x)
+ 1
)

inre iterationer, där konstanten C bara beror av parametrarna κ och γ, och
för talet t0 gäller att λ(Ft0 , x0) ≤ κ och

t0 ≥
κ

4 VarX(c)
.

Bevis. Vi börjar med att uppskatta antalet inre iterationer i varje yttre ite-
ration; detta antal begränsas av kvoten

Gs(x)−Gs(x(s))

ρ(−κ/2)
,

där s = (1− γ/
√
ν)t, och lemma 18.2.3 ger oss majoranten

ρ(κ/2) +
κ
√
ν

2− κ
· γ√

ν
+ ν ρ(γ/

√
ν)
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till br̊akets täljare. Här är νρ(γ/
√
ν) ≤ γ2 p̊a grund av lemma 16.3.1. Antalet

inre iterationer i varje yttre iteration begränsas s̊aledes av konstanten

ρ(κ/2) + κ(2− κ)−1γ + γ2

ρ(−κ/2)
.

Vi betraktar nu de yttre iterationerna. Eftersom F ′ = G′t + tF ′(x), är

λ(F, x) = ‖F ′(x)‖∗x = ‖G′t(x) + tF ′(x)‖∗x ≤ ‖G′t(x)‖∗x + t‖F ′(x)‖∗x(18.12)

= λ(Gt, x) + t‖F ′(x)‖∗x.

Vidare följer det av sats 18.1.11 att

‖F ′(x)‖∗x ≤ (ν + 2
√
ν)‖F ′(x)‖∗x̂F ≤ 3ν‖F ′(x)‖∗x̂F ,

och av sats 18.1.8 att

‖F ′(x)‖∗x̂F = sup
‖v‖x̂F≤1

〈F ′(x), v〉 ≤ ν

1− πx̂F (x)
,

s̊a

(18.13) ‖F ′(x)‖∗x ≤
3ν2

1− πx̂F (x)
.

Under yttre iteration nummer k är t = (1 − γ/
√
ν)k, och när Newtons me-

tod stoppar, uppfyller punkten x villkoret λ(Gt, x) ≤ κ/2. Stoppvillkoret
λ(F, x) < 3

4
κ i punkt 2 av algoritmen är därför p̊a grund av olikheten (18.12)

och uppskattningen (18.13) säkert uppfyllt om

1

2
κ+

3ν2

1− πx̂F (x)
(1− γ/

√
ν)k ≤ 3

4
κ,

dvs. om

k ln(1− γ/
√
ν) < − ln

( 12κ−1ν2

1− πx̂F (x

)
,

och genom att utnyttja olikheten ln(1− x) ≤ −x, som gäller för 0 < x < 1,
ser vi att stoppvillkoret är uppfyllt för

k >

√
ν

γ
ln
( 12κ−1ν2

1− πx̂F (x

)
.

Antalet yttre iterationer är därför mindre än

K
√
ν ln
( ν

1− πx̂F (x)
+ 1
)
,
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där konstanten K bara beror av κ och γ. Eftersom antalet inre iterationer i
varje yttre iteration begränsas av en konstant, som bara beror av κ och γ,
f̊ar vi därmed satsens uppskattning för det totala antalet inre iterationer.

Det följer av definitionen av slutvärdet t0 att κ = λ(Ft0 , x0), och vi f̊ar
därför med hjälp av sats 18.1.10 följande olikheter

κ = λ(Ft0 , x0) = ‖F ′t0(x0)‖∗x0 = ‖t0c+ F ′(x0)‖∗x0 ≤ t0‖c‖∗x0 + ‖F ′(x0)‖∗x0
= t0‖c‖∗x0 + λ(F, x0) ≤ t0 VarX(c) +

3

4
κ,

som innebär att
t0 ≥

κ

4 VarX c
.

Genom att kombinera de b̊ada faserna av algoritmen f̊ar vi nu följande
komplexitetsresultat.

Sats 18.2.5. För att lösa ett standardproblem (SP) med ν-självkonkordant
barriär, toleransniv̊a ε > 0 och startpunkt x ∈ intX behövs det högst

C
√
ν ln(νΦ/ε+ 1)

Newtonsteg, där

Φ =
VarX(c)

1− πx̂F (x)

och konstanten C bara beror av parametrarna γ och κ.

Bevis. Fas 1 levererar en startpunkt x0 och ett begynnelsevärde t0 för fas 2,
som uppfyller t0 ≥ κ/(4 VarX(c)). Antalet inre iterationer i fas 2 majoreras
därför av

O(1)
√
ν ln
(4ν VarX(c)

κε
+ 1
)

= O(1)
√
ν ln
(ν VarX(c)

ε
+ 1
)
.

Totala antalet inre iterationer i de b̊ada faserna är därför

O(1)
√
ν ln
( ν

1− πx̂F (x)
+ 1
)

+O(1)
√
ν ln
(ν VarX(c)

ε
+ 1
)

= O(1)
√
ν ln(νΦ/ε+ 1).

Anmärkning. Algoritmerna i det här avsnittet ger fina teoretiska komplexi-
tetsresultat, men de är inte lämpliga för praktiskt bruk. Den huvudsakliga
svagheten är den l̊aga uppdateringsfaktorn (1 +O(1)ν−1/2) av straffparame-
tern t, som leder till att totala antalet Newtonsteg blir proportionellt mot

√
ν.
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För ett LP-problem med n = 1000 variabler och m = 10000 olikheter skul-
le man behöva lösa hundratals linjära ekvationssystem med 1000 variabler,
vilket kräver ojämförligt mycket mer tid än vad som behövs med simplex-
algoritmen. Under flertalet yttre iterationer kan man emellertid i praktiken
öka straffparametern mycket snabbare än vad som behövs för den teoretiska
värstafallet-analysen, utan att för den skull behöva öka antalet Newtonsteg
för att bibeh̊alla närheten till den centrala vägen. Det finns bra praktiska
implementeringar av algoritmen som använder sig av olika dynamiska stra-
tegier för att kontrollera straffparametern t och som resulterar i att det bara
behövs ett måttligt totalt antal Newtonsteg, och detta oberoende av proble-
mets storlek.

18.3 LP-problem

Vi skall nu tillämpa algoritmen i föreg̊aende avsnitt p̊a LP-problem. Betrakta
för den skull ett LP-problem p̊a formen

(18.14) min 〈c, x〉
d̊a Ax ≤ b

där A = [aij] är en m× n-matris. Vi antar att polyedern

X = {x ∈ Rn | Ax ≤ b}
av till̊atna punkter är begränsad och har ett icke-tomt inre. Begränsnings-
antagandet medför att m > n.

Den i:te raden i matrisen A betecknas ai s̊a att ai = [ai1 ai2 . . . ain].
Matrismultiplikationen aix är s̊aledes väldefinierad.

Som barriär till omr̊adet X använder vi den m-självkonkordanta funktio-
nen

F (x) = −
m∑
i=1

ln(bi − aix).

Med godtycklig startpunkt x ∈ intX ger den vägföljande algoritmen en
ε-lösning, dvs. en punkt med ett målfunktionsvärde som approximerar det
optimala värdet med ett fel som understiger ε, efter högst

O(1)
√
m ln(mΦ/ε+ 1)

inre iterationer, där

Φ =
VarX(c)

1− πx̂F (x)
.

Vi skall nu uppskatta hur många aritmetiska operationer (additioner, sub-
traktioner, multiplikationer och divisioner) som behövs för att erh̊alla denna
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ε-lösning. För varje inre iteration i Newtonalgoritmen beräknar man först
barriärfunktionens gradient och hessian i den aktuella punkten x, dvs.

F ′(x) =
m∑
i=1

aTi
bi − aix

och F ′′(x) =
m∑
i=1

aTi ai
(bi − aix)2

.

Beräkningarna kan utföras med O(mn2) aritmetiska operationer (additioner,
subtraktioner, multiplikationer och divisioner).

Newtonriktningen ∆xnt i punkten x erh̊alls sedan under fas 2 som lösning
till det kvadratiska ekvationssystemet

F ′′(x)∆xnt = −(tc+ F ′(x)),

och med Gausselimination f̊ar man lösningen med hjälp av O(n3) aritme-
tiska operationer. Slutligen krävs det ytterligare O(n) aritmetiska operatio-
ner, inklusive en kvadratrotsberäkning, för att beräkna Newtondekrementet
λ = λ(Ft, x) och den nya punkten x+ = x + (1 + λ)−1∆xnt. Motsvarande
kalkyl av antalet operationer gäller ocks̊a för fas 1.

Av ovanst̊aende beräkningar är gradient- och hessianberäkningen den
mest kostsamma beroende p̊a att m > n. Totala antalet aritmetiska operatio-
ner i varje iteration är därför O(mn2), och genom att multiplicera med antalet
inre iterationer kan den totala aritmetiska ”kostnaden” för den vägföljande
algoritmen uppskattas till högst O(m3/2n2) ln(mΦ/ε+ 1) operationer.

Den erh̊allna approximativa minimipunkten x̂(ε) är en inre punkt i poly-
edern X, men minimum antas först̊as p̊a randen i en extremalpunkt till X.
Med utg̊angspunkt fr̊an x̂(ε) kan man med hjälp av en enkel procedur, som
kallas rening och beskrivs nedan, efter ytterligare högst O(mn2) aritmetiska
operationer hitta en extremalpunkt x̂ till X med ett målfunktionsvärde som
inte överstiger värdet i x̂(ε). Detta innebär att vi har följande resultat.

Sats 18.3.1. För LP-problemet (18.14) behövs det högst

O(m3/2n2) ln(mΦ/ε+ 1)

aritmetiska operationer för att hitta en extremalpunkt x̂ till polyedern X av
till̊atna punkter med ett m̊alfunktionsvärde som approximerar minimivärdet
med ett fel som understiger ε.

Rening

Hur man hittar en extremalpunkt med ett lägre funktionsvärde än värdet i
en given inre punkt beskrivs i beviset för följande sats.
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Sats 18.3.2. L̊at
min 〈c, x〉
d̊a Ax ≤ b

vara ett LP-problem med n variabler och m bivillkor, och antag att polyedern
X av till̊atna punkter är linjefri samt att m̊alfunktionen är ned̊at begränsad
p̊a X. För varje punkt i X kan man d̊a med högst O(mn2) aritmetiska opera-
tioner generera en extremalpunkt till X med ett m̊alfunktionsvärde som inte
överstiger värdet i den givna punkten.

Bevis. Idén är enkel; man följer en halvlinje fr̊an den givna punkten x(0)

med icke-växande målfunktionsvärden till dess att man träffar p̊a punkt x(1)

i en fasad F1 till polyedern X. Sedan följer man en halvlinje i fasaden F1

med icke-växande funktionsvärden till dess att man träffar p̊a en punkt x(2)

i skärningen F1 ∩ F2 av tv̊a fasader, etc. Efter n steg har man en punkt
x(n) i skärningen av n (oberoende) fasader, dvs. en extremalpunkt, med ett
funktionsvärde som är mindre än eller lika med värdet i startpunkten.

För att uppskatta antalet aritmetiska operationer studerar vi ovanst̊aende
procedur lite mer i detalj.

Vi startar genom att sätta v(1) = e1 om c1 < 0, v(1) = −e1 om c1 > 0 och
v(1) = ±e1 om c1 = 0, där tecknet i det sistnämnda fallet ska väljas s̊a att
halvlinjen x(0) + tv(1), t ≥ 0, skär polyederns rand, vilket är möjligt eftersom
polyedern antas vara linjefri. I de tv̊a förstnämnda fallen skär halvlinjen ocks̊a
polyederns rand beroende p̊a att 〈c, x(0) + tv(1)〉 = 〈c, x(0)〉 − t|c1| g̊ar mot
−∞ d̊a t g̊ar mot ∞ och målfunktionen antas vara ned̊at begränsad p̊a X.
Skärningspunkten x(1) = x(0) + t1v

(1) mellan halvlinjen och randen till X
kan beräknas med O(mn) aritmetiska operationer, eftersom vi bara behöver
beräkna vektorerna b−Ax(0) och Av(1) och kvoter mellan deras koordinater
för att hitta det icke-negativa parametervärdet t1.

Efter eventuell omnumrering kan vi anta att punkten x(1) ligger i hyper-
planet a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1. Vi eliminerar nu variabeln x1 ur
bivillkor och målfunktion, vilket resulterar i ett system av typen

(18.15)


x1 + a′12x2 + · · ·+ a′1nxn = b′1

A′

x2
...
xn

 ≤ b′

där A′ är en (m− 1)× (n− 1)-matris, och en målfunktion

c′2x2 + · · ·+ c′nxn + d′

som är den ursprungliga målfunktionens restriktion till den aktuella fasaden.
Antalet operationer för att utföra eliminationerna är ocks̊a O(mn).
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Efter totalt O(mn) operationer har vi s̊aledes hittat en punkt x(1) i en
fasad F1 till X med målfunktionsvärde 〈c, x(1)〉 = 〈c, x(0)〉 − t1|c1| ≤ 〈c, x(0)〉,
samt bestämt fasadens ekvation (18.15) och m̊alfunktionens restriktion till
fasaden. Vi har nu ett problem av lägre dimension n − 1 och med m − 1
bivillkor.

Vi fortsätter nu genom att välja en vektor v(2) som är parallell med fasa-
den F1 och längs vilken målfunktionen inte ökar. Detta sker genom att sätta
v

(2)
2 = ±1, v

(2)
3 = · · · = v

(2)
n = 0 (och v

(2)
1 = −a′12v

(2)
2 ), där tecknet för v

(2)
2

ska väljas s̊a att målfunktionen är icke-växande utefter halvlinjen x(1) + tv(2),
t ≥ 0, och halvlinjen skär den relativa randen till F1. Detta innebär att
v

(2)
2 = 1 om c′2 < 0 och v

(2)
2 = −1 om c′2 > 0, medan tecknet i fallet c′2 = 0

bestäms av kravet att halvlinjen ska skära randen.
Vi avgör sedan var halvlinjen x(1) + tv(2), t ≥ 0, skär den relativa randen

till F1, dvs. n̊agot av de återst̊aende hyperplanen. Om detta hyperplan är
planet a′21x2 + · · · + a′2nxn = b′2, säg, s̊a eliminerar vi variabeln x2 ur de
återst̊aende bivillkoren och målfunktionen. Allt detta kan göras med högst
O(mn) operationer och resulterar i en punkt x(2) i snittet av tv̊a fasader och
med ett m̊alfunktionsvärde 〈c, x(2)〉 = 〈c, x(1)〉 − t2|c′2| ≤ 〈c, x(1)〉.

Efter totalt n iterationssteg, som kräver högst nO(mn) = O(mn2) arit-
metiska operationer, har vi erh̊allit en extremalpunkt x̂ = x(n) med ett
målfunktionsvärde som inte överstiger värdet i punkten x(0). Extremalpunk-
tens koordinater f̊ar vi genom att lösa ett triangulärt ekvationssystem, vilket
bara kräverO(n2) operationer. Totalt har det åtg̊attO(mn2) operationer.

Exempel 18.3.1. Vi exemplifierar reningsalgoritmen genom att för proble-
met

min −2x1 + x2 + 3x3

d̊a


−x1 + 2x2 + x3 ≤ 4
−x1 + x2 + x3 ≤ 2
x1− 2x2 ≤ 1
x1− x2− 2x3 ≤ 1

med x(0) = (1, 1, 1) som utg̊angspunkt bestämma en extremalpunkt med ett
mindre målfunktionsvärde än 〈c, x(0)〉 = 2.

Eftersom c1 = −2 < 0, börjar vi med att välja v(1) = (1, 0, 0) och
bestämmer var halvlinjen x = x(0) + tv(1) = (1 + t, 1, 1), t ≥ 0, skär ran-
den. Insättning i de fyra bivillkoren visar att t = 2 ger likhet i den tredje
olikheten, samt att övriga olikheter är uppfyllda för detta t-värde. Punkten
x(1) = (3, 1, 1) ligger med andra ord i den fasad som f̊as genom att skära
polyedern X med stödhyperplanet x1 − 2x2 = 1. Vi eliminerar därför x1 ur
målfunktion och bivillkor med hjälp av detta hyperplans ekvation och be-
traktar restriktionen av målfunktionen till nämnda fasad, dvs. funktionen
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f(x) = −3x2 + 3x3 − 2 d̊a 
x1− 2x2 = 1

x3 ≤ 5
− x2 + x3 ≤ 3

x2− 2x3 ≤ 0

Den nya koefficienten för x2 i målfunktionen är negativ, s̊a vi följer halv-
linjen x2 = 1 + t, x3 = 1, t ≥ 0, i stödhyperplanet x1 − 2x2 = 1 till dess att
den skär ett nytt stödhyperplan, vilket inträffar för t = 1, d̊a den skär hyper-
planet x2 − 2x3 = 0 i punkten x(2) = (5, 2, 1). Elimination av x2 resulterar i
målfunktionen f(x) = −3x3 − 2 och systemet

x1− 2x2 = 1
x2− 2x3 = 0

x3 ≤ 5
− x3 ≤ 3

Ny halvlinje i fasaden F1 ∩ F2 är x3 = 1 + t, som skär det tredje stöd-
hyperplanet x3 = 5 d̊a t = 4, dvs. i punkten med x3-koordinat 5. Åter-
substitution ger x(3) = (21, 10, 5), som är en extremalpunkt med m̊alfunk-
tionsvärde −17.

18.4 Komplexitet

I det här avsnittet skall vi studera hur många aritmetiska operationer som
behövs för att producera en lösning till ett LP-problem med rationella koef-
ficienter, där vi med lösning menar problemets optimala värde och, förutsatt
att detta är ändligt, en optimal punkt. Alla kända uppskattningar av antalet
operationer beror, förutom av antalet variabler och bivillkor, ocks̊a av storle-
ken p̊a problemets koefficienter, och ett lämpligt mått p̊a problemets storlek
är antalet binära bitar som behövs för att representera samtliga koefficienter.

Definition. För vektorer x = (x1, x2, . . . , xn) i Rn sätter vi

`(x) =
n∑
j=1

dlog2(|xj|+ 1)e

och kallar heltalet `(x) för vektorns inputlängd.
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Antalet siffror (bitar) i den binära utvecklingen av ett positivt heltal z
är lika med dlog2(|z| + 1)e. Den binära utvecklingen av ett negativt heltal
z kräver ytterligare en bit för att ta hand om talets tecken, och det gör
ocks̊a representationen av z = 0. Antalet binära bitar för att representera
en godtycklig vektor x i Rn med heltalskoordinater är därför högst lika med
`(x) + n.

En vektors norm kan uppskattas med hjälp av inputlängden, och vi kom-
mer att behöva följande enkla skattning i fallen p = 1 och p = 2.

Lemma 18.4.1. För alla x ∈ Rn och p ≥ 1 är ‖x‖p ≤ 2`(x).

Bevis. Resultatet följer av de triviala olikheterna
∑n

j=1 aj ≤
∏n

j=1(aj + 1),
ap + 1 ≤ (a+ 1)p och log2(a+ 1) ≤ dlog2(a+ 1)e, som gäller för icke-negativa
tal a, aj, och ger att

‖x‖pp =
n∑
j=1

|xj|p ≤
n∏
j=1

(|xj|p + 1) ≤
n∏
j=1

(|xj|+ 1)p ≤ 2p `(x).

Vi skall nu studera LP-problem av typen

(LP) min 〈c, x〉
d̊a Ax ≤ b

där samtliga koefficienter i m × n-matrisen A = [aij] och i vektorerna b och
c är heltal. Varje LP-problem med rationella koefficienter kan uppenbarli-
gen ersättas med ett ekvivalent problem p̊a denna form efter multiplikation
med lämpliga minsta gemensamma nämnare. Polyedern av till̊atna punkter
kommer att betecknas X s̊a att

X = {x ∈ Rn | Ax ≤ b}.

Definition. Till problemet (LP) associerar vi de tv̊a talen

`(X) = `(A) + `(b) och L = `(X) + `(c) +m+ n,

där `(A) betecknar inputlängden hos matrisen A, uppfattad som vektor i
Rmn. Vi kallar heltalet `(X) för polyedern X:s inputlängd och heltalet L för
LP-problemets inputlängd †.

Huvudresultatet i det här avsnittet är följande sats, som medför att det
finns en lösningsalgoritm som är polynomiell i LP-problemets inputlängd.

†Det behövs `(X) + mn + m binära bitar för att representera samtliga koefficienter
i polyedern X och L + mn binära bitar för att representera samtliga koefficienter i LP-
problemet, s̊a det vore mer logiskt att kalla dessa tal för polyederns resp. LP-problemets
inputlängder. De fortsatta kalkylerna blir emellertid enklare med v̊ar konvention.
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Sats 18.4.2. Det finns en algoritm som löser LP-problemet (LP) med högst
O((m+ n)7/2L) aritmetiska operationer.

Bevis. I. Vi börjar med att konstatera att vi utan inskränkning kan anta att
polyedern X av till̊atna punkter är linjefri. Vi kan nämligen vid behov ersätta
problemet (LP) med det ekvivalenta och garanterat linjefria LP-problemet

min 〈c, x+〉 − 〈c, x−〉

d̊a


Ax+ − Ax−≤ b

−x+≤ 0
−x−≤ 0.

Detta LP-problem i n′ = 2n variabler och med m′ = m + 2n bivillkor har
inputlängd

L′ = 2`(A) + 2n+ `(b) + 2`(c) +m′ + n′

≤ 2(`(A) + `(b) + `(c) +m+ n) + 4n = 2L+ 4n ≤ 6L,

s̊a en algoritm som löser detta problem med O((m′ + n′)7/2L′) operationer
löser problemet (LP) med O((m + n)7/2L) operationer eftersom m′ + n′ ≤
4(m+ n) och L′ ≤ 6L.

Vi antar därför fortsättningsvis hela tiden att X är en linjefri polyeder,
och en konsekvens av detta antagande för en icke-tom polyeder X är att
m ≥ n och att X har minst en extremalpunkt.

P̊ast̊aendet i satsen är vidare trivialt sant för LP-problem med endast en
variabel, s̊a vi kan vidare utan inskränkning anta att m ≥ n ≥ 2. Slutligen
kan vi naturligtvis anta att alla raderna i matrisen A är nollskilda, ty om
rad nr k är identiskt noll, s̊a kan motsvarande bivillkor antingen strykas (om
bk ≥ 0) eller ocks̊a är polyedern av till̊atna punkter tom (om bk < 0). I
fortsättningen kan vi s̊aledes använda oss av olikheterna

`(X) ≥ `(A) ≥ m ≥ n ≥ 2 och L ≥ `(X) +m+ n ≥ `(X) + 4.

II. Under ovanst̊aende antaganden kommer vi att bevisa satsen genom att
visa:

1. Med O(m7/2L) operationer kan man avgöra om problemets värde är
+∞, −∞ eller ändligt, dvs. om det finns n̊agra till̊atna punkter och
om målfunktionen är ned̊at begränsad.

2. Givet att problemets värde är ändligt kan man sedan med O(m3/2n2L)
operationer bestämma en optimal lösning.

Eftersom beviset för punkt 1 utnyttjar att man bestämmer den optimala
lösningen till ett lämpligt hjälpproblem (med ändligt värde), börjar vi med
att visa punkt 2.
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III. Som första byggsten behöver vi ett lemma som ger oss information om
extremalpunkterna till polyedern X i termer av polyederns inputlängd.

Lemma 18.4.3. (i) L̊at x̂ vara en extremalpunkt till polyedern X. För alla
nollskilda koordinater x̂j gäller d̊a att

2−`(X) ≤ |x̂j| ≤ 2`(X).

Alla extremalpunkterna ligger s̊aledes i kuben {x ∈ Rn | ‖x‖∞ ≤ 2`(X)}.
(ii) Om x̂ och x̃ är tv̊a extremalpunkter till X och 〈c, x̂〉 6= 〈c, x̃〉, s̊a är

|〈c, x̂〉 − 〈c, x̃〉| ≥ 4−`(X).

Bevis. För att bevisa p̊ast̊aendena i lemmat börjar vi med att erinra om
Hadamards olikhet, som har följande lydelse: Om C = [cij] är en k×k-matris
med kolonner C∗1, C∗2, . . . , C∗k, s̊a är

|detC| ≤
k∏
j=1

‖C∗j‖2 =
k∏
j=1

( k∑
i=1

c2
ij

)1/2
.

Olikheten är geometriskt uppenbar − vänsterledet |detC| är volymen av
den av matriskolonnerna uppspända hyperparallellepipeden medan högerle-
det är volymen av ett hyperrätblock med lika l̊anga kanter som parallellepi-
pedens.

Genom att kombinera Hadamards olikhet med lemma 18.4.1 erh̊aller vi
olikheten

|detC| ≤
k∏
j=1

2`(C∗j) = 2`(C).

Om C är en kvadratisk delmatris till matrisen
[
A b

]
, s̊a är uppenbarligen

`(C) ≤ `(A) + `(b) = `(X), och det följer därför av olikheten ovan att

(18.16) |detC| ≤ 2`(X).

L̊at nu x̂ vara en extremalpunkt till polyedern X. D̊a finns det enligt
sats 5.1.1 en mängd {i1, i2, . . . , in} av radindex s̊a att extremalpunkten x̂ f̊as
som unik lösning till ekvationssystemet

n∑
j=1

aijxj = bi, i = i1, i2, . . . , in.

Enligt Cramers regel kan systemets lösning skrivas p̊a formen

x̂j =
∆j

∆
,
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där ∆ är koefficientmatrisens determinant och ∆j är den determinant som f̊as
genom att i ∆ byta ut kolonn nummer j mot ekvationssystemets högerled.
Determinanterna ∆ och ∆j är heltal, och p̊a grund av olikheten (18.16) är
deras belopp högst lika med 2`(X). För alla nollskilda koordinater x̂j, dvs.
alla j med ∆j 6= 0, f̊ar vi därför uppskattningarna

|x̂j| = |∆j|/|∆| ≤ 2`(X)/1 = 2`(X) och |x̂j| = |∆j|/|∆| ≥ 1/2`(X) = 2−`(X),

vilket är lemmats p̊ast̊aende (i).

(ii) Målfunktionens värde i extremalpunkten x̂ är

〈c, x̂〉 =
( n∑
j=1

cj∆j

)
/∆ = T/∆,

där täljaren T är ett heltal. Om x̃ är en annan extremalpunkt, s̊a är först̊as
analogt 〈c, x̃〉 = T ′/∆′ för n̊agot heltal T ′ och n̊agon determinant ∆′ med
|∆′| ≤ 2`(X). Det följer att differensen

〈c, x̃〉 − 〈c, x̂〉 = (T∆′ − T ′∆)/∆∆′

antingen är lika med noll eller, om täljaren är skild fr̊an noll, är ett tal som
till beloppet är ≥ 1/|∆∆′| ≥ 4−`(X).

IV. Som lösningsmetod skall vi använda den vägföljande metoden, men den
förutsätter att polyedern av till̊atna punkter är begränsad och att det finns
en inre punkt att starta fas 1 ifr̊an. För att komma runt denna sv̊arighet
betraktar vi följande hjälpproblem i n+ 1 stycken variabler och m+ 2 linjära
bivillkor:

(LPM) min 〈c, x〉+Mxn+1

d̊a


Ax+ (b− 1)xn+1 ≤ b

xn+1 ≤ 2
−xn+1 ≤ 0.

Här är M ett positivt heltal, 1 betecknar vektorn i Rm av idel ettor, och x
st̊ar som tidigare för n-tipeln (x1, x2, . . . , xn).

L̊at X ′ beteckna polyedern av till̊atna punkter i problemet (LPM). Ef-
tersom (x, xn+1) = (0, 1) satisfierar alla bivillkor med strikt olikhet, är (0, 1)
en inre punkt i X ′.

För inputlängden `(X ′) hos polyedern X ′ och inputlängden L(M) hos
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problemet (LPM) erh̊aller vi följande uppskattningar:

`(X ′) = `(A) +
m∑
i=1

⌈
log2

(
|bi − 1|+ 1

)⌉
+ 1 + 1 + `(b) + 2(18.17)

≤ `(X) + 4 +
m∑
i=1

(
1 +

⌈
log2

(
1 + |bi|

)⌉)
= `(X) + 4 +m+ `(b) ≤ 2`(X) + 4 ≤ 2L− 4

och

L(M) = `(X ′) + `(c) + dlog2(M + 1)e+m+ n+ 3(18.18)

≤ 2`(X) + 2`(c) + dlog2Me+m+ n+ 8

= 2L+ dlog2Me − (m+ n) + 8 ≤ 2L+ dlog2Me+ 4.

Motivet för att studera problemet (LPM) framg̊ar av nästa lemma.

Lemma 18.4.4. Antag att problemet (LP) har ett ändligt värde. D̊a gäller:

(i) För varje heltal M > 0 har problemet (LPM) ett ändligt värde.

(ii) Om (x̂, 0) är en optimal lösning till problemet (LPM), s̊a är x̂ en opti-
mal lösning till det ursprungliga problemet (LP).

(iii) Antag att M ≥ 24L och att problemet (LPM) antar sitt optimala värde i
extremalpunkten (x̂, x̂n+1) till X ′. D̊a är x̂n+1 = 0, och x̂ är följaktligen
en optimal lösning till problemet (LP).

Bevis. (i) Antagandet om ändligt värde innebär att polyedern X inte är tom
och att m̊alfunktionen 〈c, x〉 är ned̊at begränsad p̊a X, och enligt sats 12.1.1
betyder detta att vektorn c ligger i dualkonen till recessionskonen reccX.
Eftersom

reccX ′ = {(x, xn+1) | Ax+ (b− 1)xn+1 ≤ 0, xn+1 = 0}
= reccX × {0},

är dualkonen till reccX ′ lika med (reccX)+ × R. Vektorn (c,M) ligger
följaktligen i dualkonen (reccX ′)+, vilket betyder att målfunktionen i pro-
blemet (LPM) är ned̊at begränsad p̊a den icke-tomma mängden X ′. Det
artificiella problemet har s̊aledes ett ändligt värde.

Polyedern X ′ är vidare linjefri eftersom

linX ′ = {(x, xn+1) | Ax+ (b− 1)xn+1 = 0, xn+1 = 0}
= linX × {0} = {(0, 0)}.
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(ii) En punkt (x, 0) är till̊aten för problemet (LPM) om och endast om x
ligger i X, dvs. är till̊aten för problemet (LP). Om (x̂, 0) är en optimal lösning
till det artificiella problemet, s̊a är därför speciellt

〈c, x̂〉 = 〈c, x̂〉+M · 0 ≤ 〈c, x〉+M · 0 = 〈c, x〉
för alla x ∈ X, vilket visar att x̂ är en optimal lösning till problemet (LP).

(iii) Antag att extremalpunkten (x̂, x̂n+1) i polyedern X ′ är en optimal punkt
i problemet (LPM). Lemma 18.4.3 tillämpat p̊a polyedern X ′ och uppskatt-
ningen (18.17) ger d̊a att

(18.19) ‖x̂‖∞ ≤ 2`(X
′) ≤ 22`(X)+4 ≤ 22L−4,

s̊a det följer med hjälp av lemma 18.4.1 att

|〈c, x̂〉| ≤
n∑
j=1

|cj||x̂j| ≤ ‖c‖1‖x̂‖∞ ≤ 2`(c) · 22`(X)+4 ≤ 22`(X)+2`(c)+4

≤ 22L−2m−2n+4 ≤ 22L−4.

Antag att x̂n+1 6= 0; d̊a är x̂n+1 ≥ 2−`(X
′) ≥ 2−2L p̊a grund av lem-

ma 18.4.3. För det optimala värdet v̂M till det artificiella problemet (LPM)
gäller därför att

v̂M = 〈c, x̂〉+Mx̂n+1 ≥Mx̂n+1 − |〈c, x̂〉| ≥M · 2−2L − 22L−4.

L̊at nu x vara en godtycklig extremalpunkt till polyedern X. Eftersom
(x, 0) är en till̊aten punkt för problemet (LPM) och ‖x‖∞ ≤ 2`(X) p̊a grund
av lemma 18.4.3, satisfierar det optimala värdet v̂M ocks̊a olikheten

v̂M ≤ 〈c, x〉+M · 0 ≤ |〈c, x〉| ≤ ‖c‖1 · ‖x‖∞ ≤ 2`(c)+`(X) = 2L−m−n ≤ 2L−4.

Genom att kombinera de b̊ada olikheterna för v̂M erh̊aller vi olikheten

2L−4 ≥M · 2−2L − 22L−4,

som medför att

M ≤ 23L−4 + 24L−4 < 24L.

För M ≥ 24L är s̊aledes x̂n+1 = 0.

V. Vi är nu redo för huvudsteget i beviset för sats 18.4.2, som utgörs av
följande lemma.

Lemma 18.4.5. Antag att problemet (LP) har ett ändligt värde. Den vägföl-
jande algoritmen, tillämpad p̊a LP-problemet (LPM) med ‖x‖∞ ≤ 22L som
extra bivillkor, M = 24L, ε = 2−4L och (0, 1) som startpunkt för fas 1,
kompletterad med en efterföljande reningsoperation, genererar d̊a en optimal
lösning till problemet (LP) efter högst O(m3/2n2L) aritmetiska operationer.
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Bevis. Det följer av föreg̊aende lemma och uppskattningen (18.19) att LP-
problemet (LPM) för M = 24L har en optimal lösning (x̂, 0) som uppfyller
tilläggsvillkoret ‖x̂‖∞ ≤ 22L. Det LP-problem som erh̊alles genom att till
problemet (LPM) addera de 2n stycken bivillkoren

xj ≤ 22L och −xj ≤ 22L, j = 1, 2, . . . , n,

har därför samma optimala värde som problemet (LPM).
Det utvidgade problemet har m + 2n + 2 = O(m) linjära bivillkor, och

punkten z = (x, xn+1) = (0, 1) är en inre punkt i den kompakta polyedern
av till̊atna punkter, som vi fortsättningsvis betecknar Z. För ε = 2−4L och
med z som startpunkt stoppar därför den den vägföljande metoden enligt
sats 18.3.1 efter

O((m+ 2n+ 2)3/2n2) ln((m+ 2n+ 2)Φ/ε+ 1) = O(m3/2n2) ln(m24LΦ + 1)

operationer i en punkt i polyedern X ′, och målfunktionens värde i stoppunk-
ten approximerar det optimala värdet v̂M med ett fel som är mindre än eller
lika med 2−4L.

En efterföljande rening enligt metoden i sats 18.3.2 leder till en extre-
malpunkt (x̂, x̂n+1) i polyedern X ′ med ett målfunktionsvärde som ocks̊a är
mindre än eller lika med v̂M + 2−4L, och eftersom 2−4L = 4−2L < 4−`(X

′),
följer det av lemma 18.4.3 att (x̂, x̂n+1) är en optimal lösning till (LPM). P̊a
grund av lemma 18.4.4 betyder detta i sin tur att x̂ är en optimal lösning till
det ursprungliga problemet (LP).

För reningsoperationen behövs det O(mn2) aritmetiska operationer, s̊a
den totala aritmetiska kostnaden är

O(mn2) +O(m3/2n2) ln(m24LΦ + 1) = O(m3/2n2) ln(m24LΦ + 1)

operationer, och det återst̊ar nu endast att visa att ln(m24LΦ + 1) = O(L).
Eftersom m ≤ L, följer detta om vi visar att ln Φ = O(L). Per definition

är

Φ = VarZ(c,M) · 1

1− πẑF (z)
,

där ẑF är Z:s analytiska centrum med avseende p̊a den relevanta logaritmiska
barriären F . För beloppet av målfunktionens värde i en punkt (x, xn+1) ∈ Z
erh̊alls uppskattningen

|〈c, x〉+Mxn+1| ≤ ‖c‖1‖x‖∞ + 2M ≤ 2`(c)+2L + 2 · 24L ≤ 24L+2,

och funktionens maximala variation är högst dubbelt s̊a stor, varför

VarZ(c,M) ≤ 24L+3.

Den andra komponenten i Φ uppskattar vi med hjälp av sats sats 18.1.7.
L̊at B∞(a, an+1; r) beteckna den slutna bollen i Rn+1 = Rn × R med radie
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r och centrum i punkten (a, an+1) när avst̊andet ges av maxnormen i Rn+1,
dvs.

B∞(a, an+1; r) = {(x, xn+1) ∈ Rn × R | ‖x− a‖∞ ≤ r, |xn+1 − an+1| ≤ r}.

Per definition inkluderas polyedern Z i B∞(0, 0; 22L). Å andra sidan ligger
den lilla bollen B∞(z ; 2−L) helt i Z, ty om ‖x‖∞ ≤ 2−L och |xn+1−1| ≤ 2−L,
s̊a är

n∑
j=1

aijxj + (bi − 1)xn+1 − bi =
n∑
j=1

aijxj + bi(xn+1 − 1)− xn+1

≤
n∑
j=1

|aij||xj|+ |bi||xn+1 − 1| − xn+1 ≤ 2−L
( n∑
j=1

|aij|+ |bi|
)
− (1− 2−L)

≤ 2−L+`(X) + 2−L − 1 ≤ 2−4 + 2−L − 1 < 0,

vilket visar att den i:te olikheten i systemet Ax + (b − 1)xn+1 ≤ b gäller
med strikt olikhet för i = 1, 2, . . . ,m, och övriga olikheter som definierar
polyedern Z är uppenbarligen strikt uppfyllda.

Det följer därför av sats 18.1.7 att

πẑF (z) ≤ 2 · 22L

2 · 22L + 2−L
,

och att följaktligen

1

1− πẑF (z)
≤ 2 · 23L + 1 < 23L+2.

Detta medför att Φ ≤ 24L+3 · 23L+2 = 27L+5 och att s̊aledes ln Φ = O(L).
Därmed är beviset för lemmat klart.

VI. Det återst̊ar nu att visa att man med O(m7/2L) operationer kan avgöra
om det ursprungliga problemet (LP):s värde är +∞, −∞ eller ändligt.

För att avgöra om värdet är +∞ eller ej, dvs. om polyedern X är tom
eller ej, betraktar vi det artificiella LP-problemet

min xn+1

d̊a

{
Ax− 1xn+1 ≤ b

−xn+1 ≤ 0

Detta problem har garanterat till̊atna punkter eftersom (0, t) uppfyller samt-
liga bivillkor för tillräckligt stora positiva tal t. Vidare är uppenbarligen pro-
blemets optimala värde större än eller lika med noll, och värdet är lika med
noll om och endast om X 6= ∅.
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Vi kan s̊aledes avgöra om polyedernX är tom eller ej genom att bestämma
en optimal lösning till det artificiella problemet. Det artificiella problemets
inputlängd är lika med `(X) + 2m + n + 4, och eftersom detta tal är ≤ 2L,
följer det av lemma 18.4.5 att vi kan avgöra huruvida polyedern X är tom
eller ej med O(m3/2n2L) aritmetiska operationer.

Observera att vi inte behöver lösa det artificiella problemet exakt. Om
värdet är större än noll, s̊a är det nämligen p̊a grund av lemma 18.4.3 större
än eller lika med 2−2L. Det är därför tillräckligt att bestämma en punkt som
approximerar värdet med ett fel som understiger 2−2L för att veta om värdet
är noll eller ej.

VII. Om polyedern X inte är tom, s̊a behöver vi som nästa punkt avgöra
om m̊alfunktionen är ned̊at begränsad, och s̊a är fallet om och endast om det
duala problemet till (LP) har till̊atna punkter. Det duala maximeringspro-
blemet är ekvivalent med minimeringsproblemet

min 〈−b, y〉

d̊a


ATy ≤ c
−ATy ≤−c
−y ≤ 0,

som har m variabler, 2n+m (= O(m)) bivillkor och inputlängd

2`(A) +m+ 2`(c) + `(b) +m+ (2n+m) ≤ 2L+m ≤ 3L.

Det följer därför av steg VI att vi kan avgöra om det duala problemet har
n̊agra till̊atna punkter med O(m7/2L) operationer.

Därmed är beviset för sats 18.4.2 komplett.

Övningar

18.1 Visa att om funktionerna fi är νi-självkonkordanta barriärer till delmäng-
derna Xi av Rni , s̊a är funktionen f(x1, . . . , xm) = f1(x1) + · · ·+ fm(xm) en
(ν1 + · · ·+ νm)-självkonkordant barriär till produktmängden X1× · · · ×Xm.

18.2 Visa att den till funktionen f hörande duala lokala normen ‖v‖∗x är ändlig
om och endast om v är en vektor i N (f ′′(x))⊥ och att restriktionen av ‖·‖∗x
till N (f ′′(x))⊥ är en äkta norm.

18.3 L̊at X vara en sluten äkta konvex kon med icke-tomt inre, l̊at ν ≥ 1 va-
ra ett reellt tal, och antag att funktionen f : intX → R är sluten och
självkonkordant och att f(tx) = f(x) − ν ln t för alla x ∈ intX och alla
t > 0. Visa att
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a) f ′(tx) = t−1f ′(x) b) f ′(x) = −f ′′(x)x c) λ(f, x) =
√
ν.

Funktionen f är s̊aledes en ν-självkonkordant barriär till X.

18.4 Visa att icke-negativa ortanten X = Rn
+, ν = n och den logaritmiska bar-

riären f(x) = −
∑n

i=1 lnxi uppfyller förutsättningarna i föreg̊aende övning.

18.5 Sätt X = {(x, xn+1) ∈ Rn × R | xn+1 ≥ ‖x‖2}.
a) Visa att funktionen f(x) = − ln(x2

n+1−(x2
1 + · · ·+x2

n)) är självkonkordant
p̊a mängden intX.

b) Visa att X, ν = 2 och f uppfyller förutsättningarna i övning 18.3. Funk-
tionen f är s̊aledes en 2-självkonkordant barriär till X.

18.6 Antag att funktionen f : R++ → R är konvex och tre g̊anger kontinuerligt
deriverbar samt att

|f ′′′(x)| ≤ 3
f ′′(x)

x

för alla x > 0. Funktionen

F (x, y) = − ln(y − f(x))− lnx

med X = {(x, y) ∈ R2 | x > 0, y > f(x)} som definitionsmängd är själv-
konkordant enligt övning 16.3. Visa att funktionen är en 2-självkonkordant
barriär till slutna höljet clX.

18.7 Visa att funktionen

F (x, y) = − ln(y − x lnx)− lnx

är en 2-självkonkordant barriär till epigrafen

{(x, y) ∈ R2 | y ≥ x lnx, x ≥ 0}.

18.8 Visa att funktionen

G(x, y) = − ln(ln y − x)− ln y

är en 2-självkonkordant barriär till epigrafen {(x, y) ∈ R2 | y ≥ ex}.



Bibliografiska och historiska
notiser

Standardverk i konvex analys är Rockafellar [1] fr̊an 1970 och Hiriart-Urutty–
Lemarechal [1] fr̊an 1993. I Rockafellars bok kan s̊a gott som samtliga resultat
fr̊an kapitel 1–10 i den här boken återfinnas i en eller annan form. Rockafellars
bok inneh̊aller ocks̊a en historisk översikt med referenser till originalarbeten
inom omr̊adet.

En mer lättillgänglig bok i samma ämne är Webster [1]. Bland läroböcker
i konvexitet med tonvikten lagd p̊a polyedrar kan nämnas Stoer–Witzgall [1]
och den mer kombinatoriskt inriktade Grünbaum [1].

En modern lärobok i konvex optimering är Boyd & Vandenberghe [1],
som förutom teori och algoritmer ocks̊a inneh̊aller intressanta tillämpningar
fr̊an en mängd olika omr̊aden.

Del I

Den allmänna konvexitetsteorin grundlades kring sekelskiftet 1900 av Her-
mann Minkowski [1, 2] som en biprodukt till hans talteoretiska studier. Bland
annat inför Minkowski begreppen separation och extremalpunkt, och han vi-
sar varje kompakt konvex mängd är lika med konvexa höljet av sina extremal-
punkter och att varje polyeder är ändligt genererad, dvs. den ena riktningen
av sats 5.3.1 − omvändningen noterades senare av Weyl [1].

Begreppet dualkon introducerades av Steinitz [1], som även visade grund-
läggande resultat för recessionskonen.

Teorin för linjära olikheter är förv̊anansvärt ung − ett specialfall av sats
3.3.7 (övning 3.11a) visades av Gordan [1], den algebraiska versionen av Far-
kas lemma, dvs. korollarium 3.3.3, finns i Farkas [1], och ett närbesläktat
resultat (övning 3.11b) ges av Stiemke [1]. För den första systematiska fram-
ställningen av teorin st̊ar Weyl [1] och Motzkin [1]. Betydelsefulla bidrag har
ocks̊a lämnats av Tucker [1]. Beviset i kapitel 3 för Farkas lemma är geo-
metriskt till sin natur; ett alternativt algebraiskt induktionsbevis för lemmat

397
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finns i Kuhn [1].

Extremalpunkter och fasader behandlas utförligt i Klee [1,2].

Jensen [1] studerar konvexa funktioner av en reell variabel och visar att
konvexa funktioner med R som definitionsmängd är kontinuerliga och har en-
kelsidiga derivator överallt. Jensens olikhet visades dock tidigare av Hölder [1]
för funktioner med positiv andraderivata.

Konjugatfunktionen införs av Fenchel [1], och en modern framställning
av teorin för konvexa koner, mängder och funktioner ges i Fenchel [2], som
bl.a. inneh̊aller originalresultat om tillslutning av konvexa funktioner och
subdifferentialen.

Del II

Det tidigast kända exemplet p̊a linjär programmering återfinns i Fouriers ar-
beten fr̊an 1820-talet (Fourier [1]) och handlar om problemet att bestämma
den i maximumnorm bästa anpassningen till ett överbestämt linjärt ekva-
tionssystem. Fourier reducerade detta problem till att minimera en linjär
form över en polyeder och antydde ocks̊a en med simplexalgoritmen ekviva-
lent metod för att beräkna minimum.

Det skulle emellertid dröja ända fram 1940-talet innan man i större skala
började formulera praktiska problem som linjär programmering. Transport-
problemet formulerades av Hitchcock [1], som ocks̊a angav en konstruktiv
lösningsmetod, och dietproblemet studerades av Stigler [1], som dock inte
lyckades ange n̊agon fullständig lösning. Den ryske matematikern och ekono-
men Kantorovich [1] hade n̊agot tidigare formulerat och löst LP-problem in-
om produktionsplanering, men hans arbeten uppmärksammades inte utanför
Sovjetunionen och kom därför inte att p̊averka den fortsatta utvecklingen.

I samband med andra världskriget hade det uppst̊att behov av matema-
tiska metoder för att lösa militära planeringsproblem, och 1947 arbetade en
grupp matematiker under ledning av George Dantzig och Marshall Wood
vid U.S. Department of the Air Force med s̊adana problem. Gruppens ar-
bete resulterade i en insikt om betydelsen av linjär programmering, och den
första versionen av simplexalgoritmen beskrevs av Dantzig [1] och Wood–
Dantzig [1].

Att simplexalgoritmen kom nästan samtidigt med de första datorerna
gjorde det plötsligt möjligt att behandla stora problem numeriskt och bidrog
till genombrottet för linjär programmering. Ett viktigt led i populariseringen
blev ocks̊a den konferens om linjär programmering, som Tjalling Koopmans
arrangerade 1949 i Chicago. Under konferensen presenterade ekonomer, ma-
tematiker och statistiker uppsatser om linjär programmering, som senare
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publicerades i Koopmans [1], och denna bok blev startskottet för en snabbt
växande litteratur om linjär programmering.

Teorin för konvexa program har sitt ursprung i en uppsats av Kuhn–
Tucker [1], som behandlar nödvändiga och tillräckliga villkor för optimalitet
i icke-linjära problem. Kuhn–Tucker noterade sambandet mellan Lagrange-
multiplikatorer och sadelpunkter, och de fokuserade p̊a konvexitetens roll i
sammanhanget. Ett besläktat resultat med Lagrangemultiplikatorvillkor ha-
de annars visats tidigare av John [1] för allmänna differentierbara olikhetsbi-
villkor, och KKT-villkoren förekommer redan i en opublicerad masteruppsats
av Karush [1]. Sats 11.2.1 visades av Uzawa [1].

Dualitetssatsen i linjär programmering var känd som ett resultat inom
spelteori av John von Neumann, men det först publicerade beviset för denna
sats finns i Gale–Kuhn–Tucker [1].

Bland tidiga läroböcker inom linjär programmering kan nämnas Dant-
zig [4], som förutom det matematiska materialet även inneh̊aller en grundlig
historisk översikt, många tillämpningar och en omfattande bibliografi, och
Gale [1], som ger en koncis men matematiskt stringent framställning av linjär
programmering med tonvikten lagd p̊a ekonomiska tillämpningar. Bland lite
nyare böcker kan nämnas Chvatal [1] och Luenberger [1].

Del III

Dantzig [2] behandlade i sin grundläggande artikel 1951 det icke-degenererade
fallet av simplexalgoritmen, och möjligheten av cykling vid degeneration
v̊allade till en början en del bekymmer. Det första exemplet p̊a cykling kon-
struerades av Hoffman [1], men redan före denna upptäckt hade Charnes [1]
föreslagit en metod för att undvika cykling. Andra s̊adana metoder gavs sedan
av Dantzig–Orden–Wolfe [1] och Wolfe [2]. Blands [1] enkla pivoteringsregel
är av relativt sent datum.

Det är enkelt att modifiera simplexalgoritmen s̊a att den är direkt ap-
plicerbar p̊a problem med begränsade variabler, vilket först noterades av
Charnes–Lemke [1] och Dantzig [3].

Den duala simplexalgoritmen utvecklades av Beale [1] och Lemke [1]. De
idag effektivaste varianterna av simplexalgoritmen är primala-duala algorit-
mer.

Konvex-kvadratiska program kan lösas med en variant av simplexalgorit-
men, som formulerats av Wolfe [1].

Khachiyans [1] komplexitetsresultat bygger p̊a ellipsoidalgoritmen, som
först föreslogs av Shor [1] som metod inom allmän konvex optimering. Se
Bland–Goldfarb–Todd [1] för en översikt över ellipsoidmetoden.
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Efter publiceringen av Karmarkars [1] algoritm utvecklades m̊anga vari-
anter. Algoritmer för LP-problem med O(n3L) som komplexitetsgräns har
beskrivits av Gonzaga [1] och Ye [1].

Del IV

Newtons metod är en klassisk iterativ algoritm för att hitta kritiska punk-
ter till differentierbara funktioner. Att Newtons metod är lokalt kvadratiskt
konvergent för funktioner med Lipschitzkontinuerlig, positivt definit andra-
derivata i en omgivning av den kritiska punkten visades av Kantorovich [2].

Under 1950-talet började man använda barriärmetoder för att lösa icke-
linjära optimeringsproblem. Centrala vägen för logaritmiska barriärer stude-
rades av Fiacco och McCormick, och deras bok om sekventiell minimerings-
teknik − Fiacco–McCormick [1], först publicerad 1968 − är ett standardverk
inom omr̊adet. Metoderna fungerade oftast bra i praktiken, men det sakna-
des teoretiska komplexitetsresultat. De förlorade i popularitet p̊a 1970-talet
för att sedan f̊a en renässans i efterdyningarna till Karmarkars upptäckt.

I Karmarkars [1] polynomiella algoritm för linjär programmering avbildas
i varje iteration polyedern av till̊atna punkter och den aktuella approximativa
lösningen xk först med hjälp av en projektiv skalningstransformation p̊a en ny
polyeder och en ny punkt x′k som ligger nära centrum av den nya polyedern.
Därefter utförs ett steg i det transformerade rummet som resulterar i en
punkt xk+1 med lägre m̊alfunktionsvärde. Framstegen mäts med hjälp av en
logaritmisk potentialfunktion.

Man fann snart att Karmarkars potentialreducerande algoritm var be-
släktad med tidigare studerade vägföljande metoder, och Renegar [1] och
Gonzaga [1] lyckades visa att den vägföljande metoden med logaritmisk bar-
riär är polynomiell för LP-problem.

En allmän presentation av linjär programmering och utvecklingen p̊a al-
goritmomr̊adet fram till slutet av 1980-talet (ellipsoidmetoden, Karmarkars
algoritm, m. m.) ges av Goldfarb–Todd [1]. En översikt över potentialreduce-
rande algoritmer ges av Todd [1], medan Gonzaga [2] beskriver utvecklingen
av vägföljande algoritmer fram till år 1992.

Ett genombrott inom konvex optimering skedde i slutet av 1980-talet,
när Yurii Nesterov upptäckte att Gonzagas och Renegars bevis bara utnytt-
jade tv̊a egenskaper hos den logaritmiska barriärfunktionen, nämligen att
den uppfyller de tv̊a differentialolikheter som med Nesterovs terminologi in-
nebär att barriären är självkonkordant med ändlig parameter ν. Eftersom
det g̊ar att konstruera explicita, beräkningsbara självkonkordanta barriärer
för ett antal viktiga typer av konvexa mängder, kunde de teoretiska kom-
plexitetsresultaten för linjär programmering nu utvidgas till att ocks̊a gälla
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för en stor klass av konvexa optimeringsproblem, och tillsammans med Ne-
mirovskii utvecklade Nesterov algoritmer för konvex optimering som bygger
p̊a självkonkordanta barriärer. Se Nesterov–Nesterovski [1].
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Svar och lösningar till
övningarna

Kapitel 2

2.2 a) {x ∈ R2 | 0 ≤ x1 + x2 ≤ 1, x1, x2 ≥ 0}
b) {x ∈ R2 | ‖x‖ ≤ 1}
c) R2

++ ∪ {(0, 0)}
2.3 T. ex. {(0, 1)} ∪ (R× {0}) i R2.

2.4 {x ∈ R3
++ | x2

3 ≤ x1x2}
2.5 Utnyttja triangelolikheten(∑n

1 (xj + yj)
2
)1/2 ≤

(∑n
1 x

2
j

)1/2
+
(∑n

1 y
2
j

)1/2

för att visa att mängden är sluten under addition av vektorer. Alterna-
tivt kan man utnyttja perspektivavbildningen; se exempel 2.3.4.

2.6 Följer av att −ek är en konisk kombination av vektorerna e0, e1, . . . ,
en.

2.7 L̊at X vara halvrummet {x ∈ Rn | 〈c, x〉 ≥ 0}. För varje x ∈ X ligger
vektorn y = x − 〈c, x〉‖c‖−2c i det (n − 1)-dimensionella delrummet
Y = {x ∈ Rn | 〈c, x〉 = 0}, som enligt föreg̊aende övning genereras
som kon av n vektorer. Vektorn x är en konisk kombination av dessa n
vektorer och vektorn c.

2.8 Snittet mellan konen X och enhetscirkeln är en sluten cirkelb̊age med
ändpunkter i punkterna x och y, säg. Cirkelb̊agens längd är antingen
mindre än π, lika med π eller lika med 2π. I det förstnämnda fallet
är konen X äkta och genereras av de tv̊a vektorerna x och y. I de
b̊ada övriga fallen är X ett halvplan resp. hela R2 och genereras av tre
vektorer.

2.9 Utnyttja övning 2.8.

2.10 a) reccX = {x ∈ R2 | x1 ≥ x2 ≥ 0}, linX = {(0, 0)}
b) reccX = linX = {(0, 0)}

407
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2.10 c) reccX = {x ∈ R3 | 2x1 + x2 + x3 ≤ 0, x1 + 2x2 + x3 ≤ 0},
linX = {(t, t,−3t) | t ∈ R}

d) reccX={x ∈ R3 | x1 ≥ |x2|},
linX={x ∈ R3 | x1 = x2 = 0}.

2.12 b) (i) c(X) = {x ∈ R2 | 0 ≤ 1
3
x1 ≤ x2 ≤ 1

2
x1} = cl(c(X))

(ii) c(X) = {x ∈ R2 | 0 < x2 ≤ 1
2
x1} ∪ {(0, 0)},

cl(c(X) = {x ∈ R2 | 0 ≤ x2 ≤ 1
2
x1},

(iii) c(X) = {x ∈ R3 | x1x3 ≥ x2
2, x3 > 0} ∪ {(0, 0, 0)},

cl(c(X)) = c(X) ∪ {(x1, 0, 0) | x1 ≥ 0}.
c) c(X) = {(x, xn+1) ∈ Rn × R | ‖x‖ ≤ xn+1}.

2.14 L̊at z0 vara en randpunkt till X + Y . D̊a finns det en följd (zn)∞1 av
punkter zn ∈ X + Y s̊adana att zn → z0 d̊a n → ∞. Sätt zn =
xn + yn med xn ∈ X och yn ∈ Y . Eftersom mängden Y är kompakt,
har följden (yn)∞1 enligt Bolzano–Weierstrass sats en delföljd (ynk)

∞
k=1

som konvergerar mot en punkt y0 ∈ Y .
Betrakta nu motsvarande delföljd (xnk)

∞
k=1; eftersom xnk = znk − ynk ,

är ocks̊a denna delföljd konvergent med gränsvärde x0 = z0 − y0, och
eftersom mängden X är sluten, ligger gränspunkten x0 i X. Detta visar
att z0 = x0 + y0 ligger i X + Y . Mängden X + Y inneh̊aller s̊aledes alla
sina randpunkter och är därför en sluten mängd.

Kapitel 3

3.1 T. ex. {x ∈ R2 | x2 ≤ 0} och {x ∈ R2 | x2 ≥ ex1}.
3.2 Följer av sats 3.1.3 för slutna mängder och av sats 3.1.5 för öppna

mängder.

3.4 a) R+ × R b) {0} × R c) {0} × R+ d) R+ × R+

e) {x ∈ R2 | x2 ≥ x1 ≥ 0}
3.6 a) X = X++ = {x ∈ R2 | x1 + x2 ≥ 0, x2 ≥ 0},

X+ = {x ∈ R2 | x2 ≥ x1 ≥ 0}
b) X = X++ = R2, X+ = {(0, 0)}
c) X = R2

++ ∪ {(0, 0)}, X+ = X++ = R2
+

3.7 (i) ⇒ (iii): Eftersom −aj /∈ conA, finns det för varje j en vektor cj s̊a
att −〈cj, aj〉 < 0 och 〈cj, x〉 ≥ 0 för alla x ∈ conA, vilket medför att
〈cj, aj〉 > 0 och 〈cj, ak〉 ≥ 0 för alla k. Det följer att c = c1 +c2 +· · ·+cm
duger.

(iii) ⇒ (ii): Antag att 〈c, aj〉 > 0 för alla j. D̊a medför
∑m

1 λjaj = 0
att 0 = 〈c, 0〉 =

∑m
1 λj 〈c, aj〉, och om λj ≥ 0 för alla j är därför

λj 〈c, aj〉 = 0 för alla j med slutsatsen att λj = 0.
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(ii) ⇒ (i): Om det finns en vektor x s̊a att x =
∑m

1 λjaj och −x =∑m
1 µjaj med icke-negativa skalärer λj, µj, s̊a f̊ar vi genom addition∑m
1 (λj + µj)aj = 0 med slutsatserna λj + µj = 0, λj = µj = 0 och

x = 0.

3.8 Saknar lösning.

3.10 Lösbart för α ≤ −2, −1 < α < 1 och α > 1.

3.11 a) Systemen (S) och (S∗) är ekvivalenta med systemen
Ax≥ 0
−Ax≥ 0
Ex≥ 0
1Tx> 0

resp.

{
AT(y′ − y′′) + Ez + 1t= 0

y′, y′′, z ≥ 0, t > 0,

där y motsvaras av y′′ − y′. Sats 3.3.7 kan nu tillämpas.

b) Systemen (S) och (S∗) är ekvivalenta med systemen
Ax≥ 0
−Ax≥ 0
Ex> 0

resp.

{
AT(y′ − y′′) + Ez= 0
y′, y′′, z ≥ 0, z 6= 0,

där y motsvaras av y′′ − y′. P̊ast̊aendet följer därför av sats 3.3.7.

3.12 Enligt sats 3.3.7 är systemet lösbart om och endast om det duala sy-
stemet 

AT(y′ − y′′) + z + u= 0
A(w + u) = 0

y′, y′′, z, w, u ≥ 0, u 6= 0

saknar lösning. Av det duala systemets b̊ada ekvationer följer:

0 = −(w + u)TAT = −(w + u)TAT(y′ − y′′) = (w + u)T(z + u)

= wTz + wTu+ uTz + uTu,

och eftersom samtliga fyra termer i den sista summan är icke-negativa,
är speciellt uTu = 0, vilket medför att u = 0. Det duala systemet är
s̊aledes olösbart.

Kapitel 4

4.1 a) extX = {(1, 0), (0, 1)} b) extX = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1
2
, 1)}

c) extX = {(0, 0, 1), (0, 0,−1)} ∪ {(x1, x2, 0) | (x1 − 1)2 + x2
2 = 1} \

{(0, 0, 0)}.
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4.2 Antag att x ∈ cvxA \A; d̊a är x = λa+ (1− λ)y där a ∈ A, y ∈ cvxA
och 0 < λ < 1. Det följer att x /∈ ext(cvxA).

4.3 Enligt föreg̊aende övning är extX ⊆ A. Antag a ∈ A \ extX. D̊a är
a = λx1 + (1 − λ)x2, där x1, x2 ∈ X, x1 6= x2 och 0 < λ < 1. Sätt
xi = µia + (1− µi)yi, där 0 ≤ µi < 1 och yi ∈ cvx(A \ {a}). Det följer
nu av likheten a = (1−λµ1−(1−λ)µ2)−1(λ(1−µ1)y1+(1−λ)(1−µ2)y2)
att a ligger i cvx(A\{a}), och därför är cvx(A\{a}) = cvxA = X, vilket
strider mot minimalitetsantagandet för A. Denna motsägelse visar att
extX = A.

4.4 Mängden X \{x0} är konvex om och endast om ]a, b[⊆ X \{x0} för alla
a, b ∈ X\{x0}, dvs. om och endast om x0 /∈ ]a, b[ för alla a, b ∈ X\{x0},
dvs. om och endast om x0 ∈ extX.

4.5 T. ex. mängden i övning 4.1 c).

4.6 a) Följer direkt av sats 4.1.3.

b) Den slutna konvexa mängden
{
x ∈ R2 | x2 ≤

√
1− x2

1, |x1| ≤ 1
}

har tv̊a icke-utsatta extremalpunkter, (−1, 0) och (1, 0).

4.7 b) En nolldimensionell generell fasad är en extremalpunkt, och en noll-
dimensionell utsatt fasad är en utsatt punkt. Övning 4.6 b) ger därför
ett exempel p̊a en generell fasad som inte är en utsatt fasad.

c) Antag att a, b ∈ X och att den öppna sträckan ]a, b[ skär F ′. Eftersom
F ′ ⊆ F , skär samma sträcka ocks̊a F , s̊a det följer att a, b ∈ F . Men
eftersom F ′ är en generell fasad till F följer härav att a, b ∈ F ′, vilket
visar att F ′ är en generell fasad till X.
I mängden X i övning 4.6 b) är F = {1}×]−∞, 0] en utsatt fasad, och
F ′ = {(1, 0)} är en utsatt fasad till F men inte till X.

d) Fixera en punkt x0 ∈ F ∩ rintC. Till varje x ∈ C kan vi d̊a hitta en
punkt y ∈ C s̊adan att x0 ligger p̊a den öppna sträckan ]x, y[, och det
följer nu av definitionen av generell fasad att x ∈ F .

e) Använd resultatet i d) p̊a mängden C = X ∩ clF . Eftersom rintC
inneh̊aller rintF , är säkert F ∩ rintC 6= ∅, s̊a det följer att C ⊆ F . Den
omvända inklusionen är först̊as trivial.

f) Använd resultatet i d) med F = F1 och C = F2, vilket ger inklusionen
F2 ⊆ F1, och den omvända inklusionen f̊as analogt.

g) Om F är en generell fasad och F ∩ rintX 6= ∅, s̊a följer av d) att
X ⊆ F . För fasader F 6= X är därför F ∩ rintX = ∅, vilket innebär att
F ⊆ rbdryX.
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Kapitel 5

5.1 a) (−2
3
, 4

3
) och (4,−1) b) (−2

3
, 4

3
), (4,−1) och (−3,−1)

c) (0, 0, 0), (2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 4) och (4
3
, 4

3
, 0)

d) (0, 4, 0, 0), (0, 5
2
, 0, 0), (3

2
, 5

2
, 0, 0), (0, 1, 1, 0) och (0, 5

2
, 0, 3

2
)

5.2 Extremalstr̊alarna genereras av vektorerna (−2, 4, 3), (1, 1, 0), (4,−1, 1)
och (1, 0, 0).

5.3 C =

 1 −2 1
−1 2 3
−3 2 5


5.4 a) A = {(1, 0), (0, 1)}, B = {(−2

3
, 4

3
), (4,−1)}

b) A = ∅, B = {(−2
3
, 4

3
), (4,−1), (−3,−1)}

c) A = {(1, 1,−3), (−1,−1, 3), (4,−7,−1), (−7, 4,−1)},
B = {(0, 0, 0), (2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 4), (4

3
, 4

3
, 0)}

d) A = ∅,
B = {(0, 4, 0, 0), (0, 5

2
, 0, 0), (3

2
, 5

2
, 0, 0), (0, 1, 1, 0), (0, 5

2
, 0, 3

2
)}.

5.5 Inklusionen X = cvxA+ conB ⊆ conA+ conB = con(A ∪B) medför
att conX ⊆ con(A ∪ B). Uppenbarligen är A ⊆ cvxA ⊆ X. Eftersom
cvxA är kompakt, är reccX = conB, s̊a antagandet 0 ∈ X medför att
B ⊆ conB ⊆ X. S̊a A∪B ⊆ X med con(A∪B) ⊆ conX som slutsats.

Kapitel 6

6.1 T. ex. f1(x) = x− |x| och f2(x) = −x− |x|.
6.3 a ≥ 5 resp. a > 5.

6.4 Använd resultatet i övning 2.1.

6.5 Följer av att f(x) = max(xi1 + xi2 + · · ·+ xik), där maximum tas över
alla delmängder {i1, i2, . . . , ik} av {1, 2, . . . , n} med k stycken element.

6.6 För x1 +x2 + · · ·+xn = 0 är olikheten trivial, och för x1 + · · ·+xn > 0
f̊as den genom addition av de n olikheterna

f(xi) ≤
xi

x1 + · · ·+ xn
f(x1 + · · ·+ xn) +

(
1− xi

x1 + · · ·+ xn

)
f(0).

6.7 Välj

c =
f(x2)− f(x1)

‖x2 − x1‖2
(x1 − x2);

d̊a är f(x1) + 〈c, x1〉 = f(x2) + 〈c, x2〉, och kvasikonvexitetsantagandet
medför att f(λx1 + (1− λ)x2) + 〈c, λx1 + (1− λ)x2〉 ≤ f(x1) + 〈c, x1〉,
vilket efter förenkling leder till olikheten

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2).
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6.8 Definiera f : Rn × R→ R genom att sätta

f(x, t) =

{
t om (x, t) ∈ C,

+∞ om (x, t) /∈ C.

D̊a är inf{t ∈ R | (x, t) ∈ C} = inf{f(x, t) | t ∈ R}, och sats 6.2.6
följer nu ur korollarium 6.2.7.

6.9 Utnyttja att om x, y ∈ X s̊a finns det följder (xk)
∞
1 , (yk)

∞
1 av punkter

xk, yk ∈ intX s̊a att xk → x och yk → y d̊a k → ∞. Punkterna
λxk + (1− λ)yk tillhör ocks̊a intX och gränsöverg̊ang i olikheten

f(λxk + (1− λ)yk) ≤ λf(xk) + (1− λ)f(yk)

visar att f är konvex p̊a X.

6.10 Sätt m = inf{f(x) | x ∈ rint(dom f)} och fixera en relativt inre punkt
x0 i dom f . Om x är en godtycklig punkt i dom f och 0 < λ < 1 s̊a är
λx+ (1− λ)x0 en relativt inre punkt i dom f , varför det följer att

m ≤ f(λx+ (1− λ)x0) ≤ λf(x) + (1− λ)f(x0).

Genom att l̊ata λ→ 1 erh̊aller man olikheten f(x) ≥ m.

6.11 Minimum 8 f̊as för x = (1
8
, 2).

6.12 a) ‖x‖p b) max(x1, 0).

Kapitel 7

7.2 Ja.

7.5 L̊at J vara ett delintervall av I. Om f ′+(x) ≥ 0 för alla x ∈ J , s̊a är
f(y) − f(x) ≥ f ′+(x)(y − x) ≥ 0 för alla y > x i intervallet J , dvs.
funktionen f är växande p̊a J . Om istället f ′+(x) ≤ 0 för alla x ∈ J , s̊a
är f(y) − f(x) ≥ f ′+(x)(y − x) ≥ 0 för alla y < x, dvs. funktionen är
avtagande p̊a J .
Eftersom högerderivatan f ′+(x) är växande p̊a I, är antingen f ′+(x) ≥ 0
för alla x ∈ I, och d̊a är f växande p̊a I, eller ocks̊a är f ′+(x) ≤ 0 för
alla x ∈ I, och d̊a är f avtagande p̊a I, eller ocks̊a finns det en punkt
c ∈ I s̊a att f ′+(x) ≤ 0 till vänster om c och f ′+(x) > 0 till höger om c,
och d̊a är f avtagande till vänster om c och växande till höger om c.

7.6 a) Att gränsvärdena existerar följer av resultatet i föreg̊aende övning.

b) Betrakta den utvidgade funktionens epigraf.

7.7 Följer direkt av övning 7.6 b).

7.8 Antag att f ∈ F . L̊at x0 ∈ Rn vara en godtycklig punkt, och betrakta
funktionen g(x) = f(x) − 〈f ′(x0), x − x0〉. Funktionen g ligger i F
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och g′(x0) = 0. Det följer att g(x) ≥ g(x0) för alla x, vilket betyder
att f(x) ≥ f(x0) + 〈f ′(x0), x − x0〉 för alla x. Funktionen f är därför
konvex p̊a grund av sats 7.2.1.

7.9 Enligt sats 6.7.1 är φ(t) = f(x + tv) = f(x) + t〈f ′(x), v〉 för v ∈ Vf .
Genom att derivera tv̊a g̊anger f̊ar vi D2f(x)[v, v] = φ′′(0) = 0, varav
följer att f ′′(x)v = 0.

7.13 Sats 7.3.1 (i) med x bytt mot x̂ och v = x − x̂ ger i kombination med
Cauchy-Schwarz olikhet: µ‖x− x̂‖2 ≤ 〈f ′(x), x− x̂〉 ≤ ‖f ′(x)‖‖x− x̂‖.

Kapitel 8

8.1 Antag att f är µ-starkt konvex, där µ > 0, och l̊at c vara en subgradient
i 0 till den konvexa funktionen g(x) = f(x) − 1

2
µ‖x‖2. D̊a är f(x) ≥

f(0)+〈c, x〉+ 1
2
µ‖x‖2 för alla x, och högerledet g̊ar mot∞ d̊a ‖x‖ → ∞.

P̊ast̊aendet följer ocks̊a enkelt av sats 8.1.6.

8.2 Sträckan [−e1, e2], där e1 = (1, 0) och e2 = (0, 1).

8.3 a) B2(0; 1) = {x | ‖x‖2 ≤ 1} b) B1(0; 1) = {x | ‖x‖1 ≤ 1}
c) B∞(0; 1) = {x | ‖x‖∞ ≤ 1}.

8.4 a) dom f ∗ = {a}, f ∗(a) = b
b) dom f ∗ = {x | x < 0}, f ∗(x) = −1− ln(−x)
c) dom f ∗ = R+, f ∗(x) = x lnx− x, f ∗(0) = 0
d) dom f ∗ = R, f ∗(x) = ex−1

e) dom f ∗ = R−, f ∗(x) = −2
√
−x.

Kapitel 9

9.1 min 5000x1 + 4000x2 + 3000x3 + 4000x4

d̊a


−x1 + 2x2 + 2x3 + x4 ≥ 16
4x1 + x2 + 2x4 ≥ 40
3x1 + x2 + 2x3 + x4 ≥ 24, x ≥ 0

9.2 max v

d̊a


2x1 + x2− 4x3 ≥ v
x1 + 2x2− 2x3 ≥ v

−2x1− x2 + 2x3 ≥ v
x1 + x2 + x3 = 1, x ≥ 0

9.3 Radspelaren skall välja rad 2 och kolonnspelaren kolonn 1.
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9.4 Utbetalningsmatrisen är

Sp E Ru E Ru 2

Sp E −1 1 −1
Ru E 1 −1 −2
Sp 2 −1 2 2

och kolonnspelarens problem kan skrivas

min u

d̊a


−y1 + y2 + y3 ≤ u
y1− y2− 2y3 ≤ u
−y1 + 2y2 + 2y3 ≤ u
y1 + y2 + y3 = 1, y ≥ 0

9.5 a) (4
5
, 13

15
)

9.6 a) max r

d̊a


−x1 + x2 + r

√
2 ≤ 0

x1− 2x2 + r
√

5 ≤ 0

x1 + x2 + r
√

2 ≤ 1

b) max r

d̊a


−x1 + x2 + 2r≤ 0
x1− 2x2 + 3r≤ 0
x1 + x2 + 2r≤ 1

Kapitel 10

10.1 φ(λ) = 2λ− 1
2
λ2

10.2 För de b̊ada problemens duala funktioner φa resp. φb gäller:

φa(λ) = 0 för alla λ ≥ 0 och φb(λ) =


0 om λ = 0,

λ− λ lnλ om 0 < λ < 1,

1 om λ ≥ 1.

10.5 För alla i ∈ I(x̂) är gi(x0) ≥ gi(x̂)+〈g′i(x̂), x0− x̂〉 = 〈g′i(x̂), x0− x̂〉. För
i ∈ Iövr(x̂) är därför 〈g′i(x̂), x̂− x0〉 ≥ −gi(x0) > 0, och för i ∈ Iaff(x̂) är
〈g′i(x̂), x̂− x0〉 ≥ −gi(x0) ≥ 0.

10.6 a) vmin = −1 för x = (−1, 0) b) vmax = 2 + π
4

för x = (1, 1)

c) vmin = −1
3

för x = ±( 2√
6
,− 1√

6
) d) vmax = 1

54
för x = (1

6
, 2, 1

3
)

Kapitel 11

11.1 λ̂ = 2b

11.3 b) L̊at L : Ω× Λ→ R och L1 : (R× Ω)× (R+ × Λ)→ R vara Lag-
rangefunktionerna till problemen (P) resp. (P′), och l̊at φ och φ1 vara
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problemens duala funktioner. Följande samband gäller för Lagrange-
funktionerna:

L1(t, x, λ0, λ) = (1− λ0)(t− f(x)) + L(x, λ).

För ett givet λ ∈ Λ är Lagrangefunktionen L1 ned̊at begränsad om och
endast om λ0 = 1 och λ ∈ domφ. Följaktligen är domφ1 = {1}×domφ.
Vidare är φ1(1, λ) = φ(λ) för alla λ ∈ domφ.

11.4 L̊at I vara indexmängden för de icke-affina olikhetsbivillkoren, l̊at k
vara antalet element i I och sätt x = k−1

∑
i∈I xi. Punkten x uppfyller

Slaters villkor.

11.5 L̊at b(1) och b(2) vara tv̊a punkter i U och välj givet ε > 0 till̊atna punkter
x(i) i respektive problem (Pb(i)) som uppfyller f(x(i)) < vmin(b(i)) + ε.
För 0 < λ < 1 och b = λb(1) + (1− λ)b(2) är x = λx(1) + (1− λ)x(2) en
till̊aten punkt i problemet (Pb). Det följer att

vmin(b) ≤ f(x) ≤ λf(x(1)) + (1− λ)f(x(2))

< λvmin(b(1)) + (1− λ)vmin(b(2)) + ε,

och eftersom ε > 0 är godtyckligt, visar detta att funktionen vmin är
konvex p̊a U .

11.6 a) vmin = 2 för x = (0, 0) b) vmin = 2 för x = (0, 0)

c) vmin = ln 2−1 för x = (− ln 2, 1
2
) d) vmin = −5 för x = (−1,−2)

e) vmin = 1 för x = (1, 0) f) vmin = 2 e1/2 + 1
4

för x = (1
2
, 1

2
)

11.7 vmin = 2− ln 2 för x = (1, 1)

11.9 min 50x2
1 + 80x1x2 + 40x2

2 + 10x2
3

d̊a

{
0.2x1 + 0.12x2 + 0.04x3 ≥ 0.12
x1 + x2 + x3 = 1, x ≥ 0

Optimum f̊as för x1 = x3 = 0.5 milj kr.

Kapitel 12

12.1 Alla icke-tomma mängder X(b) = {x | Ax ≥ b} av till̊atna punkter har
samma recessionskon eftersom reccX(b) = {x | Ax ≥ 0} om X(b) 6= ∅.
Det följer därför av sats 12.1.1 att det optimala värdet v(b) är ändligt
för alla högerled b för vilka X(b) 6= ∅. P̊a grund av dualitetssatsen är
vidare

v(b) = min{〈−b, y〉 | ATy ≤ c, y ≥ 0},

s̊a det följer ocks̊a av samma sats att värdefunktionen v är konvex.



416 Svar och lösningar till övningarna

12.2 T. ex. min x1 − x2

d̊a

{
−x1 ≥ 1

x2 ≥ 1, x ≥ 0

och max y1 + y2

d̊a

{
−y1 ≤ 1

y2 ≤ −1, y ≥ 0

12.5 vmax =


t− 3

t+ 1
för x =

(
− 2

t+ 1
,
t− 1

t+ 1

)
om t < −2,

5 för x = (2, 3) om t ≥ −2.

Kapitel 13

13.1 a) min 2x1 − 2x2 + x3

d̊a


x1 +x2−x3− s1 = 3
x1 +x2−x3 + s2 = 2

x1, x2, x3, s1, s2 ≥ 0

b) min x1 + 2x′2 − 2x′′2

d̊a


x1 +x′2−x′′2 − s1 = 1

x′2−x′′2 − s2 = −2
x1, x

′
2, x
′′
2, s1, s2 ≥ 0

13.2 a) (5, 5, 0) och (71
2
, 0, 21

2
) b) (3, 0, 0, 0) och (0, 0, 0, 3)

13.3 max y1 + 7y2

d̊a


y1 + y2 ≤ 1

2y2 ≤ 1
−y1 + 7y2 ≤ 4

13.4 a) vmin = −1 för x = (0, 0, 4, 1) b) vmax = 56 för x = (24, 0, 0, 1, 11)

c) vmax = 306
7

för x = (15
7
, 3

7
, 0) d) vmax = 23 för x = (2, 0, 3, 0, 5)

e) vmin = −∞ f) vmin = −113
15

för x = (0, 2
3
, 0, 2

5
)

13.5 vmin = −2 antas i punkterna p̊a sträckan mellan (0, 3, 1, 1, 0) och
(0, 2, 2, 0, 1).

13.6 vmax = 15 för x = (21
2
, 21

2
, 21

2
, 0)

13.8 vmin = 9 för x = (2
3
, 12

3
, 12

3
)

13.9 vmin = −403
5

för x = (−33
5
, 114

5
)

13.10 a) vmin = 41
4

för x = (3
4
, 1

2
, 3

4
) b) vmin = 4

5
för x = (0, 2

5
, 0)

c) vmin = 5 7
12

för x = (11
4
, 11

12
, 0)

13.12 vmax =


7 för x = (31

2
, 0) om t ≤ 1,

4 + 3t för x = (2, 3) om 1 < t < 2,

5t för x = (0, 5) om t ≥ 2.

13.13 500 par av modell A och 700 par av modell B.

13.14 4 liter mjölk och 1 limpa. Mjölkpriset kan stiga till 10 kr/l.
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13.17 Använd först algoritmen A p̊a det system som best̊ar av de linjära olik-
heterna Ax ≥ b, x ≥ 0, ATy ≤ c, y ≥ 0, 〈c, x〉 ≤ 〈b, y〉. Om algoritmen
resulterar i lösningen (x, y), s̊a är p̊a grund av komplementaritetssatsen
x den optimala lösningen till minimeringsproblemet. Om algoritmen
istället visar att systemet saknar lösning, s̊a använder vi algoritmen p̊a
systemet Ax ≥ b, x ≥ 0 för att avgöra huruvida minimeringsproblemet
har till̊atna punkter eller ej. I det förstnämnda fallet är målfunktio-
nen ned̊at obegränsad p̊a grund av dualitetssatsen eftersom det duala
problemet måste sakna till̊atna punkter.

Kapitel 14

14.1 x1 = (4
9
,−1

9
), x2 = ( 2

27
, 2

27
), x3 = ( 8

243
,− 2

243
).

14.3 Följer av att hf ′(xk) = f(xk) − f(xk+1) → f(x̂) − f(x̂) = 0 och
hf ′(xk)→ hf ′(x̂).

Kapitel 15

15.1 ∆xnt = −x lnx, λ(f, x) =
√
x lnx, ‖v‖x = |v|/

√
x.

15.2 a) ∆xnt = (1
3
, 1

3
), λ(f, x) =

√
1
3
, ‖v‖x = 1

2

√
5v2

1 + 2v1v2 + 5v2
2

b) ∆xnt = (1
3
,−2

3
), λ(f, x) =

√
1
3
, ‖v‖x = 1

2

√
8v2

1 + 8v1v2 + 5v2
2.

15.3 ∆xnt = (v1, v2), där v1 + v2 = −1− e−(x1+x2),

λ(f, x) = e(x1+x2)/2 + e−(x1+x2)/2, ‖v‖x = e(x1+x2)/2|v1 + v2|.
15.4 Om rangA < m, s̊a är rangM < m+n, och omN (A)∩N (P ) inneh̊aller

en nollskild vektor x, s̊a är M

[
x
0

]
=

[
0
0

]
. Matrisen M saknar s̊aledes

invers i dessa fall.
Antag omvänt att rangA = m, dvs. att N (AT) = {0}, och att snittet
N (A)∩ N (P ) = {0}. Vi visar att koefficientmatrisen M är inverterbar
genom att visa att det homogena systemet{

Px+ATy= 0
Ax = 0

bara har den triviala lösningen x = 0, y = 0.
Genom att multiplicera den första ekvationen fr̊an vänster med xT f̊as

0 = xTPx+ xTATy = xTPx+ (Ax)Ty = xTPx,

och eftersom P är positivt semidefinit, följer det att Px = 0. Den första
ekvationen ger nu ATy = 0. S̊a x ∈ N (A)∩N (P ) och y ∈ N (AT), vilket
enligt förutsättningarna betyder att x = 0 och y = 0.
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15.5 a) Förutsättningarna innebär att 〈v, f ′′(x)v〉 ≥ µ‖v‖2 om Av = 0. För
funktionen f̃ innebär detta, beroende p̊a att AC = 0, att

〈w, f̃ ′′(z)w〉 = 〈w,CTf ′′(x)Cw〉 = 〈Cw, f ′′(x)Cw〉 ≥ µ‖Cw‖2

= µ〈w,CTCw〉 ≥ µσ‖w‖2

för alla w ∈ Rp, vilket visar att funktionen f̃ är µσ-starkt konvex.

b) P̊ast̊aendet följer av a) om vi visar att restriktionen av f till X är
K−2M−1-starkt konvex. S̊a antag att x ∈ X och att Av = 0. D̊a är[

f ′′(x) AT

A 0

] [
v
0

]
=

[
f ′′(x)v

0

]
s̊a det följer av begränsningen p̊a den inversa matrisens norm att

‖v‖ ≤ K‖f ′′(x)v‖.
Den positivt semidefinita andraderivatan f ′′(x) har en positivt semi-
definit kvadratrot f ′′(x)1/2 och ‖f ′′(x)1/2‖ = ‖f ′′(x)‖1/2 ≤ M1/2. Det
följer att

‖f ′′(x)v‖2 = ‖f ′′(x)1/2f ′′(x)1/2v‖2 ≤ ‖f ′′(x)1/2‖2‖f ′′(x)1/2v‖2

≤M‖f ′′(x)1/2v‖2 = M〈v, f ′′(x)v〉,

vilket insatt i olikheten ovan ger att

〈v, f ′′(x)v〉 ≥ K−2M−1‖v‖2.

Kapitel 16

16.2 Om Pi är projektionen av Rn1 × · · · ×Rnm p̊a den i:te faktorn Rni , s̊a
är f(x) =

∑m
i=1 fi(Pix). Det följer därför av satserna 16.1.5 och 16.1.6

att f är själkonkordant.

16.3 a) g′′(x) =
f ′(x)2

f(x)2
− f ′′(x)

f(x)
+

1

x2
≥ 0, s̊a funktionen g är konvex.

g′′′(x) = −f
′′′(x)

f(x)
+ 3

f ′(x)f ′′(x)

f(x)2
− 2

f ′(x)3

f(x)3
− 2

x3
, s̊a

|g′′′(x)| ≤ 3
f ′′(x)

x|f(x)|
+ 3
|f ′(x)|f ′′(x)

f(x)2
+ 2
|f ′(x)|3

|f(x)|3
+ 2

1

x3
.

Genom att välja a =
√
f ′′(x)/|f(x)|, b = |f ′(x)|/|f(x)| och c = 1/x i

olikheten

(∗) 3a2b+ 3a2c+ 2b3 + 2c3 ≤ 2(a2 + b2 + c2)3/2



Svar och lösningar till övningarna 419

erh̊alls olikheten |g′′′(x)| ≤ 2g′′(x)3/2, som visar att funktionen g är
självkonkordant.
För att visa olikheten (∗) kan man p̊a grund av homogeniteten anta att
a2 + b2 + c2 = 1. D̊a är a2 = 1 − b2 − c2, och olikheten reduceras efter
lite räknande till olikheten (b+ c)(3− (b+ c)2) ≤ 2, som gäller eftersom
x(3− x2) ≤ 2 för x ≥ 0.

16.3 b) L̊at φ(t) = F (x0 + αt, y0 + βt) vara restriktionen av F till en god-
tycklig linje genom punkten (x0, y0) i domF . För varje val av konstan-
terna A och B uppfyller funktionen f(x) − Ax − B förutsättningarna
i övningen, s̊a funktionen h(x) = − ln(Ax + B − f(x)) − lnx är p̊a
grund av resultatet i a) ocks̊a självkonkordant. Om α 6= 0, s̊a är
φ(t) = h(αt + x0) för A = β/α och B = y0 − βx0/α, och om α = 0
är istället φ(t) = − ln(βt + a) + b för a = y0 − f(x0) och b = − lnx0.
I b̊ada fallen är φ självkonkordant. Funktionen F är följaktligen själv-
konkordant.

16.6 a) Sätt λ = λ(f, x) och använd olikheterna (16.7) och (16.6) i sats
16.3.2 med y = x+ och v = x+ − x = (1 + λ)−1∆xnt. Som resultat
erh̊alls olikheten

〈f ′(x+), w〉 ≤ 〈f ′(x), w〉+
1

1 + λ
〈f ′′(x)∆xnt, w〉+

λ2‖w‖x
(1 + λ)2(1− λ/(1 + λ))

= 〈f ′(x), w〉 − 1

1 + λ
〈f ′(x), w〉+

λ2

1 + λ
‖w‖x

=
λ

1 + λ
〈f ′(x), w〉+

λ2

1 + λ
‖w‖x

≤ λ

1 + λ
λ‖w‖x +

λ2

1 + λ
‖w‖x =

2λ2

1 + λ
‖w‖x

≤ 2λ2‖w‖x+
(1 + λ)(1− λ/(1 + λ))

= 2λ2‖w‖x+

med λ(f, x+) ≤ 2λ2 som slutsats.

Kapitel 18

18.1 Följer av satserna 18.1.3 och 18.1.2.

18.2 För att visa implikationen ‖v‖∗x <∞⇒ v ∈ N (f ′′(x))⊥ skriver vi v p̊a
formen v = v1 +v2 med v1 ∈ N (f ′′(x)) och v2 ∈ N (f ′′(c))⊥, och noterar
att ‖v1‖x = 0. Det följer att ‖v‖2

1 = 〈v1, v1〉 = 〈v, v1〉 ≤ ‖v‖∗x‖v1‖x = 0,
vilket innebär att v1 = 0 och att följaktligen v tillhör N (f ′′(x))⊥.

För varje v ∈ N (f ′′(x))⊥ finns det vektor u s̊adan att v = f ′′(x)u, och
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vi skall visa att ‖v‖∗x = ‖u‖x. Detta medför att ‖v‖∗x <∞ och att ‖·‖∗x
är en norm p̊a delrummet N (f ′′(x))⊥ av Rn.
För godtycklig vektor w ∈ Rn är p̊a grund av Cauchy–Schwarz olikhet

〈v, w〉 = 〈f ′′(x)u,w〉 = 〈f ′′(x)1/2u, f ′′(x)1/2w〉
≤ ‖f ′′(x)1/2u‖‖f ′′(x)1/2w‖ = ‖u‖x‖v‖x,

och detta medför att ‖v‖∗x ≤ ‖u‖x. Om v 6= 0 s̊a ligger vektorn u inte
i N (f ′′(x)), vilket betyder att ‖u‖x 6= 0. För w = u/‖u‖x f̊ar vi nu
likheten

〈v, w〉 = ‖u‖−1
x 〈f ′′(x)1/2u, f ′′(x)1/2u〉 = ‖u‖−1

x ‖f ′′(x)1/2u‖2 = ‖u‖x,

som visar att är ‖v‖∗x = ‖u‖x. Och om v = 0, s̊a är u en vektor i
N (f ′′(x)) och vi har ‖v‖∗x = ‖u‖x även i detta fall.

18.3 a) Derivera likheten f(tx) = f(x)− ν ln t med avseende p̊a x.

b) Derivera den resulterande likheten i a) med avseende p̊a t och sätt
t = 1.

c) EftersomX inte inneh̊aller n̊agon linje, är den självkonkordanta funk-
tionen f icke-degenererad, och det följer av resultatet i b) att funk-
tionens unika Newtonriktning i punkten x är lika med x. Genom att
derivera likheten f(tx) = f(x) − ν ln t med avseende p̊a t och sedan
sätta t = 1 erh̊alles 〈f ′(x), x〉 = −ν. Följaktligen är

ν = −〈f ′(x), x〉 = −〈f ′(x),∆xnt〉 = λ(f, x)2.

18.5 Sätt g(x, xn+1) = (x2
1 + · · ·+ x2

n)− x2
n+1 = ‖x‖2 − x2

n+1, s̊a att

f(x) = − ln(−g(x, xn+1)),

och sätt w = (v, vn+1). D̊a är

Dg = Dg(x, xn+1)[w] = 2(〈x, v〉 − xn+1vn+1),

D2g = D2g(x, xn+1)[w,w] = 2(‖v‖2 − v2
n+1),

D3g = D3g(x, xn+1)[w,w,w] = 0,

Df = Df(x, xn+1)[w] = −1

g
Dg

D2f = D2f(x, xn+1)[w,w] =
1

g2

(
(Dg)2 − gD2g

)
,

D3f = D3f(x, xn+1)[w,w,w] =
1

g3

(
−2(Dg)3 + 3gDgD2g

)
.
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Betrakta differensen

∆ = (Dg)2−gD2g = 4(〈x, v〉−xn+1vn+1)2+2(x2
n+1−‖x‖2)(‖v‖2−v2

n+1).

Eftersom xn+1 > ‖x‖, är ∆ ≥ 0 om |vn+1| ≤ ‖v‖. S̊a antag att |vn+1| >
‖v‖. D̊a är

|xn+1vn+1 − 〈x, v〉| ≥ xn+1|vn+1| − |〈x, v〉|
≥ xn+1|vn+1| − ‖x‖‖v‖ ≥ 0

och följaktligen

∆ ≥ 4(xn+1|vn+1| − ‖x‖‖v‖)2 + 2(x2
n+1 − ‖x‖2)(‖v‖2 − v2

n+1)

= 2(xn+1|vn+1| − ‖x‖‖v‖)2 + 2(xn+1‖v‖ − ‖x‖|vn+1|)2 ≥ 0.

Detta visar att D2f = ∆/g2 ≥ 0, s̊a funktionen f är konvex.

För att visa att funktionen är självkonkordant, skall vi visa att

4(D2f)3 − (D3f)2 ≥ 0.

Efter förenkling f̊as

4(D2f)3 − (D3f)2 = g−4(D2g)2(3(Dg)2 − 4gD2g),

och problemet har därmed reducerats till att visa att differensen

∆′ = 3(Dg)2 − 4gD2g

= 12(〈x, v〉 − xn+1vn+1)2 + 8(x2
n+1 − ‖x‖2)(‖v‖2 − v2

n+1)

är icke-negativ. För |vn+1| ≤ ‖v‖ är detta uppenbart, och för |vn+1| >
‖v‖ f̊as p̊a motsvarande sätt som ovan

∆′ ≥ 12(xn+1|vn+1| − ‖x‖‖v‖)2 + 8(x2
n+1 − ‖x‖2)(‖v‖2 − v2

n+1)

= 4(xn+1|vn+1| − ‖x‖‖v‖)2 + 8(xn+1‖v‖ − ‖x‖|vn+1|)2 ≥ 0.

18.6 L̊at w = (u, v) vara en godtycklig vektor i R2. Med beteckningarna
a = 1/(y − f(x)), b = −1/x, A = f ′(x) och B = f ′′(x), där a > 0 och
B ≥ 0, blir

DF (x, y)[w] = (aA+ b)u− av
D2F (x, y)[w,w] = (aB + a2A2 + b2)u2 − 2a2Auv + a2v2.

Efter förenkling f̊as olikheten

2D2F (x, y)[w,w]−
(
DF (x, y)[w]

)2

= a2A2u2 + b2u2 + a2v2 + 2abuv − 2a2Auv − 2abAu2 + 2aBu2

= (aAu− bu− av)2 + 2aBu2 ≥ 0,

som visar att funktionen F är 2-självkonkordant.
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18.7 Använd resultatet i övning 18.5 med f(x) = x lnx.

18.8 Resultatet i övning 18.5 ger för f(x) = − lnx att

F (x, y) = − ln(lnx+ y)− lnx

är en 2-självkonkordant barriär till slutna höljet av omr̊adet −y < lnx.
Eftersom G(x, y) = F (y,−x), följer det sedan av sats 18.1.3 att G är
en 2-självkonkordant barriär till omr̊adet y ≥ ex.
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