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Forord

Detta kompendium innehaller material for en fempoéngskurs i elementér talteori
och har sammanstillts av foreldsningsanteckningarna till en kurs i &mnet som
jag holl varterminen 2002 och har tidigare forelegat i en engelskspraklig version.

Innehallet &r elementért i den meningen att de enda forkunskaper och féirdig-
heter som krévs for att ta sig igenom materialet, utéver grundliggande gym-
nasiekunskaper, ar fortrogenhet med induktionsbevis och indirekta bevis samt
kénnedom om grinsvirdesbegreppet for talfcljder. Ndrmare bestdmt behdver
man veta att begrinsade monotona foljder har ett grinsviirde. (Diskussionen
om antalet primtal i avsnitt 2 fordrar visserligen mer analyskunskaper, men den
delen kan hoppas éver utan att sammanhanget gar férlorat.) Speciellt behéver
man alltsa inte ha last nagon kurs i algebra dven om kunskaper i abstrakt alge-
bra naturligtvis ar en fordel och okar forstaelsen.

Samtliga avsnitt avslutas med &vningsuppgifter, som i stor utstrickning
héimtats fran ett kompendium av Stig Christofferson. Jag dr tacksam for att
jag fatt hans tillstand till detta. Svar till 6vningarna finns i slutet av kompendi-
et, och flertalet teoriuppgifter har ocksa forsetts med ledningar eller 16sningar.

En preliminér version av kompendiet blev omsorgsfullt l4st och kommenterad
av Joakim Elgh, en av studenterna pa kursen, och jag vill tacka honom foér nagra
mycket anvindbara forslag till forbéttringar och forenklingar.

Uppsala, 2012
Lars-Ake Lindahl
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1 Delbarhet 1

1 Delbarhet

Definition 1.1 Ett heltal b &r delbart med heltalet a, vilket skrivs a | b, om det
finns ett heltal z sadant att b = ax. Man séger i sa fall ocksa att b &r en multipel
av a och att a &r en delare till b.

Att a inte &r en delare till b skrivs a / b.

Varje heltal a dr uppenbarligen delbart med talen +1 och +a. Dessa delare
kallas triviala.
Bevisen for foljande enkla egenskaper ldmnas som 6vning till ldsaren.

Sats 1.2 Lat a, b och ¢ vara heltal
(i) Om a|b ochb#0, sa gdiller att |a] < |b].

(i) Om a|b, sd gdiller att a | be.

(i5i)) Om a|b ochb|c, sd giller att a | c.

(iv) Om c | a och ¢ | b, sa giller att ¢ | (ax + by) for alla heltal x och y.
(v) Oma|bochb|a, sadra==+b.

(vi) Antag att ¢ # 0. Da gdller att a | b om och endast om ac | be.

Varje nollskilt heltal har pa grund av sats 1.2 (i) bara dndligt manga delare.
Tva tal, som inte bada &r 0, kan darfér bara ha dndligt manga gemensamma
delare, och eftersom talet 1 &r en gemensam delare finns det atminstone en
gemensam delare och ddrmed ocksa en storsta gemensam delare till de bada
talen.

Definition 1.3 Den storsta gemensamma delaren till tva tal a och b, som inte
bada #r lika med noll, betecknas sgd(a,b). For att begreppet ska bli definierat
dven i fallet a = b = 0 sétter vi vidare sgd(0,0) = 0.

Om sgd(a,b) = 1 séiger man att talen a och b &r relativt prima.

Anmirkning. Limpligheten av den speciella definitionen sgd(0,0) = 0 kommer
att framga av sats 1.9.

Om atminstone ett av talen a och b r skilt fran noll, sa géller per definition
ekvivalensen

d=sgd(a,b) @ dlaNd|bA(z|aNz|b=2x<d).
Uppenbarligen ar vidare
sgd(b, a) = sgd(a,b) = sgd(—a,b) = sgd(a, —b) = sgd(—a, —b),

sa nar man ska berdkna den storsta gemensamma delaren till tva tal kan man
ersitta dem med deras absolutbelopp.

ExEMPEL 1 Talet 102 har de positiva delarna 1, 2, 3, 6, 17, 34, 51 och 102, och
talet —170 har de positiva delarna 1, 2, 5, 10, 17, 34, 85 och 170. De gemensamma,
positiva delarna &r 1, 2, 17 och 34. Féljaktligen ér sgd(102, —170) = 34. O

Att som i exemplet ovan bestimma den storsta gemensamma delaren till tva
tal genom att forst bestimma alla delarna till de bada talen verkar inte vara
nagon praktiskt genomforbar metod om de bada givna talen &r mycket stora.
Vi ska darfor beskriva en effektiv alternativ metod som bygger pa foljande sats.
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Sats 1.4 For alla heltal n dr sgd(a,b) = sgd(a — nb,b).

Bevis. Sétt r = a — nb; da d&r @ = r + nb. Om ¢ | b, sa foljer det dérfor
av sats 1.2 (iv) att ¢ | @ om och endast om ¢ | r. Paret a, b och paret a, r
har foljaktligen samma gemensamma delare. Speciellt har de samma storsta
gemensamma delare. O

Vi kan pa ett naturligt sidtt utvidga definitionen av storsta gemensamma
delare till att gélla fler &n tva tal — givet n heltal ay, as, . .., a, som inte alla &r
lika med noll definierar vi deras stirsta gemensamma delare sgd(aq, az, ..., ay)
som det storsta heltal som delar alla de givna talen. Slutligen utvidgar vi de-
finitionen sa att begreppet blir definierat for alla n-tiplar av heltal genom att
sitta sgd(0,0,...,0) = 0.

Talen a1, as, ... ,a, kallas relativt prima om sgd(ay,as,...,a,) = 1, och de
kallas parvis relativt prima om varje par av talen &r relativt prima.

EXEMPEL 2 Talen 4, 6, and 9 &r relativt prima men inte parvis relativt prima.
O

Sats 1.5 (Divisionsalgoritmen) Givet heltal a och b med a > 0 finns det tva
entydigt bestimda heltal ¢ och r sadana att b=aq+ 1 och 0 <r < a.

Talet ¢ kallas kvoten och r kallas (huvud)resten vid division av b med a.
Uppenbarligen &r ¢ = |b/a], ddr |x] betecknar det storsta heltalet som &r
mindre &n eller lika med det reella talet x.

Bevis. Betrakta den aritmetiska foljden
oo, b—3a,b—2a,b—a,b,b+a, b+ 2a, b+ 3a, ....

Lat r beteckna det minsta icke-negativa heltalet i foljden; da &r per definition
r = b— ga for nagot heltal g och 0 < r < a. Detta bevisar existensen av en kvot
q och en rest r med de angivna egenskaperna.

For att bevisa entydigheten antar vi att vi ocksa har tva heltal ¢’ och 7’/
som uppfyller likheten b = aq’ + r’ och olikheten 0 < 7' < a. D4 fdljer genom
subtraktion att

r—r'=a(l¢d —q) och —a<r—1 <a,

vilket ger oss olikheten
—a<ald —q) <a,

och efter division med det positiva talet a olikheten
—-1<q¢ —-qg<1.

Eftersom ¢ — g &r ett heltal aterstar endast mojligheten att ¢ — g = 0, dvs.
q' = q, och detta medfér forstas att r = b —aq = b — a¢’ = r’. Diarmed &r
entydigheten bevisad. O

Rent allmént kallas ett heltal r en rest till b vid division med a om det finns
ett heltal ¢ sadant att b = aq + r (alltsa utan ytterligare storleksrestriktioner
pa r). Om r och v’ &r tva godtyckliga rester till b vid division med a, sa dr
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uppenbarligen ' — r = na foér nagot heltal n, och omvént dr r + na en rest for
varje rest r och varje heltal n.

For huvudresten r dr antingen 0 < r < a/2 eller a/2 < r < a, och i det
sistndmnda fallet satisfierar resten r’ = r — a olikheten —a/2 < r’ < 0.

Vid division med «a finns det med andra ord alltid en unik rest r som upp-
fyller olikheten —a/2 < r < a/2. Denna rest kallas resten med minst belopp. Vi
har déarfor foljande variant av divisionsalgoritm som for vissa &ndamal &r mer
effektiv dn den vanliga.

Sats 1.5’ (Variant av divisionsalgoritmen) Givet heltal a och b med a > 0 finns det
tvd entydigt bestimda heltal g och v sidana att b= aq+1r och —a/2 <r < a/2.

ExXEMPEL 3 Eftersom 37 =2-13+11 =3-13 —2 &r 11 4r huvudresten och —2
resten med minst belopp da 37 divideras med 13. O]

Vi ska nu diskutera en viktig klass av delméngder till mangden Z av alla
heltal.

Definition 1.6 En icke-tom delméngd A av heltal kallas ett ideal om den &r
sluten under subtraktion och under multiplikation med godtyckliga heltal, dvs.
om den har foljande tva egenskaper:

(i) z,yec A=z —yeA,

(i) r€ A,ne€Z = nx e A

EXEMPEL 4 Mingderna {0}, Z och {0,+£3,£6,+9,...} &r ideal, och allmént
dr méngden A = {ng | n € Z} av alla multipler av ett givet heltal g ett ideal.
Det sistndmnda idealet séges vara genererat av talet g och betecknas gZ.
Beteckningen ¢gZ innebér att exempelvis {0, +3, +6, +9, ...} = 3Z, {0} = 0Z
och Z = 17Z. De tre ndimnda idealen genereras med andra ord av talen 3, 0
respektive 1. O

For att visa att en delméngd A till Z &r ett ideal racker det att verifiera att
villkoret (i) i definition 1.6 &r uppfyllt, ty vi har féljande resultat.

Sats 1.7 En icke-tom delmdingd A till Z dr ett ideal om differensen x —y av
tva godtyckliga tal x och y i A ocksa ligger i A.

Bevis. Antag att A &r en icke-tom delmiéngd med egenskapen (i), och 1at xg
vara ett godtyckliget element i A. Eftersom 0 = xy — xg noterar vi forst att
0 € A. Det foljer darfor sedan att x € A= —z =0—2 € A och att

r,yeEA=x,—ycA=c+y=x—(—y) € A,

dvs. méangden A &r sluten under addition.
Antag nu att implikationen z € A = nz € A giller for nagot icke-negativt
heltal n (nagot som sikert giller for n = 0). Da géller ocksa att

re€A=>mn+Dz=nzx+zecA

Det foljer diarfor med induktion att implikationen x € A = nx € A géller for alla
icke-negativa heltal n. Om slutligen « € A och n &r ett negativt heltal, sa dr talet
—n positivt, och det foljer forst att (—n)z € A och sedan att nz = —(—n)x € A.



1 Delbarhet 4

Detta visar att méngden A ocksa har egenskapen (ii) i definition 1.6, och den
ar darfor ett ideal. O

Anmirkning. Begreppet ideal dr ett ringbegrepp. En ring dr en mingd med tva
operationer, addition och multiplikation, som uppfyller vissa naturliga axiom. Helta-
len Z bildar en ring och ett annat viktigt exempel ges av méngden av alla polynom
med vanlig polynomaddition och polynommultiplikation som operationer. For ideal i
godtyckliga ringar dr emellertid egenskapen (ii) inte en konsekvens av egenskapen (i).
Ringen Z ar saledes speciell i detta avseende.

Idealen i exempel 4 genereras alla av ett enda tal g. Detta &r ingen tillféllig-
het, ty alla ideal i Z har som vi nu ska visa denna egenskap.

Sats 1.8 Varje ideal A © Z genereras av ett unikt icke-negativt tal g, dvs.
A=gZ ={ng|neZ}

Om A ir skilt fran nollidealet {0}, sa dr vidare generatorn g det minsta positiva
talet i A.

Bewvis. Nollidealet genereras av 0, sa antag att A innehaller nagot nollskilt tal
xo. Eftersom A pa grund av villkoret (ii) i idealdefinitionen ocksa innehaller
talet —zg (= (—1)zp), innehaller A sikert positiva tal. Lat g vara det minsta
positiva talet i A.

Vi ska visa att idealet A genereras av talet g. Att ng tillhor A for alla heltal
n foljer omedelbart av villkoret (ii), sa vi behover bara visa att det inte finns
nagra andra tal i A d&n multipler av g. Antag dérfor att b € A och dividera
b med ¢. Enligt divisionsalgoritmen finns det tal ¢ och r med 0 < r < g sa
att b — qg = r. Eftersom gg € A foljer det av idealegenskapen (i) att r € A,
och eftersom ¢ &r det minsta positiva talet i A, drar vi slutsatsen att r = 0.
Foljaktligen ar b = qg, dvs. b &r en multipel av g. O

Vi ska nu anvénda sats 1.8 for att karakterisera storsta gemensamma delaren
till tva tal a och b. Betrakta for den skull méngden

A={ax+by|x,y€Z}.

Denna méangd ar uppenbarligen sluten under subtraktion, dvs. ett ideal, och
enligt foregaende sats genereras A av ett unikt icke-negativt tal g. Detta tal har
per definition féljande tva egenskaper:

(i) Det finns tva heltal g, yo sadana att azg + byg = g.

(ii) For alla heltal z och y finns det ett heltal n sa att ax + by = ng.

Genom att vilja z = 1 och y = 01 (ii) ser vi att a = ng for nagot heltal n,
vilket betyder att g | a. Av motsvarande skil géller ocksa att g | b, sa g dr en
gemensam delare till a och b.

Genom att anvéinda (i) ser vi vidare att varje gemensam delare till a och b
ocksa &r en delare till of g. Speciellt d4r dérfor den storsta gemensamma delaren
d = sgd(a,b) en delare till g, vilket medfér att d < g. Det foljer att g dr den
storsta gemensamma delaren, dvs. g = sgd(a, b).

Likheten géller ocksa i det triviala fallet « = b = 0, ty da &r A lika med
idealet {0} som genereras av talet 0, och vi har ju definierat sgd(0,0) som 0.

Sammanfattningsvis har vi ddrmed bevisat foljande sats:
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Sats 1.9 Idealet {ax + by | x,y € Z} genereras av den stirsta gemensamma
delaren sgd(a,b), dvs.

(i) Det finns heltal xg och yo sadana att axg + byo = sgd(a, b).

(ii) For alla heltal x och y dr ax + by en multipel av sgd(a,b).

Beviset for sats 1.9 generaliseras enkelt sa att det fungerar for n heltal
ai,as, ..., a, istillet for tva heltal a och b. Det generella resultatet lyder som
foljer.

Sats 1.9 Lat a1, ao,...,a, vara godtyckliga heltal. Da genereras idealet

{a1zy + agzo + -+ -+ anxy | 21,22, .. ., 2y € Z}
av den storsta gemensamma delaren d = sgd(ay,as,. .., a,), dvs.
(i) Det finns heltal y1,ya, ..., yn sadana att a1ys + asys + -+ + anyn = d.
(i) Fér alla heltal x1,xo, ..., x, dr talet a1x1 + asxs + - - + anxy, en multipel

av den storsta gemensamma delaren d.

Vi ska nu angripa problemet att pa ett effektivt sédtt berdkna storsta gemen-
samma delaren till tva heltal a och b. Vi kan forstas antaga att bada talen &r
icke-negativa och att a > b.

Om b = 0 sa &r sgd(a,b) = sgd(a,0) = a, och saken &r klar. I motsatt fall
utnyttjar vi sats 1.4 enligt vilken sgd(a,b) = sgd(a — nb,b) for alla heltal n.
Genom att speciellt anvinda divisionsalgoritmen ¢ = gb+r med 0 < r < b
erhaller vi darfor likheten

(1) sgd(a,b) = sgd(a — ¢b, b) = sgd(r,b) = sgd(b, ).

Om r = 0, sa dr vi klara eftersom i sa fall sgd(a,b) = sgd(b,0) = b. Annars
ersétter vi med hjilp av ekvation (1) paret (a,b) med det mindre paret (b,r),
dér b < a och r < b, och vi kan nu upprepa hela proceduren. Eftersom vi i varje
steg far ett nytt par med mindre heltal maste vi slutligen komma till en punkt
dér ett av talen &r lika med O.

Hela proceduren kan sammanfattas pa foljande vis:

Euklides algoritm
Lat a and b vara heltal med a > b > 0. Sdtt ag = a och bg = b.
(i) Om by =0, sa dr sgd(a,b) = ag.
(i) Anvind i annat fall divisionsalgoritmen for att berdkna huvudresten v da
ag divideras med by, dvs. ag = gbg + 1 med 0 < r < by.
(i43) Sitt ag = by och by = r och ga till (i).

Algoritmen maste stoppa eftersom de successivt erhallna talen by bildar en
avtagande foljd av icke-negativa heltal.

Istédllet for att anvinda huvudresten kan man ockséa i varje steg anvinda
resten med minst absolutbelopp. Detta leder i allménhet till firre iterationer.
Denna variant av algoritmen lyder som foljer:

Euklides algoritm med rest med minst belopp
Lat a och b vara heltal med a > b > 0. Sdtt ag = a och by = b.
(i) Om by =0, sd drsgd(a,b) = ap.
(i) Anvind i annat fall divisionsalgoritmen for att berdkna resten r med minst
absolutbelopp da aqy divideras med by, dvs. ag = gbg + r med |r| < by/2.
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(i1i) Sdtt ag = by och by = |r| och ga till ().

I steg (iii) utnyttjar vi att sgd(ag,bo) = sgd(ag, —bg), sa det spelar ingen
roll att vi anvénder beloppet |r| av resten for att erhalla ett icke-negativt tal
bo. I varje iteration ar det nya talet by hogst lika med hélften av det gamla, sa
algoritmen maste stoppa efter dndligt manga steg.

EXEMPEL 5 Lat oss berdkna sgd(247,91). Den vanliga divisionsalgoritmen ger
0ss

247 =2-91465

91 =1-65426
65 =2-26413
26 =2-13.

Foljaktligen ar
sgd(247,91) = sgd(91, 65) = sgd(65, 26) = sgd(26,13) = sgd(13,0) = 13.
Genom att istéillet anvéinda divisionsalgoritmen med rest med minst absolut-
belopp erhalls
247 =3-91 — 26
91=3-26+13
26 =2-13.

Foljaktligen &r sgd(247,91) = sgd(91, 26) = sgd(26,13) = sgd(13,0) =13. O
Pa grund av sats 1.9 vet vi att den linjdra ekvationen
ax + by = sgd(a, b)

har minst en heltalslésning g och yg. (Vi kommer lingre fram att se att det
faktiskt finns odndligt manga heltalslosningar.) Som biprodukt till Euklides al-
goritm har vi ocksa en algoritm for att hitta en sadan l6sning. Lat (ag,bo),
(a1,b1), (az,b2), ..., (an,by) med ag = a, by = b och b, = 0 beteckna de
successiva talpar som erhalls i algoritmen. Om ¢y, s, ..., q, betecknar de vid
divisionerna erhallna kvoterna, sa ar

ap = a, bo =b

ai:bi_l, bi:ai_l—qibi_l féri:l, 2, Lo,

a, = sgd(a,b).
Vart och ett av talen a; och b; dr en linjirkombination av de féregaende talen
a;—1 och b;—1 med heltalskoefficienter och foljaktligen slutligen en linjarkombi-
nation av a och b med heltalskoefficienter, dvs. a; = x;a + y;b for lampliga heltal

x;, ¥; som kan bestdmmas genom att rikna ”baklinges”, och motsvarande géller
for b;. Speciellt giller da detta for a,, = sgd(a,b).

EXEMPEL 6 Genom att redovisa beriikningarna i exempel 5 nedifran och upp
och anvédnda varianten med rest med minst belopp ser vi att

13=91-3-26=91-3-(3-91—247) =3-247—-8-91.
Ekvationen 247x 4+ 91y = 13 har saledes heltalslésningen x = 3, y = —8. O
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Vi fortsdtter nu med ett antal delbarhetsresultat som f6ljer som konsekvenser
av sats 1.9.

Sats 1.10 Om ¢ | a och ¢ | b, sa gdller att ¢ | sgd(a,b), dvs. varje gemen-
sam delare till a och b dr ocksa en delare till den storsta gemensamma delaren
sgd(a,b).

Beuvis. Enligt sats 1.9 finns det heltal xq, yo sddana att axzg + byy = sgd(a, b),
och slutsatsen i sats 1.10 f6ljer nu av sats 1.2 (iv). O

Sats 1.11 Lat a och b vara godtyckliga heltal.
(i) For alla icke-negativa heltal ¢ dr sgd(ca, cb) = ¢ - sgd(a,b).
(ii) Om d =sgd(a,b) #0, sd drsgd(a/d,b/d) = 1.

Bewvis. (i) Sitt d = sgd(a,b). Idealet {ax + by | x,y € Z} genereras av talet d.
Eftersom cax + cby = c(ax + by) genereras dirfor idealet {cax + cby | x,y € Z}
av talet cd. Men det sistndmnda idealet genereras ocksa av talet sgd(ca, cb), och
eftersom generatorn ér entydigt bestimd drar vi slutsatsen att sgd(ca, c¢b) = cd.

(ii) Enligt (i) ar d - sgd(a/d,b/d) = sgd(a,b) = d, och pastaende (ii) foljer

nu genom division med d. O
Sats 1.12 Om sgd(a,b) =1 och a | be, sa giller att a | c.

Bevis. Antag att sgd(a,b) = 1. Om a | be, sa ér a &r en gemensam delare till ac
och be. Men enligt sats 1.11 ér sgd(ac, be) = ¢-sgd(a,b) = ¢, sa det foljer dirfor
av sats 1.10 att a | c. O

Sats 1.13 Oma|c, b|c och sgd(a,b) =1, sa gdller att ab | c.

Bevis. Antag att a | ¢, b | ¢ och sgd(a,b) = 1. Da &r ¢ = am for nagot heltal
m, och b | am. Antagandet sgd(a,b) = 1 medfér nu pa grund av sats 1.12 att
b | m, dvs. m = bn {6r nagot heltal n. Foljaktligen &r ¢ = abn, vilket visar att
ab | c. O

Sats 1.14 Om sgd(a,b) = sgd(a,c) =1, sa dr sgd(a,bc) = 1.

Bevis. Antag att sgd(a,b) = sgd(a,c) = 1; da finns det pa grund av sats 1.9
heltal z, y och z, w sadana att ax 4+ by = 1 och az + cw = 1. Detta medfor att

by-cw=(1-azx)(l—az)=1-azx—az+a’zz=1—an,

dér n = x + z — axz &r ett heltal. Vi har nu likheten an + bcyw = 1 med heltal
n och yw och som medfor att sgd(a,bc) = 1. O

Unionen I U J av tva ideal I = aZ och J = bZ i Z behover inte vara ett
ideal. Unionen &r i sjélva verket ett ideal om och endast om det ena av de tva
idealen I och J &r en delméngd av det andra, dvs. om och endast om en av de
tva generatorerna a och b &r delbar med den andra. Det finns emellertid alltid
ett minsta ideal som innehaller unionen I U J, ndmligen idealet

sgd(a,b)Z = {ax + by | x,y € Z}.

Det minsta idealet som innehaller de bada idealen aZ och bZ genereras med
andra ord av den storsta gemensamma delaren sgd(a, b).
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A andra sidan foljer det direkt ur idealdefinitionen att snittet I N.J av tva
ideal I = aZ och J = bZ &r ett ideal. Per definition tillhor vidare ett tal x
snittet 7 N J om och endast om z tillhér bade I och J, dvs. om och endast om
2 ar en multipel av bade talet a och talet b.

Idealet aZ NbZ &r saledes lika med méngden av alla gemensamma multipler
till talen a och b. Denna observation leder oss till féljande begrepp som ar dualt
till begreppet storsta gemensammma delare.

Definition 1.15 Lat a och b vara tva heltal. Den icke-negativa generatorn till
idealet aZ N bZ kallas den minsta gemensamma multipeln till de tva talen och
betecknas mgm(a, b).

Den minsta gemensamma multipeln mgm(aq, ao, ..., a,) till en godtycklig
uppséttning ay, as, . .., a, av heltal definieras pa ett analogt sétt som den enty-
digt bestdmda icke-negativa generatorn till idealet a1Z NasZ N---Na,Z.

Notera att mgm(a,b) = 0 om och endast om minst ett av de bada talen
a och b &r lika med 0, ty snittet aZ N bZ dr lika med det triviala idealet {0}
endast i detta fall. Om talen a och b bada &r skilda fran 0 sa &r aZ N bZ
ett icke-trivialt ideal eftersom det sdkert innehaller talet ab. I detta fall finns
det saledes icke-triviala gemensamma multipler och den minsta gemensamma
multipeln mgm(a, b) ar ett positivt heltal.

EXEMPEL 7 mgm(30,42)=210, ty i foljden 30, 60, 90, 120, 150, 180, 210, ...
av positiva multipler till 30 &r talet 210 det forsta tal som ocksa ar en multipel
av 42. O

Sats 1.16 For alla heltal a och b och alla icke-negativa heltal ¢ dr
mgm(ca, cb) = ¢ - mgm(a, b).

Bevis. Likheten ar trivialt uppfylld om nagot av talen a, b och ¢ ar lika med
noll, ty da ar bada sidorna av den lika med noll, sa antag att samtliga tre tal &r
nollskilda. Varje gemensam positiv multipel till talen ca och ¢b har da formen
cm, didr m &r en gemensam positiv multipel till talen a och b, och den minsta
gemensamma multipeln mgm(ca, ¢b) till ca och c¢b fas uppenbarligen genom att
vélja m som mgm(a, b), den minsta positiva multipeln till @ och b. Detta betyder
att mgm(ca, cb) = ¢ - mgm(a,b). O

Sats 1.17 Lat a och b vara icke-negativa heltal. Da dr
mgm(a, b) - sgd(a,b) = ab.

Bevis. Om ett av de tva talen ir lika med noll, sa dr mgm(a,b) = ab = 0, sa
vi kan antaga att a och b bada dr positiva. Siatt d = sgd(a,b). Om d = 1, sa
maste pa grund av sats 1.13 varje gemensam multipel till @ och b ocksa vara en
multipel till ab, och det foljer hiarav att ab &r den minsta gemensamma multipeln
till @ och b, dvs.

ab = mgm(a,b) = mgm(a,b) - sgd(a, b).
Om d > 1, sa &r sgd(a/d,b/d) = 1, och enligt det just bevisade specialfallet
ar
mgm(a/d,b/d) =a/d-b/d.
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Multiplicera nu denna likhet med d? och anvind sats 1.16; detta resulterar i

likheten
ab = d* - mgm(a/d,b/d) = d - mgm(a,b) = sgd(a,b) - mgm(a,b). O
Ovningar
1.1 Skriv for talet 10 upp samtliga

1.2

1.3
1.4
1.5
1.6

1.7

1.8

1.9

1.10
1.11
1.12
1.13

1.14

1.15
1.16

1.17
1.18

a) delare, b) positiva delare, c) icke-triviala delare.

Bestam det storsta icke-negativa heltalet n for vilket
a) 2" | 360, b) 3™ 360, c¢)5™ 360, d) 7™ |360.

Hur manga tal mellan 100 och 1000 &r delbara med 67
Bestdm a) sgd(10,14), b) sgd(—10,14), c) sgd(—10,—14).
Ar talen 10, 14 och 35 a) relativt prima, b) parvis relativt prima?

Skriv upp divisionsalgoritmen (med huvudrest) for division av
a) 25 med 7, b) —25 med 7.

Skriv upp divisionsalgoritmen med till beloppet minsta rest for division
av a) 25 med 7, b) 28 med 8.

Bestdm med hjélp av Euklides algoritm storsta gemensamma delaren till
a) 512 och 299, b) 1079 och 611, «c¢) 5041 och 2769.

Bestdm a) mgm(84,360), b) mgm(10,12,15), c¢) mgm(n,n+1),n > 1,
d) mgm(2" +1,2" — 1), n > 1.

For vilka positiva heltal a och b med a > b dr mgm(a, b) = 10?
Visa att for varje udda tal n dr n? — 1 delbart med 8.
Visa att inget kvadrattal dr av formen 4n + 2 eller 4n + 3.

Visa att produkten av

a) tva konsekutiva heltal dr delbar med 2,
b) tre konsekutiva heltal dr delbar med 6,
¢) fyra konsekutiva heltal dr delbar med 24,
d) k konsekutiva heltal dr delbar med k!.

Visa att for alla heltal n > 2 och k > 1 giller att
a) (n—1)| (n*—1), b) (n—1)2| (n* —1) om och endast om (n—1) | k.

Visa att om ad—be = £1, sa dr sgd(a+b, c+d) = 1. Géller omvindningen?
Visa att for alla positiva heltal a, m och n med m # n &r

1 om ¢ &r jaimnt,

S da2m+1,a2n+1 =
gd( ) 2 om a ar udda.

Visa att om a > 2 och m, n > 1, sa dr sgd(a™ —1,a™ — 1) = @8d(mn) _ 1,
Lat ¢ vara ett heltal > 2. Visa att varje heltal n > 1 entydigt kan skrivas
n=a. +ar_1¢"" 4+ +aic+ agp,

dirr>0,a, >00ch0<aq; <c—1fori=0,1,..., 7.
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2 Primtal

Definition 2.1 Ett heltal > 1 kallas primtal om det bara har triviala delare.
Ett heltal p > 1 4r med andra ord ett primtal om och endast om

l<z<p=zx[fp
Ett heltal > 1 som inte ar ett primtal kallas sammansatt.

Sats 2.2 Lat b och ¢ vara heltal och lat p vara ett primtal. Om p dr en delare
till be, sa dr p en delare till b eller till c.

Bevis. Antag att p | be. Om p [b, sa dr sgd(p,b) = 1 beroende pa att p bara
har triviala delare, och sats 1.12 medfor dirfor att p | c. O

Sats 2.2 har foljande generalisering till fler &n tva faktorer:

Sats 2.2" Lat p vara ett primtal. Om p | bibs - - - by, sa gdller att p | b; for nagot
ndex 1.

Bevis. Sats 2.2 tillampad pa talen b = by och ¢ = by - - - b, ger oss implikationen
p| biba by, = p | b1 V p | ba...b,. Satsens pastaende foljer dirfor med
induktion. O

Sats 2.3 (Aritmetikens fundamentalsats) Varje heltal n > 1 kan skrivas som en
produkt av primtal pa ett entydigt sdtt bortsett fran primfaktorernas ordning.

Bevis. Existensen av en sadan faktorisering visas med induktion. Antag att
n > 1 och att varje tal mindre &n n kan skrivas som en produkt av primtal. Om
n ar ett primtal, sa har vi en faktorisering av n bestaende av en primtalsfaktor.
Om n istallet dr ett sammansatt tal, sa 4r n = niny med 1 < n; < n and
1 < ny < n, och det foljer av induktionsantagandet att vart och ett av talen n
och ns &r en produkt av primtal. Darfor dr ocksa n en produkt av primtal.

Antag nu att det finns ett heltal > 1 med tva olika faktoriseringar. Da finns
det ett minsta sadant tal n. Lat n = pips---pr. = q1q2 - --qs vara tva olika
faktoriseringar i primtal p; och g;. Eftersom p; &r en delare till n, &r p; en
delare till produkten qiqs - - gs, och det foljer dirfér av sats 2.2" att p; delar
nagot av primtalen q1, ..., gs. Genom att numrera om dessa tal kan vi antaga
att p1 | q1, vilket naturligtvis innebér att p; = ¢1. Genom att dividera n med
p1 far vi nu ett mindre tal

n
— =p2p3 - -Pr =4q293° - (qs
D1

an n med tva olika primtalsfaktoriseringar, nagot som strider mot antagandet
att n dr det minsta talet med olika primtalsfaktoriseringar. Denna motségelse
visar att primtalsfaktoriseringen &r unik. O

Om tva givna tals primtalsfaktoriseringar &r kénda, sa kan vi 14tt bestimma
talens storsta gemensamma delare och minsta gemensamma multipel.

Sats 2.4 Lat a och b vara tva positiva heltal och antag att

a=py"py®--ppt och  b=piipy®-opt
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ddr p1,p2, ..., Pk ar olika primtal samt my, mao, ..., mg och ni,na, ..., Nk ar
icke-negativa heltal. Sitt d; = min(m;,n;) och Dj = max(m;,n;); dd dr

sgd(a,b) = p{'p5> ---pji* och mgm(a,b) = p{'py* - p*.
Bewvis. Uppenbart. O

Med satserna 2.3 och 2.4 i ryggen &r det latt att ge nya enkla bevis for
satserna 1.10-1.17 i forra avsnittet om delbarhet, storsta gemensamma delare
och minsta gemensamma multipel, och ldsaren uppmanas att gora detta som
ovning.

Sats 2.5 Det finns odndligt manga primtal

Beuvis. Vi ska visa att det for varje given uppséttning p1, ps,...,p, av primtal
finns ett primtal ¢ som inte tillhér uppséttningen; detta innebér forstas att
antalet primtal inte kan vara #dndligt. Satt for den skull

N =pipzs---pn+1.

Enligt sats 2.3 har N en primfaktor ¢ (som skulle kunna vara talet N sjélvt).
Eftersom sgd(N,p;) =sgd(1,p;) =1for j =1, 2, ..., n, medan sgd(N, q) = ¢,
foljer det att g # p; for alla j. O

A andra sidan innehaller, som foljande sats visar, foljden av primtal god-
tyckligt stora luckor.

Sats 2.6 For varje heltal k finns det k stycken sammansatta tal i foljd.

Bevis. Betrakta talen (k+ 1)!+2, (k+1)!+3, ..., (k+ 1!+ (k+1); de &r
samtliga sammansatta eftersom de dr delbara med respektive 2, 3, ..., k+1. O

Vi ska nu ge en grov uppskattning av antalet primtal i ett godtyckligt inter-
vall [0, N]. Lat fo6r den skull 7(z) beteckna antalet primtal som dr mindre &n
eller lika med det reella talet x sa att

0 om x < 2,
om 2 <z <3,
2 om 3 < x<H,

n Ompn§x<pn+1a

OSV.

dér p, betecknar det n:te primtalet i f6ljd.
Vi behover foljande olikhet.

Lemma 2.7 Lat x vara ett reellt tal > 2. Da dr

Zl >Inlnz — 1.

p<z p

Hir ska summeringen ske éver alla primtal p som dr < x.
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Anmirkning. Eftersom Inlnz gar mot oo med z, foljer det av olikheten i
lemmat att summan Y 1/p dver alla primtal dr odndlig, och detta medfor forstas
att antalet primtal dr oéindligt. Beviset for lemma 2.7 ger oss med andra ord ett
alternativt bevis for sats 2.5.

Bevis. Lat py,po,...,p, beteckna alla primtal som ar < x, och sétt
N = {phph? ke | by > 0,ke >0,..., k, > 0}.

Detta innebir att méingden N bestar av talet 1 och alla positiva tal som har
en primtalsfaktorisering som inte innehaller nagra andra primtal &n de n forsta
primtalen py,po, ..., Pn-

Eftersom faktoriseringen av varje positivt heltal som &r mindre &n eller lika
med z bara anvinder primtal som #r < z, innehaller méngden N vart och ett

av talen 1, 2, 3, ..., |x] (= heltalsdelen av x). Foljaktligen dr
[z] lz|+1
1 1 dt
E *ZE *Z/ — =In(lz|+1)>Inz.
n n 1 t
neN n=1

Observera nu att
-1
1 1 1 1 1
H(l—) :H(1++2+-~-+k+--->=z.
p<z p p<z p p p nENn

Genom att kombinera denna identitet med foregaende olikhet erhaller vi den

nya olikheten
!
H (1 — > > Inx,
p

p<z

och genom att logaritmera bada leden ocksa olikheten

(1) > In (1—11))1 >Inlnz.

p<z

Nu anvéinder vi Maclaurinutvecklingen av In(1 4 x) for att for 0 < z < 1
erhalla olikheten

2 1.3 2 2 1

T T
~In(l-2)=2+ "+ +--<a+ (1 Pro)=a+ - :
n(l —x) ettt _z+2( +r+rt+.) A R g

Eftersom 1/(1 —2) <2 da = < 1, drar vi slutsatsen att olikheten

In(l—2)t=—-In(1—-2) <z+a2?

.. . 1
géller for 0 <z < 3.

Om p &r ett primtal, sa &r forstas 0 < % < %, och darfor dr foljaktligen
1 1 1
p p P

Genom att summera dessa olikheter for alla primtal p < z och jamfora med
olikheten (1), erhaller vi olikheten

(2) Z%+Z%>lnlnx.

p<z p<z
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Hir kan summan Y 1/p? 6ver alla primtal < z uppskattas pa foljande vis:

o0 oo

1 1 1 — [ 1 1
— <N =<y = — ) =1
Zp2_ n? = n(n —1) Z(n—l n> ’

n=2

och genom att kombinera denna olikhet med olikheten (2) erhaller vi slutligen
det eftersckta resultatet

1
Zf>lnlnx—1. ]

p<z

Lemma 2.8 For alla reella tal x gdller likheten
1 x
Z - = m(@) + / Lg) du.
P T 9 U

Bewis. Likheten ar trivialt sann for x < 2, sa antag att > 2 och lat p; < pa <
-+ < pp beteckna primtalen < z. Da ar

T n—1 ppyq T
[ o S [
2 u k=1 " Pk u Pn u
n=1 pri1 k z
=S [ s [ L
k=1"Y Pk u Pn u
n—1
1 1 1 1
S
1 Pk Pk+1 Pn X
ISR o B
i Pk, Pk Pn
i 1 w(x)
= _— D
k=1 Pk *

Sats 2.9 For varje € > 0 och varje reellt tal w finns det ett reellt tal © > w

sadant att
T

m(x) > (1— e)m

Anmirkning. Foér den som &r bekant med begreppet évre limes kan vi formulera

pastaendet i satsen pa foéljande enkla vis: limsup,,_, . 17;<1?z > 1.

Bevis. Antag att satsen é&r falsk. Da finns det ett € > 0 och ett w sa att olikheten
m(x) < (1 —e€)z/Inx giller for alla © > w. Men for z > w &r i sa fall

/ w(u)du:/ W(U)du+/ Mdugc+(1—e)/ L
L w2 ,  uZ L u2 ulnu

w

=C+(l1—¢)(lnlnz —Inlnw) =D+ (1 —€)lnlnz,

dér C och D &r konstanter (som beror av w). Eftersom n(z) < x, foljer det nu
av lemma 2.8 att

1
Z — < (1 —¢€)Inlnz + Konstant.

p<z p

Detta strider mot lemma 2.7. O
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Sats 2.9 kan skiirpas avsevirt. Foljande resultat, forst formulerat som en
formodan av GAUSS, bevisades 1896 av J. HADAMARD och CH. DE LA VALLEE
PoussIN med hjélp av avancerade funktionsteoretiska metoder.

Sats 2.10 (Primtalssatsen)
m(x)

z—oo z/Inx -

Beviset for primtalssatsen ar alltfor komplicerat for att ges hér.

Det foljer forstas av primtalssatsen att w(z)/z < C/Inz for alla z och nagon
konstant C. Kvoten 7(x)/x gar saledes mot 0 och kvoten (z — 7(x))/x gar mot
1 d& z gar mot oéindligheten. For positiva heltal n &r n — 7(n) lika med antalet
icke-primtal i intervallet [1, n], och kvoten (n—m(n))/n representerar f6ljaktligen
andelen icke-primtal bland de n forsta postiva heltalen. Att denna kvot gar mot
1 betyder att i viss mening &r "néstan alla” positiva heltal sammansatta.

A andra sidan &r primtalen inte sirskilt sillsynta, ty logaritmfunktionen
vixer mycket langsamt. Enligt primtalssatsen kan vi anvinda z/lnz som en
approximation till w(x). Om x &r ett stort tal och y &r litet jamfort med z, sa
ar In(z + y) = Inx och foljaktligen

~ Tty oY

@ +y) —mlz) ~ In(z+y) Inz T lnz’
Detta betyder att det mellan x och z + y finns approximativt y/Inz styc-
ken primtal. Vi kan saledes forvinta oss att hitta ett primtal i intervallet om
intervallets ldngd &r Inz. Om primtalen vore helt slumpmaéssigt fordelade skul-
le sannolikheten for ett tal i intervallet att vara primtal saledes vara ungefir
1/Inz. For exempelvis z = 1019 &r Inz ~ 230, sd om vi villjer ett heltal N
”slumpmaéssigt” i en omgivning av 10'°° #r sannolikheten att talet N &r ett
primtal i runda slingar 1/230. Vi kan forstas 6ka denna sannolikhet till det
dubbla genom att undvika de jémna heltalen, och om vi ser till att talet N inte
dr delbart med 2, 3 eller 5, kar sannolikheten att N &r primtal till cirka 1/60.
Forutsatt att vi har tillgang till nagon effektiv metod for att avgéra huruvida
ett tal dr primtal eller ssammansatt (och sadana metoder finns!) kan vi saledes
producera ett mycket stort primtal genom att forst vilja talet N pa mafa men
inte delbart med by 2, 3 eller 5 (och nagra andra sma primtal) och sedan utfora
ett primtalstest pa N. Om testet visar att NV ar primtal, sa ar vi glada, annars
betraktar vi néista tal i foljden N +2, N 44, N +6, ...som inte ar delbart med
3 och 5 (och de andra valda sma primtalen) och testar om detta dr ett primtal.
Pa grund av primtalssatsen kan vi kiinna oss tamligen sikra pa att hitta ett
primtal efter inte alltfér manga forsok.

Ovningar

2.1 Bestdm primtalsfaktoriseringen av talen
a) 360, b) 271, «¢) 2981, d)10%°, ) 10!

2.2 Visa att n dr en heltalskvadrat om och endast om varje exponent a; &r

jamn i den kanoniska primtalsfaktoriseringen n = pi*p3? - - - por.

2.3 aoch b &r relativt prima positiva heltal. Visa att om ab ar en heltalskvadrat
sa ér a och b ocksa det.
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2.4 Visa att varje heltal n > 2 har en minsta delare d > 2. Visa att d ar ett
primtal, och att d < /n savida inte n sjilvt dr ett primtal.

2.5 Visa att inte for ndgot n > 2 dr n* + 4 ett primtal.

2.6 Ett primtal (skrivet som decimaltal) har alla siffror lika med 1. Visa att
antalet ettor dr ett primtal.

2.7 Visa att talet 1 +1/2+1/3+ .-+ 1/n inte &r ett heltal for nagot n > 1.

2.8 Lat |z] beteckna heltalsdelen av det reella talet x, dvs. det unika heltal
som uppfyller olikheten |x] < z < |z|+1. Visa att
a) [z] + [y] < [z +y] <lz]+ [y +1,
b) [|z|/m] = |x/m], om m &r ett positivt heltal.

2.9 Lat p vara ett primtal. Visa att den stérsta potens p* som delar n! fas for
k= |n/p] + n/p?] + [n/p*] +---.
2.10 Bestdm den storsta potensen av 15 som delar 60!.

2.11 Hur manga nollor slutar talet 169! pa nér det skrivs ut pa decimalform?

n!
2.12 Visa att binomialkoefficienterna m dr heltal genom att visa att
I(n —k)!
varje primtalsfaktor i ndmnaren féorekommer som faktor i téljaren minst
lika manga ganger som i nimnaren.

2.13 Visa att varje positivt heltal pa formen 4k 4+ 3 har en primtalsfaktor av
samma form.

2.14 Visa att det finns oéindligt manga primtal som har formen 4k + 3.

3 Den linjidra diofantiska ekvationen ax-+by=c
Lat a, b och ¢ vara heltal och betrakta ekvationen
(1) ar +by =c.

Vi &r enbart intresserade av heltalslosningar = och y.

Fran avsnitt 1 vet vi redan en hel del om ekvationen. Enligt sats 1.9 bestar
mingden {ax + by | x,y € Z} av alla multiplar n - sgd(a,bd) av den stérsta
gemensamma delaren till talen a och b. Detta innebir att ekvation (1) har
heltalslésningar om och endast om sgd(a, b) | ¢. Euklides algoritm ger oss vidare
en metod att hitta en heltalslésning xg, yo till ekvationen ax + by = sgd(a, b),
och genom att multiplicera denna 16sning med ¢/sgd(a, b) erhaller vi en losning
till ekvation (1). Det aterstar saledes endast att hitta den allménna losningen
nir man kinner en speciell 16sning, och nésta sats visar hur det gar till.

Sats 3.1 (i) Ekvationen ax+by = ¢ har heltalslésningar om och endast om ¢ dr
en multipel av den stirsta gemensamma delaren d = sgd(a, b) till koefficienterna
a och b.

(ii) Om ekvationen har en heltalslosning xo, yo, sa har den odndligt manga
heltalslosningar, och alla andra heltalslosningar formen

= +b = - €Z
T = o dnv Y=Yo dna n .
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Bevis. Pastaende (i) har vi redan visat, och man verifierar ldtt att heltalen z
och y i pastdende (ii) satisfierar ekvationen ax + by = ¢ for alla heltal n om x,
yo ar en heltalslosning. For att visa att de &r de enda l6sningarna antar vi att
x, y ar en godtycklig heltalslosning. Da dr ax + by = axg + byg, varav foljer att
a(x — xp) = b(yo — y) och att

a

@) S~ z0) = (w0 ).

Eftersom sgd(a/d,b/d) = 1, foljer det nu av ekvation (2) och sats 1.12 att b/d dr
en delare till z — xg, dvs. det finns ett heltal n sa att © — 29 = bn/d. Genom att
séitta in detta i ekvation (2) och forenkla far vi ocksa likheten y — yo = —an/d.
Detta visar att den allminna l6sningen har den angivna formen. O

Fallet sgd(a,b) =1 &r sa viktigt att det dr virt en separat formulering

Korollarium 3.2 Antag att talen a och b dr relativt prima. Da har den linjdra
ekvationen
axr+by=-c

heltalslosningar for alla heltal c. Om xg, yo dr en lésning, sa ges alla ldsningar
av att
r=z9+bn, y=yo—an, nec.

Det foljer av sats 3.1 att avstandet mellan tva konsekutiva z-losningar till
en losbar ekvation ax + by = ¢ ér lika med b/d och att avstandet mellan tva
konsekutiva y-16sningar dr lika med a/d, dir d = sgd(a,b). Om ekvationen dr
losbar, sa finns det dérfor en 16sning (z,y) med 0 < z < b/d — 1. Vi kan hitta
denna 16sning genom att 16sa ekvationen med avseende pa y for x = 0, z = 1,
x = 2, osv. till dess att vi traffar pa ett y med heltalsvirde. Naturligtvis kan vi
ocksa l6sa ekvationen genom att soka efter en heltalslosning med y i intervallet
0 <y < a/d—1. Om atminstone ett av de bada talen a/d och b/d &r litet, sa kan
vi saledes enkelt 16sa ekvationen ax + by = ¢ genom trial-and-error-metoden.

EXEMPEL 1 Los ekvationen

247x 4+ 91y = 39.

Lésning 1: Ekvationen &r losbar eftersom sgd(247,91) = 13 och 13 | 39. Ef-
tersom 91/13 = 7 har ekvationen en heltalslosning (x,y) med 0 < z < 6.
Genom att i tur och ordning préva x = 0, 1, 2, finner vi att x = 2 ger ett hel-
talsvirde y = —5. Den allménna l6sningen till ekvationen &r saledes © = 24 7n,
y=—5—19n.

Losning 2: 1T exempel 6 i avsnitt 1 fann vi att z = 3, y = —8 loser ekvationen
247x + 91y = 13, och genom att multiplicera denna 16sning med 3 erhaller vi
partikulérlosningen xg = 9, yo = —24 till var givna ekvation. Den allménna
l6sningen &r dérfor x = 9 + Tn, y = —24 — 19n. Denna parametrisering av
I6sningarna skiljer sig fran den i 16sning nr 1, men de bada lésningsméngderna
ar forstas lika.

Losning 3: Losning nr 2 anvénder Euklides algoritm, och den metod som vi nu
ska presentera ar ekvivalent med Euklides algoritm, men sjélva framstéllningen
ar lite annorlunda. For att 16sa ekvationen

(3) 2472 + 91y = 39
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borjar vi med att dividera 247 med 91 med 247 = 2 - 91 4 65 som resultat.
Foljaktligen ér 2472z = 91 - 2z 4 65z och 247x + 91y = 652 + 91(2x 4+ y). Genom
att introducera de nya heltalsvariablerna x1 = z, y1 = 2z + y kan vi dérfor
skriva om ekvation (3) pa formen

(4) 6521 + 91y, = 39,

och denna ekvation har mindre koefficienter dn den ursprungliga. Notera vi-
dare att om xy och y; &r heltal, sa &r ocksa * = x; och y = y; — 2z heltal.
Att bestdmma heltalslosningarna till ekvation (4) dr dérfor ekvivalent med att
bestdmma heltalslésningarna till ekvation (3)

Vi kan nu upprepa samma manover. Vi dividerar 91 med 65 med 91 = 65426
som resultat och skriver sedan 65x; + 91y, = 65(x1 + y1) + 26y; for att kunna
ersiitta ekvation (4) med den ekvivalenta ekvationen

(5) 65x2 + 26y, = 39, dir xo = 71 + y1, Y2 = y1.

Vi fortséitter pa den inslagna végen genom att notera att 65 = 2 - 26 + 13 och
erhaller ekvationen

(6) 1323 + 26y3 = 39, dar xs = x9, ys = 222 + Yo.
Nu &r 26 = 2 - 13 varfor
(7) 13x4 + Oyy = 39, dér x4 = 73 + 2y3, Y4 = y3.

Fran ekvation (7) drar vi slutsatsen att 4 = 39/13 = 3 medan y4 far vara ett
godtyckligt heltal som vi kallar n. Genom att sedan arbeta oss bakat far vi i tur
och ordning

Ys=Ys ="n, T3=2T4—2yY3=3—2n

Txo=23=3—-2n, ya=ys—2r3=n—2(3—2n)=—-6+5n

Y=y =—6+06n, r1=22—-y1=3-2n+6-5m=9—-"Tn
r=x1=9-Tn, y=y1—2x=-6+5n—2(9—Tn)=-24+19n. O

For linjiara ekvationer med fler &n tva variabler har vi féljande resultat som
foljer omedelbart av sats 1.9’.

Sats 3.3 Den linjira ekvationen ai1x1 + asxs + - -+ + anx, = ¢ med heltalskoef-
ficienter har heltalslésningar om och endast om sgd(aq,az, ..., ay) | c.

Det dr litt att anpassa den tredje 16sningsmetoden i exempel 1 sa att den
tar hand om ekvationer med fler &n tva variabler.

EXEMPEL 2 Bestdam heltalslosningarna till ekvationen

6x 4+ 10y 4+ 152 = 5.

Losning: Ekvationen har heltalslosningar eftersom sgd(6,10,15) = 1. Vi utgar
fran den minsta koefficienten 6 i véinsterledet och skriver de 6vriga tva koeffici-
enterna pa formen 10 = 6+4 och 15 = 2-6+3. Med nya variabler x1 = x+y+2z,
11 = y och z; = z kan vi nu skriva om var linjira ekvation sa att den far formen

6x1 + 4y1 + 321 = 5.
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Eftersom 6 = 2-3 och 4 = 3 + 1, sétter vi nu zo = x1, y2 = y1 och 29 =
2x1 4+ y1 + z1. Detta variabelbyte transformerar ekvationen till

Oxg + Yo +3ZQ = 5.

Nu &r 1 den minsta nollskilda koefficienten och vi sétter x3 = x3, y3 = Y2 + 322
och z3 = z9. Ekvationen far nu formen

Oxz3 +ys+023 =5

och har heltalslosningarna s = m, y3 = 5 och z3 = n, ddr m och n &r godtyck-
liga heltal. Genom att arbeta oss bakat far vi sedan efter nagra enkla rakningar:

r=5+bm—-5n, y=5—3n, z=-5-2m+4n, m,n€Z. O

Ovningar

3.1 Bestdm samtliga heltalslosningar till f6ljande ekvationer:
a)3x+2y=1, b)3zx—-2y=1, c¢)bx+4y=2, d)3z+2y=2,
e) 3z + 2y = 101.

3.2 Bestdm samtliga heltalslosningar till ekvationerna
a) 17z — 43y = 100, b) 12z 4 34y = 1234, c¢) 101z + 102y = 103,
d) 110z — 174y = 18.

3.3 Hur manga losningar har ekvationen 51x + 21y = 5121 med positiva heltal
x, y?

3.4 Bestdm heltalslosningarna till ekvationerna
a)r+2y+32z=4, b)2x+3y+42=5, c¢)7x— 1ly+ 23z =100,
d) 5z + 7y + 10z 4+ 13w = 1.

3.5 Bestdm alla heltalslosningar till systemet

Tx + 3y + 19z = 1500
8z + 6y + 33z = 2000.

3.6 I den hér 6vningen beskrivs hur man bestdmmer heltalslésningar till ek-
vationen

az + by = sgd(a,b)
med hjélp av Euklides algoritm och rekursionsformler.

Sétt r_q = a, 7o = b, och 1at ¢1,qa,...,qx och r1, 7o, ..., 7 = sgd(a,b)
vara de successiva kvoter och rester som erhalles i Euklides algoritm, dvs.
Ti—2 = q;iTi—1 + T35, for i = 1, 2, ey k.

Definiera foljderna x_1, zg, =1, T2, ..., Tk OoCch Y_1, Yo, Y1, Y2, ---, Yk

rekursivt genom att sétta x_1 =1, 20 =0, y_1 =0, yo = 1 samt

Tipl = Ti—1 — TiGiy1 och Y1 =yi1 —yiqiy1 for 0 <i<k—1.

Visa att
ax; +by; =1r; for -1 <¢<k.
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3.7 Lat a, b och ¢ vara positiva heltal och antag att sgd(a,b) = 1. Visa att
den diofantiska ekvationen ax + by = ¢
a) har en losning i positiva heltal om ab < ¢,
b) saknar 16sning i positiva heltal om a + b > c.

3.8 Lat a, b och ¢ vara positiva heltal och antag att sgd(a,b) = 1. Vi stker
icke-negativa heltalslosningar, dvs. 16sningar i heltal x > 0, y > 0, till
ekvationen az + by = c.

a) Visa att det alltid finns en icke-negativ 16sning om ¢ > (a — 1)(b — 1).
b) Visa att det inte finns nagon icke-negativ losning om ¢ = ab — a — b.

4 Kongruenser

Definition 4.1 Lat m vara ett positivt heltal. Om m | (a —b) séiger vi att talet a
ar kongruent med talet b modulo m och skriver a = b (mod m). Om m [ (a—b)
dr a inte kongruent med b modulo m, och vi skriver a Z b (mod m).

Uppenbarligen ir pastaendet a = b (mod m) ekvivalent med att a = gm +b
for nagot heltal . Mangden av alla med a kongruenta tal b modulo m &r déirfor
identisk med méngden av alla rester som kan fas genom att dividera a med
modulen m.

Vi listar nu nagra anvindbara egenskaper som foljer direkt ur definitionen
av kongruens.

Sats 4.2 Kongruens modulo m dr en ekvivalensrelation, dvs.
(i) a=a (mod m) for alla heltal a.
(ii) Om a=b (mod m), sa drb=a (mod m).
(i1i) Om a =b (mod m) och b=c (mod m), sa dra = c (mod m).

Bewvis. Beviset for satsen lamnas at ldsaren. O

Nésta sats visar att kongruenser kan adderas, multipliceras och héjas till
potenser.

Sats 4.3 Lat a, b, ¢ och d vara heltal.
(i) Om a=b (mod m) och ¢ =d (mod m), sa ira+c=b+d (mod m).
(i) Om a=0b (mod m) och ¢ =d (mod m), sa dr ac=bd (mod m).
(iii) Om a = b (mod m), sd dr a* = b* (mod m) for alla icke-negativa heltal
k

(iv) Lat f(x) vara ett polynom i variabeln x med heltalskoefficienter och antag

att a =b (mod m). Da dr f(a) = f(b) (mod m).

Bevis. (i) ldamnas at ldsaren.

(ii) Om a =b (mod m) och ¢ = d (mod m), sa dr a = b+mgq och ¢ = d+mr
for lampliga heltal g och r. Det foljer att ac = bd + m(br + dg + mqr), vilket
visar att ac = bd (mod m).

(iii) Genom att vilja ¢ = a och d = b i (ii) ser vi att antagandet a = b
(mod m) medfér att a? = b? (mod m). Genom att anvinda egenskapen (ii)
ytterligare en gang far vi kongruensen a® = b* (mod m), och det allminna

fallet foljer med induktion.
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(iv) Antagatt f(z) = Z?:o cjz’. Genom att anviinda egenskapen (iii) ser vi
forst att o/ = b’ (mod m) for alla j, och sedan foljer det fran (ii) att cja’ = ¢;b7
(mod m). Upprepad anvéndning av (i) leder slutligen till slutsatsen f(a) =
doi—ocial =30 et = f(b) (mod m). O

Anmirkning om beridkning av potenser. I manga tillampningar behdver
man kunna berdkna potenser a® modulo m snabbt och effektivt. Den naiva
metoden att anvinda sig av k — 1 stycken multiplikationer fungerar fér sma
varden pa k, men for stora tal k, som dem som anvinds i exempelvis RSA-
algoritmen som vi kommer att diskutera i avsnitt 8, tar detta alldeles for lang
tid. Istéllet bor man berikna a® rekursivt med hjilp av formlerna
& (a*/?)? = (al*/2])2 om k dr jAmnt,
¢ a-(a®*=D/2)2 =g (al*/21)2 om k &r udda.

Pa detta sitt erhaller man a” fran al*/2 med hjilp av en multiplikation (kva-
drering) om exponenten k dr jimn, och med tva multiplikationer (kvadrering
foljt av multiplikation med a) om exponenten k ér udda. Beroende pa viirdet pa
k kommer den allra forsta berskningen i rekursionen att vara a? eller a® = a-a?.

Totala antalet multiplikationer for att berikna a* fran a med rekursion &r
av storleksordningen log k, vilket dr litet jamfort med k. Om k har den binéira
utvecklingen k = aya—1...c100 = Y7, ;27 (ddr a, = 1), s& &r |k/2] =
QrQ_1...a1, och k dr udda om ag = 1 och jimnt om «p = 0. Hérav foljer
litt att antalet kvadreringar som behovs for att beriikna a* dr lika med r och
att antalet extra multiplikationer med a &r lika med antalet nollskilda siffror a;
minus 1. Detta innebér att det krivs hogst 27 multiplicationer for att berikna
potensen ak.
EXEMPEL 1 Den rekursiva beriikningen av 3134 (mod 121) sammanfattas av
foljande tabell:

k 1304 652 326 163 162 81 80 40 20 10 5 4 2 1
3 (mod121)| 81 9 3 27 9 3 1 1 1 1 18 9 3

Talen i den 6versta raden beriknas fran vinster till hoger; om ett tal dr jamnt
erhalls nésta tal genom division med 2, och om det ér udda erhalls nésta tal
genom subtraktion med 1. Talen i den nedersta raden beriknas fran hoger till
viinster. Exempelvis dr 3% = (32)2 =92 =81,3°=3-3"=3.81 =243 =1 och
3326 = (3163)2 = 272 = 3. O

Vi undersoker hirnést vad som hidnder ndr modulen multipliceras eller divi-
deras med ett tal. Beviset for foljande sats lamnas at ldsaren.

Sats 4.4 Lat c vara ett godtycklig positivt heltal, och lat d vara en positiv delare
till m.

(i) Om a=b (mod m), sd dr ac = be (mod mc).
(i) Om a=b (mod m), sa dr a =b (mod d).

Man kan i allménhet inte dividera en kongruens utan att samtidigt dndra
modulen. Vi har féljande resultat.
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Sats 4.5 Lat ¢ vara ett nollskilt heltal och sdtt d = sgd(c, m).
(i) Om ca =cb (mod m), sa dr a =b (mod m/d)

(i) Om ca = cb (mod m) och sgd(c,m) =1, sa dra =0 (mod m).

Bevis. (1) Om ca = ¢b (mod m), sa géller per definition att m | ¢(a—b) och detta
medfor att % s(a —b). Eftersom sgd(%, 2) =1, f6ljer hdrav att % (a—0),
dvs. a =b (mod m/d).

(ii) dr ett specialfall av (i). O

Ett system av kongruenser kan ersittas av en enda kongruens pa foljande
satt:

Sats 4.6 Lat my,mo, ..., m, vara positiva heltal och sdtt
m = mgm(my, ma, ..., My).

Féljande tva pastaenden dr da ekvivalenta:
(i) a=b (mod m;) fori=1,2, ..., r.
(ii) a =b (mod m).

Bevis. Antag att a = b (mod m;) for alla i. Da dr a — b en gemensam multi-
pel till alla talen m;, och darfor ar talet a — b ocksa delbart med den minsta
gemensamma multipeln m. Detta betyder att a = b (mod m).

Om det omvint giller att a = b (mod m), sa géller det ocksa att a = b
(mod m;) for varje i eftersom m; | m. O

I aterstoden av det hér avsnittet betecknar m ett fixt positivt tal, som vi
anvander som modul.

Definition 4.7 Lat a vara ett heltal. Méngden a = {x € Z | x = a (mod m)}
av alla tal som &r kongruenta modulo m med a kallas en restklass, eller kongru-
ensklass, modulo m.

Eftersom kongruensrelationen &r en ekvivalensrelation foljer det att

e alla tal som tillhér samma restklass ar dmsesidigt kongruenta modulo m,
e tal som tillhor olika restklasser &r inkongruenta,

e for varje givet par av heltal a och b #r antingen @ = b eller a Nb = (),

e @ = b om och endast om a = b (mod m).

Sats 4.8 Det finns exakt m olika restklasser modulo m, nimligen 0, 1, 2, ...,
m — 1.

Bevis. Enligt divisionsalgoritmen finns det for varje heltal a ett unikt heltal r
i intervallet [0,m — 1] sadant att a = r (mod m). Varje restklass a ar déarfor

identisk med en av restklasserna 0, 1, 2, ..., m — 1, och dessa ar olika eftersom
iZj (modm)om0<i<j<m-—1. O

Definition 4.9 Med ett fullstindigt restsystem modulo m menas en uppséattning
T1,T3, ..., T, av m stycken heltal tillhérande olika restklasser modulo m.

Méngden {0,1,2,...,m — 1} &r ett exempel pa ett fullstindigt restsystem
modulo m.



4 Kongruenser 22

EXEMPEL 2 {4,—7,14,7} &r ett fullstindigt restsystem modulo 4. O

Lemma 4.10 Om x och y tillhor samma restklass modulo m sa dr sgd(x, m) =
sgd(y, m).

Bevis. Om z = y (mod m) sa ér x = y + gm for nagot heltal ¢, och det foljer
av sats 1.4 att sgd(z, m) = sgd(y, m). O

Tva tal a och b ger upphov till samma restklass modulo m, dvs. @ = b,
om och endast om a = b (mod m). Pa grund av lemma 4.10 &r dérfor f6ljande
definition konsistent.

Definition 4.11 En restklass a ségs vara relativt prima mot sin modul m om
sgd(a,m) = 1.

Definition 4.12 Antalet restklasser som ér relativt prima mot modulen m be-
tecknas ¢(m), och funktionen ¢: Zy — Z. kallas Fulers ¢-funktion.

En méngd {ri,72,...,7¢(m)} bestaende av ett tal fran varje restklass som
ar relativt prima mot modulen m kallas ett reducerat restsystem modulo m.

Foljande tva observationer foljer omedelbart ur definitionerna:

e ¢(m) ér lika med antalet tal i intervallet [0, m — 1] som &r relativt prima
mot talet m.

® {Y1,Y2,---,Yp(m)} dr ett reducerat restsystem modulo m om och endast
om talen &r parvis inkongruenta modulo m och sgd(y;, m) = 1 for alla 7.

EXEMPEL 3 Talen i intervallet [0, 7] som &r relativt prima mot talet 8 &r 1, 3,
5 och 7. Foljaktligen &r ¢(8) = 4, och {1,3,5,7} &r ett reducerat restsystem

modulo 8. O
EXEMPEL 4 Om p &r ett primtal sa ar talen 1, 2, ..., p — 1 samtliga relativt
prima mot p. Det foljer att ¢(p) = p—1 och att {1,2,...,p—1} &r ett reducerat
restsystem modulo p. O

EXEMPEL 5 Lat p* vara en primtalspotens. Ett heltal &r da relativt prima mot
talet p* om och endast om det inte #r delbart med p. Intervallet [0,p* — 1]
innehaller dirfor p*~! tal som inte #r relativt prima mot p*, nimligen talen np,
dirn =0,1,2,..., p* 1 —1, medan de aterstaende p* — p*~! talen i intervallet
ar relativt prima mot p*. Foljaktligen #r

o(p*) =p* — "t =p" (1 - 1) :
P

I avsnitt 7 kommer vi att ge en formel for ¢(m) for allmént m (se korollari-
um 7.3). O

Sats 4.13 Antag att sgd(a,m) =1, att {r1,re,...,rm} dr ett fullstindigt rest-
system samt att {sy, s, ..., s¢(m)} ar ett reducerat restsystem modulo m. Da dr
ocksa {ari,ars, ... ary} ett fullstindigt restsystem och {asi,asz,...,ass@m)}
ett reducerat restsystem modulo m,

Bevis. For att visa att méngden {ari,ars,...,ar,} dr ett fullstindigt rest-
system behover vi bara kontrollera att elementen dr valda fran olika restklas-
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ser, dvs. att de dr parvis inkongruenta modulo m. Men enligt sats 4.5 medfor
ar; = ar; (mod m) att r; = r; (mod m), dvs. att i = j, och detta visar att
elementen #r parvis inkongruenta.

Eftersom sgd(s;,m) = 1 och sgd(a,m) = 1 ér vidare sgd(as;,m) = 1 for
i=1,2,..., ¢(m) pa grund av sats 1.14. Talen asy, asa, ..., aSy(y) tillhor
dérfor restklasser som dr relativt prima mot modulen m, och av samma skél
som ovan tillhor de olika restklasser. Da de dessutom &r ¢(m) till antalet bildar
de ett reducerat restsystem. O

Sats 4.14 (Eulers sats) Om sgd(a,m) =1 sa dr
a®™ =1 (mod m).

Bevis. Lat {s1,52,...,54(m)} vara ett reducerat restsystem modulo m. Enligt
sats 4.13 dr da ocksa méngden {asy, ass,. .. 7as¢(m)} ett reducerat restsystem,
och foljaktligen motsvaras varje element s; i det forstndmnda systemet av exakt
ett element as; i det sistnidmnda sa att s; = as; (mod m). Genom att mul-
tiplicera ihop talen och anviinda oss av sats 4.3 (ii) drar vi dérfor slutsatsen

att
é(m)

H as;) H s;  (mod m),
j=1

och att foljaktligen
é(m) d(m)

a®m) H 55 = H s; (mod m)
j=1

Eftersom sgd(s;,m) = 1 kan vi anviinda sats 4.5 (ii) upprepade ganger for att
dividera bort talen s;. Efter ¢(m) divisioner erhalles a®™ =1 (mod m). [

Nista sats foljer som omedelbart korollarium.
Sats 4.15 (Fermats lilla sats) Om p dr ett primtal och p ) a, sa dr
a1 =1 (mod p).
For varje heltal a dr déirfor a? = a (mod p).

Bevis. Om p [ a, sa ir sgd(a, p) = 1, och eftersom ¢(p) = p—1 enligt exempel 4
foljer nu den forsta delen omedelbart av Eulers sats. Genom att multiplicera
kongruensen med a noterar vi att a? = a (mod p), och detta giller uppenbarli-

gen ocksa i fallet a =0 (mod p). O
EXEMPEL 6 Modulo 7 ér 3! =3, 32 =2, 33 =6, 3* =4, 3° = 5 och slutligen
36 = 1, helt i 6verensstimmelse med Fermats sats. P4 motsvarande sitt dr
21 =2, 22 =4, 22 = 1 och foljaktligen 26 = 1. O
Ovningar

4.1 Vilka tal n i intervallet [1,20] &r kongruenta med 45 modulo
a)9, b)10, c¢)11, d)30, e)40, f)50?

4.2 For vilka tal m > 2 géller
a) 20 = 13 (mod m), b) 20 =-13 (mod m), c¢) 25 =13 (mod m)?
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4.3

4.4
4.5

4.6

4.7
4.8

4.9

4.10

4.11
4.12

4.13

4.14

4.15

4.16

Visa att kongruensen z2 = 2 (mod m) endast har 16sningarna x = 0 och

2 =1 (mod m), om m &r a) ett primtal och b) en primtalspotens.
Visa att for varje 2 > 1 har 2 och x° samma slutsiffra (i decimalsystemet).

Visa att talet a,,10™ + a,,—110™"1 4+ -+ + a210% + @110 + ag 4r delbart
med
a) 11 om och endast om talet
ag —ay +az — -+ (=1)"an,

ar delbart med 11,
b) 7 om och endast om talet

(ap + 3a1 + 2a3) — (a3 + 3ag + 2a5) + (ag + 3ay + 2ag) — - - -
ar delbart med 7,
¢) 13 om och endast om talet

(0,0 - 3(11 - 4(12) - (CL3 - 3a4 - 4a5) + (a6 - 3a7 - 4(18) — e
ar delbart med 13.

Anviand resultaten i foéregaende 6vning for att undersoka delbarhet med
11, 7 och 13 for talen a) 123444321 och b) 1171311713.

L6s 6vningarna 1.11, 1.12, 1.13 och 1.14 med hjilp av kongruensrékning.

Sétt S, =14+24+3+---+(n—1) forn > 2.
a) Visa att S,, =0 (mod n), om n ir udda.
b) Bestdm huvudresten da S,, divideras med n om talet n &r jamnt.

a) {a1,as,...,a,} ar ett fullstindigt restsystem modulo n. Bestdm hu-
vudresten da aq + as + - - - + a,, divideras med n.
b) {ai,az,... a4} dr ett reducerat restsystem modulo n. Bestdm hu-

vudresten da a; + ag + -+ - + ag(,) divideras med n.

For vilka n > 2 géller att
a)124+22+3%2+...+ (n—1)2=0 (mod n),
b) 13 +23433+.--+(n—1)3=0 (mod n)?

Bestdm ¢(n) forn =1, 2, ..., 10.

Skriv upp ett a) fullstindigt och b) reducerat restsystem modulo 20.
Anvind till beloppet minsta rester.

Visa att talen a, 2a, 3a, ..., na bildar ett fullsténdigt restsystem modulo
n om sgd(a,n) = 1.

Lat m och n vara relativt prima positiva heltal. Kan man vélja fullstindiga
restsystem aq,as, ..., ay,, och by, by, ..., b, modulo m respektive n, sa att
talen a; +b;, 1 <4 <m, 1 < j < n, bildar ett fullstindigt restsystem
modulo mn?

Lat m och n vara relativt prima positiva heltal. Huvudresterna modulo
mn utgors av talen j+mk,dir 0<j<m—1loch0<k<n-1.

a) Visa att om sgd(j,m) > 1, sa ar sgd(j + mk, mn) > 1 for alla k.

b) Visa att om sgd(j,m) = 1, sa &r (for fixt j) exakt ¢(n) stycken av talen
j+mk, 0 <k <n-—1,relativt prima mot mn.

[Ledning: Visa att de n talen &r inkongruenta modulo n.]

¢) Anvind a) och b) for att visa att ¢(mn) = ¢(m)o(n).

Bestim slutsiffran i a) 359, b) 260 ¢) 5775,
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4.17 Bestim de tva sista siffrorna i a) 359, b) 269 ¢) 5775,

4.18 Visa att varje primtal utom 2 och 5 delar odndligt manga av talen
a) 1, 11, 111, 1111, ..., b) 9, 99, 999, 9999, ....

4.19 Visa att om primtalen p och ¢ ir skilda, sa giller att p?=! +¢P~! = 1
(mod pgq).

4.20 Lat p vara ett primtal.
a) Visa med hjilp av Fermats lilla sats att (a + b)? = a? + bP (mod p).
b) Visa att (a + b)P = aP + bP (mod p) utan att anvinda Fermats sats.
¢) Visa att a? = a (mod p), dvs. Fermats sats, med hjilp av b).

4.21 Lat p vara ett primtal. Visa att om a? = b (mod p), sa dr a? = bP
(mod p?).

5 Pseudoprimtal

Om ett tal n dr sammansatt, sa har det en primfaktor p som &r mindre &n eller
lika med /n. Om talet n inte dr delbart med nagot primtal mindre &n eller lika
med +/n, dr f6ljaktligen n ett primtal. Detta betyder att vi i vérsta fall maste
genomfora cirka y/n divisioner for att avgdra om talet n ir sammansatt.

I de allra flesta fallen kan vi emellertid anvinda Fermats sats 4.15 for att
visa att att givet tal m &r sammansatt utan att behova hitta nagra faktorer,
ty om sgd(a,n) = 1 och a®~ ! # 1 (mod n), sa ir nédvindigtvis talet n sam-
mansatt. Var formaga att beriikna potenser a* (mod n) snabbt gér detta till
en mycket effektiv metod. (Antalet multiplikationer och divisioner som behdvs
dr proportionellt mot logn som &r betydligt mindre &n /n.)

EXEMPEL 7 For att visa att talet 221 #r sammansatt utan att behova fak-
torisera det beriiknar vi 2%2° (mod 221). De nédviindiga berikningarna ges av
foljande tabell:
k ‘220 110 55 54 27 26 13 12 6 3 2 1
2% (mod 221) ‘ 16 30 128 64 8 4 15 118 64 8 4 2

Beriikningarna visar att 2220 = 16 (mod 221), och det foljer att talet 221 maste
vara sammansatt. I sjilva verket &r 221 = 13 - 17. O

Omvindningen till Fermats sats giller inte, dvs. ™1 =1 (mod m) medfér
inte att m ar ett primtal. I vissa fall kan man déarfor inte avgora huruvida ett
tal &r sammansatt eller ej med hjilp av ovanstaende procedur.

EXEMPEL 8 Talet 341 #r sammansatt (= 11 - 31), men #nda &r 2340 = 1
(mod 341) vilket foljer av berdkningarna i tabellen nedan.

k 340 170 85 84 42 21 20 10 5 4 2 1
9% (mod341) | 1 1 32 16 4 2 1 1 32 16 4 2

Testet upptéicker saledes inte att 341 dr sammansatt. Men vi kan férstas prova
med en annan bas én 2, och om vi anvénder oss av 3 far vi f6ljande tabell:
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k 340 170 85 84 42 21 20 10 5 4 2 1
3% (mod 341)\ 56 67 254 312 163 201 67 56 243 81 9 3

Eftersom 3340 = 56 # 1 (mod 341), drar vi nu slutsatsen att talet 341 #r sam-
mansatt. O

Det finns faktiskt ett annat och lattare satt att se att 341 dr sammansatt
som bygger pa féljande lemma.

Lemma 5.1 Ldt p vara ett primtal. Dd dr > = 1 (mod p) om och endast om
x = =1 (mod p).

Bevis. Kongruensen 22 = 1 (mod p) kan forstés skrivas som (z —1)(z +1) =0
(mod p), dvs. p | (z—1)(x+1). Eftersom p dr ett primtal dr detta ekvivalent med
att p| (x — 1) eller p | (x + 1), och vi drar slutsatsen att x = £1 (mod p). O

EXEMPEL 2 (fortsdttning) Om vi atervénder till berékningarna i exempel 2
ser vi att (28%)2 = 2170 =1 (mod 341), och eftersom 28° = 32 # +1 (mod 341)
drar vi nu med hjilp av lemma 5.1 slutsatsen att 341 maste vara ett sammansatt
tal. O

Definition 5.2 LAt a och n vara positiva heltal. Om sgd(a,n) = 1 och a"~! =1
(mod n), sa kallas n ett sannolikt primtal i basen a. Ett sammansatt sannolikt
primtal kallas ett pseudoprimtal.

Varje primtal dr naturligtvis ett sannolikt primtal i varje bas, men det finns
sannolika primtal som dr sammansatta tal, dvs. det finns pseudoprimtal. Exem-
pel 2 visar att talet 341 ar ett pseudoprimtal i basen 2 men att det inte &r
ett sannolikt primtal i basen 3. Da uppstar foljande naturliga fraga: Finns det
nagot heltal n som &r ett pseudoprimtal i varje bas a som #r relativt prima
mot n? Eller med andra ord: Finns det nagot sammansatt tal n sadant att
a1 = 1 (mod n) giller for alla tal a som #r relativt prima mot n? Svaret
ar ja, och sadana tal kallas Carmichaeltal, och man vet numera att det finns
odndligt manga Carmichaeltal. Talet 561 &r det minsta Carmichaeltalet.

EXEMPEL 3 Talet 561 &r sammansatt, ty 561 = 3-11-17. Genom att anvinda
Fermats sats pa primtalen 3, 11 och 17 inser vi att kongruemserna a? = 1
(mod 3), a'® = 1 (mod 11) och a'® = 1 (mod 17) giller for alla tal a som #r
relativt prima mot 561. Vi noterar nu att 560 = 2 - 280 = 10 - 56 = 16 - 35, sa
genom att upphdja den forsta kongruensen med 280, den andra med 56 och den
tredje med 35 erhaller vi som resultat att a®®® =1 (mod m) for m = 3, 11 och
17. Foljaktligen ér ocksa a®®® =1 (mod 3 - 11-17), och detta visar att 561 ir
ett sannolikt primtal for alla baser a som &r relativt prima mot 561. Talet 561
ar saledes ett Carmichaeltal. O

Fortsdattningen pa exempel 2 antyder att det finns ett starkare sitt att testa
huruvida ett tal &r sammansatt &n att bara forsoka visa att det i nagon bas inte
ar ett sannolikt primtal. Detta &r det sa kallade starka pseudoprimtaltestet, som
vi nu ska beskriva.

Antag att vi vill visa att ett udda tal n &r sammasatt. Vi startar da med att
dela det jamna talet n—1 med 2 upprepade ganger till dess att vi far n—1 = 2%d,
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dar d ar ett udda tal. Darefter bildar vi talen

a®,a® at ., a2 (mod n)
genom upprepad kvadrering och reducering modulo m.

Om det sista talet i denna sekvens, dvs. azkd, inte dr kongruent med 1 modulo
n, sa ar talet n sammansatt.

Om déremot a2*¢ = 1 (mod n), s& 4r n ett sannolikt primtal i basen a.
Antag att sa &r fallet och lat a*' ¢ vara det forsta talet i ovanstiaende sekvens
som dr kongruent med 1 modulo n. Om da j > 1 och det for det omedelbart
foregiende talet a ¢ i foljden giller att a? @ % —1 (mod n), si ir talet n
sammansatt (pa grund av lemma 5.1).

I de fall d& detta test inte leder till nagon bestimd slutsats, dvs. da a? = 1
(mod n) eller d& 0 < j < k och a®? = —1 (mod n), kallas talet n ett starkt
sannolikt primtal ¢ basen a. Ett udda, sammansatt, starkt sannolikt primtal
kallas ett starkt pseudoprimtal.

Man kan visa att det inte finns nagra tal som &r starka pseudoprimtal i varje
bas.

De starka pseudoprimtalen ér sillsynta. I intervallet 1 < n < 25-10° finns det
1091987 405 primtal, 2 163 Carmichaeltal, 4 842 starka pseudoprimtal i basen 2,
184 tal som &r starka pseudoprimtal i savil basen 2 som basen 3, 13 tal som &r
starka pseudoprimtal i baserna 2, 3 och 5, och endast ett tal som &r ett starkt
pseudoprimtal i baserna 2, 3, 5 och 7.

Det minsta starka pseudoprimtalet i basen 2 &r talet 2047.

EXEMPEL 4 For att visa att 2047 ar ett starkt pseudoprimtal i basen 2 skri-
ver vi forst 2046 = 2 - 1023. Eftersom 1023 = 219 — 1 = Z?:O 27 bestar den
bindra utvecklingen av 1023 av tio stycken 1-or. Genom upprepad kvadrering
och reducering modulo 2047 beriiknar vi sedan potenserna 22" modulo 2047 for
0 < j <9, och genom att sedan multiplicera ihop dem finner vi att 21023 =1
(mod 2047). Detta betyder att 2047 &r ett starkt sannolikt primtal, och eftersom
2047 = 23 - 89 ar det ett starkt pseudoprimtal.

Istéllet for att faktorisera talet kan vi naturligtvis ocksa prova en annan bas.
I basen 3 far vi 31923 = 1565 (mod 2047) och 32°46 = 1013 (mod 2047), vilket
visar att 2047 inte dr ett sannolikt primtal i basen 3 utan sammansatt. O

Ovningar

5.1 Visa att talet 143 4r sammansatt utan att faktorisera det.

5.2 Visa att 121 &r ett starkt pseudoprimtal i basen 3.

6 Linjiara kongruenser
Kongruensen

(1) ar =b (mod m)
ar ekvivalent med ekvationen

(2) ar —my ="
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dér vi naturligtvis bara betraktar heltalslosningar « och y. Vi vet fran sats 3.1
att ekvationen dr 16sbar om och endast om d = sgd(a, m) ér en delare till b. Om
Zo, Yo 4r en l6sning sa har vidare varje annan heltalslosning formen

m a
T=xz0+—n, Y=yo+ n

d d
Vi far darfor d stycken parvis inkongruenta z-vérden modulo m till kongruen-
sen (1) genom att viljan =0, 1, ..., d — 1, och varje losning x dr kongruent

med en av dessa. Detta bevisar féljande sats:

Sats 6.1 Kongruensen
ar=b (mod m)

dr losbar om och endast om sgd(a,m) | b. Om kongruensen dar lésbar, sa har
den exakt sgd(a, m) parvis inkongruenta lésningar modulo m.

Vi far foljande specialfall som omedelbara korollarier till satsen.

Korollarium 6.2 Kongruensen ax = 1 (mod m) dr losbar om och endast om
sgd(a,m) =1, och i det fallet har kongruensen en unik ldsning modulo m.

Korollarium 6.3 Om sgd(a,m) = 1, sa har kongruensen ax = b (mod m) en
unik losning modulo m for varje hogerled b.

Existensen av en l6sning i korollarierna 6.2 och 6.3 foljer ocksa av Eulers
sats. For zg = a®(™~! och z; = bxy blir ndmligen azy = a®™ =1 (mod m)
och az1 = baxy = b (mod m).

Det dr emellertid i allménhet effektivare att 16sa kongruensen (1) genom
att 1osa den ekvivalenta diofantiska ekvationen (2) med hjélp av metoderna i
avsnitt 3 dn att utnyttja Eulers sats. En annan mgjlig 16sningsmetod gar ut pa
att ersitta kongruensen (1) med en kongruens med mindre modul pa féljande
vis:

I kongruensen (1) ersétter vi forst talen a och b med kongruenta tal i inter-
vallet [0,m — 1], eller &nnu béttre i intervallet [—m/2,m/2]. Om vi utgar ifran
att detta redan gjorts kan vi nu uttrycka ekvation (2) som en kongruens pa
formen

(3) my=—b (mod a)

med en modul @ som &r mindre &n modulen m i (1). Om y = yo loser kongruensen
(3), sa ar vidare
_ myo+b

a

en 16sning till kongruensen (1). Hela proceduren kan sedan naturligtvis upprepas
till dess att vi slutligen erhaller en kongruens pa formen z = ¢ (mod n).

EXEMPEL 1 Los kongruensen

(4) 296z = 176 (mod 114).

Losning: Eftersom 2 &r en delare till talen 296, 176 och 114, borjar vi med att
ersitta (4) med foljande ekvivalenta kongruens:

(5) 148z =88 (mod 57).
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Sedan reducerar vi 148 och 88 modulo 57; eftersom 148 = —23 och 88 = —26
kan vi ersédtta (5) med kongruensen

(6) 23z =26 (mod 57).
Nu 6vergar vi istéllet till kongruensen
57y = —26 (mod 23),

som, eftersom 57 &r kongruent med 11 och —26 &r kongruent med —3 modulo
23, ar ekvivalent med kongruensen

(7) 11y = -3 (mod 23).
Denna kongruens ersétter vi nu med kongruensen
232=3 (mod 11)
som vi genast reducerar till
z=3 (mod 11).

Genom att anvidnda losningen z = 3 ser vi att

23-3-3
y:7:6

11

dr en losning till kongruensen (7) och att alla losningar har formen y = 6
(mod 23). Det foljer darefter att

576426
r= ——=

16
23

loser (6) och den didrmed ekvivalenta kongruensen (4), samt att alla 16sningar har
formen x = 16 (mod 57), vilket naturligtvis ocksa kan skrivas som att z = 16
eller x = 73 (mod 114). O

Avslutande anmérkningar. Dessa anmérkningar riktar sig till ldsare som &r bekanta
med elementéir gruppteori.

Lat Zj, beteckna méngden av alla restklasser modulo m som é&r relativt prima mot
modulen, Vi kan foérse Z;, med en multiplikation genom att definiera produkten av
tva restklasser pa foljande sétt

a-b=ab.
For att definitionen ska vara vilartad krivs det forstas att restklasen ab bara beror av
restklasserna a och b och inte av de speciella tal a och b som utvalts for att representera
dem, samt att ab tillhor Z7,. Allt detta foljer emellertid av satserna 4.3 (ii) och 1.14.

Den inférda multiplikationen pa Z;, #r uppenbarligen associativ och kommutativ,
och det finns ett enhetselement, ndmligen restklassen 1. Vidare foljer det av korollarium
6.2 att ekvationen a-z = 1 har en unik l6sning = € Z;, for varje a € Z,. Varje element
i Z}, har med andra ord en unik multiplikativ invers.

Detta visar att Zj, #r en #dndlig abelsk (kommutativ) grupp. Gruppens ordning
(dvs. antalet element i gruppen) #r lika med ¢(m) enligt definitionen av Eulers ¢-
funktion.

En av de forsta satser som man stéter pa ndr man studerar gruppteori lyder: Om
n ar en dndlig grupps ordning och e ar gruppens enhetselement, sa ar a™ = e for varje
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gruppelement a. Genom att anviinda detta resultat pa gruppen Zj, erhaller vi Eulers

sats, eftersom pastaendet
as‘b(m) =1

bara dr ett annat uttryck for att kongruensen
a®™ =1 (mod m)

ar uppfylld for alla tal @ som &r relativt prima mot modulen m.

Ovningar

6.1 Avgor vilka av foljande kongruenser som &r losbara, och bestdm i fore-
kommande fall I6sningarna:
a) 11z =12 (mod 15), b) 12z =11 (mod 15), c¢) 122 =9 (mod 15),
d) 123z = 456 (mod 789), e) 987z = 654 (mod 321).

6.2 Hur manga inkongruenta l6sningar har
a) 30z = 1089 (mod 2175), b) 30x = 1089 (mod 2173),
¢) 30z = 1089 (mod 2169), d) 30z = 1065 (mod 2175)?

6.3 Los kongruensen 7z = 11 (mod 20) med hjilp av Eulers sats.

6.4 Los kongruensen az =1 (mod m) om
a)a=44,m=15 b)a=T7,m=23, c¢)a=24,m=33.

7 Kinesiska restsatsen

Lat oss borja med att betrakta ett system bestaende av tva kongruenser:

{x =a; (mod mq)

x=as (mod mg)

dér sgd(mi, me) = 1. Den forsta kongruensen har lgsningarna z = a1 + mqy,
y € Z, och genom att séitta in detta i den andra kongruensen erhaller vi kon-
gruensen a; + miy = az (mod ms), dvs. miy = as — a1 (mod ms). Eftersom
sgd(my,m2) = 1 har denna kongruens 16sningar pa formen y = yo + maon, och
foljaktligen &r x = a1 + mi1yg + mimeon. Detta visar att systemet har en unik
16sning = = xg (mod mims).

Vi 6vergar nu till att studera ett system bestaende av tre kongruenser:

(1) x=ay (mod msy)

dar modulerna my, mo and mg dr parvis relativt prima. Som vi visade ovan
kan vi ersitta de tva forsta kongruenserna i systemet med en enda kongruens
pa formen z = zy (mod mims), och f6ljaktligen dr hela systemet (1) ekvivalent
med ett system pa formen

=1x9 (mod mims)

@ { x=as (mod ms).
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Pa grund av vart antagande om modulerna dr sgd(mimae, mg) = 1, och systemet
(2) har foljaktligen en entydig losning @ = 21 (mod mymaoms).
Med induktion dr det nu latt att bevisa féljande allménna resultat.

Sats 7.1 (Kinesiska restsatsen) Systemet

x=a; (mod m;)

x=ay (mod ms)

3)
x=a, (modm,)

ddr modulerna my, mo,...,m, dr parvis relativt prima, har en entydig l0sning
modulo mims -+ -m,.

Bevis. Vi ska ge ett andra alternativt bevis for satsen och samtidigt ocksa
hérleda en l6sningsformel.

Antag att vi for j = 1, 2, ..., r har konstruerat heltal J; som uppfyller
kongruenserna

5. = 1 (mod my)
7710 (mod m;) omi#j.

Da satisfierar uppenbarligen talet

(4) Tr = Zéjaj
j=1

kongruenssystemet (3).
Det aterstar darfor bara att visa att talen d; finns. Satt for den skull m =

mims - - m,. Da ar sgd(ﬁ,m]—) =1, sa det foljer darfor av korollarium 6.2
"
att det finns ett heltal b; sadant att

m
—b, =1 d m;).
by =1 (mod m,)

m
Talen 6; = —0b; har nu uppenbarligen de 6nskvérda egenskaperna.
m;
Detta bevisar existensen av en losning x till systemet (3). For att ocksa

bevisa att 16sningen dr unik modulo m antar vi att 2’ dr en annan 16sning. Da
giller det att = 2’ (mod m;) for j =1, 2, ..., r, och det foljer dérfor av sats
4.6 att x = 2’ (mod myms - - -m,.), vilket visar entydigheten. O

Formeln (4) &r speciellt anviindbar om vi behover 16sa flera system av typen
(3) med samma moduler men med olika hogerled aq, as, ..., a,.

EXEMPEL 1 Lat oss l6sa systemet

1 (mod 3)
2 (mod 4)
3 (mod 5).

Tr =
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Losning 1: Med hjalp av metoden i vart forsta bevis for den kinesiska restsatsen
ersitter vi den forsta kongruensen med likheten x = 1 4 3y. Genom inséttning
i den andra kongruensen erhéller vi sedan 3y + 1 = 2 (mod 4), dvs. 3y = 1
(mod 4). Denna kongruens har 16sningarna y = —1 (mod 4), vilket betyder att
y = —144z och att foljaktligen x = —2+12z. Inséttning i den sista kongruensen
leder till kongruensen 12z — 2 = 3 (mod 5), dvs. 12z = 5 = 0 (mod 5). Denna
kongruens har den unika 16sningen z = 0 (mod 5), vilket betyder att z = 5t
och att x = —2 4 60¢. Vart system har saledes den unika losningen & = —2
(mod 60).

Losning 2: Med metoden i vart andra bevis maste vi forst bestamma tal by, bo
och b3 sadana att

200; =1 (mod 3), 150 =1 (mod 4), 12b3 =1 (mod 5).

Man finner litt att by = 2, b = 3 och b3 = 3 duger. Dérefter berdknar vi
01 = 20b; = 40, § = 15by = 45 och d3 = 12b3 = 36, vilket ger oss l6sningen

x =31 + 265 + 303 = 40 + 90 + 108 = 238 = 58  (mod 60). O

Villkoret att modulerna my,ms,...,m, ska vara parvis relativt prima &r
absolut vésentligt for att slutsatsen i sats 7.1 ska gilla. Utan detta villkor &r
systemet (3) antingen olosbart eller ocksa har det fler &n en inkongruent 16sning
modulo myms - - - m,.. For att systemet ska vara losbart dr det nédvéandigt och
tillréckligt att sgd(m;, m;) | (a; —a;) for alla i # j. Man kan 16sa ett godtyckligt
system eller bevisa dess olosbarhet genom att resonera som i den forsta l6sningen
av exempel 1.

Vi ska nu héirleda nagra viktiga konsekvenser av sats 7.1. Fixera for varje
givet positivt heltal n ett fullstindigt restsystem C(n) modulo n. Delméngden
av alla tal i C(n) som &r relativt prima mot n bildar ett reducerat restsystem
som vi betecknar R(n). Méangden R(n) innehaller ¢(n) stycken tal. Om vi vill
vara konkreta kan vi forstas vilja C(n) = {0,1,2,...,n—1}, och da blir R(n) =
{j10<j<n—1ochsgd(j,n)=1}.

Lat nu m; och mso vara tva relativt prima tal och sdtt m = mimsy. Da
innehaller C(m) och den kartesianska produkten C(mq) x C(mg) lika manga
element, ndmligen m stycken. Vi ska nu konstruera en explicit bijektion 7 mellan
dessa tva méngder.

Givet z € C(m) och j = 1 eller 2 betecknar vi med z; det unika tal i
C(m;) som har egenskapen att ; =  (mod m;). Vi definierar sedan funktionen
7:C(m) — C(mq) x C(my) genom att sétta 7(z) = (1, x2).

En avbildning mellan tva méngder med lika manga element &r en bijektion
om (och endast om) den dr surjektiv. Surjektiviteten hos avbildningen 7 foljer
omedelbart av den kinesiska restsatsen, ty givet (x1,z2) € C(my) x C(mz) finns
det enligt denna sats ett (unikt) x € C(m) sé att x = x; (mod my) och z = x4
(mod ma), vilket &r detsamma som att séiga att 7(x) = (21, x2). Avbildningen
7 &r darfor bijektiv.

Hérnést ska vi identifiera bilden 7(R(m)) under avbildningen 7 av det re-
ducerade restsystemet R(m). Eftersom

sgd(z,m) =1 < sgd(z,mq) = sgd(z,ma) =1

och
r=x; (modm;) = (sgd(z,m;) =1« sgd(xz;,m;)=1)
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har vi ekvivalensen z € R(m) < 7(z) € R(m1) X R(mz), som visar att 7 avbil-
dar mingden R(m) bijektivt pa den kartesianska produkten R(m1) x R(mz).
Den foérra méngden har ¢(m) element och den senare méngden har ¢(mq)p(ms)
element. Eftersom de tva méngderna maste ha samma antal element, har vi
bevisat foljande viktiga sats om Eulers ¢-funktion.

Sats 7.2 Om m = myms, dir talen my1 och mo dr relativt prima, sa dar

¢(m) = ¢(m1)d(mz).

Korollarium 7.3 Om n = p’flpg2 -pkrdir py,pa,. .., pr dr olika primtal, sd

wen(e-2) (- 2)-(-2)

Bevis. Genom upprepad anvindning av sats 7.2 erhalls

p(mima - --m;) = d(m1)p(mz) - - - p(m;)

forutsatt att talen mq,mo,...,m, &r parvis relativt prima, och detta géller
forstas speciellt om talen m; &r potenser till olika primtal. Enligt exempel 5 i
avsnitt 4 #r vidare ¢(p¥) = p*~1(p — 1) = p*(1 — 1/p) om p é&r ett primtal. [

Ett polynom f(z) = Z?:o a;x" med koefficienter a; € Z kallas ett heltalspo-
lynom, och kongruensen
f(x)=0 (mod m),

kallas en polynomkongruens. Ett heltal a kallas en 16sning eller en rot till poly-
nomkongruensen om f(a) =0 (mod m).

Om ¢ &r en rot till en polynomkongruens med modulen m och om b = a
(mod m), sa dr ocksa b en rot. Fér att 16sa en polynomkongruens med modulen
m réicker det darfor att hitta alla rotter som tillhor ett givet fullstdndigt rest-
system C(m) modulo m, t.ex. att hitta alla 16sningar bland talen 0, 1, 2, ...,
m — 1. Med antalet rotter till en polynomkongruens menar vi antalet sadana
inkongruenta rotter.

Betrakta ett system

fi(z)
fa(z)

0 (mod myq)
0 (mod ms)

fr(x) =0 (mod m,)

av polynomkongruenser, dar modulerna my, ms, ..., m, antas vara parvis rela-
tivt prima. Med en l6sning till ett sddant system menar vi forstas ett tal som
samtidigt 16ser alla kongruenserna i systemet. Om a dr en 16sning till systemet
ochom b =a (mod mims---m,), sa ar b ocksa en losning till systemet eftersom
det i sa fall speciellt giller att b = a (mod m;) for varje j. For att hitta alla
I6sningarna till systemet réacker det darfor att betrakta losningar som tillhor
ett fullstdndigt restsystem modulo myms - - - m,., och med antalet 16sningar till
systemet menas antalet sadana inkongruenta losningar.
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Sats 7.4 Lat

fi(z) =
f2()

0 (mod my)
0

(mod mg)

(5)
fr(x) =0 (mod m,)

vara ett system av polynomkongruenser och antag att modulerna my, ma, ...,
m, dr parvis relativt prima. Lat X; vara ett fullstindigt system av inkongru-
enta losningar modulo m; till den j:te kongruensen och lat n; beteckna antalet
losningar. Antalet l6sningar till hela systemet dr da lika med nino---n,, och
varje losning till systemet erhalls som losning till systemen

x=a; (mod my)

x=ay (mod ms)

x=a, (modm,)
déar (a1, a9, ... ,a,) varierar over mdangden X1 X Xg X -+- x X,
Naturligtvis kan en méngd X; vara tom och da &r n; = 0.

Bevis. Satt m = mimg - - -m,, 14t C(m;) vara ett fullstéindigt restsystem modulo
m; som innehaller 16sningsméngden X; (j = 1,2,...,r), och lat C(m) vara
ett fullstdndigt restsystem modulo m som innehaller 16sningsméngden X till
systemet (5) av kongruenser. Pa grund av den kinesiska restsatsen far vi en
bijektion
T:C(m) = C(mq) x C(mg) X -+ x C(m,)
genom att definiera
7(z) = (21,22, .. ., ),

dér varje z; € C(m;) &r ett tal som satisfierar kongruensen z; =  (mod m;).

Om a € X, sa dr a en 16sning till varje individuell kongruens i systemet (5).
Om a; € C(m;) och a; = a (mod m;), sa &r foljaktligen a; en losning till den
j:te kongruensen i systemet, dvs. a; tillhor 16sningsméngden X;. Det foljer att
7(a) = (a1,a2,...,a,) tillhor méngden X7 x X5 x -+ x X, for varje a € X,
och bildméingden 7(X) till X under 7 dr foljaktligen en delmingd av pro-
duktméngden X7 x Xo X -+ x X,

Om omvint 7(a) = (a1,a2,...,a,) € X1 X Xo X -+ x X,., sa léser a varje
individuell kongruens och tillhor sédledes X . Detta foljer av sats 4.3, ty for varje
index j #r a = a; (mod m;) och fj(a;) =0 (mod m;). Bijektionen 7 avbildar
darfor delméngden X pa delméngden X3 x Xo X - - - x X,., varav foljer att antalet
element 1 X ar lika med ning - --n,. O

EXEMPEL 2 Betrakta systemet

?4+2+1=0 (mod?7)
2c —4=0 (mod 6).
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Genom att prova med z =0, +1, +2, +3, ser vi att =2 (mod 7) och x = -3
(mod 7) &r 16sningarna till den forsta kongruensen i systemet. Den andra kon-
gruensen loses av x = —1 (mod 6) och z =2 (mod 6). Vi drar dérfor slutsatsen
att systemet har 4 inkongruenta 16sningar modulo 42, och for att hitta dem ska
vi 16sa vart och ett av foljande fyra system:

r= 2
r=-—1

( )

( )

x=-3 (mod?7)
{xz ( )

Il
[\]
=
5]
a
=
S~—"

Vi anvénder 18sningsformeln (4) i beviset f6r den kinesiska restsatsen, och
bestammer darfoér talen b; och by sa att

42 42
—by=1 (mod7) och Fbg =1 (mod 6).

7
Man ser latt att by = —1 och by = 1 loser dessa kongruenser, och vi kan
foljaktligen sidtta 67 = —6 och d2 = 7. De fyra olika l6sningarna modulo 42

till vart ursprungliga kongruenssystem ar darfor

Ty =-6-2+7-(-1)=-19=23
Ty=—6-2+47-2=2

r3=—6-(=3)+7-(=1) =11
zy=—6-(-3)+7-2=32. O

Var nésta sats, som foljer som specialfall av sats 7.4, visar att man kan re-
ducera problemet att 16sa polynomkongruenser med godtycklig modul till pro-
blemet att 16sa polynomkongruenser med moduler som &r primtalspotenser.

Sats 7.5 Lat f(x) vara ett heltalspolynom. For varje positivt heltal m later vi
X (m) beteckna en fullstindig mdngd av rétter modulo m till polynomkongruen-
sen

f(x)=0 (mod m),

och N(m) dr antalet rétter.
Antag att m = myims---m,, ddr talen my,ma,...,m, dr parvis relativt
prima. Da dr
N(m) = N(m1)N(mg)--- N(m,).

For varje r-tipel (aq, as, . .., a,) € X(m1)xX(mg)x---x X(m,) finns det vidare
en unik motsvarande rot a € X(m) sadan att @« = a; (mod m;) for j =1, 2,
C, T

Bevis. Enligt sats 4.6 dr kongruensen f(z) =0 (mod m) ekvivalent med syste-

met
(mod myq)

0
0 (mod ma)
fx)=0 (mod m,).

Pastaendena i satsen &r déarfor specialfall av sats 7.4. O
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EXEMPEL 3 Lat f(x) = 2% + 2 + 1. Visa att kongruensen f(z) = 0 (mod 15)
saknar 16sning.

Lésning: Genom att prova x = 0, 1, +2 upptécker vi att kongruensen f(z) =0
(mod 5) saknar 16sning. Dérfor har inte heller den givna kongruensen modulo
15 (= 5- 3) nagon 16sning. O

EXEMPEL 4 Lat f(z) = 22 + 2 + 9. Bestiim rotterna till kongruensen
f(z)=0 (mod 63).
Losning: Eftersom 63 = 32 - 7, borjar vi med att 16sa de tva kongruenserna
f()=0 (mod7) och f(z)=0 (mod?9).

Den forsta kongruensen har bara en rot, ndmligen 3 (mod 7), medan den and-
ra kongruensen har rétterna 0 och —1 (mod 9). Den givna kongruensen har
foljaktligen tva rotter modulo 63, och de erhalls som 16sningar till kongruenser-

na
x=3 (mod7) x 3 (mod 7)
och
x=0 (mod?9) z=-1 (mod?9).
Med hjélp av den kinesiska restsatsen far vi rotterna are 45 och 17 modulo 63.
O

Ovningar

7.1 Bestédm losningarna till f6ljande system av kongruenser:

x =2 (mod 5) x =2 (mod 6) x =2 (mod 6)

a){ =5 (mod7) , b) =5 (mod7) , ¢){ =5 (mod7) ,
x =7 (mod 12) x =7 (mod 15) z =8 (mod 15)
2z =3 (mod 9)

d) ¢ 4x =6 (mod 10) .
6z =9 (mod 11)
7.2 Satt upp en formel for l6sningarna till systemet
x =a (mod 3)
x=0b (mod 11) .
x = ¢ (mod 14)
7.3 En pojke har ett antal kulor som &r mindre &n 100. Nar han delar dem
i tre hogar med lika manga kulor i varje blir det en kula 6ver, nir han

delar dem i fyra hogar blir det tva kulor 6ver, och nédr han delar dem i
fem hogar blir det tre kulor éver. Hur manga kulor har han?

7.4 Visa att det for varje £ > 1 finns k£ konsekutiva heltal, som vart och ett
ar delbart med en heltalskvadrat > 1.

7.5 Berikna a) ¢(100), b) ¢(10!).

7.6 Hur manga av talen a, 1 < a < 100, satisfierar villkoret
a) sgd(a,100) =1, b) sgd(a,100) > 1, c) sgd(a,100) =27
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7.7 Hur manga av talen a, 1 < a < n, satisfierar sgd(a,n) = d, dér d &r en
positiv delare till n?

7.8 For vilka n &r ¢(n) udda?
7.9 Vilka positiva heltal n satisfierar ekvationen ¢(2n) = ¢(n)?

7.10 Visa att for n > 1 &r > a = ing¢(n), dir summationen utstriicks dver alla
a sddana att 1 < a < n och sgd(a,n) = 1.

7.11 Vilka positiva tal n satisfierar ekvationen a) ¢(n) = n, b) ¢(n) = 2n?

7.12 Vilket dr det minsta positiva tal n respektive minsta positiva jimna tal n
for vilket ekvationen ¢(z) = n saknar 16sning ?

7.13 Bestdm alla naturliga tal n for vilka ¢(n) = 24.

7.14 Visa att for givet n har ekvationen ¢(z) = n endast #ndligt manga los-
ningar.

8 RSA-algoritmen

Ar 1977 uppfann R.L. Rivest, A. Shamir och L.M. Adleman en asymmetrisk
krypteringsmetod som anvénder kongruensriakning och som har kommit att kal-
las RSA-algoritmem. Metoden anvénder tva nycklar, en publik krypteringsnyckel
och en hemlig privat dekrypteringsnyckel. Sikerheten hos krypteringsalgoritmen
beror pa svarigheten att faktorisera stora sammansatta tal och att for ett givet
heltal k berdkna k:te roten modulo ett sammansatt tal.

RSA-algoritmen bygger pa foljande sats.

Sats 8.1 Antag att talet m dr ett positivt kvadratfritt tal, dvs. att talets kano-
niska primtalsfaktorisering m = p1ps - - - p, bestar av olika primtal. Lat e och d
vara positiva tal sadana att ed =1 (mod ¢(m)). For varje heltal a giller da att
a®® = a (mod m).

Bevis. Enligt sats 4.6 ricker det att visa att kongruensen a®® = a (mod p)

géller for varje primtal p = p; som delar modulen m. Detta &r trivialt uppfyllt
om a =0 (mod p), eftersom i sa fall a°® = a =0 (mod p). Vi kan dirfor antaga
att a £ 0 (mod p).

Enligt férutsittningarna ér ed = 1 + n¢(m) for nagot icke-negativt heltal n,
och

¢(m) = é(p-m/p) = ¢(p)p(m/p) = (p — 1)¢(m/p).
Foljaktligen dr ed = 14+ n(p — 1)¢(m/p) = 1+ (p — 1)N, didr N &r nagot
icke-negativt heltal. Pa grund av Fermats sats ar déarfor

a =gt eUN — g (P YN =41V =4 (mod p). O]

Den publika RSA-nyckeln bestar av ett par (m, e) av heltal. Talet m anvénds
som modul och talet e &r den publika exponenten. Modulen m &r produkten av
tva olika, stora primtal p och ¢. (Varje primtal rekommenderas ha en storlek
som #r minst 2512). Exponenten e méaste var relativt prima mot ¢(m), dvs. mot
savil p— 1 som ¢ — 1, och véljs normalt som ett litet primtal sasom 3 (= 2+ 1),
17 (= 2* + 1) eller 65537 (= 216 + 1), beroende pa att potenserna a® (mod m)
gar snabbt att berdkna for dessa speciella val av e.
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I faktiska implementeringar av RSA-algoritmen fixeras férst exponenten e.
Sedan genereras slumpméssigt primtal p och ¢ som uppfyller sgd(p — 1,e) =
sgd(q — 1,e) = 1 pa ett sadant siitt att varje primtal av den dnskade storleken
(siig 2°12) har samma sannolikhet att viiljas. Slutligen sitts m = pq.

Den privata nyckeln bestar av paret (m,d), dir d dr det unika positiva tal
mindre &n ¢(m) som uppfyller kongruensen ed = 1 (mod ¢(m)). Talet d, prim-
talen p och ¢ samt talet ¢(m) halls hemliga av dgaren till den privata nyckeln.

Antag att nagon, sig Alice, 6nskar skicka ett hemligt meddelande till Bob,
innehavaren av den privata nyckel. Forst maste da meddelandet konverteras till
ett heltal a i intervallet [0,m — 1] pa nagot standardsétt. (Man kan exempelvis
anvinda ASCII-koden. Eftersom denna kodar "H” som 072, ”¢” som 101, ”1”
som 108, 70” som 111 och ”!” som 033, skulle meddelandet ”"Hello!” genom
sammanséttning bli talet a = 072101108108111033.) Om meddelandet dr alltfor
langt kommer koden f6r det att hamna utanfor det tillatna intervallet, men det
kan da delas upp i ett antal block som kodas separat.

Sandaren Alice anvéinder nu den publika krypteringsnyckeln for att berdkna
det unika tal b i intervallet [0, m—1] som uppfyller kongruensen b = a® (mod m).
Detta tal b skickas sedan till Bob.

Nér Bob tagit emot chiffermeddelandet b anvinder han sin privata exponent
d for att bestimma det unika tal ¢ som uppfyller 0 < ¢ < m och ¢ = b¢ (mod m).
Enligt sats 8.1 &r ¢ = a, och Bob har alltsa aterfunnit det hemliga talet a.

Antag att nagon tredje part far tillgang till talet b. For att finna talet a
maste han da dra e:te roten ur b, dvs. 16sa kongruensen z¢ = b (mod m). Det
finns emellertid inte nagon (kénd) anvindbar metod f6r detta annat &n att hitta
talet d, och for att gora detta behdver han veta ¢(m), och for detta behdver han
kunna faktorisera talet m. Men att faktorisera heltal med 1000 binéra siffror
ligger utanfor vad som &ar mojligt med dagens algoritmer och allra snabbaste
datorer. RSA-algoritmen anses dérfor vara mycket siker.

Det dr viktigt att meddelandetalet a inte &ar alltfor litet relativt m, ty om
a® < m kan vi forstas berdkna a fran chiffertextmeddelandet b = a® genom att
berdkna den vanliga e:te roten ur b. Darfor dr det nodvéndigt att anvédnda olika
tekniker for att utvidga tal med fa nollskilda siffror for att fa en siker algoritm.

Ovningar

8.1 Vilj i detta lilla testexempel fér RSA-algoritmen p = 11 och ¢ = 13 sa att
m = pq = 143. V4lj vidare krypteringsnyckeln e = 77.
a) Beriikna dekryperingsnyckeln d.
b) Kryptera talet @ = 50 och verifiera att det aterfas vid dekryptering.

9 Polynomkongruenser med primtalsmodul

Sats 7.5 reducerar studiet av polynomkongruenser f(z) = 0 (mod m) med en
allmin modul m till fallet att m &r en primtalspotens p*. I det hir avsnittet
ska vi behandla fallet k¥ = 1, dvs. kongruenser med primtalsmoduler, medan
kongruenser med hogre primtalspotenser som moduler kommer att diskuteras i
nésta avsnitt.

Vi startar med att paminna om nagra allménna begrepp fér polynom och
om divisionsalgoritmen.
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Lat f(z) = Z?:o a;x* vara ett heltalspolynom i variabeln z och antag att
an, # 0. Koefficienten a,, kallas da polynomets ledande koefficient, och talet n
dr polynomets grad och betecknas deg f(z). For att gradtalet ska bli definierat
dven for nollpolynomet, dvs. det polynom vars alla koefficienter &r lika med noll,
definierar vi nollpolynomets gradtal som symbolen —oco, som vi betraktar som
mindre &n alla heltal.

Frasen ” f(z) &r ett polynom av grad < n” betyder med andra ord att f(x)
antingen #r ett polynom som har minst en nollskild koefficient och (vanlig) grad
strikt mindre &n n, eller nollpolynomet.

Om f(z) =Y ,a;z’, a; = b; (mod m) och g(z) =7, b;z’, sa ir uppen-
barligen f(c) = g(¢) (mod m) for alla heltal c. I en polynomkongruens f(z) =0
(mod m) kan vi saledes reducera koefficienterna modulo m, och speciellt kan vi
utesluta alla termer a;z° med a; = 0 (mod m) utan att findra 16sningsméngden.

ExXEMPEL 1 Kongruensen
202° + 172 + 122 + 11 =0 (mod 4)
ar ekvivalent med kongruensen
z* +3=0 (mod 4),

och genom att préva med —1, 0, 1, 2 hittar vi losningarna z = £1 (mod 4).
O

Anmairkning. Eftersom koefficienter som &r delbara med modulen m kan er-
séttas med noll, forenklas en del resultat om man anvinder sig av begreppet grad
modulo m eller m-grad. Med m-graden hos polynomet f(x) = Z?:o a;z* menas
da det storsta talet ¢ med egenskapen att m [ a;. (Om alla koefficienterna ir
delbara med m, dr m-graden lika med —co.) Polynomet i exempel 1 har saledes
4-grad lika med 4. Vi kommer dock inte att anvinda oss av begreppet m-grad,
sa med ett polynoms grad menar vi fortséittningsvis alltid det vanliga gradtalet.

Nér ett heltalspolynom f(x) divideras med ett heltalspolynom g(x) behover
kvoten och resten inte vara heltalspolynom. Om den ledande koefficienten i g(x)
ar 1, sa ar emellertid savéal kvot som rest heltalspolynom.

Sats 9.1 (Divisionsalgoritmen for heltalspolynom) Lat f(z) och g(x) vara tva
heltalspolynom och antag att den ledande koefficienten hos g(x) dr lika med 1.
Da finns det tva entydigt bestimda heltalspolynom q(xz) och r(x) sadana att

f(@) = q(z)g(x) + r(z) och degr(x) < degg(z).

Bevis. Vi visar existensen av polynomen ¢(z) och r(x) med hjilp av induktion,
och ldmnar beviset for entydigheten at ldsaren.

Satt n = deg f(x) och k = degg(z). Om n < k later vi ¢(z) vara noll-
polynomet och sitter r(x) = f(z). Antag dérfor att n > k, att ax™ dr den
ledande termen i polynomet f(x) samt att vi har bevisat existensen av po-
lynomen ¢(z) och r(x) for alla polynom f(x) med ligre gradtal dn n. Be-
trakta polynomet f(x) — ax" ¥g(x); det dr ett polynom av grad n; < n ef-
tersom de tva polynomen f(x) och az" *g(z) har samma ledande koefficient
a. Enligt induktionsantagandet finns det dirfér polynom ¢;(x) och r(x) sa att
f(z) —azx"*g(z) = qi(x)g(z) + 7(x) och degr(x) < k. De bada polynomen



9 Polynomkongruenser med primtalsmodul 40

q(z) = az™* + q1(x) och r(z) uppfyller nu villkoren i satsen, och dirmed r
induktionssteget klart, och existensen bevisad. O

Foljande modulversion av den vanliga faktorsatsen for polynom foljer nu
omedelbart ur divisionsalgoritmen.

Sats 9.2 Antag att f(x) dr ett heltalspolynom. Da dr heltalet a en rot till kon-
gruensen f(x) =0 (mod m) om och endast om det finns ett heltalspolynom q(x)
och ett heltal b sa att

f(x) = (z — a)q(x) + mb.

Bevis. Vi anvinder divisionsalgoritmen och far f(z) = (z — a)g(z) + ¢, dér
kvoten g(z) dr ett heltalspolynom och resten ¢ ir ett konstant polynom, dvs.
ett heltal. Eftersom f(a) = ¢, blir talet a en rot till kongruensen f(z) = 0
(mod m) om och endast om ¢ =0 (mod m), dvs. om och endast om ¢ = mb for
nagot heltal b. O

Vi 6vergar nu till att studera polynomkongruenser av typen
F@)=0 (mod p)

ddr modulen p &dr ett primtal. Om gradtalet hos f(z) &r storre dn eller lika
med p kan vi reducera gradtalet pa foljande sitt: Dividera polynomet f(z) med
aP — z; enligt divisionsalgoritmen finns det da tva heltalspolynom g(x) och r(x)
sd att f(x) = (2P —x)q(x)+r(x) och degr(z) < p. Enligt Fermats sats dr vidare
a? —a =0 (mod p) och foljaktligen f(a) = r(a) (mod p) for alla heltal a. Detta
bevisar foljande sats.

Sats 9.3 Om p dr ett primtal, sa dr varje polynomkongruens f(x) =0 (mod p)
ekvivalent med en polynomkongruens r(z) =0 (mod p), dir r(x) dr ett polynom
med mindre grad dn p.

Ett annat siitt att berdkna polynomet r(x) i sats 9.3 dr att utnyttja f6ljande
lemma.

Lemma 9.4 Antag attn>p och attn =71 (mod p—1), dir1 <r <p-—1. Da
dr ™ = z" (mod p) for alla .

Bevis. Enligt forutsittningarna dr n = g(p— 1) +r for nagot heltal ¢, och enligt
Fermats sats dr P~ =1 (mod p) om x # 0 (mod p). Fér  # 0 (mod p) har
vi ddrfor kongruensen ™ = (zP~1)4.2" = 19. 2" = 2" (mod p), och i fallet
2 =0 (mod p) #r kongruensen trivialt sann. O

Genom att anvinda oss av lemma 9.4 kan vi ersétta alla termer med gradtal
storre dn eller lika med p i ett heltalspolynom f(z) med ekvivalenta termer av
grad mindre &n p, och detta leder till ett heltalspolynom r(x) av grad mindre
dn p och med samma rétter modulo p som f(z).

EXEMPEL 2 Betrakta kongruensen ! + 228 4+ 2° +32% + 423+ 1 =0 (mod 5).
Division med z° — x ger

ot 20 4 ad 30t 442 +1 = (2% + 223 +2? 1) (2° — ) + Bt 452 a1
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Den givna kongruensen é&r saledes ekvivalent med kongruensen
5zt 4+ 523 +24+1=0 (mod 5),

som forenklas till  + 1 =0 (mod 5) och har lésningen =4 (mod 5).

Istéllet kunde vi ha anvint lemma 9.4. Eftersom 11 =3, 8 =4 och 5 =1
modulo 4, ersitter vi termerna ', 22% och 2° med 23, 22 respektive z. Detta
resulterar i polynomet

B2t o432t 4t 1= + 5 +ax+1=2+1 (mod5). O

Sats 9.5 Lat p vara ett primtal. De icke-kongruenta talen a1, as, ..., ax dr rotter
till polynomkongruensen f(x) = 0 (mod p) om och endast om det finns tvd
heltalspolynom q(x) och r(x) sadana att

f(@) = (z —a)(z —az) - (z — ar)q(x) + pr(z)
och degr(z) < k.

Bevis. Om det finns sadana polynom, sa ar f(a;) = pr(a;) = 0 (mod p).
Omvéndningen visas med hjélp av induktion 6ver antalet rétter k. For k = 1
bevisades existensen av ¢(z) och r(z) i sats 9.2. Antag att satsen &#r sann for
k — 1 rotter. Da finns det tva polynom ¢i(z) och 1 (z) med degri(z) < k—1
och sadana att

(1) f(@) =(z—a)(z—az) - (z — ap-1)q1(z) + pri(z).
Detta ger, eftersom f(ar) =0 (mod p), att
(ar, —a1)(ak — az) -+ (ag — ag-1)qi(ag) =0 (mod p).

Eftersom sgd(ax, — aj,p) = 1 for j = 1, 2, ..., k — 1, kan vi dividera bort
faktorerna (ay — a;) i ovanstaende kongruens med ¢i(ax) = 0 (mod p) som
resultat. Enligt sats 9.2 finns det déarfor ett polynom ¢(z) och ett heltal b sa att

q1(z) = (v — ag)q(x) + pb,

och genom att sitta in detta i ekvation (1) ser vi att polynomen ¢(z) och
r(x) =b(x —a1)(xz — ag) -+ (x — ag—1) + r1(z) uppfyller alla krav. O

Som korollarium till ovanstaende sats far vi foljande resultat.
Sats 9.6 (Wilsons sats) Om p dr ett primtal, sa dr (p —1)! = —1 (mod p).

Bewvis. Enligt Fermats sats har polynomet zP~! — 1 rétterna 1,2, ..., p — 1
modulo p. Féljaktligen finns det polynom ¢(x) och r(z) sadana att

2P —1=(z-1)(z-2) (v = (p— 1))a(x) + pr()

och degr(z) < p — 1. Genom att jamfora gradtal och ledande koefficienter ser
vi att ¢(xz) = 1. Genom att sétta 2 = 0 erhaller vi nu kongruensen

—1=(-1)P"*p—-1)! (mod p).

Om p #r ett udda primtal, sa drar vi slutsatsen att (p — 1)! = —1 (mod p), och
for p = 2 far vi samma resultat eftersom 1 = —1 (mod 2). O



9 Polynomkongruenser med primtalsmodul 42

En polynomkongruens med allmén modul kan ha fler rotter &n polynomets
grad. Exempelvis har kongruensen 2? — 1 = 0 (mod 8) fyra rétter: 1, 3, 5 och
7. Om modulen &r ett primtal, sa kan emellertid inte antalet rotter Gverstiga
gradtalet, savida inte alla polynomets koefficienter dr delbara med primtalet.
Detta foljer som korollarium till sats 9.5.

Sats 9.7 Lat p vara ett primtal och lat f(x) vara ett heltalspolynom av grad
n och med minst en koefficient som inte dr delbar med p. Da har kongruensen
f(x) =0 (mod p) higst n ratter.

Bevis. Antag att kongruensen har k rotter aq, ao, . .., ag, och skriv med hjilp av
sats 9.5 polynomet pa formen f(z) = (z—a1)(x —ag) - - - (x —ag)q1 (z) + pr1 (2).
Hir maste kvoten ¢ (x) vara skild fran nollpolynomet eftersom vi har antagit att
inte alla koefficienterna i f(x) dr delbara med p. Foljaktligen &r n = deg f(z) =
k+ degqi(x) > k. O

En polynomkongruens kan & andra sidan sakna rétter. Kongruensen 22 —2 =
0 (mod 3) har inga rétter, och kongruensen 2?7 —z+1 = 0 (mod p) saknar rotter
om p ar ett primtal pa grund av Fermats sats.

Hér foljer ett kriterium som garanterar att antalet rotter ar lika med poly-
nomets gradtal.

Sats 9.8 Lat p vara ett primtal och antag att polynomet f(x) har grad n < p
och ledande koefficient 1. Vi dividerar polynomet xP — x med f(z) och far med
hjilp av divisionsalgoritmen framstillningen P — x = q(z)f(z) + r(x), dir
degr(x) < deg f(x). Kongruensen f(x) =0 (mod p) har da exakt n rdtter om
och endast om varje koefficient i r(x) dr delbar med p.

Anmirkning. Antagandet att den ledande koefficienten hos polynomet f(x) dr
1 &r i sjélva verket inte nagon storre inskrinkning. Om den ledande koefficienten
ir a, kan vi forstas antaga att sgd(a,p) = 1. Genom att viilja talet o’ sd att a’a =
1 (mod p) och ersétta polynomet f(z) med polynometl o' f(x) — (a’'a — 1)z™
erhaller vi ett nytt polynom med ledande koefficient 1 och med samma rotter
modulo p som f(z).

Bevis. Lat m vara gradtalet hos polynomet ¢(z); da & m + n = p och den
ledande koefficienten hos ¢(z) dr ocksa 1. Om varje koefficient i r(x) &r delbar
med p, sa giiller pa grund av Fermats sats att g(a)f(a) = a? —a = 0 (mod p)
for varje heltal a. Eftersom p dr ett primtal f6ljer det av detta att g(a) = 0
(mod p) eller f(a) =0 (mod p), dvs. varje heltal &r rot till antingen g(z) =0
(mod p) eller f(z) = 0 (mod p). Enligt sats 9.7 har den forsta kongruensen
hogst m rotter och den andra hogst n rotter, sa tillsammans finns det hogst
m + n = p rotter. Men antalet rotter dr p stycken, sa darfor drar vi slutsatsen
att kongruensen f(z) =0 (mod p) maste ha precis n rotter.

For att visa omvindningen utgar vi fran likheten r(z) = 2P — 2 — ¢(z) f(x)
och noterar att det foljder av Fermats sats att varje rot till f(x) modulo p ocksa
ar en rot till 7(z) modulo p. Om f(z) har n rotter, sa har foljaktligen r(x) minst
n rotter. Eftersom graden hos r(z) &r mindre dn n #r detta emellertid mojligt
endast om varje koefficient hos r(z) dr delbar med p. O

Korollarium 9.9 Antag att p dr ett primtal och att d | (p — 1). Da har kongru-
ensen % —1 =0 (mod p) exakt d rétter.
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Bevis. Sétt p — 1 = nd. Genom att anviinda identiteten
Y 1=y - D" T YTy )

och ersiitta y med ¢, erhaller vi likheten 27 — z = (zP~! — 1)z = (29 — 1)q(z),

dér gq(z) =z Z?;Ol 294, Sats 9.8 #r nu direkt tillimpbar. O
Ovningar

9.1 Skriv upp en med 2023 + 1522 + 122 + 4 = 0 (mod m) ekvivalent poly-
nomkongruens genom att reducera koefficienterna, om m &r lika med

a)2, b)3, ¢4, d)5, e)ll.

9.2 Skriv upp en med 2° + 227 + 3z* + 42% + 5z + 6 = 0 (mod p) ekvivalent
polynomkongruens genom att reducera graden och &ven koefficienterna,
om p &r lika med a) 2, b)3, c)5.

9.3 Visa att alla heltal z satisfierar 242 + 4022 = 0 (mod 41).

9.4 Kongruensen 2 + 10z + 6 = 0 (mod 17) har en rot = 1. Bestim en
ekvivalent kongruens av formen (z — 1)g(z) = 0 (mod 17), och bestdm
samtliga rotter.

9.5 Kongruensen 22+ 12z +12 = 0 (mod 25) har uppenbarligen en rot = 1.
Bestdm samtliga rotter.

9.6 Bestdm losningarna till kongruensen 23 + 2z +2 = 0 (mod m), om m ir
lika med a) 2, b)3, ¢)5, d)6, e)7, f)10, g) 35.

9.7 Los kongruensen 20z% + 1522 + 122 +4 =0 (mod m) (jamfér 6vning 1),
om m &r lika med a) 2, b)3, c¢)4, d)5, e)20.

9.8 Hur manga lésningar kan kongruensen 2% +ax+b =0 (mod m) hogst ha,
om m ir lika med a) 5, b) 41, c¢) 205, d) 2107
Ge exempel pa viirden pa a och b, som ger maximalt manga lésningar.

10 Polynomkongruenser med primtalspotens-
modul

Det generella tillviigagangssiittet for att 16sa polynomkongruensen f(z) = 0
(mod m) d& m #r en primtalspotens p*, #r att starta med en rot till f(z) mo-
dulo p och anvéinda denna for att generera en rot (eller i vissa fall flera rotter)
modulo p?. Samma teknik anvinds sedan for att producera rétter modulo p3,
p* och s& vidare till dess att vi slutligen erhéller rétterna med avseende pé den
ursprungliga modulen p”*. Detaljerna kommer att beskrivas nedan

Lat oss borja med observationen att om f(z) dr ett heltalspolynom och a &r
ett heltal sa finns det ett heltalspolynom g(t) sidant att

(1) fla+t) = fla) + f'(a)t + ().

Detta &r ett specialfall av Taylors formel, och for att bevisa det noterar vi att
f(a+1) &r ett polynom i variabeln ¢ med heltalskoefficienter, och att f6ljaktligen
fla+t) = A+ Bt+t?g(t), diir g(t) &r ett heltalspolynom. Koefficienten A fas
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genom att sédtta t = 0, och for att bestdmma B deriverar vi forst och sétter
sedan t = 0.
Lat oss nu betrakta kongruensen

(2) fz)=0 (mod p?),

dér p ar ett primtal. Varje 16sning a till denna kongruens maste ocksa vara en
16sning till kongruensen

(3) f()=0 (mod p).

Lat oss omvént antaga att a dr en losning till (3) och 1at oss leta efter losningar
b till (2) sadana att b = a (mod p), dvs. sddana att b = a + pt f6r nagot heltal
t. Enligt ekvation (1) &r

fla+pt) = f(a) + f'(a)pt + p°t*g(pt) = f(a) + pf'(a)t (mod p?),

sa talet a + pt 16ser kongruensen (2) om och endast om f(a) + pf'(a)t = 0
(mod p?), dvs. om och endast om

(1) fla)t = —fif‘) (mod p).

Om sgd(f’(a),p) = 1, sa har (4) en entydig 16sning ¢t = ¢y (mod p), och det
foljer att z = a + pty (mod p?) léser kongruensen (2) och att det ocksa ir den
enda 16sningen som ocksa uppfyller = a (mod p).

Om p | f'(a), s& éir kongruensen (4) l6sbar om och endast om p? | f(a), och
i s& fall &r varje tal ¢ en 16sning till (4), vilket innebir att z = a + pj (mod p?)
loser (2) for j =0, 1, ..., p— 1. I det fallet har kongruensen p rétter som &r
kongruenta med a modulo p.

Om p | f'(a) och p? J f(a), s& saknar slutligen (2) losningar som ir kongru-
enta med a.

Steget som leder fran pF till pF+1

foljande sats.

ar helt analogt. Detta betyder att vi har

Sats 10.1 Lat p vara ett primtal och lat k vara ett godtyckligt positivt tal, och
antag att a dr en losning till kongruensen f(x) =0 (mod p*).
(i) Om p [ f'(a), sa finns det exakt en ldsning b till kongruensen f(x) = 0
(mod p**1) sddan att b = a (mod p¥). Losningen ges av att b = a + p*t,
dirt dr den unika lsningen till kongruensen f'(a)t = —f(a)/p* (mod p).
(ii) Om p | f'(a) och p**1 | f(a), sd finns det p stycken losningar till f(x) =0
(mod pk“) som dr kongruenta med a modulo p*; dessa losningar dr a+p*;j
forj=0,1,...,p—1.
(iii) Om p | f'(a) och pF*1 f f(a), sd finns det inga losningar till kongruensen
f(x) =0 (mod p**1) som dr kongruenta med a modulo p*.

Bevis. Lat b vara en 16sning till f(z) =0 (mod p**!) som #r kongruent med a
modulo p*. D& &r b = a + p¥t for nagot heltal t. Det foljer av (1) att

0= f(b) = f(a) + f'(a)p"t + p* g (p*t) = f(a) + f'(a)p"t (mod p"*1),

ty 2k > k + 1. Eftersom f(a) = 0 (mod p*), #r talet f(a)/p* ett heltal, och vi
kan foljaktligen dividera kongruensen ovan med p* och erhaller da

fla)t =—=f(a)/p* (mod p).
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Den sistndmnda kongruensen har en entydig losning om sgd(f’(a),p) = 1, dvs.
om p [ f'(a). Om p | f/(a), sa krivs det for 16sning att f(a)/p* = 0 (mod p),
dvs. att p**1 | f(a), och i det fallet far vi en l6sning for varje viirde pa t. Om
slutligen p | f/(a) och p**1 f f(a), sa 16ser inget viirde pa ¢ kongruensen. O

Korollarium 10.2 Lat p vara ett primtal och k ett godtyckligt positivt heltal.
Om a loser kongruensen f(x) = 0 (mod p) och p [ f'(a), sa har kongruensen
f(x) =0 (mod p*) exakt en lésning b sidan att b= a (mod p).

Beuis. Enligt sats 10.1 (i) finns det en unik 16sning bs till kongruensen f(x
(mod p?) som #r kongruent med a modulo p. Det foljer att f'(by) =

(mod p), och foljaktligen att p f f/(b2). Enligt samma sats finns det dérfor en
unik 16sning b3 till kongruensen f(z) = 0 (mod p®) sddan att b3 = by = a
(mod p). Genom att fortsétta i samma stil erhaller vi slutligen en unik 16sning
b = by till kongruensen f(z) = 0 (mod p*) som #r kongruent med a modulo
p. O

Sammanfattning. Det allminna tillvigagangssittet for att bestdmma alla
rotter till kongruensen f(z) =0 (mod p*) kan sammanfattas pa foljande vis.
1. Bestém forst alla 16sningar till kongruensen f(z) =0 (mod p).

2. Vilj en av dessa, sidg ap; da finns det antingen 0, 1 eller p losningar till
kongruensen f(z) = 0 (mod p?) som dr kongruenta med a; modulo p. Om
det finns l6sningar, sa hittar vi dem genom att 16sa den linjéira kongruensen
f'(a1)t = —f(a1)/p (mod p). Om det inte finns nagra losningar, sa bérjar vi
om med ett annat a;.

3. Om kongruensen f(z) = 0 (mod p?) har lésningar, sa viljer vi en, sig as,
och bestdmmer sedan motsvarande rétter till f(x) =0 (mod p?®) genom att
16sa kongruensen f'(az)t = —f(az)/p* (mod p). Gér sa for varje rot till kon-
gruensen f(z) =0 (mod p?).

Observera att om as = a; (mod p), sa dr f'(a2) = f'(a1) (mod p), sa vi
behover inte gora nagra nya berdkningar for att erhalla de nédvéndiga deri-
vatorna f’(asg).

4. Genom att fortsitta pa den inslagna vigen kommer vi slutligen att hitta alla
16sningarna till f(z) =0 (mod p*).

Det &r vart att betona att om vi i nagot steg erhaller multipla l6sningar, sa
maste vi fortsitta ovanstaende process pa varje 16sning

Tyvérr finns det ingen allmén metod for att starta algoritmen, dvs. for att
hitta samtliga 16sningar till kongruensen f(z) =0 (mod p) (annan &n att prova
alla tal i nagot fullstéindigt restsystem). I néista avsnitt ska vi diskutera vad som
kan séigas om antalet 16sningar, och i efterféljande avsnitt ska vi behandla nagra
specialfall.

EXEMPEL 1 Los kongruensen 72° + 42 + 12 =0 (mod 135).
Losning: Eftersom 135 = 33 - 5, &r kongruensen ekvivalent med systemet

5) 72 + 42 +12=0 (mod 5)

728 + 42 +12=0 (mod 3%).
Sitt f(x) = 725 + 42 + 12. Vi kan med hjilp av Fermats sats ersitta den
forsta kongruensen i systemet med kongruensen 222 + 42 +2 =0 (mod 5), som
forenklas till (x + 1) =0 (mod 5) och har den enda roten —1.
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For att 16sa den andra kongruensen i systemet borjar vi med kongruensen
f(z) = 0 (mod 3), som &r ekvivalent med kongruensen z? + z = 0 (mod 3),
eftersom 2% = 22 (mod 3). Dess l6sningar dr x = 0 (mod 3) och z = —1
(mod 3). Derivering ger f'(x) = 422° + 4, och eftersom f’(0) =4 =1 (mod 3)
och f/(—=1) = =38 =1 (mod 3), foljer det av korollarium 10.2 att kongruensen
f(z) =0 (mod 3%) har tva losningar.

For att hitta dessa borjar vi med xz; = 0 och loser den linjdra kongruensen
F(0)t = —f£(0)/3 (mod 3), dvs. t = —4 = 2 (mod 3). Vi drar slutsatsen att
2o =0+4+2-3 =6 16ser f(z) =0 (mod 3%). Hirnist 16ses kongruensen f’(0)t
f(6)t = —f(6)/9 (mod 3), som ger att ¢ = 2 (mod 3). Det foljer att x3
6+2-9=2416ser f(z) =0 (mod 3?).

Genom att istéllet utga fran y; = —1 loser vi forst kongruensen f/(—1)¢
—f(=1)/3 (mod 3), som ger att t = —5 = 1 (mod 3). Foljaktligen 15ser yo
—1+1-3 = 2 kongruensen f(x) = 0 (mod 3?). Dérefter loser vi kongruensen
f'(=Dt=f(2)t =—f(2)/9 (mod 3). Losningen &r ¢ = 2 (mod 3), varav foljer
att y3 = 2+ 2 -9 = 20 l6ser kongruensen f(z) =0 (mod 32).

For att hitta de tva losningarna till var ursprungliga kongruens anvénder vi
nu den kinesiska restsatsen och l6ser med hjilp av den de bada systemen

x=-1 (mod5) d z=-1 (mod5)
a
r=24 (mod 3%) " r=20 (mod 3%).

Loésningarna ér = 24 (mod 135) and z = 74 (mod 135). O

EXEMPEL 2 Bestém samtliga 16sningar till kongruensen 2'° = 24 (mod 125).

Lésning: Eftersom 125 = 5% borjar vi med att losa kongruensen f(z) = 0
(mod 5), dir f(z) = x'° — 24. Enligt Fermats sats #r 2> = 2 (mod 5), och
det foljer att f(z) = 22 — 24 = 22 — 4 = (v — 2)(z + 2) (mod 5). Vi drar
dirfor slutsatsen att kongruensen f(z) =0 (mod 5) har tva lésningar, x = +2
(mod 5).

Hérniist noterar vi att f'(z) = 1029 ér delbart med 5 for alla x och speciellt
da for x = 2. Var och en av losningarna +2 ger dérfér upphov till 5 eller
0 16sningar modulo 25 till kongruensen f(x) = 0 (mod 25) beroende pa om
25 | f(£2) eller ej. Nu ér f(£2) = 1000 delbart med 25, och dérfor far vi tio
inkongruenta lésningar pa formen +2 + 55 modulo 25, j =0, 1, 2, 3, 4. Vi kan
forstas ocksa skriva dem som +2, +7, +£12, £17, and £22.

Lat ag vara en av dessa losningar; eftersom f'(a2) = f'(£2) = 0 (mod 5)
kommer as att ge upphov till 5 eller 0 16sningar till kongruensen f(z) = 0
(mod 125) beroende pa om 125 | f(az) eller ej. Lat oss dérfor berdkna f(z)
modulo 125 fér var och en av ovanstaende losningar till kongruensen f(z) =0
(mod 25). Efter lite rikning erhaller vi f(£2) =0, f(£7) = 100, f(£12) = 75,
f(£17) =50 och f(£22) = 25. Vi far f6ljaktligen fem lsningar fran var och en
av rotterna 2 och —2 och inga lésningar fran de andra rotterna till kongruensen
f(z) =0 (mod 25). De erhallna l6sningarna &r +2 + 255 modulo 125, j =0, 1,
2,3, 4, dvs. 2, 23, 27, 48, 52, 73, 77, 98, 102 and 123. O

Ovningar

10.1 Los kongruenserna a) 22 —x+2 =0 (mod 121), b) 23 =11 (mod 625),
¢) 23+ 2z +2=0 (mod 250).
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10.2 Bestdm for varje k > 1 antalet 16sningar till kongruenserna
a) 2>+ 3z +9=0 (mod 5%), b)22+2+7=0 (mod 3¥).

10.3 Hur méanga losningar har 2° + 192 +5 =0 (mod p*), k > 1, om p &r lika
med a)2, b)3, c¢)5?

10.4 Los kongruensen 2 = x (mod 375).

10.5 Visa att for varje udda heltal a och varje positivt n har kongruensen z® = a

(mod 2") exakt en l6sning modulo 2.

11 Kongruensen x* = a (mod m)
I det héar avsnittet ska vi studera kongruensen
(1) > =a (mod m)

och vi ska behandla foljande tre fragor:

e Nir #r kongruensen losbar?

e Hur manga l6sningar har en lésbar kongruens?

e Hur hittar man I6sningarna?

Vi ska forst visa att man alltid kan reducera en kongruens pa formen (1) till
en kongruens av samma form och med sgd(a,m) = 1.

Antag for den skull att sgd(a,m) > 1 och lat p vara ett primtal som delar
sgd(a,m), dvs. p | @ och p | m. Antag att x &r en 16sning till (1). Da giiller att
p | 22 och foljaktligen att p | . Sitt 2 = py; da ir kongruensen (1) ekvivalent
med kongruensen p?y? = a (mod m), och genom att dividera med p erhaller vi

(2) py> =a/p (mod m/p).

Vi har nu tre olika fall:

(i) Om p? | m och p? | a, s& dr (2) ekvivalent med kongruensen y a/p?
(mod m/p?), och for varje 16sning g till denna kongruens (om det finns
nagon) finns det p inkongruenta lésningar modulo m till den ursprungliga
kongruensen (1). Dessa ér x = pyy (mod m/p).

Om sgd(a/p?,m/p?) > 1, s& upprepar vi hela proceduren.

(ii) Om p? | m men p? } a, sé éir (2) en motsigelse. Kongruensen (1) har séledes
inga losningar i det fallet.

(iii) Om p? Jm, sa ir sgd(p,m/p) = 1, och det finns foljaktligen ett tal ¢ sidant
att ¢p = 1 (mod m/p). Det foljer att (2) dr ekvivalent med kongruensen
y? = ca/p (mod m/p). Varje 16sning yo till denna kongruens ger upphov
till en unik 16sning = = pyy (mod m) till (1).
Om sgd(ca/p, m/p) > 1 upprepar vi hela proceduren.
Observera att om p? | a, si #r ca/p = cp-a/p?> = 1-a/p* = a/p?
(mod m/p), dvs. (2) ér i detta fall ekvivalent med kongruensen y? = a/p?
(mod m/p).

2:

EXEMPEL 1 Los foljande fyra kongruenser:

(i) 2> =36 (mod 45), (i) > =15 (mod 45),
(iii) 2> =18 (mod 21), (iv) 22 =15 (mod 21).
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Losning: (i) Har dr sgd(36,45) = 9 och genom att sétta x = 3y erhaller vi den
ekvivalenta kongruensen y?> = 4 (mod 5) med losningarna y = 42 (mod 5).
Foljaktligen édr x = £6 (mod 15), dvs. 6, 9, 21, 24, 36 och 39 &r 16sningarna till
kongruensen (i).

(ii) Eftersom 9 |45 men 9 f 15 finns det inga losningar till (ii).

(iii) Eftersom sgd(18,21) = 3, skriver vi z = 3y och erhaller foljande f6ljd av
ekvivalenta kongruenser: 9y = 18 (mod 21), 3y*> =6 (mod 7), y*> =2 (mod 7)
med l6sningarna y = +3 (mod 7). Foljaktligen har (iii) losningarna z = 49
(mod 21).

(iv) Eftersom sgd(15,21) = 3, siitter vi # = 3y och far 9y = 15 (mod 21),
dvs. 3y?2 =5 (mod 7). Eftersom 5-:3 = 1 (mod 7), multiplicerar vi den sista kon-
gruensen med 5, vilket ger y> = 4 (mod 7) med l16sningarna y = £2 (mod 7).
Saledes dr x = £6 (mod 21) lésningarna till (iv). O

Definition 11.1 Antag att sgd(a,m) = 1. Om kongruensen z> = a (mod m)

har en 16sning kallas a en kvadratisk rest till m, och om lésning saknas kallas a
en kvadratisk ickerest till m.

Genom att skriva modulen m som en produkt av primtal och utnyttja sats 7.5
reducerar vi studiet av kongruensen (1) till ett studium av kongruenser pa for-
men

z2=a (mod p)

dér modulen &r en primtalspotens. Nu kan vi anvénda tekniken i avsnitt 10.
Eftersom 22 har derivatan 2z och 2z = 0 (mod 2) maste vi skilja pa fallen
p = 2 och p udda primtal.

Lemma 11.2 Om p dr ett udda primtal, sgd(a,p) = 1 och a dr en kvadratisk
2 _

rest till p, sa har kongruensen z* = a (mod p) exakt tva ritter.

Bevis. Enligt antagandet finns det minst en rot b. Uppenbarligen &r —b ocksa
en rot och —b # b (mod p), eftersom b # 0. Enligt sats 9.7 kan kongruensen
inte ha fler &n tva rotter. O

Sats 11.3 Om p dr ett udda primtal och sgd(a,p) = 1, sa har kongruensen

22 = a (mod p*) exakt tvd losningar om a dr en kvadratisk rest till p, och inga

losningar om a dr en kvadratisk ickerest till p.

Bevis. Sitt f(z) = 2% — a; d& édr f'(z) = 22 inte delbart med p for nagot x # 0

(mod p). Det foljer dirfor av korollarium 10.2 och lemma 11.2 att kongruensen

2?2 = a (mod p*) har exakt tva lésningar for varje k om a &r en kvadratisk

rest. Eftersom varje 16sning till den senare kongruensen ocksa loser kongruensen
22 = a (mod p) kan det inte finnas nagra lésningar om a dr en kvadratisk

ickerest till p. O
Fallet p = 2 &dr annorlunda, och den fullstindiga bilden ges av foljande sats.

Sats 11.4 Antag att talet a dr udda. Da gdller att

(i) kongruensen x® = a (mod 2) alltid dr l6sbar och har exakt en losning;

(i) kongruensen x? = a (mod 4) dr losbar om och endast om a =1 (mod 4),

i vilket fall det finns precis tva lésningar;
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(iii) kongruensen x> = a (mod 2%), med k > 3, dr losbar om och endast om
a =1 (mod 8), i vilket fall det finns exakt fyra losningar. Om xo dr en
losning, sa ges alla losningar av +x¢ och fxg + 281,

Beuvis. (i) och (ii) dr uppenbara.

(iii) Antag att 22 = a (mod 2%) har en 16sning xo. D4 giller uppenbarligen
att x5 = a (mod 8), och talet z¢ &r udda eftersom a &r udda. Men kvadraten pa
ett udda tal &r kongruent med 1 modulo 8, och féljaktligen &r a = 1 (mod B).
Detta visar att villkoret @ = 1 (mod 8) &r nédvindigt for att det ska finnas
nagon losning. Vidare ir (—z¢)? = 22 = a (mod 2¥) och (fzo + 2¥71)2 =
23 £ 28z + 2272 = 22 = a (mod 2F), eftersom 2k — 2 > k. Man verifierar litt
att de fyra talen £z och £x¢+ 257! &r inkongruenta modulo 2*. Kongruensen
har saledes minst fyra losningar om den har en.

Det aterstar att verifiera att villkoret pa a r tillréickligt for att det ska finnas
en l6sning samt att det finns hogst fyra losningar. Vi visar tillréckligheten genom
induktion 6ver k. Fallet k& = 3 #r klart, eftersom kongruensen x? = 1 (mod 8)
har 16sningen z = 1. Antag nu att kongruensen 2 = a (mod 2¥) &r losbar och
att zo &r en 16sning. DA vet vi att ocksa +x och ¢+ 2%~ 16ser kongruensen,
och vi ska visa att ett av dessa tal ocksa loser kongruensen

(3) 22 =a (mod 2.

Vi vet att 22 = a + 2¥n for nigot heltal n. Om n ir jimnt, si #r uppenbarligen
xo en 16sning till (3). Om n dr udda, sa dr

(o + 282 =gl 4 2%00 + 2% 2 =a+28(n+20) + 2% 2 =a (mod 2FF1),

beroende pa att talet n+ xg dr jimnt (eftersom n och xg bada &r udda tal) och
2k — 2>k +1 (eftersom k > 3). Detta avslutar induktionssteget.

I intervallet [1,2*] finns det slutligen 22 tal a som #r kongruenta med 1
modulo 8. For varje sadant tal a har vi redan hittat 4 olika l6sningar till kongru-
ensen 22 = a (mod 2*) i samma intervall, och alla dessa 4r udda. Sammanlagt
har vi alltsa 4-28—3 = 2F=1 stycken lésningar. Men det finns exakt 28~1 udda tal
i intervallet, sa det finns inte utrymme for nagra fler 16sningar. Varje kongruens

har foljaktligen exakt fyra losningar. O

Genom att kombinera de tva ovanstaende satserna med sats 7.5 far vi fol-
jande fullstdndiga svar pa fragan om antalet 16sningar till kongruensen z2 = a
(mod m).

Sats 11.5 Latm = Qkp’fl - -pkr dér talen p; dr skilda udda primtal, och lit a
vara ett tal som dr relativt prima mot m. Dd dr kongruensen 2% = a (mod m)
losbar om och endast om a dr en kvadratisk rest till p; for varje i samt a = 1
(mod 4) i fallet k =2 och a =1 (mod 8) i fallen k > 3.

Om kongruensen dr ldsbar, sa finns det 2" losningar om k = 0 eller k = 1,
2"+ IGsningar om k = 2, och 272 Iosningar om k > 3.

For att kunna anvénda sats 11.5 behover ni nagot kriterium f6r nér ett tal
ar en kvadratisk rest till ett givet primtal p. Forst noterar vi att det finns lika
manga kvadratiska rester som kvadratiska ickerester till ett udda primtal.

Sats 11.6 Lat p vara ett udda primtal. Da finns det exakt (p—1)/2 inkongruenta
kvadratiska rester till p och lika manga kvadratiska ickerester till p.



11 Kongruensen x* = a (mod m) 50

Bevis. Alla kvadratiska rester fas genom kvadrering av talen i ett reducerat
restsystem. Eftersom varje losbar kongruens 22 = a (mod p) har exakt tva
losningar om sgd(a,p) = 1, foljer det att antalet kvadratiska rester dr lika med
halva antalet element i det reducerad restsystemet, dvs. (p—1)/2 stycken. For att

erhalla alla kvadratiska rester kan man exempelvis ta 12, 22, ... [(p—1)/2]2. O

Lemma 11.7 Lat p vara ett udda primtal och antag att a £ 0 (mod p). Da
gdller modulo p att

( 1) = a®=V/2 om a dr en kvadratisk ickerest till p,
P T =a® V2 om a dr en kvadratisk rest till p.

Bevis. Kongruensen ma = a (mod p) dr 1osbar for varje heltal m i intervallet
1 <m <p-—1, dvs. for varje m finns det ett heltal n, sadant att 1 <n <p-—1
och mn = a (mod p). Om kongruensen 2> = a (mod p) saknar 16sning, s& ir
n # m. Om den déremot &r losbar, sa har den exakt tva losningar och dessa
har formen x = mg (mod p) och x = p—mg (mod p), vilket betyder att n # m
for alla utom tva virden pa m.

Betrakta nu produkten (p—1)! =1-2-3---(p—1). Om kongruensen x
(mod p) saknar 16sning, sa kan vi para ihop de p—1 stycken fakroternai (p—1)/2
par s att produkten av de tva talen i varje par dr kongruent med a (mod p),
och detta medfsr att (p — 1)! dr kongruent med a®~1/2,

Om & andra sidan kongruensen har tva losningar, mg och p — mg, sa tar
vi undan dessa tva tal och parar ihop de aterstaende p — 3 talen i (p — 3)/2
stycken par sa att produkten av de tva talen i varje par &r kongruent med a
(mod p). Eftersom mq(p —mg) = —m3 = —a (mod p), foljer det att (p — 1)! =
—a-a?P=3)/2 = —q(P=1/2 (mod p). O

2=gq

Nu erinrar vi oss Wilsons sats som vi bevisade tidigare som sats 9.6:
Wilsons sats Om p dr ett primtal sa gdller att (p — 1)! = —1 (mod p).

Lat oss forst notera att vi for p > 2 far Wilsons sats som specialfall av lemma
11.7 genom att véilja a = 1, som uppenbarligen &r en kvadratisk rest till varje
primtal p. For det andra, och viktigare, far vi genom att kombinera Wilsons
sats med lemma 11.7 foljande l6sbarhetskriterium av FEuler.

Sats 11.8 (Eulers kriterium) Ldt p vara ett udda primtal och antag att p [ a. Da
dr a en kvadratisk rest till p om a?~Y/2 =1 (mod p) och en kvadratisk ickerest
om a(P~1/2 = —1 (mod p).

Foljande viktiga resultat foljer omedelbart av Eulers kriterium.

Sats 11.9 Lat p vara ett primtal. Da dr —1 en kvadratisk rest till p om och
endast om p =2 eller p=1 (mod 4).

Bevis. —1 #r en kvadratisk rest till 2 eftersom 12 = 1 = —1 (mod 2). Fér udda
primtal anvinder vi Eulers kriterium och noterar att (—1)®~1/2 = 1 om och
endast om talet (p — 1)/2 &r jimnt, dvs. om och endast om p &r ett primtal pa
formen 4k + 1. O
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Vi noterar ocksa att Fermats sats dr en omedelbar konsekvens av Eulers
kriterium, ty genom kvadrering far vi

2
aP~1 = (a(p_l)/z) =(+1)’=1 (mod p).

Lat oss slutligen behandla problemet att hitta en losning till kongruensen
22 = a (mod p) under forutsittning att a #r en kvadratisk rest till p. I fallet

p =3 (mod 4) har vi foljande resultat:

Sats 11.10 Lat p vara ett primtal och antag att p = 3 (mod 4). Om a dr en

kvadratisk rest till p, sd har kongruensen z? = a (mod p) de tvd losningarna

4qP+1)/4

Bevis. Eftersom a #r en kvadratisk rest #r a(?~1/2 = 1 (mod p), och det f5ljer
att

(ia(p+1)/4)2 — a2 — g gD/ = ¢ (mod p). O

Observera att det inte dr nodvandigt att i forvag verifiera att a dr en kvadra-
tisk rest genom att visa att a®®=1/2 =1 (mod p), utan det ricker att berdkna

z = a®Pt)/* (mod p). Om 22 = a (mod p), sa ir 2 de tva 16sningarna, annars
2

ir 22 = —a (mod p), och vi kan sluta oss till att det inte finns nagra 16sningar.
Ovningar

11.1 Visa att for varje udda primtal p &r
a) (p—2)!'=1 (mod p), b)2-(p—3)!=-1 (mod p).

11.2 Visa att for udda primtal p &r 12-32.52 ... (p—2)% = (—=1)®*1/2 (mod p).
Vad har 2242 .62 ... (p — 1)? for till beloppet minsta rest modulo p?

11.3 Visa att for varje primtal p ir (k—1)!(p—k)! = (—=1)* (mod p) for k = 1,
2,...,p—1

11.4 Bestdm en losning till 22 = —1 (mod 13) med hjilp av Wilsons sats.

11.5 Visa att for & > 3 har kongruensen 2 = 1 (mod 2%) exakt fyra losningar,

namligen z = +1, +1 + 2~ (mod 2F).
11.6 Vilka ar de kvadratiska resterna modulo 237

11.7 Undersok med hjilp av Eulers kriterium om a) 2 och b) 5 &r en kvadra-
tisk rest modulo 17.

11.8 Hur méanga inkongruenta losningar har kongruensen a) 22 =2 (mod 17),
b) 22 =2 (mod 17?), ¢) 22 =2 (mod 17'%%), d) 22 =2 (mod 10)?

11.9 Hur ménga inkongruenta losningar har kongruensen z? = 17 (mod 2%),
om k &r lika med a) 1, b) 2, c¢)3, d)4, e)100?

11.10 Hur méanga inkongruenta ldsningar har kongruensen z? = 21 (mod m),
om m &r lika med a) 2, b)4, ¢)8, d)5, e)20, f)40, g) 100,
h) 500, i) 10007

11.11 Visa att det finns oéndligt manga primtal av formen 4k + 1.
[Ledning: Visa att varje primfaktor till (2n)? + 1 #r av formen 4k + 1.
Lat sedan p1,pa,...,p, vara primtal av formen 4k 4+ 1 och betrakta talet
N = (2pip2---p)? + 1]
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12 Allminna kvadratiska kongruenser

En allmén kvadratisk kongruens
(1) az? +br+c=0 (mod m),

kan genom kvadratkomplettering reduceras till ett system bestaende av en kon-
gruens pa formen y? = d (mod m’) och en linjir kongruens.

Det enklaste fallet intréiffar néir sgd(4a,m) = 1, ty da kan vi multiplicera
kongruensen (1) med 4a utan att behéva dndra modulen m for att fa foljande
ekvivalenta kongruens

4a*x? 4 dabx + 4ac =0 (mod m),
dvs.
(2ax + b)* = b*> — 4ac  (mod m).

Genom att sitta y = 2ax + b erhaller vi foljande resultat:

Sats 12.1 Lat m wvara ett udda positivt tal som dar relativt prima mot talet a.
Da fas alla losningar till kongruensen

az? +br+c=0 (mod m)
som losningar till foljande system av kongruenser:

y> =% —4ac  (mod m)
2ax=y—0 (mod m).

Eftersom sgd(2a,m) = 1 har den linjéira kongruensen en unik 16sning modulo
m for varje rot y till den kvadratiska kongruensen.

EXEMPEL 1 LAt oss 16sa kongruensen 822 + 5z + 1 =0 (mod 23). Vi komplet-
terar forst kvadraten genom att multiplicera med 32 och far da (16x + 5)? =
52—32 = —7 =16 (mod 23), vilket medfér att 162+5 = +4. Losningen till kon-
gruensen 16z = —1 (mod 23) &r = = 10, och kongruensen 16z = —9 (mod 23)
ger att x = 21. Detta innebér att 10 och 21 &r de enda losningarna till den
ursprungliga kongruensen. O

Nér sgd(4a,m) > 1 bérjar vi med att faktorisera talet 4a som 4a = ajas
pa ett sadant sétt att as och m &r relativt prima. Vi kan nu multiplicera kon-
gruensen (1) med as utan att dndra modulen, men néir vi sedan multiplicerar
med a; maste vi d&ndra modulen till a;m for att erhalla en ekvivalent kongruens
pa formen 4a22? + 4abx + 4ac = 0 (mod a;m), och den kongruensen kan nu i
sin tur skrivas som (2ax + b)? = b*> — 4ac (mod a;m). Detta leder till foljande
generalisering av sats 12.1.

Sats 12.2 Skriv talet 4a pa formen 4a = aias, dar faktorn as dr relativt prima
mot m. Da fas alla losningar till kongruensen

az? +br+c=0 (mod m)
som losningar till foljande system av kongruenser:

{ y?> =b*> —4ac (mod a;m)

2ac =y —b (mod aym).
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EXEMPEL 2 Vi léser kongruensen 322+ 3z +2 = 0 (mod 10) med hjilp av sats
12.2. Eftersom 4a = 12 = 4 - 3 och sgd(3,10) = 1, 4r den givna kongruensen
ekvivalent med kongruensen

(6x+3)*=32-4-3.2=-15=25 (mod 40).

Kongruensen y? = 25 (mod 40) har fyra rétter, nimligen 5, 15, 25 och 35.
For varje rot y loser vi sedan den linjira kongruensen 6z = y — 3 (mod 40).
Losningarna &r i tur och ordning 7, 2, 17 och 12 (mod 20). Den ursprungliga
kongruensen har saledes losningarna @ = 2 och = 7 (mod 10). O

Ovningar

12.1 Skriv foljande kongruenser som y? = a (mod m) och en linjir kongruens:
a) 2 +4x+5=0 (mod 10), b) 2% +3z+5=0 (mod 10),
c) 2> +3x+5=0 (mod 9), d)322+2+5=0 (mod 9).

13 Legendresymbolen och Gauss lemma

Med hjilp av den s.k. Legendresymbolen kan vi pa ett enkelt och bekvimt
sitt uttrycka att ett heltal dr en kvadratisk rest eller kvadratisk ickerest med
avseende pa ett givet udda primtal. Symbolen definieras pa foljande vis.

Definition 13.1 Lat p vara ett udda primtal och sétt om a &r ett godtyckligt

heltal
1 om a &r en kvadratisk rest till p,

a
() =< —1 om a ar en kvadratisk ickerest till p,

P 0 omp]a.

(a) kallas Legendresymbolen.
p

Sats 13.2 Lat p vara ett udda primtal. Da gdiller:

i) (%) = a0 7 (o )

(i) a=1b (mod p) = (;) B (2)
@ ()-8 )

(i) om sgd(a,p) =1, sd ar (p) 1 och <b> -(2).

o (@)

vi 1Y _pe-ne 1 omp=1 (mod4),
(v <p> & {—1 om p=3 (mod 4).

Bevis. Kongruensen (i) dr sjilvklar om p | a, och om sgd(p,a) = 1 sa dr (i)
bara en omformulering av Eulers kriterium (sats 11.8). Aterstaende egenskaper
(ii)—(vi) dr samtliga enkla konsekvenser av (i). O
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Legendresymbolen (a) kan berdknas for godtyckliga heltal ¢ med hjalp av
p

egenskaperna (iii), (iv) och (vi) i sats 13.2 genom faktorisering, om vi kiinner
virdet av 4 for primtal ¢. For ¢ = 2 kommer vi att berdkna symbolen nedan,
p

och for udda primtal g beréiknas den enklast med hjilp av Gauss reciprocitetslag
som vi ska diskutera i nésta avsnitt. Bevisen for dess dessa resultat bygger pa
foljande hjalpsats.

Lemma 13.3 (Gauss lemma) Lat p vara ett udda primtal och antag att talet a
ar relativt prima mot p. Betrakta de minsta positiva resterna modulo p till talen

-1 o o . .. ..
a, 2a, 3a, ..., %5=a, och lat N vara antalet sadana rester som dr storre in p/2.

D ir (Z) = (—1)N.

Bevis. Talen a, 2a, 3a, ..., p—;la ar relativt prima mot p och parvis inkongruenta
modulo p. Lat rq,rs,...,rNy representera de minsta positiva resterna som &r
storre dn p/2, och lat s, s9,...,sy beteckna de aterstaende resterna, dvs. de
som #r mindre &#n p/2. Da ir forstas N + M = (p — 1) /2.

Kvoten ¢ niir ja divideras med p ér lika med |ja/p], dvs. heltalsdelen av
ja/p. Det foljer att

(1) ja = |ja/p| p+ nagot r; eller nagot sy.

Talen p—ry, p—ra, ..., p—ry &r positiva och mindre én p/2, relativt prima
mot p och parvis inkongruenta modulo p. Vidare &ar inget tal p — r; lika med
nagot tal s,. Ty antag att p — r; = s, och lat r; = ma (mod p) och s = na
(mod p), ddr m och n &r olika tal mellan 1 och p/2. Da &r p = r;+ s, = (m+n)a
(mod p), och eftersom sgd(a,p) = 1 maste p | (m + n), vilket 4r en motsigelse
eftersom 0 < m +n < p.

Saledes 4r p — 71, p— T2, ..., P — TN, S1,52,..., 5 olika heltal i intervallet
[1, (p — 1)/2], och eftersom deras antal &r M + N = (p — 1)/2, ér de lika med
talen 1, 2, ..., (p — 1)/2 i nagon ordning. Darfor giller att

(p—ri)(p—r2)---(p—rn)s1s2--su = ((p—1)/2)!,

dvs.
(=1)Nrirg - -rysise sy = ((p—1)/2)! (mod p).
Men talen r1,72,...,7N, S1,S2,. .., Sy ar ocksa i nagon ordning kongruenta med
talen a, 2a, ..., pglm och foljaktligen &r
-1 -1 -1
(192)' =(-1)Va-2a---- d 5 0= (=1)NalP=1)/2 <p2)| (mod p).

Eftersom varje faktor i ((p—1)/2)! ér relativt prima mot p, kan vi dividera bada
sidorna i den sista kongruensen med ((p—1)/2)! med a?~9/2 = (=1)N (mod p)
som resultat. Slutsatsen i lemmat foljer nu av del (i) i sats 13.2. O

2
Som enkel tillimpning av Gauss lemma ska vi nu berikna ()
p
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Sats 13.4 Lat p vara ett udda primtal. Da dr 2 en kvadratisk rest till p om
p = £1 (mod 8), och en kvadratisk ickerest till p om p = £3 (mod 8). Detta
innebdr att

(2> = (—1)F*-D/8 = 1, omp=41 (mod 8),
b —1, omp=43 (mod 8).

Bevis. Vilj a = 2 1 Gauss lemma; da &r N antalet tal i foljden 2,4, ..., p—1
som dr storre dn p/2, dvs. N dr antalet heltal k sddana att p/2 < 2k < p, eller
ekvivalent p/4 < k < p/2. Foljaktligen &r N = |p/2] — |p/4]. For p = 4dn +1
blir N =2n —n =n, och for p=4n — 1 blir ocksa N = (2n—1) — (n—1) = n.
Foljaktligen &r talet N jimnt om n dr jamnt, dvs. om if p = 8m + 1, och N &r

udda om n ar udda, dvs. om p = 8m £ 3. O
EXEMPEL 1 Kongruensen 2 = 2 (mod 17) ir l6sbar eftersom 17 =1 (mod 8).
I sjélva verket loser £ = +6 (mod 17) kongruensen. O

Sats 13.5 Om p dr ett udda primtal och a dr ett udda heltal som inte dr delbart

med p, sa dr
a (r—1)/2 ja
- =", dirn = —.
()= > 3]

j=1

Beuvis. Vi ska visa att n har samma paritet som talet N i Gauss lemma, dvs. att
n =N (mod 2). Vi anvinder dérvid samma notation som i beviset fér lemmat.
Genom att summera over j i likheten (1) far vi

(p—1)/2 (p—l)/2t . N M N

M
(2) Zja:p Z MJ+ZT1+ZSkpn+Zri+ZSk.
j=1 j=1 i=1 k=1 i=1 k=1

p
Eftersom talen (p—7r1), (p—1r2), ..., (p—7"N), S1,82,...,Sp dr talen 1, 2, ...,
(p —1)/2 i nagon ordning, dr
(r-1/2 N M N M
SR STOND ARSIV SRS 308
j=1 k=1 i=1 k=1

i=1

och genom att subtrahera detta fran ekvation (2) far vi

(p—1)/2 N
(a—1) Zj:p(n—N)—F?er.
j=1 i=1

Eftersom a — 1 &r ett jamnt tal, dr talet p(n — N) jimnt, och det medfor att
n — N ar jamnt. O

3
EXEMPEL 2 Lat oss anvéanda sats 13.5 for att berikna () for primtal p > 5.
p

Eftersom

{3]}: 0 om1<j<|[p/3],
p 1 om [p/3]+1<j<(p—1)/2.
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foljer det att 3) = (=1)",ddrn = (p—1)/2—|p/3]. Genom att betrakta fallen
p=12k+1 ofh p = 12k £ 5 var for sig ser vi att n dr jamnt om och endast
om p = £1 (mod 12). Foljaktligen &r (3> = 1 om och endast om p = +1
(mod 12). g O

Gauss lemma och sats 13.5 &r alltfér ohanterliga for numeriska berdkningar
a

av Legendresymbolen () Istéllet anvéinder man Gauss reciprocitetslag som
p

kommer att vara temat 1 nésta avsnitt.

Ovningar

13.1 Ar kongruensen z2 = 2 (mod p) 16sbar om p ér lika med
a) 20, b) 31, c) 97, d)101 e) 1117

92t o (2. 0 (). 0 (2), 0 (2). o (2)

3
13.3 Bestdm (17> med hjilp av a) Gauss lemma, b) sats 13.5, c¢) Eulers
kriterium.

13.4 Lat p vara ett udda primtal och antag att ab = 1 (mod p). Visa att om
kongruensen z2 = a (mod p) ir losbar, sa dr ocksa kongruensen z? = b
(mod p) 16sbar.

13.5 Lat p vara ett udda primtal och antag att sgd(a,p) = sgd(b,p) = 1. Visa
att om kongruenserna x?> = a (mod p) och 22 = b (mod p) bada saknar
16sning, sa ir kongruensen z2 = ab (mod p) lésbar.

13.6 Visa att for udda primtal p géller
(2) ) 1 omp=1,3 (modS38),
p) |-1 omp=5,7 (modS8).

p—1
13.7 Visa att om p &r ett udda primtal, sa &r Z <Z) = 0.
a=1
13.8 Lat a vara en kvadratisk rest till det udda primtalet p. Visa att lésningarna
till kongruensen x? = a (mod p) r
a) x = £a"! (mod p), om p = 4n + 3,
b) x = £22+1g"*1 (mod p) eller z = +a"+! (mod p), om p = 8n + 5.
Bestdm med hjélp hérav losningarna till

¢) 2 = =2 (mod 19), d) 2% = —1 (mod 29).
14 Kvadratisk reciprocitet
Gauss reciprocitetslag relaterar lsbarheten hos kongruensen 22 = p (mod q),

dér p och ¢ ir skilda udda primtal, till Iosbarheten hos 22 = ¢ (mod p). I termer
av Legendresymbolen far reciprocitetslagen foljande formulering:
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Sats 14.1 (Gauss reciprocitetslag) Ldt p och q vara tva skilda udda primtal. Da
p\ (4 plg-1
— =) =(-1) 2 2
(5) () -

omp=1 (mod4) ellerq=1 (mod 4),

dvs.

omp=3 (mod4) ochgq=3 (mod4).

/N
hSEES!
N~
Il
|
QIR

Bevis. Pa grund av sats 13.5 &r (p) (q) = (-D)M(-1)N = (=1)M*+N | dar
q b

(g—1)/2 k (p—1)/2 .
M:Z{p] and N:Z{Jq]

k=1 q =1 p

Vi skall visa att M + N = (p—1)(¢ —1)/4.
Betrakta for den skull méngden

A={(,k)|j=12,....,(p—1)/20ch k=1,2,...,(¢ — 1)/2}.

Vi kan representera A som en rektanguldr méngd av gitterpunkter med hel-
talskoordinater i ett ritvinkligt koordinatsystem. Eftersom sgd(p,q) = 1 ér
inget av talen jq/p ett heltal da j = 1, 2, ..., p — 1. Foljaktligen ligger ingen
punkt i A pa linjen y = 94, Lat B vara miéngden av alla punkter i A som ligger
under denna linje, dvs. (4, k) ligger i B om och endast om k < jq/p. For ett
givet j satisfieras detta villkor av k =1, 2, ..., |j¢/p]. Det finns saleds exakt
|7q/p| punkter i B med forsta koordinat j. Eftersom detta géller for j = 1, 2,

..., (p —1)/2 &r antalet punkter i B lika med N.
Analogt &r M lika med antalet punkter i méngden

C={(,k)eAlj<kp/q} ={(,k) € Al k> jq/p}

som bestar av alla punkter i A ovanfor linjen y = 9. Eftersom A r den

D
disjunkta unionen av méngderna B och C, &r M 4+ N lika med antalet punkter
iA, somér (p—1)(¢—1)/4.
Detta tal &r udda om och endast om talen (p — 1)/2 och (¢ — 1)/2 bada dr
udda, dvs. om och endast om p = ¢ =3 (mod 4). De bada Legendresymbolerna
(p) och (q) har saledes motsatta tecken om och endast om p = ¢ = 3

q p
(mod 4). O

402
ExEMPEL 1 Talet 991 ar ett primtal. Berdkna Legendresymbolen (991>

Losning: Eftersom 402 = 2 - 3 - 67 behover vi berdkna foljande symboler:

(931) _ 1 991 = —1 (mod 8)]

(9;’1) _ (”Zl) . <;> — -1 [91=3 (mod4), 991=1 (mod 3)]
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(96971> __ (?;) 991=67=3 (mod 4)]
__ (‘6174) 991 =—14 (mod 67)]

@DEE) e

= —(=1)-(~1)- (_ <67>> [67=3 (mod8), 7=3 (mod 4)]

_ (‘;) _ (f) _1 67=4 (mod 7)]

402 2 3\ (67
Det f5li _ — ) =1-(=1)-1= —1.
et foljer mu att (991) (991) (991) (991) =1 -

EXEMPEL 2 Talet 2137 dr ett primtal som &r kongruent med 1 modulo 8 och
666 = 2 - 32 - 37. Det foljer déarfor att

666\ [ 2 37 1 2137
2137 ) \2137/) \ 2137/ 37 )7

Eftersom 2137 = —9 (mod 37) och 37 =1 (mod 4), ar vidare
2137\ _ /(=9\ _ (1) (3% _ )
37 ) \37) \37)\37)
66

Alltsa ar <6> =1. O

2137

Ovningar

. 3 123 328 360 1327
14.1 Berdkna a) <97), b) <97>, C) (823)’ d) <991>, e) <2137>

14.2 Vilka av foljande kongruenser &r 16sbara?
a) 2 =7 (mod 101), b) 2? = —7 (mod 101),
c¢) 2 =7 (mod 303), d) 22 =21 (mod 101),
e) 22 =21 (mod 7171), f) 22 =711 (mod 7171).

14.3 Visa att for alla udda primtal p, p £ 5, géller

<5>:{ 1 omp=+l (mod 10),

P —1 omp=43 (mod 10).

14.4 For vilka primtal p ir kongruensen 22 = —3 (mod 3p) losbar?

14.5 Bestdm det storsta primtalet p som &r mindre &n 100 och for vilket kon-
gruensen % + 4z 4+ 75 = 0 (mod p) dr lésbar.
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15 Primitiva rotter

Vi borjar med att beriikna potenserna 3° modulo 7 for 0 < i < ¢(7) = 6 och far
da3’=1,3"=3,32=2 3%=6, 3* =4, 3° = 5. Miingden

{3"10<i<o(7)}

ar tydligen ett reducerat restsystem modulo 7, dvs. varje heltal a som inte &r
delbart med 7 &r kongruent modulo 7 med 3¢ for ett unikt heltal i modulo ¢(7).
Detta forhallande tillater oss att ersdtta berdkningar som enbart anvénder mul-
tiplikation och exponentiering modulo 7 med berékningar som istéllet anvénder
addition modulo ¢(7).

EXEMPEL 1 Los kongruensen z° = 6 (mod 7).

Lésning: Sitt x = 3¢ (mod 7). Eftersom 6 = 3% (mod 7) kan den givna kon-
gruensen nu skrivas 3%¥ = 3% (mod 7), vilket betyder att 5y = 3 (mod 6). Den
sistndmnda kongruensen har entydig 16sning y = 3 (mod 6), och den ursprung-
liga kongruensen har saledes den entydiga 16sningen = = 6 (mod 7). O

Motiverade av exempel 1 ska vi nu utforska for vilka tal m som det finns
ett tal g sddant att mingden {g° | 0 < i < ¢(m)} &r ett reducerat restsy-
stem modulo m. Att inte alla heltal m har den egenskapen visar foljande enkla
exempel.

EXEMPEL 2 Eftersom 12 = 32 = 52 = 72 = 1 (mod 8) och ¢(8) = 4, #r inte
{a® | 0 < i < 4} ett reducerat restsystem modulo 8 for nagot tal a. O

Sats 15.1 Lat m vara ett positivt heltal, lat a vara ett tal som dr relativt prima
mot m och definiera

A={keZ|d* =1 (modm)}.
Da dr A ett ideal i Z.
Bewis. Vi maste visa att méngden A &r sluten under subtraktion, dvs. att
jkeA=j—keA,

och vi kan da forstas antaga att j > k, eftersom j — k tillhér A om och endast
om k — j tillhor A.

S& antag att j,k € A. Om j > k > 0, sa #r o/ = a* = 1 (mod m), och
foljaktligen @’ % = @’ *a* =a/ =1 (mod m). Om j >0 > k,saéra’ =a % =
1 (mod m), och vi drar slutsatsen att a/~% = a’a™ = 1-1 = 1 (mod m).
Om slutligen 0 > j > k, sd #r a7 = =% = 1 (mod m), och det foljer att
aF=a"9a""% =a% =1 (mod m). I samtliga fall giller att j — k € A. O

Observera att méngden A innehaller nollskilda tal eftersom ¢(m) tillhér A
enligt Eulers sats. Enligt sats 1.8 genereras idealet A av ett unikt positivt tal
h, det minsta positiva heltalet i A. Detta innebir att a” = 1 (mod m) medan
a’ #1 (mod m) for 1 < j < h.

Definition 15.2 Den positiva generatorn till A, dvs. det minsta positiva heltalet
h sadant att a” =1 (mod m), kallas ordningen hos a modulo m och betecknas
ord a.
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Ordningen ord a beror naturligtvis av modulen m, men eftersom modulen
alltid kommer att vara fixerad under en beréikning kommer denna mangtydighet
hos beteckningen inte att fororsaka oss nagra svarigheter.

For samtliga moduler m &r ord1 = 1.

EXEMPEL 3 Modulo 8 géller att ord3 = ord5 = ord 7 = 2. O

EXEMPEL 4 Lat oss berikna ordningen hos talen 2, 3 and 6 modulo 7. Berik-
ningarna fore exempel 1 visar att ord3 = 6. Eftersom 22 = 4 (mod 7) och
23 =1 (mod 7), #r ord 2 = 3, och eftersom 62 =1 (mod 7) 4r ord 6 = 2. O

Nista sats dr en omedelbar f6ljd av att idealet A genereras av h = ord a.

Sats 15.3 Antag att sgd(a,m) =1 och sitt h = ord a modulo m. Da gdlller att
(i) a™ =1 (mod m) om och endast om h | n;
(ii) b | o(m);
(i) a’ = a* (mod m) om och endast om j =k (mod h);
(iv) talen 1, a, a2, ..., a"=1 Gr inkongruenta modulo m, och varje potens a™
ar kongruent med ett av dessa tal modulo m;

(v) orda* = h/sgd(h, k).

Beuvis. (i) foljer av definitionen av generator till ett ideal.

(ii) foljer av (i) och Eulers sats.

(iii) Antag att k > j > 0; da giller att a* = ¢ (mod m) om och endast
om a*77 =1 (mod m), ty vi kan dividera den forstnimnda kongruensen med
a’ eftersom sgd(a, m) = 1. Slutsatsen foljer nu av pastaende (i).

(iv) &r forstas en konsekvens till (iii).

(v) Enligt (i) géller ekvivalensen (a*)® =1 (mod m) < kn =0 (mod h). Vi
kan dividera den hogra kongruensen med k férutsatt att vi &ndrar modulen till
h/sgd(h, k). Detta innebér att

(a*"=1 (modm)en=0 (modh/sgd(h,k)).

Det minsta positiva heltalet n som uppfyller den sista kongruensen &r talet
n = h/sgd(h,k); och detta &r per definition ordningen hos talet a* modulo
m. O

Sats 15.3 (ii) medfér att orda < ¢(m) for varje tal a som ér relativt prima
mot m. Detta leder till féljande uppenbara fraga: For vilka tal m finns det ett tal
vars ordning dr den storsta mojliga, dvs. ¢(m)? Féljande definition &r motiverad
av denna fraga.

Definition 15.4 Antag att sgd(g,m) = 1. Om ordningen hos g modulo m &r
lika med ¢(m) sa kallas g en primitiv rot modulo m, eller en primitiv rot till m.

EXEMPEL 5 I exempel 4 beriknade vi ordningen hos 3 modulo 7 och fann att
ord3 =6 = ¢(7). Alltsa dr 3 en primitiv rot modulo 7. O

EXEMPEL 6 Inte alla tal har en primitiv rot. Om m = 8, sa dr a? = 1 for varje
udda heltal och saledes dr orda < 2 < 4 = ¢(8) for varje tal a som &r relativt
prima mot 8. Detta betyder att 8 saknar primitiva rotter. O
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Sats 15.5 Antag att g dr en primitiv rot modulo m. Da gdller att
(i) {1,9,9%,...,g%"™ =1} Gr ett reducerat restsystem modulo m;
(ii) ¢7 = g* (mod m) om och endast om j =k (mod ¢(m));
(i) g* dr en primitiv rot modulo m om och endast om sgd(k,p(m)) = 1.
Om det finns en primitiv rot modulo m sd finns det saledes exakt ¢(d(m))
stycken primitiva rotter.

O

Bewvis. Sats 15.5 &r ett specialfall av sats 15.3.

EXEMPEL 7 Vi har funnit att 3 &r en primitiv rot modulo 7. Eftersom ¢(4(7)) =
#(6) = 2, finns det 2 stycken primitva rotter. Den andra &r 3°, dvs. 5 (mod 7).
[

Vi ska visa att de enda heltalen med primitiva rotter ér 1, 2, 4, p* och 2p*,
dér p dr ett udda primtal och exponenten k &r ett godtyckligt positivt heltal. Vi
borjar med att visa att varje primtal har primitiva rotter, och for detta behéver
vi foljande tva lemman.

Lemma 15.6 Om a har ordning h och b har ordning k modulo m, och om
sgd(h, k) =1, sa har ab ordning hk modulo m.

Bevis. Lat r vara ordningen hos ab. Eftersom (ab)"* = (a")*(b¥)" = 1% . 1" =1
(mod m), drar vi slutsatsen att r | hk. Att ordningen hos ab ér lika med hk f6ljer
dirfor om vi visar att hk | 7. Vi noterar da forst att v = (a")"b™ = (ab)™ = 1
(mod m), och att foljaktligen k | rh. Eftersom talen h och k &r relativt prima,
medfor detta att k | r, och pa analogt sitt fas att h | r. Slutsatsen hk | r foljer
nu av att sgd(h, k) = 1. O

EXEMPEL 8 Modulo 7 dr ord2 = 3 och ord 6 = 2. Eftersom 2-6 = 5 (mod 7)
foljer det dérfér av lemma 15.6 att ord5 = ord(2-6) =3 -2 = 6. O

Lemma 15.7 Ldt p och q vara primtal och antag att ¢~ | (p — 1). Dé existerar
det ett tal a med ordning q* modulo p.

Bewis. Enligt korollarium 9.9 har kongruensen 27 =1 (mod p) exakt ¢ rotter.
Enligt sats 15.3 (i) dr en sddan rots ordning en delare till ¢*. Om a &r en rot
med ligre ordning #n ¢, s #r a rot till kongruensen 277 =1 (mod p), men
denna kongruens har exakt ¢®~! rotter. Foljaktligen finns det exakt ¢* — ¢®—!

inkongruenta tal av ordning ¢*.
O

Sats 15.8 Om p dr ett primtal, sd finns det exakt ¢(p — 1) stycken primitiva
rotter modulo p.

Bevis. Pa grund av det sista pastaendet i sats 15.5, ricker det att visa att det

finns minst en primitiv rot modulo p. Lat for den skull p — 1 = qi“qéc2 R id
vara faktoriseringen av p — 1 i primtalspotensfaktorer. Enligt lemma 15.7 finns
det for varje ¢ = 1, 2, ..., r ett heltal a; av ordning qf’i. Talen qf'i 4r parvis

relativt prima, sa genom upprepad anvindning av lemma 15.6 drar vi slutsatsen
att g = aias - - - a, har ordning p — 1, dvs. att g ar en primitiv rot modulo p. [

Antag att g dr en primitiv rot modulo m. Om sgd(a,m) = 1, sa foljer det
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av sats 15.5 att det finns ett unikt tal 7 sadant att 0 <i < ¢(m) —1 och g' = a
(mod m). Detta faktum tillater oss att gora foljande definition.

Definition 15.9 Lat g vara en primitiv rot till m och antag att sgd(a,m) = 1.
Det minsta icke-negativa heltalet i siadant att ¢g* = a (mod m) kallas index av
a (i basen g) och betecknas ind a.

Index beror bade av modulen m och roten g, men eftersom m och g vanligtvis
ar givna bor beteckningsséttet inte fororsaka nagra missférstand.

Liasaren kan naturligtvis inte undga att se likheterna mellan logaritmer och
index. Nista sats ger de allra viktigaste egenskaperna. Bevisen &r enkla och
ldmnas at ldsaren.

Sats 15.10 Antag att g dr en primitiv rot modulo m, och lat ind a beteckna
index av a 1 basen g. Da galler:
(i) ind1 =0 och indg = 1;
(ii) a =b (mod m) om och endast om ind a = ind b;
(#4i) indab = inda + ind b (mod ¢(m));
(iv) inda* = kinda (mod ¢(m)) for alla icke-negativa heltal k.

Sats 15.11 Lat m wvara ett positivt heltal med primitiv rot och antag att talen
a och m dar relativt prima. Dd har kongruensen " = a (mod m) en lésning om
och endast om

(1) a®(m)/sed(e(m) = 1 (mod m).
Antalet inkongruenta losningar dr i sd fall lika med sgd(n, $(m)).

Bevis. Lat g vara en primitiv rot modulo m och sitt d = sgd(n, ¢(m)). Genom
att 6verga till index ser vi att kongruensen 2™ = a (mod m) giller om och endast
om nindz = inda (mod ¢(m)). Enligt sats 6.1 &r den sistndmnda kongruensen
losbar om och endast om d | ind a, och om det finns 13sningar sa finns det exakt
d stycken inkongruenta l6sningar.

Det aterstar att visa att kongruensen (1) géller om och endast om d | ind a.
Genom att overga till index ser vi att kongruensen (1) #r ekvivalent med kon-
gruensen (¢(m)/d)inda = 0 (mod ¢(m)), vilken giiller om och endast om d
delar ind a. O

Om modulen har en primitiv rot, sa kan vi bestdmma l6sningarna till en
losbar kongruens 2™ = a (mod m) genom att anvinda index, forutsatt att vi
beréknar (eller har tillgang till) en tabell 6ver index for den givna modulen m.
Jmf. exempel 1

Eftersom varje primtal har en primitiv rot, far vi foljande korollarium till

sats 15.11 som generaliserar Eulers kriterium (sats 11.8).

Korollarium 15.12 Antag att p dr ett primtal och att sgd(a,p) = 1. Da dr
kongruensen ™ = a (mod p) lésbar om och endast om

(P~ D/sed(np—1) — q (mod p).

Anmirkning. Korollariet ger oss en effektiv metod for att avgora huruvida
kongruensen z" = a (mod p) dr 16sbar men att faktiskt hitta en 16sning &r
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svarare. Detta #r emellertid relativt latt i fallet sgd(n,p — 1) = 1: Utnytta
Euklides algoritm for att hitta positiva tal s och t sddana att sn =t(p—1) + 1;
for dem dr a*™ = a*?~Ya = a (mod p), vilket betyder att a® &r en 16sning till
kongruensen z™ = a (mod p).

Foljande korollarium generaliserar korollarium 9.9.

Korollarium 15.13 Antag att m har en primitiv rot och att n | ¢(m). Da har
kongruensen ™ — 1 =0 (mod m) exakt n rétter.

Bevis. Kongruensen 2™ = 1 (mod m) dr uppenbarligen 16sbar, sa det foljer av
sats 15.11 att den har sgd(n, ¢(m)) inkongruenta lésningar, dvs. n stycken. [J

Vi visar hérnést att alla potenser av ett udda primtal har primitiva rotter.

Sats 15.14 Antag att p dr ett udda primtal.
(i) Om g dr en primitiv rot modulo p, sd dr g+ np en primitiv rot modulo p?
for exakt p — 1 virden pa n modulo p.
(ii) Om g dr en primitiv rot modulo p?, sd dr g ocksd en primitiv rot modulo
p* for alla k > 2.

Bevis. Lat h beteckna ordningen hos g + np modulo p?. (h kan bero av n.) D&
géller att h | ¢(p?), dvs. h | p(p — 1).

Men (g +np)* =1 (mod p?) medfér att (g + np)" =1 (mod p), och enligt
binomialsatsen &r (g + np)" = ¢g" + Z?Zl (?) (np)igh=7 = ¢g" (mod p), och
foljaktligen géller att g" = 1 (mod p). Eftersom g har ordning p — 1, foljer det
att (p—1) | h.

Alltsa édr antingen h = p — 1 eller h = p(p — 1). I det sistndmnda fallet &r
g + np en primitiv rot till p?, och i det forstnimnda fallet inte. Vi ska visa att
det forstndmnda fallet bara intréiffar for ett av de p mojliga virdena hos n.

Lat f(z) = 2P~ — 1; d& #r g en rot till kongruensen f(z) =0 (mod p) och
f'(g) = (p—1)g"2 #£ 0 (mod p), eftersom sgd(gP~2,p) = 1. Enligt sats 10.1
har dérfor kongruensen f(x) =0 (mod p?) en unik rot pa formen g +np. Detta
bevisar vart pastaende.

(i) Det ricker att visa att om g #r en primitiv rot modulo p*, k > 2, s& dr g
ocksé en primitiv rot modulo p**!. Lat h vara ordningen hos ¢ modulo p**1; da
giller att h | ¢(p**1), dvs. h | pF(p — 1). Eftersom g" =1 (mod p**1) medfor
att ¢" =1 (mod p*) och g #r en primitiv rot modulo p*, maste ¢(p*) vara en
delare till h, dvs. p*~1(p — 1) | h.

Dirfor ar antingen h = p*~(p — 1) eller h = pF(p — 1) = ¢(p**+1). T det
senare fallet &r ¢ en primitiv rot modulo p**! som hivdat. Vi maste visa att
det forstndmnda fallet dr omdjligt.

Lat t = ¢(p*~1); dadr g* =1 (mod p*~1) enligt Eulers sats, och foljaktligen
gt = 14+ np*~1 for nagot heltal n. Talet n maste vara relativt prima mot p, ty
antagandet p | n medfor att g¢ = 1 (mod p¥), vilket strider mot att g #r en
primitiv rot modulo p*.

Enligt binomialsatsen &ar

) -1
gpt _ (gt)p =(1+ npk—l)p -1+ npk + p(p2 )n2p2k—2 +..

=14np® (mod p**t1h).
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-1 -1
Har har vi anvant det faktum att heltalet I%Tﬂp%_2 = anQ;D%_l

ar delbart med pFt! eftersom 2k — 1 > k + 1 nir k > 2, och de aterstaende
uteldamnade termerna i utvecklingen innehaller hogre potenser av p.
Eftersom p fn drar vi nu slutsatsen att

g" #1 (mod p"*').
Dirfor dr h # pt = po(pF~1) = p*~1(p — 1), och beviset &r dirmed klart. O

EXEMPEL 9 Eftersom 22 = —1 # 1 (mod 5) drar vi slutsatsen att ordningen
hos 2 modulo 5 maste vara 4, s& 2 dr en primitiv rot till 5. Enligt sats 15.14
ar darfor 2 + 5n en primitiv rot till 25 for exakt fyra virden pa n, 0 < n < 4.
Eftersom ¢(25) = 20 har de primitiva rotterna till 25 ordning 20. Ordningen h
modulo 25 av ett godtyckligt tal a dr en delare till 20. Om h < 20, sa géller
antingen att h | 4 eller att h | 10, sa det foljer att a* =1 (mod 25) eller a!® = 1
(mod 25). For att avgéra om ett tal a har ordning 20 rdcker det darfor att
berikna a* och a'® modulo 25; ordningen &r 20 om och endast om inga av dessa
tva potenser ir kongruenta med 1. Fér a = 2 far vi 22 = 4, 2* = 16, 28 = 6 och
210 = 24, Alltsa dr ordningen hos 2 lika med 20, dvs. 2 &r en primitiv rot till 25

For a = 7 far vi 72 = —1 och 7* = 1 (mod 25), s& ordningen hos 7 &r 4,
och 7 ar déarfor inte en primitiv rot till 25. Det foljer nu att 12, 17 och 22 &r
primitiva rotter till 25.

Enligt sats 15.14 (ii) &r 2 en primitiv rot till 5* for alla k. O

Sats 15.15 Antag att p dr ett udda primtal, och lat g vara en primitiv rot
modulo p*. Om g dr udda, sd dr g ocksd en primitiv rot modulo 2p*, och om g
dar jimnt s dr g +p* en primitiv rot modulo 2p*.

Bevis. Om g #r udda, sa ir ¢ = 1 (mod 2) for varje j > 1. Foljaktligen #r
¢’ = 1 (mod 2p*) om och endast om ¢/ = 1 (mod p*), och foljaktligen dr
ordningen hos ¢ modulo 2p* lika med ordningen hos ¢ modulo p*, namligen
#(p*). Eftersom ¢(2p*) = ¢(p*) #r g en primitiv rot till 2p*.

Om ¢ #r jamnt sa kan g inte vara en primitiv rot till 2p¥, ty en primitiv rot
ar alltid relativt prima mot modulen. Men talet g+ p” dr udda och eftersom det
ar kongruent med g modulo p¥, dr det ocksa en primitv rot modulo p*. Alltsa
ar g + p* en primitiv rot till 2p* enligt resonemanget i ovanstaende stycke. O

EXEMPEL 10 Enligt exempel 9 &r 2 en primitiv rot till 5% for varje k. Folj-
aktligen &r 2 + 5% en primitiv rot till 2 - 5¥ for varje k. Speciellt ér alltsd 7 en
primitiv rot till 10 och 27 en primitiv rot till 50. Enligt samma exempel &r ocksa
17 en primitiv rot till 5% for varje k, och eftersom 17 &r udda foljer det att 17
Ar en primitiv rot till 2 - 5* for varje k. O

Sats 15.16 De enda talen med primitiva rétter dr talen 1, 2, 4, p* och 2pF, dir
p dr ett godtyckligt udda primtal och k dr ett godtyckligt positivt heltal.

Bevis. Vi noterar forst att 1, 2 och 4 har primitiva rétter (1, 1 respektive 3),
och satserna 15.8, 15.14 och 15.15 medfér att p* och 2p* har primitiva rétter
for alla primtal p och alla positiva heltal k.

For att omvént bevisa att detta dr de enda talen med primitiva rotter antar
vi att m > 2 har en primitiv rot. Enligt korollarium 15.13 har kongruensen
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2?2 = 1 (mod m) exakt tva inkongruenta rétter (eftersom 2 | ¢(m) for alla
m > 3). Det foljer dirfor av sats 11.5 att m maste vara antingen 4, p* eller 2p*
for nagot udda primtal p. O

Avslutande anmérkningar. Lisare med grundkunskaper i gruppteori har férmodli-
gen lagt mérke till att de flesta begreppen i det hir avsnittet ar specialfall av allmédnna
gruppbegrepp.

Om G ér en dndlig grupp med enhetselement e, sa definieras ordningen ord a hos
ett gruppelement a som det minsta positiva heltalet n som uppfyller likheten a™ = e,
medan ordningen ord G hos gruppen definieras som antalet element i G. Fér h = ord a
géller att h | ord G och att {e,a,a?,...,a" '} ér en delgrupp till G. Denna delgrupp
sammanfaller med G om orda = ord G, och gruppen G kallas da cyklisk med a som
generator.

Om vi tillimpar dessa allmidnna begrepp pa det specialla fallet da G &r gruppen
Z}, av alla restklasser modulo m som &r relativt prima mot m, ser vi att

e ordningen h hos ett tal a modulo m sammanfaller med ordningen hos restklassen

aiZy,

o h|g(m),

e ett tal g &r en primitiv rot modulo m om och endast om restklassen g genererar

gruppen Z;,,

e det finns en primitiv rot modulo m om och endast om gruppen Zj, dr cyklisk.
Med gruppteorins sprak kan vi nu formulera sats 15.16 som foljer: Gruppen Zj, &r
cyklisk om och endast om m = 1, 2, 4, p* eller 2p*, diir p #ir ett udda primtal och k
ar ett godtyckligt positivt heltal.

Ovningar

15.1 Vilken ordning modulo 20 har talen a) 3, b) 7, c) 117

15.2 Bestdm en primitiv rot modulo 14.

15.3 Visa att om ab =1 (mod m), sa har a och b samma ordning modulo m.
15.4 2 #r en primitiv rot till 101. Vilken ordning modulo 101 har 232?

15.5 2 &r en primitiv rot modulo 19. Hur manga primitiva rétter har 197 Bestdm
alla primitiva rotter modulo 19.

15.6 a har ordningen A modulo m och ordningen k modulo n, och sgd(m, n) = 1.
Vad har a fér ordning modulo mn?

15.7 Lat m vara ett tal med primitiva rotter, och antag att a &r ett tal som &r
relativt prima mot m. Visa att a &r en primitiv rot till m om och endast
om a®(™)/P £ 1 (mod m) for varje primfaktor p till ¢(m).

15.8 Konstruera en indextabell for modulen 13.

15.9 Avgor vilka av foljande kongruenser som &r losbara:
a) * =17 (mod 67), b) z* =18 (mod 67), c) 2° =17 (mod 67).
Bestdam sedan eventuella l6sningar genom att exempelvis utnyttja att 2 ar
en primitiv rot till 67.

3

15.10 For vilka primtal p &r kongruensen z° = a (mod p) losbar for varje a som

ar relativt prima mot p?
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15.11 Bestédm en primitiv rot (for varje k > 1) till
a) 5%, b)2-5F ¢)7F d)2-7h

15.12 Kan 4 vara en primitiv rot modulo ett primtal?

15.13 Bevisa att ¢(2" — 1) =0 (mod n) f6r varje n > 2.
[Ledning: Vad har 2 fér ordning modulo 2" — 17]

15.14 Visa att om p ér ett udda primtal med primitiv rot g, sa ir g~ /2 = —1
(mod p).

15.15 Bevisa Wilsons sats med hjélp av primitiva rotter.

15.16 a) Visa att om p och ¢ dr udda primtal och ¢ | (a? — 1), sa giller antingen
att ¢ | (a — 1) eller att ¢ = 2kp + 1 f6r nagot k.
b) Visa att primfaktorerna till Mersennetalen M, = 2 — 1, dér p &r ett
primtal, &r av formen 2kp + 1.
c) Visa att 213 — 1 #r ett primtal.

15.17 Lat p vara ett udda primtal.
a) Visa att varje primitiv rot till p &r en kvadratisk ickerest till p.
b) Visa att varje kvadratisk ickerest till p dr en primitiv rot till p, om och
endast om p=22" +1,n >0, (dvs. ett s.k. Fermatprimtal).
[Ledning: Hur manga kvadratiska ickerester finns det och hur manga pri-
mitiva rotter? Sedan man fatt p = 2™ + 1, visar man att m = 2", da p &r
ett primtal.]

15.18 Visa att om a &r udda och n > 3, sa &r
a)a? " =1 (mod 27), b)52" " #1 (mod 2").

15.19 Carmichaels funktion A definieras med hjélp av Eulers ¢-funktion pa
foljande sétt for talet 1 och for primtalspotenser:

o(n) omn =1, 2, eller 4,
A(n) =< ¢(n)/2 om n=2* och k >3,
o(n) om n = p¥ #r en potens av ett udda primtal p.

Om slutligen n = Py P, - - - P, &r en produkt av olika primtalspotenser P;,
sa definieras
)\(n) = mgm()\(Pl)7 )\(PQ), ceey )\(Pk))
a) Visa att A(n) dr ett jamnt tal for alla n > 3.
b) Visa att om sgd(a,n) = 1, sa ir ¢*™ =1 (mod n).
¢) Visa att for varje n > 1 finns det ett tal a vars ordning modulo n dr
lika med A(n).
d) Berikna A\(360) och ¢(360).
e) Bestdm ett tal av ordning 12 modulo 360.

15.20 Ett Carmichaeltal ir ett sammansatt tal n med egenskapen att a” ! =1
(mod n) for alla a med sgd(a,n) = 1.
a) Visa att om n #r ett Carmichaeltal, sa &r n — 1 en multipel av A(n).
b) Visa att alla Carmichaeltal &#r udda.
¢) Visa att inget Carmichaeltal dr delbart med nagon primtalskvadrat.
d) Visa att en produkt n = pips---pr av skilda udda primtal dr ett
Carmichaeltal om och endast om (p; —1) | (n—1) fori=1,2,... k.
e) Visa att ett Carmichaeltal maste vara en produkt av minst tre udda
primtal.
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16 Aritmetiska funktioner

Funktioner med de positiva heltalen som definitionsméingd och de reella talen
(eller mer allmént de komplexa talen) som malméngd kallas aritmetiska funk-
tioner.

Vi har redan stott pa en mycket viktig aritmetisk funktion — Fulers ¢-
funktion. Andra viktiga aritmetiska funktioner som kommer att studeras i det
h&r avsnittet ar

e 7(n), antalet positiva delare till n;

e o(n), summan av de positiva delarna till n;

e 0;(n), summan av k:te potenserna av de positiva delarna till n.

Vi kommer att anvinda foljande konventioner f6r summor och produkter:
2apn f(d) och T, f(d) betecknar summan respektive produkten av f(d) éver

alla positiva delare d till n. Exempelvis &r 3,1, f(d) = f(1) + f(2) + f(3) +
f(4) + f(6) + F(12).

Med denna notation ar

7(n) = Z 1, o(n) = Zd, or(n) = de.
dn d|n

d|n

Delarfunktionerna 7 och o kan forstas ses som specialfall av oy, eftersom 7 = o
och o =o71.

Definition 16.1 En aritmetisk funktion f kallas multiplikativ om den inte &r
identiskt noll och uppfyller likheten f(mn) = f(m)f(n) for alla par av relativt
prima positiva tal m och n. Om f(mn) = f(m)f(n) for alla par m och n, relativt
prima eller ej, sags f vara fullstindigt multiplikativ.

Om f &r multiplikativ, sa dr f(n) = f(n)f(1) for varje positivt heltal n, och
eftersom det finns nagot tal n for vilket f(n) # 0, f6ljer det att f(1) = 1. Med
hjélp av induktion foljer det vidare litt att om mq,mao, ..., m, ar parvis relativt
prima positiva tal, sa &r

flmima---my) = f(my)f(m2)--- f(m;).

Detta giller speciellt nér talen mi,ms,...,m, &r potenser av olika primtal.
Om n > 1 har faktoriseringen n = p]fl pgz ---pFr som produkt av potenser av
olika primtal, sa #r foljaktligen f(n) = f(p]fl)f(p;“?) -+ f(pFr). Funktionen f &r
saledes fullstindigt bestimt av virdena f(p*) for alla primtalspotenser.

Vi vet redan att Eulers ¢-funktion dr multiplikativ (sats 7.2), och vi har
anvént denna omsténdighet for att erhélla en formel for ¢(n).

Var nésta sats ger en allmén metod for att konstruera multiplikativa funk-
tioner.

Sats 16.2 Lat f vara en multiplikativ funktion och definiera en ny aritmetisk
funktion F' genom att sditta

F(n) =Y f(d).
d

Da ar F multiplikativ.
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Bevis. Lat m och n vara tva relativt prima tal. Om d | mn, sa dr d = dyda, dér
dy | m och ds | n. Vidare &r d; = sgd(m, d), d2 = sgd(n,d) och sgd(d;,ds) =1,
och faktoriseringen dr unik. Foljaktligen &r

Flmn)= > f(d) =YY" fldidz) = > Y f(dr)f(do)

dlmn di|mda|n di|m dza|n
= > f(d1)) f(d2) = F(m)F(n). -
di|m da|n

Korollarium 16.3 (i) Funktionerna 7, o och oy dr multiplikativa.

(ii) Om n = p’flpé€2 ---pFr dr den kanoniska primtalsfaktoriseringen av n, sd

eIy e o= [R5,

j=1 N Pl

Bevis. (i) Eftersom ox(n) =34, d* och funktionen f(n) = n* ar (fullstindigt)
multiplikativ, foljer det av foregaende sats att funktionen o dr multiplikativ.
Funktionerna 7 och o &r specialfall av oy.

(ii) De positiva delarna till p* #r 1, p, p?, ..., p*. Foljaktligen &r 7(p*) = k+1
och o(pk) = Zfzopj = (pF*t —1)/(p — 1). Formlerna for 7(n) och o(n) foljer
av detta. O

Sats 16.4 For varje positivt heltal n dr 3, ,, ¢(d) = n.

Bevis. Sétt F(n) = 3_,,, ¢(d); da ar funktionen F' multiplikativ enligt sats 16.2.
Eftersom funktionen G(n) = n ocksa &r multiplikativ, réicker det att verifiera

att F(p*) = p* for alla primtalspotenser p* for att bevisa att F(n) = n for alla
n. Men ¢(p’) = p/ —p?~! for j > 1, och alltsa iir

k k

F*) =D o(d) =) o) =1+> (¢ -p ") =p" -

d|p* =0 j=1

Lat f vara en aritmetisk funktion och sétt F'(n) = Zd|n f(n). Ar funktionen
f entydigt bestdmd av funktionen F'? Vi har

F(1)=r(1)

F(2)=f1)+f(2)

F3)=f(1) +/3)

F4) =)+ f(2) + f(4)

F(5)=r(1) + f(5)

F(n)=f(1)+ + f(n)

Detta kan uppfattas som ett trianguléirt linjirt ekvationssystem med f(1),

f(2), ..., f(n) som okiinda. Det d&r nu uppenbart att f(n) dr en linjirkom-
bination av F(1), F(2), ..., F(n) med heltalskoefficienter. Speciellt &r alltsa

funktionen f entydigt bestdmd av funktionen F. Vi ska hirleda en formel for
f(n), och for det &ndamalet behover vi f6ljande funktion:
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Definition 16.5 Sitt

1 omn =1,
pn) =<0 om n dr delbart med p? for nagot primtal p
(=1)" omn=pips---p,, dir p1,pa,...,p, dr skilda primtal.

Funktionen p kallas Mébius p-funktion.

Sats 16.6 Funktionen u dr multiplikativ och
Z u(d { omn=1
i ommn > 1.

Bevis. Multiplikativiteten &r sjédlvklar. Definiera funktionen F' genom att sétta
F(n) = g, #(d); da &r F multiplikativ enligt sats 16.2. Eftersom p(p) = —1

och p(p’) = 0 for j > 2, ar F(p*) = 35, u(p!) = p(1) + p(p) = 1 -1 =10,
for alla primtal p och alla £ > 1. Alltsa &r F(n) = 0 for alla n > 1, och
F(1)=pu(1) =1. O

Sats 16.7 (Mdbius inversionsformel) Lat f vara en godtycklig aritmetisk funk-
tion. Om F(n) =3_,,, f(d) for varje positivt tal n, sa dr

Zu F(n/d).

Bewvis. Genom att anvinda definitionen av F' och byta summationsordning far
vi

S udF(n/d) = pu(d) Y flk)= > w(d)f(k)

d|n d|n k|(n/d) alla d, k med dk | n
=Y fk) Y uld).
k|n d|(n/k)

Enligt sats 16.6 &r }_ /1) #(d) = 0 utom for k = n, nér vérdet &r 1. Foljakt-
ligen ar > ), p(d)F(n/d) = 3y [(R) Xaynyny 1(d) = f(n). O

Foljande omvindning géller ocksa.

Sats 16.8 Om f(n) = >, m(d)F(n/d) for varje positivt heltal n, sd dr
=>_f(d)
d|n

Bevis. Sitt G(n) = 3_,,, f(d); da &r f(n) = >_,, p(d)G(n/d) enligt sats 16.7.
Foljaktligen ar

(1) > uld)F(n/d) =" u(d)G(n/d)

d|n dln

for alla n. Vi ska nu anvénda induktion for att visa att detta medfor att F'(n) =
G(n) for alla positiva heltal n.
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Genom att vélja n =1 i ekvation (1) far vi forst p(1)F(1/1) = pu(1)G(1/1),
dvs. F(1) = G(1). Antag sedan att F(m) = G(m) for alla m < n. Eftersom
n/d < n for alla positiva delare d till n forutom d = 1, férenklas nu (1) till
w(1)F(n/1) = p(1)G(n/1), och vi drar slutsatsen att F'(n) = G(n). Induktionen
ar ddrmed genomfoérd. O

Ovningar

16.1 Bestdm a) 7(60), b) o(60), c) o2(60).
16.2 For vilka tal n ar
a) T7(n) =4, b)71(n)=6, c)o(n)=38, d)o(n)=107

16.3 a) Visa att 7(n) ir udda om och endast om n = m? for nagot heltal m.
b) Visa att o(n) dr udda om och endast om n = m? eller n = 2m?.

16.4 a) Visa att o(p*) = o(pF~1) + p* for alla primtal p och k > 1.
b) Visa att om f dr multiplikativ och uppfyller f(p¥) = f(p*~1) + p* for
alla primtal p och k > 1, sa ar f = o.

16.5 Visa att ], d = n7"/2.

16.6 Lat F(n) =3, f(d). Visa att Y0 , F(n) = Y31, f(k)|[N/k].
Tillaimpa speciellt formeln for f(n) =1 och for f(n) = n.

16.7 Bestdm u(n) for n lika med a) 10, b) 20, c) 30.

16.8 Lat f vara en multiplikativ aritmetisk funktion, och lat n ha den kanoniska
primtalsfaktoriseringen n = p’fl p’262 --pkr. Visa att

D uld)f(d) = (1= fp1)(1 = f(p2) -+ (1= f(pr))-

d|n

16.9 Bestédm (t.ex. med hjilp av féregaende uppgift)
a) 3 g d)T(d), D) 3 gy t(d)a(d), ¢) gy, m(d)d(d), ) 3 gy, (d)]-

16.10 Visa att Y ,_, pu(k)|n/k] = 1.

16.11 Visa att om f &r en positiv aritmetisk funktion och F'(n) =[], f(d), s&
ar f(n) = Hd\n F(d)Hn/4),

16.12 Lat Fi(n) = >, f(d). Visa att om F" &r multiplikativ, s& &r f ocksa det.

16.13 Ett perfekt tal dr ett positivt heltal n sddant att o(n) = 2n, t.ex. n = 6.
a) Visa att om 2™ — 1 #r ett primtal, sd &r n = 2™~ 1(2™ — 1) ett perfekt
tal. (Visa ocksa att m maste vara ett primtal for att 2™ — 1 skall vara ett

primtal, ett s.k. Mersenneprimtal.)
b) Visa att varje jamnt perfekt tal n har den i a) angivna formen.

Anm. Det dr inte kéint om det finns nagra udda perfekta tal.
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17 Summor av kvadrater

I det hér avsnittet ska vi behandla problemet att representera positiva heltal som
summor av kvadrater. Speciellt kommer vi att avgora vilka tal som kan skrivas
som en summa av tva kvadrater, och vi kommer att visa att varje positivt tal
kan skrivas som en summa av fyra kvadrater.

Per definition &r ett positivt heltal n en summa av tva kvadrater om ekvatio-
nen 22 +y? = n har en heltalslosning x, y. Eftersom 22 = 0 eller 1 (mod 4) for
alla heltal z, &r det klart att summan 2 +1%? av tva kvadrater aldrig dr kongru-
ent med 3 modulo 4. Foljaktligen kan inget tal pa formen 4m + 3 vara summan
av tva kvadrater. For primtal har vi foljande nédvandiga och tillriackliga villkor.

Sats 17.1 Lat p vara ett primtal. Da dr p summan av tva kvadrater om och
endast om p =2 ellerp=1 (mod 4).

Bevis. Enligt kommentarerna fore satsen ér inget primtal = 3 (mod 4) sum-
man av tva kvadrater, och 2 = 12 4 12. Det aterstar att visa att varje primtal
kongruent med 1 modulo 4 dr en summa av tva kvadrater.

Sa antag att p = 1 (mod 4) och sitt N = |\/p|; dadr N < /p < N + 1.
Talet —1 &r en kvadratisk rest till p enligt sats 11.9, och foljaktligen finns det
ett heltal i sddant att i = —1 (mod p).

Lat A vara méngden av alla par (4, k) dér j och k #r heltal i intervallet [0, N],
14t B beteckna mingden av alla restklasser modulo p, dvs. B = {0,1,...,p — 1},
och definiera slutligen funktionen f: A — B genom att séitta f(x,y) = x + 1y.
Eftersom B har p element och A har (N + 1)? > p element kan funktionen f
inte vara injektiv, utan det maste finnas tva skilda par (x1,y1) och (22,y2) i A
som avbildas pa samma restklass, dvs. z1 + iy; = x2 + iya (mod p).

Satt @ = x1 — w9 och b = y; — yo; da &r inte a och b bada lika med noll och

a = —ib (mod p), och genom kvadrering fas a? = i?b> = —b? (mod p), vilket
innebér att a? + b? Ar en multipel av p. Men |a] < N och |[b| < N, och dérfor dr
0 < a? +b% < 2N?2 < 2p. Det foljer att a? + b = p. O

Lemma 17.2 Antag att n = a® + b% och att primtalsfaktoriseringen av av talet
n innehaller primtalsfaktorn q, dir ¢ =3 (mod 4). Da gdller att

(i) q|a och q|b;

(i) q maste forekomma som en jimn potens i primtalsfaktoriseringen av n.

Bevis. (i) Antag att ¢ J a. D4 finns det ett heltal s sddant att sa =1 (mod q),
och genom att multiplicera kongruensen a? + > = 0 (mod ¢) med s? fas

(sb)? = s?b? = —s%a> = —1 (mod q),

dvs. —1 ar en kvadratisk rest modulo ¢. Detta strider enligt sats 11.9 mot anta-
gandet att ¢ = 3 (mod 4). Foljaktligen &r delar ¢ talet a, och av symmetriskil
delar ¢ ocksa b.

(ii) Eftersom ¢ | a, ¢ | b och n = a? + b%, foljer det att ¢*> | n. Vi kan
saledes dividera ekvationen n = a® + b? med ¢? och fir pa sa sitt ekvationen
n/q® = (a/q)?+ (b/q)? som visar att talet n; = n/q? ir en summa av kvadrater.
Om q | ny, s& visar ovanstdende argument att ¢ | n;. Genom att fortsitta pa
detta sétt ser vi att n maste vara delbart med en jamn potens av q. O
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Lemma 17.3 Omm ochn bada dr summor av tva kvadrater, sa dr deras produkt
mn ocksa en summa av tva kvadrater.

Bevis. Om m = a? +b% och n = ¢? + d?, sa #r

mn = (a® + b*)(c? + d*) = (ac + bd)? + (ad — bc). O

Sats 17.4 Lat det positiva heltalet n ha faktoriseringen

n = 92% ﬁp;"7 f[ qu,
j=1 =1

dir pj:na och gj:ma dr olika primtal, p; =1 (mod 4) och ¢; =3 (mod 4), samt
exponenterna «, o och B dr icke-negativa tal. Da kan n skrivas som en summa
av tva kvadrater om och endast om samtliga exponenter B; dr jimna.

Bevis. Att villkoret &r tillrackligt foljer genom upprepad anviindning av fore-
gaende lemma, ty 2 och primtalen p; kan skrivas som summor av tva kvadrater
enligt sats 17.1, och kvadraten ¢® (pa ett godtycklig tal ¢) dr uppenbarligen
en summa av tva kvadrater (= ¢? + 02). Nodviindigheten féljer omedelbart av
lemma 17.2. [

Nar vi nu har avgjort vilka tal som &r summor av tva kvadrater, sa blir nésta
naturliga uppgift att bestimma vilka tal som kan representeras som summor
av tre kvadrater. Eftersom de kvadratiska resterna till 8 &r 0, 1 och 4, kan
summan a? + b? + ¢? av tre kvadrater aldrig vara kongruent med 7 modulo 8.
Foljaktligen dr inget heltal pa formen 8m + 7 representerbart som en summa av
tre kvadrater. Det &r inte svart att utvidga argumentet och visa att inget tal
pa formen 4% (8m + 7) #r en summa av tre kvadrater. Omvint kan varje annat
tal skrivas som summan av tre kvadrater. Beviset for detta, som gavs av Gauss,
ar komplicerat och ges inte hir. Den fullstindiga karakterisering ser alltsa ut sa
hér:

Sats 17.5 FEtt positivt tal kan skrivas som summan av tre kvadrater om och
endast om det inte har formen 4% (8m + 7).

Nér vi sa kommer till fragan att representera ett tal som en summa av fyra
kvadrater har vi foéljande enkla svar.

Sats 17.6 Varje positivt heltal dr en summa av fyra kvadrater.

Det forsta fullstdndiga beviset for detta resultat gavs av Lagrange 1770.
Beviset hir baseras pa foljande tva lemman.

Lemma 17.7 Antag att 3m dr en summa av fyra kvadrater. Da dr ocksa m en
summa av fyra kvadrater.

Bewvis. Lat 3m = a® + b? + ¢ + d?. Eftersom varje kvadrat fir kongruent med 0
eller 1 modulo 3, finns det bara tva méjligheter: antingen &r alla fyra kvadraterna
a?, b2, c® och d? kongruenta med 0 modulo 3, eller ocksa &r en av dem, sig a2,
kongruent med 0 medan 6vriga tre dr kongruenta med 1. I det férstndmnda fallet
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dgra=b=c=d=0 (mod 3), och i det andra fallet ir a =0, b= £1, c = £1
och d = £1 (mod 3). I bada fallen kan vi dérfor, genom att vid behov byta
tecken pa nagot eller nagra av talen b, ¢ och d, antaga att b = ¢ = d (mod 3).
Det foljer att de fyra talen b+c+d, a+b—c, a+c—d och a — b+ d samtliga &r
delbara med 3, och genom att utveckla kvadraterna nedan och férenkla, finner

vi att
b+c+d\> a+b—rc\> a+tc—d\? a—b+d\>
() = () + () < ()
_3a2+3b2+362+3d2_9m_m
9 9 ’
vilket visar att m &r en summa av fyra kvadrater. O

Lemma 17.8 Ldt n vara ett kvadratfritt heltal, dvs. n dr inte delbart med p* for
ndgot primtal p. Dd finns det heltal a och b sddana att a® +b* = —1 (mod n).

Beuwis. Vi visar forst att resultatet géller nér n dr ett primtal p. For p = 2 och

p=1 (mod 4) foljer det av sats 11.9 att det finns ett tal a sddant att a® = —

(mod p), och vi kan f6ljaktligen komplettera med b = 0. Fallet p = 3 (mod 4)

aterstar, och vi ska ge ett bevis for detta fall som fungerar for alla udda primtal.
Sétt m = (p — 1)/2 och definiera

A=1{0%12,2%....m*} och B={-1-0%-1-12,-1-2% ..., —1-—m?}.

Elementen i A &r inbordes inkongruenta modulo p, ty om 0 < ¢ < m sa har
kongruensen x? = 72 (mod p) exakt tva roétter £ modulo p, och det enda talet
x i intervallet [0, m] som &r kongruent med i dr z = i, eftersom p — i > m.

Pa motsvarande sitt fas att elementen i B &r inbordes inkongruenta modulo
p. Bada méngderna A och B innehéller saledes m 4+ 1 = (p+ 1)/2 inkongruenta
tal. Eftersom deras union innehaller p+1 tal, foljer det att det finns ett element
a? i A och ett element —1—b%i B sd att a> = —1—b2 (mod p), dvs. a®>+b* = —1
(mod p).

Antag nu att n = pipy---p, dr en produkt av skilda primtal. For varje
primtal p; véljer vi tal a;, b; sa att a?—i—b? = —1 (mod p;) . Enligt den kinesiska
restsatsen finns det tal @ och b sddana att @ = a; (mod p;) and b = b; (mod p,)
for alla j. Det foljer att a®4b? = —1 (mod p;) géller for alla j, och detta medfor
att a® +b%> = —1 (mod n). O

Bevis for sats 17.6. Lat n vara ett positivt tal och skriv talet pa formen n =
k?m, dir m &ar kvadratfritt. Om m &r en summa av fyra kvadrater, sig m =
a? +b? + ¢ + d?, sa dr ocksd n = (ak)? + (bk)? + (ck)? + (dk)? en summa av
fyra kvadrater.

Vi kan dérfor lika gérna fran borjan antaga att talet n dr kvadratfritt. Enligt
lemma 17.8 finns det da tva heltal a och b sidana att a® + b*> = —1 (mod n).

Betrakta alla ordnade par (ax + by — z,bx — ay — w), dir «, y, z och w
varierar 6ver alla heltal fran 0 till |/n]. Det finns (1 + [v/n])* > n? val av
kvadrupler (z,y, z,w) men endast n? olika ordnade par modulo n. Féljaktligen
finns det tva skilda ordnade kvadrupler (z1,y1, 21, w1) och (z2,ys, 22, ws) med
alla koordinater liggande i intervallet fran 0 till [\/n], och sadana att

ax1 +by; — z1 = axs +bys — 22 (mod n) och

bry —ays — wy = bxy —ays —we  (mod n).
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Satt © = a7 — T2, Yy = Y1 — Y2, 2 = 21 — 22 och w = wy — we. Da géller att
ax + by = z (mod n) och bz — ay = w (mod n). Dirfor dr

(az +by)? + (br —ay)* = 2> +w? (mod n).
Men
(az + by)? + (bx — ay)? = (a®* +b*)(2* +9*) = —(2* +¥*) (mod n).

Det foljer att 22 +y?+22+w? =0 (mod n), dvs. 22 +y?+22+w? = kn for nagot
heltal k. Uppenbarligen ér |z|, |y|, |z| och |w| alla mindre &n eller lika med |v/n],
och de ér inte alla lika med 0, eftersom de ordnade kvadruplerna (x1,y1, 21, w1)
och (2,2, 22, ws) ér olika. Det foljer att 0 < 22 +y% + 22 +w? < 4[/n]? < 4n,
och foljaktligen att k = 1, 2 eller 3.

Om k = 1, sa &r vi klara, och om k = 3, sa dr 3n en summa av fyra kvadrater
och talet n sjéalvt en summa av fyra kvadrater pa grund av lemma 17.7. Antag
nu att k = 2; eftersom 2n ar jimnt dr antingen inget, tva eller fyra av talen x,
y, z och w jamna. Om exakt tva av talen dr jimna, sa kan vi antaga att de &ar
2 and y. I samtliga fall &r da talen « &+ y och z + w jimna, och talen (x £ y)/2
och (z & w)/2 &r foljaktligen heltal. Men

z+y\° z—y\° 24w\’ Z—w 2_2x2+2y2—|—2z2+2w2
_4n
vy

:n’

och talet n &r saledes en summa av fyra kvadrater. Beviset dr dirmed komplett.
O

Samma ar som Lagrange bevisade satsen om fyra kvadrater formulerade
Waring foljande formoden: Varje tal dr summan av 4 kvadrater, 9 kuber, 19
fjairdepotenser, och allmént en summa av ett bestdmt antal k:te potenser. Wa-
rings férmodan fick ett positivt svar 1909, da Hilbert bevisade féljande sats.

Sats 17.9 Fir varje heltal k > 2 finns det ett minsta heltal s(k) med egenskapen
att varje positivt heltal kan skrivas som en summa av s(k) icke-negativa k:te
potenser.

Hilberts bevis dr ett rent existensbevis och ger ingen metod for att bestdmma
s(k). Lagranges sats och det faktum att 7 inte #r nagon summa av tre kvadrater
visar att s(2) = 4.

Det ir vidare ganska litt att visa att talet n = 2%[(3/2)* | —1 inte kan skrivas
som en summa med firre #n 2% + | (3/2)% | — 2 stycken k:te potenser, s dirfor ir
s(k) > 24+ [(3/2)%| — 2 for alla k > 2. En férmodan, som med stor sannolikhet
Ar sann, ir att i sjilva verket s(k) = 28 + [(3/2)%| — 2, ty man vet nu att detta
géller for alla utan hogst dndligt manga k och for alla k£ < 471 600 000.

Exempelvis &r s(3) =9, s(4) = 19, s(5) = 37 och s(6) = 73.

Ovningar

17.1 Vilka av talen 98, 343, 735, 1428 och 4680 kan skrivas som en summa
av tva kvadrater?
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17.2 Lat ¢ vara ett primtal pa formen 4k + 3. Visa att ¢? inte #r summan av
tva nollskilda kvadrater.

17.3 Visa att 21 inte kan skrivas som summan av kvadraterna pa tva rationella
tal.

17.4 Lat p vara ett primtal. Visa att p =1 (mod 4) om och endast om p &r en
delare till n2 + (n + 1)? for nagot n > 1.

17.5 Pa vilka sétt kan 1547 skrivas som en skillnad mellan tva kvadrater av
positiva heltal.

17.6 a) Visa att varje udda tal n kan skrivas pa formen n = 22 — 2, dir x och
y dr heltal.
b) Visa att varje heltal n kan skrivas pa formen n = 22 — y? + 22, dir =,
y och z ar heltal.

17.7 Visa att om n har formen 4¥(8m + 7), sd 4r n inte en summa av tre
kvadrater.

17.8 Visa att det for att representera talet n = 2¥|(3/2)%] — 1 som en summa
av k-potenser behévs minst 2% + | (3/2)% | — 2 stycken k-potenser.

18 Pythagoreiska tripplar

I det hér avsnittet ska vi behandla problemet att bestdmma alla rétvinkliga
trianglar med sidor av heltalslingd, dvs. bestdmma alla heltalslosningar till
ekvationen

? +y? =27
Problemet studerades i Egypten langt fore Pythagoras, men han anses ha hittat
en formel for att generera oéndligt manga losningar.

Definition 18.1 Om z, y och z #r positiva heltal och 22 4 y? = 22, sa kallas
(z,y,2) en pythagoreisk trippel. Om de tre talen dessutom &r parvis relativt
prima, sa kallas (z,y, z) en primitiv trippel.

Sats 18.2 Om (z,y, z) dr en pythagoreisk trippel, sa dr sgd(x,y) = sgd(x, z) =
sgd(y, 2).

Bevis. Antag att d | x. Om d | y, sa giller att d* | (22 + y?), varav foljer att
d | z. Och om d | z, sd giller att d? | (22 — 2), varfér d | y. Det féljer att = och
y har samma gemensamma delare som = och z, och speciellt har de tva paren
samma storsta gemensamma delare, dvs. sgd(z,y) = sgd(x, z). P4 motsvarande
sitt fas sgd(z,y) = sgd(y, 2). O

Om (z,y,z) dr en pythagoreisk trippel och tva av de tre talen &dr relativt
prima, sa dr foljaktligen alla tre talen parvis relativt prima, dvs. trippeln &r
primitiv.

Sats 18.3 Varje pythagoreisk trippel dr en multipel av en primitiv pythagoreisk
trippel. Omudnt dr varje multipel av en pythagoreisk trippel en pythagoreisk
trippel.
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Bevis. Om (z,y, z) ar en pythagoreisk trippel och d = sgd(x,y) &r den storsta
gemensamma delaren till z och y, s& dr uppenbarligen trippeln (z/d,y/d, z/d)
en primitiv pythagoreisk trippel enligt sats 18.2, och (z,y, z) &r foljaktligen en
multipel av en primitiv trippel. Omvéndningen &r uppenbar. [

Sats 18.4 Antag att (z,y,z) dr en primitiv pythagoreisk trippel. Da har talen
x och y motsatt paritet, dvs. ett av talen dr udda och det andra dr jimnt.

Beuvis. Eftersom sgd(z,y) = 1 kan inte bada talen vara jimna. Antag att z och
y dr udda. D& dr 22 = y? = 1 (mod 4) och foljaktligen 22 = 2 (mod 4), vilket
ar omojligt. Darfor har x och y motsatt paritet. O

For att bestimma alla pythagoreiska tripplar ricker det pa grund av sats
18.3 att bestdmma alla primitiva tripplar, och da &r det ingen inskrénkning att
antaga att x dr udda och y ér jimnt, eftersom (z,y, 2) dr en pythagoreisk trippel
om och endast om (y,z, z) dr det.

De primitiva pythagoreiska tripplarna (x,y,z) med jimnt y genereras av
foljande sats.

Sats 18.5 En trippel (x,y, z) med jimnt y dr en primitiv pythagoreisk trippel
om och endast om den har formen

z=a?-b% y=2ab, z=ada>+0?
ddr a och b dr relativt prima positiva heltal av motsatt paritet och a > b.
Bevis. Om z, y och z definieras pa detta sétt, sa ar
2?4 y? = (a® — b%)2 + 4(ab)? = (a® + b2)? = 22,

dvs. (z,y,z) #r en pythagoreisk trippel. For att visa att trippeln dr primitiv
antar vi att sgd(x, z) > 1. Da har = och 2z en gemensam primtalsdelare p, som
maste vara udda eftersom bade 2 och z #r udda. Notera att z + 2 = 2a? och
2z —x = 2b? och att siledes p | 2a® och p | 2b%. Eftersom p #r udda foéljer det
nu att p | @ och p | b, vilket strider mot antagandet sgd(a,b) = 1. Dérfor dr
sgd(z, z) = 1, och det f6ljer nu av sats 18.2 att trippeln (x,y, z) dr primitiv.

Antag omviint att (z,y, z) dr en primitiv pythagoreisk trippel med jaimnt y.
Da maste x och z vara udda. Foljaktligen dr z + x och z — x jimna tal. Sétt
r=(z+xz)/20chs=(z—x)/2;dddirr >s,z=r+sochz=r—s,sa
varje gemensam delare till 7 och s &r en gemensam delare till x och z. Eftersom
sgd(z, z) = 1 foljer det att sgd(r,s) = 1.

Vi noterar nu att y? = 22 — 22 = (2 + 2)(z — x) = 4rs, sa rs = (y/2)2.
Talet rs dr saledes en jamn kvadrat, och eftersom r och s dr relativt prima,
maste r och s ocksd vara jimna kvadrater. Sitt » = a? och s = b?, dér a och
b &r positiva heltal; dd éra > b, x =r —s=a? —b%, 2 =r + 5 = a®> + b? och
y = 24/1s = 2ab. Det dr vidare klart att a och b har motsatt paritet, ty annars
skulle talet z vara jamnt. Slutligen &r sgd(a,b) = 1, eftersom varje gemensam
delare till a och b delar bade r och s och sgd(r, s) = 1. O

Ovningar

18.1 Bestédm alla primitiva pythagoreiska tripplar (z,y, z) med 1 < z < 30.
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18.2 Bestidm samtliga positiva heltalslosningar x och y till den diofantiska ek-
vationen z? + y? = 1302.

18.3 a) Bestéim alla primitiva pythagoreiska tripplar (x,y, z) med y = 40.
b) Bestim alla pythagoreiska tripplar (z,y, z) med y = 40.

18.4 Visa att i varje pythagoreisk trippel ar
a) minst ett tal delbart med 3,
b) minst ett tal delbart med 4,
¢) minst ett tal delbart med 5.

18.5 Visa att for varje heltal n > 3 finns det en pythagoreisk triangel med en
sida av lingd n.

18.6 Bestam alla pythagoreiska trianglar som har en sida av ldngd
a) 12, b) 13.

18.7 Visa att det finns odndligt manga pythagoreiska tripplar (x,y,z) med
z=y+ 1.

19 Fermats sista sats

?Jag har ett i sanning underbart bevis for detta pastaende, men marginalen &r
alltfor trang for att rymma detsamma.” Denna berémda kommentar krafsade
Fermat ner 1637 i marginalen pa sitt exemplar av Diofantos bok Arithmetica
som tilldgg till en annan marginalanteckning som med modern terminologi lyder
som foljer:

Sats 19.1 (Fermats sista sats) FEkvationen ™ + y™ = 2™ har ingen lésning i
nollskilda heltal om n > 3.

Det &r troligt att Fermat hade ett bevis for fallet n = 4 och att han felaktigt
trodde att hans argument kunde generaliseras till att técka det allménna fallet.
I mer &n tre och ett halvt sekel forsokte ett stort antal matematiker forgéives att
bevisa Fermats formodan, och under detta sékande efter ett bevis utvecklades
manga nya fruktbara matematiska begrepp och teorier. I borjan av 1990-talet
var det kdnt att Fermats formodan var sann for alla exponenter n med en udda
primtalsfaktor mindre #n 10°.

I juni 1993 meddelade sa Andrew Wiles att han hade ett bevis for Fermats
sats, men det ursprungliga beviset visade sig innehalla nagra luckor. Dessa tapp-
tes till ett ar senare av Wiles och Richard Taylor. Fermats formodan hade dér-
igenom slutligen upphojts till sats. Beviset &r mycket langt och anvinder manga
djupa resultat fran algebraisk geometri.!

Vi ska visa Fermats sista sats i fallet n = 4. Detta foljer av féljande nagot
starkare resultat.

Sats 19.2 Ekvationen x* + y* = 22 har ingen losning i nollskilda heltal.

Bevis. Antag motsatsen; da finns det en 16sning med positiva heltal z, y och z,
eftersom trippeln (|z|, |y, |z|) 16ser ekvationen om (z,y, z) gor det.

1En populir beskrivning av den fascinerande jakten pé en 16sning till Fermats fsrmodan
finns i boken Fermats gata av Simon Singh, ManPocket, 1999.
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Lat darfor x, y och z vara en positiv 16sning, dér z ar sa litet som majligt. Vi
ska hirleda en motsigelse genom att visa att det finns en annan positiv 16sning
(x1,y1,21) med z1 < z.

Antag att sgd(x,y) > 1; da finns det ett primtal p som delar bade x och
y. Det foljer att p* | (x* + y*) och att foljaktligen p* | 22 och p? | z. Alltsa r
(x/p)* + (y/p)* = (2/p®)?, och vi har diirmed hittat en positiv 16sning med ett
mindre z-virde, vilket strider mot vart ursprungsval (z,y, z).

Vi drar slutsatsen att sgd(z,y) = 1. Det foljer att sgd(z2,5%) = 1, och
trippeln (22, 32, 2) dr foljaktligen en primitiv pythagoreisk trippel. Vi kan forstas
antaga att 22 dr udda och y? dr jimnt, och enligt sats 18.5 betyder detta att
det finns relativt prima tal u och v sadana att

2?2 =u? -2, P =2uw, z=u?+0°%

Speciellt &r alltsa (z,v,u) en primitiv pythagoreisk trippel med udda tal z.
Darfor finns det relativt prima heltal s och ¢t sddana att

x:s2—t2, v = 2st, u=s>+t>.

Eftersom sgd(s,t) = 1, foljer det av den sista likheten att w, s och ¢ &r
parvis relativt prima. Men (y/2)? = uv/2 = ust, sa produkten ust #r en jimn
kvadrat, och detta medfor att u, s och t alla tre dr jimna kvadrater. Det finns
saledes positiva heltal a, b och ¢ saddana att s = a2, t = b? och u = ¢2. Eftersom
u = 52 + 2, foljer det att a* + b* = 2, dvs. (a,b,c) &r en positiv 16sning till
var ursprungliga ekvation. Men detta strider mot att (z,y, z) dr en 16sning med
minimalt z, ty ¢ = y/u < u? < u? +v? = 2, och dirmed &r motsigelsebeviset
klart. O

Korollarium 19.3 Ekvationen x* +y* = z* har ingen l6sning i nollskilda heltal.

Bevis. Om (z,y, z) 4r en sadan 16sning, sa dr (z,y, 2?) en 16sning till ekvationen
i sats 19.2. Detta &r en motséagelse. O

Ovningar

19.1 Bestédm alla positiva heltalslosningar till ekvationen z! + y! = z!.
19.2 Bestém alla positiva heltalslosningar till ekvationen zy = 2(x + y).

19.3 Visa att for att bevisa Fermats stora sats racker det att bevisa den i det
fall da exponenten #r ett udda primtal.

19.4 Visa att ekvationen 2% + 32 = 2* saknar positiva heltalslosningar.

19.5 Visa att det inte finns nagra positiva heltal z, y sddana att bade =2 + 12
och 22 — y? &r kvadrattal.

19.6 Visa att i en pythagoreisk trippel kan hogst ett tal vara ett kvadrattal.
19.7 Visa att z* + 4y* = 22 saknar positiva heltalslosningar.

19.8 Visa att ingen pythagoreisk triangel har en area som &r ett kvadrattal.
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20 Kedjebrak

I det hér avsnittet ska vi beskriva en teknik for att skriva reella tal som upp-
repade foljder av brak. Exempelvis kan det rationella talet 157/30 utvecklas pa
foljande sétt:

157 7 1 1 1 1
5—54—%—54-@—54—44_72—54-44_1—54‘44_ 1
7 7 i srl
2 2

och det sista uttrycket kallas ett kedjebrak. Kedjebraket ovan &r dndligt, men
for att utveckla irrationella tal behtvs det oéndliga kedjebrak — till exempel &r

1 1
V24+1=2+(V2-1)=2+4+—n—=2+4+—
V2+1 ) 1
+
V2+1
1 1
=2+ ———F—— =2+ ;
24— 24—
+2+ ! +2+ !
V241 1

24+ ——

Vi borjar med att ge en formell definition av dndliga kedjebrak. Trots att vi
priméirt dr intresserade av kedjebrak med heltalstermer dr det lampligt med en
mer generell definition.

Definition 20.1 Lat ag,ay, ..., a, vara reella tal som samtliga dr positiva utom
mojligtvis ag. Uttrycket

a0+

ay +

as +
' 1
An—2 +

Gp—1 + —
Qn,

kallas ett dndligt kedjebrak och betecknas (ag, a1, ...,a,). Talen aj kallas ked-
jebrakets termer eller delkvoter.

For den som inte dr ndjd med prickarna i definitionen foljer hér en rekursiv
definition:

<a0> = aop,
1

— omnz 1.
<a1,a2,...,an>

(ap,a1,...,an) = ap +
Antagandet att samtliga termer utom eventuellt ay dr positiva garanterar att
kedjebraken (ay,ar11,...,a,) dr positiva for k& > 1, och att det dérfor aldrig
kan bli fraga om nagon division med noll i ovanstaende definition.
Foljande sdtt att komprimera ett kedjebrak genom att uppfatta det som
sammansatt av tva kortare kedjebrak &r anviandbart i induktiva resonemang.
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Sats 20.2 (i) For 0 <k <mn ar
(ap, a1, an) = (a0, a1, .., Qk—1, (Aky At 1y - -« ).
(i) Formn > 1 dr
(ag,a1,...,an) = {ag,a1,...,0n—2,an—1 + 1/an).

Bevis. (i) Fallet k = 0 foljer direkt av den rekursiva definitionen. For k =n =1
ar vidare (bg,b1) = by + 1/(b1) = by + 1/by, varav foljer att

<a0aa13"'aan> = a0+1/<a17"'7an> = <a07<a1aa23"'7an>>

for allan > 1.

Likheten i (i) géller foljaktligen for £ = 1. Antag nu induktivt att den géller
for alla kedjebrak da k = p < n. Genom att anviinda induktionsantagandet en
gang och fallet k =1 tva ganger far vi

<a07a17~"aa’n> = <a07<a17a27"‘7an>>
= <a07<a17a27"'7a}7? <aP+17"'7an>>>
= <a07a17a27"'5a1)a <ap+17"'7an>>7

vilket visar att likheten ocksa géller for k = p+ 1. Dérmed &r induktionsbeviset
klart.
(ii) &r det specialfall av (i) som fas genom att vilja k =n — 2. O

Oiéindliga kedjebrak definieras som grinsvirden av dndliga kedjebrak pa ett
uppenbart sétt.

Definition 20.3 Lat (a,)22, vara en foljd av reella tal, alla positiva utom even-
tuellt ag. Foljden ({ag, a1, ...,a,))2, kallas ett odndligt kedjebrak och beteck-
nas (ag, ai,as, ... ). Det odndliga kedjebraket séigs konvergera om griansvirdet

lim (ag,a,...,an)
n—oo
existerar, och i detta fall betecknas ocksa grinsvirdet (ag, a1, az,...).

For att avgora om ett givet odndligt kedjebrak &ar konvergent behover vi
studera de éndliga kedjebraken (ag, a1, ..., a,) for vixande virden pa n. Antag
nu att vi har beriknat viirdet pa (ag,aq,...,a,) och vill berikna virdet pa
niista kedjebrak (ag,ai,...,an,a,+1) utan att behéva gora om alla rikningar
fran borjan. Rekursionsformeln i definitionen &r da inte till nagon nytta eftersom
den definierar (ag, a1, ..., an, any1) i termer av ag och {(ay, ..., an, an4+1) och inte
i termer av (ag,ay,...,a,) och an41. Lyckligtvis finns det ett enkelt sétt, som
vi nu ska beskriva, att beréikna kedjebraken (ag,as,...,a,) i f6ljd.

Definition 20.4 Lat (a,))_, vara en #ndlig (N € N) eller o#ndlig (N = o0o)
foljd av reella tal som alla &r positiva utom mojligtvis ag, och definiera tva

foljder (p,,)2__5 och (gn)N__, rekursivt pa foljande vis:

p2=0, p1=1, pp=ayPn-1+pPn2 ommn2=>0,
g—2=1, ¢-1=0, g =angn-1+¢n—2 omn>0.

Paret (pn,qn), och kvoten p, /¢, (ddr n > 0), kallas den n:te konvergenten till
den givna foljden (a,,))_, och till motsvarande kedjebrak.
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Uppenbarligen &r ¢o = 1 och g, > 0 for alla n > 0. Foljden (g,)_, ér
saledes en positiv foljd.

Sambandet mellan kedjebrak och konvergenter ges av nésta sats, som ocksa
innehaller nagra betydelsefulla identiteter.

Sats 20.5 Lt (a,))_, vara en foljd av reella tal, alla positiva utom mdjligtvis
ag, och lat (pn,qn) vara motsvarande konvergenter. Sitt ¢, = pn/qn; dd dr

(Z) <a07a17 s 7an> = Cn for allan > 0;
(i) PnGn-1—Pn-1qn = (—1)"* omn > —1;
(“7/) Cp —Cp—1 = (_1)n71/Qn—1Qn omn >1;

(W) PnGn—2 — Pn—2qn = (—1)"a, omn >0;

(v) cn—cno=(—1)"an/qGn-2qn ommn > 2.

Bevis. (i): Fallet n = 0 &r trivialt eftersom ¢o = po/qo = ao/1 = ap.
Antag induktivt att (i) géller for alla kedjebrak med n termer, och lat
(ag,ai,...,a,) vara ett kedjebrak med n + 1 termer. Eftersom

<a0>a17---aan> = <a0>a1>---;an727an71 + 1/an>

och kedjebraket i hogerledet har n termer och dess (n — 1):a konvergent &ir
((an—-1 + 1/an)pn—2 + pn-3), (an—1 + 1/an)gn—2 + qn—3), drar vi slutsatsen att

<a0 ay a > _ (an—l + 1/a'n)pn—2 +pn—3 _ an(an—lpn—2 +pn—3) +pn—2
’ ’ T (an—l + 1/an)qn—2 + dn—3 an(an—lqn—2 + Qn—3) + qn—2

_ ApPn—1 + Pn—2 _ Dn

ApQn—1 + qn—2 qn .

Dérmed ar induktionssteget klart.

(ii) S&tt 2z, = Pngn_1 — Pn—14n- Genom att utnyttja de rekursiva definitio-
nerna far vi

Zn = Pndn—1 — Pn—1Gn = (anpnfl +pn72)qn71 _pnfl(ananl + Qn72)
= Pn—24n—1 — Pn—14n—2 = —2Zn—1,
for n > 0, varav foljer att z, = (—1)""'2_;. Men 2z_; = 1 beroende pa att

p_1=q-o=1o0chp_o=q_ 1 =0. Foljaktligen &r z, = (—1)""!, vilket &r vad
som skulle visas.

(iii) foljer av (ii) genom division med g¢,—1¢,, som &r ett nollskilt tal for
n>1.

(iv) Med hjilp av de rekursiva definitionerna av p,, och ¢, samt likheten (ii)
far vi
Pndn—2 — Pn—24n = (anpnfl +pn72)qn72 - pn72(anqn71 + Qn72)
= an(pn—lQn—2 - pn—ZQn—l) = an(*l)n72 = (71)nan-

(v) foljer av (iv) genom division med g¢,—2¢y. O

EXEMPEL 1 For att med hjilp av sats 20.5 berdkna virdet av kedjebraket
(—2,5,4,3,2,1) behover vi konvergenterna (ps,qs). Dessa berdknas rekursivt
med hjélp av formlerna i definition 20.4. Resultaten av berdkningarna har sam-
manfattats i féljande tabell:
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n|-2 -1 o0 1 2 3 4 5

an -2 5 4 3 2 1
Dn 0 1 -2 -9 =38 -—123 284 —407
qn 1 0 1 5 21 68 157 225

For att exempelvis berdkna py = a4ps + p2 multiplicerar vi ay = 2 med
det sist beriknade p-viirdet ps (= —123) och adderar den féregaende termen py
(= —38) med ps = 2(—123) 4 (—38) = —284 som resultat. Slutligen noterar vi
att (—2,5,4,3,2,1) = p5/qs = —407/225. De successiva konvergenterna ir —2,
—9/5, —38/21, —123/68, —284/157 och —407/225. O

Korollarium 20.6 Ldt (a,)_, vara en dndlig eller odndlig foljd av reella tal,
alla positiva utom mdjligtvis ag, med konvergenter ¢, = pn/qn. Konvergenterna
coi med jémna index bildar en strikt vizande foljd, konvergenterna caji1 med
udda index bildar en strikt avtagande féljd, och for alla i och j dr co; < caj41,
dvs.

Co<Cp << g << Cgipr < or <3< ey

Bevis. Enligt sats 20.5 (v) dr ¢, — ¢p—2 = (—1)"apn/qngn—2. Om n > 2 &r jamnt
ar foljaktligen ¢, — c,—2 > 0, och om n > 3 4r udda sa &r ¢, — ¢,—2 < 0.
Enligt sats 20.5 (iii) &r vidare cog41 — cop = 1/qorgor+1 > 0. For j > i far vi
darfor olikheten C2j+1 > C25 > Co4, och ff)I‘j < i olikheten C2j+1 > C2i+1 > C24- I
bada fallen &r coj41 > co;. O

EXEMPEL 2 I exempel 1 beriiknade vi kedjebraket (—2,5,4,3,2,1) och dess
successiva konvergenter, och helt i enlighet med korollarium 20.6 géller det for
dessa konvergenter att

38 284 407 123 9 -

g8 28t A 188 .
ST S5 S 235 S 68 S

Lat (an)22, vara en foljd av reella tal, samtliga positiva utom eventuellt ay,
och med konvergenter ¢, = p,,/q,. Enligt sats 20.5 ir ¢, = (ag, a1, ..., a,), och
korollarium 20.6 medfor att foljden (cox)72, av konvergenter med jimna index
ar stringt vixande och uppat begrinsad av c;. Griansvirdet ¢/ = limy_, oo Cog
existerar foljaktligen. Analogt ar foljden (cop+1)572  stréngt avtagande och nedat
begrinsad av ¢, sa griansvirdet ¢/ = limg_, oo cops1 existerar ocksa. Uppenbar-
ligen &r vidare o, < ¢ < ¢ < egpyq for alla k.

Gréansvardet

c¢= lim ¢, = lim (ag,a1,...,a,),
n—oo n—oo

som existerar om och endast om ¢’ = ¢”, existerar foljaktligen om och endast
om copy1—Ccop — 0 da k — oo. Enligt sats 20.5 ar 0 < Cok4+1— C2k < l/qgkq2k+1.
Ett tillrackligt villkor f6r att gransvéardet ¢ ska existera, dvs. for att det odndliga
kedjebraket (ag, a1, as,...) ska vara konvergent, #r darfor att lim,,—, o ¢, = 00,
och var nésta sats ger ett villkor pa foljden (a, )22, som garanterar just detta.

Sats 20.7 Ldt (an)22, vara en foljd med konvergenter (pn,qn) och antag att
det finns en konstant o > 0 sadan att a,, > « for alla n > 1. Da finns det tva
konstanter r > 1 och C > 0 sadana att q, > Cr™ for alla n > 0, och speciellt
ar darfor nh_)I{.lo qn = 00.

Om a, > 1 for allan > 1, sa dr foljden (q,)52, vidare stringt vizande.
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Bevis. Antagandena medfor att ¢, = apqn_1+ gn_2 > @Gn_1+ qn_o for n > 1.
Lat r beteckna den positiva roten till andragradsekvationen 2 = ax + 1, dvs.
r=a/24+/1 4 a?/4, och lat C beteckna det minsta av de tva talen 1 och a;/r.
Da dr go = 1 > Cr% och ¢ = a1 > Cr', och vi pastar att ¢, > Cr™ for alla
n > 0. Pastaendet foljer genom induktion, ty om qx > CrF for 0 < k <n—1, sa
ar g, > aCr" 14+ COr"=2 = Cr"~%(ar +1) = Cr"~2 .72 = Cr". Uppenbarligen
ar r > 1, och det foljer darfor att ¢, — oo da n — oo.

Om a, > 1 for allan > 1, sa &r ¢, = anGn-1+ Gn—2 > Gn-1 + qn—2 > Gn—1
for n > 2, vilket betyder att f6ljden (g,)52 &r stringt vixande. O

Definition 20.8 En 5ljd (a,, )52, av reella tal kommer att kallas trevlig om det
for nagon positiv konstant « géller att a,, > « for alla n > 1.

En foljd (a,)22, av heltal, som samtliga &r positiva utom eventuellt ag, dr
uppenbarligen en trevlig f6ljd med o = 1, och for sadana foljder dr motsvarande
foljd (gn)22, strangt vixande och obegrénsad.

Diskussionen som foregick sats 20.7 kan nu sammanfattas pa foljande vis.

Sats 20.9 Lat (a,)5% vara en trevlig foljd med konvergenter ¢, = py/qn. Det
oindliga kedjebraket & = {(ag, a1, as,...) dr da konvergent och uppfyller for alla
n > 0 olikheterna

(1) Con < € < Copt1 och
a 1

(2) 2 e~y < .
dndn+2 dndn+1

Bevis. Det aterstar bara att bevisa olikheten (2). Enligt (1) tillhor talet & in-

tervallet med ¢, och c¢,41 som dndpunkter for varje n > 0. Foljaktligen ar
€~ eal <1 = —
—c Cntl — Cp| = —,

m T g

dér den sista likheten foljer av sats 20.5 (iii).
Vidare ligger talet ¢, 4o strikt mellan talen ¢, och £. Foljaktligen ar

Ap42

€ —cnl > [cnt2 —cnl = )
qndn+2

dir den sista likheten foljer av sats 20.5 (v). Dérmed ér beviset f{or satsen
klart. O

Det &r ofta fruktbart att uppfatta ett odndligt kedjebrak som ett &ndligt
kedjebrak med ett oéindligt kedjebrak som sin sista term (jamfor med sats 20.2).

Sats 20.10 Lat (a,)S2 vara en trevlig foljd av reella tal, lat k vara ett positivt
heltal och sitt & = {(ak, ag+1,ak+2,--.). Da dr

<ao,a1,a2,...> = <ao,a1,...,ak_1,fk>.

Bevis. Ett éindligt kedjebrak (ag, a1, ..., ar—_1, ) ir uppenbarligen kontinuerligt
som funktion av variabeln x > 0. Vi erhaller dérfor likheten i satsen genom att
lata n ga mot odndligheten i likheten

<a07a17~'~7an> = <a07a17”~7ak717<ak7ak+17"'aa’n>>a

ty {(ak, @g41, - .-, an) — & da n — oo. O
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EXEMPEL 3 Lat oss anvinda sats 20.10 for att berdkna det oéindliga periodiska
kedjebraket £ = (1,2,3,1,2,3,...) = (1,2, 3), dér strecket 6ver 1, 2, 3 antyder
att detta block av tal upprepas i all oéndlighet. Pa grund av periodiciteten &r
& =1(1,2,3,&) dir & = &, dvs. € = (1,2,3,€). For att bestimma viirdet av
detta dndliga kedjebrak anvinder vi konvergenterna, som beriiknats i féljande
tabell:

n|-2 -1 0 1 2 3
an 1 2 3 13
ml 0 1 1 3 10 106+3
n 1 0 1 2 T OTE+2
Det foljer att
=(1,2,3,6) = = = :
Efter forenkling erhalls andragradsekvationen 762 — 8¢ — 3 = 0 som har rétterna
(4 ++/37)/7. Eftersom ¢ > 0, drar vi slutsatsen att & = (4 +/37)/7. O

EXEMPEL 4 For att berikna virdet av det odndliga periodiska kedjebraket
77: <07171’233>

borjar vi med att sédtta £ = (1,2,3). Da dr n = (0,1,§) =0+ 1/(1+ 1/§) =
&/(€+1). Virdet av € berdknades i foregaende exempel, och genom att sétta in
€= (4+/37)/7 i uttrycket for n far vi n = (1 +v/37)/12. O

EXEMPEL 5 £ = (1,1,1,...) = (1) &r det allra enklaste oéndliga kedjebraket.
Eftersom & = (1,&), satisfierar ¢ ekvationen & = 1 + 1/£, dvs. €2 = € + 1.
Denna andragradsekvation har rotterna (1 4 +/5)/2, och eftersom ¢ dr positivt
ar(1,1,1,...) = (1++/5)/2. O

Ovningar
s 19 22
20.1 Kedjebraksutveckla a) g5, b) =.
20.2 Bestam vérdet av kedjebraket
a) (1,1,1,1), b)(1,9,8,6), c)(6,8,9,1), d)(5,4,3,2,1).
20.3 Om a/b = {(ag,a1,...,a,), dir a > b > 1, vilken kedjebraksutveckling har
da a) b/a, b) (a+0b)/b?

20.4 Bestidm konvergenterna till kedjebraket (1,2,3,4,5).

20.5 Los ekvationen 295z + 327y = 1 genom att kedjebraksutveckla 327/295
och anvénda sats 20.5.

20.6 Berdkna kedjebraken
2) (1,2), b) (T2), o (1,2,3), ) (1,53), ¢ G

20.7 Lat {(ag,a1,...,ay,) vara ett kedjebrak med konvergenter py/qx, k = 0, 1,
..., n. Visa att
a) QH/Qn—l = <anyan—la s ,CL1>-
b) pn/Pn-1 = {@n,an-1,...,a0) om ag > 0. Vad har p,/p,—1 for ked-
jebraksutveckling i fallet ag = 07
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21 Enkla kedjebrak

Definition 21.1 Ett &dndligt eller oéndligt kedjebrak kallas enkelt om alla dess
termer &r heltal.

Vi paminner om att alla termerna i ett kedjebrak utom mojligen den forsta
aop maste vara positiva. Speciellt ar alltsa alla termerna i ett enkelt kedjebrak
utom den forsta positiva heltal. Detta betyder att termerna i ett enkelt oéndligt
kedjebrak bildar en trevlig {6ljd (med o = 1), sa det féreligger inga konvergens-
problem. De enkla oéndliga kedjebraken &r automatiskt konvergenta.

Enkla &ndliga kedjebrak har rationella virden. Detta foljer forstas omedel-
bart av den rekursiva definitionen av dndliga kedjebrak, men &r ocksa en kon-
sekvens av att konvergenterna &dr heltal.

Sats 21.2 Fir konvergenterna (pp,qn) till ett ett dndligt eller oindligt enkelt
kedjebrak gdller att talen p,, och q, dr relativt prima heltal. Kvoterna ¢, = pn/qn
ar foljaktligen for n > 0 rationella tal skrivna pa forkortad form.

Bevis. Att p, och g, &r heltal niar kedjebrakets termer a,, &r heltal foljer ome-
delbart av den rekursiva definitionen. Att de &r relativt prima &r en konsekvens
av identiteten p,qn_1 — Pn_1qn = (=1)"7L. O

Korollarium 21.3 Varje enkelt dndligt kedjebrak {(ag,as,...,a,) har ett ratio-
nellt vdrde.

Bevis. {(ag,a1,...,an) = Pn/qn- O
Sats 21.4 Varje enkelt odndligt kedjebrak har ett irrationellt virde.

Bevis. Antag motsatsen, dvs. att det finns ett odndligt enkelt kedjebrak med
rationellt virde £ och siitt £ = a/b, déir a och b dr heltal. Om kedjebrakets
konvergenter betecknas p,, /¢, sa géller pa grund av sats 20.9 att

0< |a/b _pn/Qn| < I/QnQn—Ha

och genom att multiplicera denna olikhet med bq,, far vi olikheten

b
0 < lag, — bpn| < .
dn+1

Genom att vilja n sa stort att b/qn11 < 1, vilket &r mojligt eftersom g, 11 — 00,
erhaller vi olikheten 0 < |ag, — bp,| < 1. Men detta dr en motsigelse eftersom
aqn — bp, ar ett heltal. O

Sats 21.5 Varje reellt tal kan skrivas som ett enkelt kedjebrak. Kedjebraket dr
andligt om och endast om det reella talet dr rationellt.

Bevis. Lat £ vara ett reellt tal och siitt ag = |£]. Vi anviinder f6ljande rekursiva
algoritm for att definiera en (eventuellt tom) #ndlig eller oéindlig f6ljd a1, ag,
...av positiva heltal.

Steg 0: Om & = aop, sa dr £ = {ap), och algoritmen stoppar. I motsatt fall &r
0 <& —ap <1, och vi definierar da & = 1/(£ — ap), noterar att & > 1 och att
& = (ap,&1), samt fortsitter till steg 1.
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Steg k for k = 1, 2, ...: Antag att det reella talet & > 1 och att hel-

talen ag,ai,...,ax—1 redan &r definierade med a; > 0 for j > 1, samt att
& = {ap,a1,...,a5-1,&), och sétt ap = |&].
Om & = ayg, sa dr & = (ag,a1,...,ax) och algoritmen stoppar. I motsatt

fall definierar vi &,41 = 1/(§x — ax), som da &r ett reellt tal > 1, noterar att
&k = {ak, €k+1) och att foljaktligen € = (ag, ay, ..., ak,{k+1), samt fortsitter till
steg k+ 1.

Om algoritmen stoppar, sa ir £ ett enkelt dndligt kedjebrak. Om algoritmen
inte stoppar, sa definierar den en odndlig foljd (a,)22,. Satt n = (ag, a1, az, ... ),
och 14t ¢,, = p,/qn beteckna den n:te konvergenten till det oéndliga kedjebraket
7. Eftersom & = (ag, a1, ..., an,Enr1), ar talen ¢,_1 och ¢, ocksa konvergenter
till €. Det foljer darfor av sats 20.9 och korollarium 20.6 att & och n bada ligger
mellan talen ¢,_; och ¢,. Foljaktligen &r

1
gn—19n ’

€=l <len = enaa| =

Eftersom ¢, — oo da n — oo, drar vi slutsatsen att & = n = (ag,a1,as2,...). O

EXEMPEL 1 Med hjalp av algoritmen i sats 21.5 beridknar vi kedjebraksutveck-
lingen av V2 som foljer:

w=1v2 =1,  G=1/(E-a) =1/(VZ-1)=vI+1;

a = &) =2, =1 -a)=1/2-1)=V2+1=6.
Eftersom & = &, drar vi slutsatsen att as = a1 och {3 = &, etc. Foljaktligen
ar a, = ap = 2 for alla n > 1, och detta innebér att

V2=1(1,2,2,2,...) = (1,2). O

Eftersom k = k — 1 + 1/1, kan varje heltal k skrivas pa tva olika séitt som
enkelt kedjebrak, ndmligen k = (k) = (k — 1,1). Hirav foljer att varje rationellt
tal har atminstone tva olika representationer som #éndliga enkla kedjebrak, ty

om {ag,ay,...,a,) ar en representation med a, > 1, sa ir

(ao,al,...,an — 1,1>
en annorlunda representation som slutar pa 1. Och omviint, om (ag, a1, . . ., an, 1)
ar ett kedjebrak som slutar pa 1, sa dr (agp,a1,...,an, 1) = (ag,a1,...,a, + 1).

Nagra andra sidtt att skriva rationella tal pa som enkla kedjebrak finns det
emellertid inte. For att bevisa detta behover vi foljande lemma.

Lemma 21.6 Lat ag, by vara heltal, lat ay,aso, ..., a, vara positiva heltal, och
lat x och y vara tva reella tal > 1. Da galler

(1) bo = {(ap,x) = x =1 och ag =by — 1
(2) ap # bo = (ao, z) # (bo,y)
(3) (ag, a1, ... an, ) = {ag,a1,...,0n,Y) > T =1y

Bevis. (1): Antag att by = (ag,x) och > 1. Da &r
ag < {ag,x) =by =ag + 1/ < ag + 1,

vilket &r motségelsefullt eftersom by &r ett heltal. Foljaktligen &r x = 1 och
bo =ap + 1.
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(2): Antag att ag < bg; da &r {(ag,x) = ag+ 1/x <ap+1 < by < (by,y).

(3): Om (ag,x) = (ag,y), sa &r uppenbarligen = = y. Péastaende (3) géller
dérfor for n = 0. Antag nu att implikationen géller med n ersatt av n — 1, och
antag att (ag,ai,...,an, ) = (ag,a1,...,an,y). Eftersom

(ag,a1,...,0n,2) = {ag,a1,...,0n_1, {(an, T)),

och det andra kedjebraket kan avkortas pa motsvarande sétt, foljer det av in-
duktionsantagandet att forst (a,,z) = {a,,y) och sedan = = y. O

Sats 21.7 Varje heltal k har exakt tva representationer som enkla kedjebrak,
ndamligen (k) och (k — 1,1). Varje rationellt tal som inte dr ett heltal har exakt
tva representationer som enkla kedjebrak och dessa har formen {ag,a1,...,a,)
och (ap,ai,...,a, —1,1), dir n > 1 och a, > 1. Varje irrationellt tal har en
unik representation som odndligt enkelt kedjebrak.

Bevis. Vi har redan noterat att varje rationellt tal har tva olika representationer
som #ndligt enkelt kedjebrak och att varje irrationellt tal kan skrivas som ett
oandligt enkelt kedjebrak, sa det réicker att visa att dessa representationer dr
de enda.

Antag forst att k dr ett heltal och att

k= <a07a17 .. ~7an> = <CL(), <a17 .. '7an>>a

med n > 1. Det foljer da av lemma 21.6 att ap = k—1 och z = (ay,...,a,) = 1.
Om n > 2, sa ar x > a; > 1, vilket &r motsédgelsefullt. Alltsa &r n = 1 och
a; = 1, dvs. (k) och (k — 1,1) &r de enda representationerna av talet k& som
enkelt kedjebrak.

Lat nu {ag,a1,...,an) = (bo,b1,...,bn) vara tva representationer av ett
rationellt tal som inte dr heltal, och antag att m > n. Antag att det finns ett
index k < n sadant att ap # by, och lat k vara det minsta indexet med denna
egenskap. Genom att skriva kedjebraket (ag, a1, ..., a,) pa formen

(agy -y ap—1,{Ak, ..., ap))

och gora motsvarande sak for (bo, b1, ..., by, ), drar vi med hjilp av lemma 21.6
slutsatsen att (ag,...,an) = (b, ..., by), vilket dr ekvivalent med att

<ak, <ak+1, N ,an>> = <bk, <bk+1, .. .,bm>>.

Detta &ar emellertid omdjligt pa grund av (2) i lemma 21.6. Foljaktligen dr
ar, = by for alla k < n, och vi drar nu med hjilp av (3) slutsatsen att a, =
(bpy ... bm). Men a, &r ett heltal, och vi vet redan att det bara finns tva
mojligheter att skriva ett heltal som enkelt kedjebrak; antingen &r m = n och
ap =bp, ellerm=n+1,b, =a, —1ochb,y; =1.

Lat slutligen £ vara ett irrationellt tal och antag att

52 <a07a17a27"‘> = <b07b17b2a~'~>

ar tva skilda representationer av £. Da finns det ett forsta index k sa att ay # by,
och vi drar med hjdlp av (3) i lemmat slutsatsen att (ax,agi1,apt2,...) =
(b, bk+1,bra2, ... ). Detta strider emellertid mot (2) i samma lemma. O
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Ovningar
21.1 Kedjebraksutveckla talen

1++5
a) 19,86, b) 3,1416, c) /5, d) V5

5 e) V11, f) V14.

21.2 a) Bestdm bérjan av kedjebraksutvecklingen for talet e med nirmeviirdet
2,71828. (Om man utvecklar 2,718275 och 2,718285 ser man hur manga
siikra termer man kan fa.)

b) Bestdm borjan av kedjebraksutvecklingen for talet 7 med nérmevérdet

3,14159.
c¢) Bestim borjan av kedjebraksutvecklingen av /2 med nirmevirdet
1,2599.

21.3 Lat £ vara ett irrationellt tal med enkel kedjebraksutveckling (ag, a1, ... ),
och 1at by, by, ...vara en (eventuellt éndlig) foljd av positiva heltal. Visa
att

lim <a0,a1,...,an,b1,b2,...> = g
n—oo

21.4 De s.k. Fibonaccitalen F,, definieras av att
FOZFl :1, Fn:Fn—l +Fn—2 fornZQ

Visa att om (p,/qn)Y_ #r konvergenterna till ett (éindligt eller ozindligt)
enkelt kedjebrak, sa ir ¢, > F,, for alla n.

21.5 Lat {(ag,a,...,a,) vara ett enkelt kedjebrak med konvergenter py/qy,
k=0,1, ..., n. Visa foljande pastaenden:
a) Om ag > 0,88 4r 0 < pg < p1 < -+ < pp.
b) Om ag < 0, sa éir po <0 och 0> p; >py >p3 >pg > -+ > Dy
(Nér ar p; = 07?)

21.6 Lat £ vara ett irrationellt tal med enkelt kedjebrak (ag, a1, as,...). Visa
att —& har kedjebraksutvecklingen
a) (—ap — 1,1,a1 — 1,a9,a3,...) om a; > 2,
b) (—ap — 1,a2 + 1,a3,a4,...) om a; = 1.

21.7 Lat a och b vara tva positiva relativt prima heltal och antag att a > b.
Visa att a/b har ett symmetriskt enkelt kedjebrak (ag, a1, ..., an), dvs. att
ar = a,_p for k=0, 1, ..., n, om och endast om b? = (—1)" (mod a).

22 Rationella approximationer till irrationella
tal

Irrationella tal kan approximeras godtyckligt bra med rationella tal, vilket man
uttrycker genom att siga att méngden Q av rationella tal &r tédt i méngden R
av alla reella tal, men hur bra kan man approximera ett godtyckligt irrationellt
tal £ med rationella tal a/b om man satt en grins for hur stor ndmnaren b far
vara? Den fragan ska vi behandla i det hir avsnittet.

Om b ar ett godtyckligt positivt heltal och a &r det heltal som ligger narmast
talet b€, sa dr |b€ —a| < 1/2, och genom att dividera med b erhaller vi olikheten

a 1
|5*g\<27)
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som ger oss en uppskattning av approximationsfelet | — a/b| uttryckt i termer
av det approximerande rationella talets ndmnare b.

Detta dr den bésta uppskattning som star till buds for godtyckliga ndmnare
b, men om ¢, = p,/qn, den n:te konvergenten i utvecklingen av £ som enkelt
kedjebrak, sa foljer det av sats 20.9 att

e )< o
QH q7L
Approximationsfelet for konvergenterna p,, /g, dr saledes avsevirt mindre &#n
vad man kan forvinta sig generellt.

Vi ska visa att man kan astadkomma &nnu béttre approximationer — det
finns o#ndligt manga rationella tal a/b sadana att |¢—a/b| < 1/v/5b? (sats 22.8).
Detta resultat dr skarpt i den meningen att det inte gar att ersidtta konstanten
v/5 med nagot storre tal (sats 22.9). Rationella tal a/b som uppfyller olikheten
maste vidare vara konvergenter; vi ska nimligen visa att om | — a/b| < 1/2b?,
s& dr nodvindigtvis a/b en konvergent (sats 22.5). Kedjebrak och konvergenter
spelar saledes en mycket viktig roll i teorin for rationell approximation.

I fortséttningen kommer vi att anviinda bade |€ —a/b| och |b§ — a| som méatt
pa hur viil a/b approximerar &.

Sats 22.1 Lat & vara ett irrationellt tal och lat (pn, qn) vara den n:te konver-
genten i talets enkla kedjebraksutveckling. Da dar

Pn Pn—-1
1 D) e Pnt h
( ) |€ dn | |€ qn—1 | o¢
(2) ‘Qng _pn‘ < \anlf _pn71|

for allan > 1.

Beuvis. Vi borjar med att bevisa den andra olikheten, som &r starkare &n den
forsta. Antag att

¢ = (ag, a1, 03, .. ).

Genom att multiplicera olikheten (2) i sats 20.9 med g, erhaller vi olikheten

Ap+42 1
- < ‘an _pn‘ < )
qn+2 gn+1

och genom att anvinda denna olikhet tva ganger far vi olikheten

‘Qn—lg _pn—l‘ > an+1/Qn+1 Z 1/Qn+1 > |qn§ _pn|a

som bevisar (2).
Olikheten (1) féljer nu av (2) och av att g, > g,—1 fér n > 1:

je— 2Ly,

1 1 1
|£_@’ = 7|Qng_pn’ < 7|Qn—1€_pn—1’ S 7IQn—1§_pn—1‘ =
dn dn qn qn—1 qn—1

O

Konvergenter har ett antal intressanta extremalegenskaper som vi nu ska
studera. Bevisen for dessa utnyttjar foljande enkla lemma.
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Lemma 22.2 Om 71 = a1/by och ro = as/by dr tva rationella tal med positiva
ndmnare och r1 # ro, sa ar
= ro] = —
re—7r —_
S by
Bevis. 11 —12 = (a1ba —a2by) /b1bs och tiljaren aby —asby ér ett nollskilt heltal
vars absolutbelopp foljaktligen dr minst ett. O

Notera vidare att olikheten i lemmat géller med likhet om de bada rationella
talen dr tva konsekutiva konvergenter ¢, = p, /¢, och ¢p1 = Pni1/qnt till ett
kedjebrak, ty pa grund av sats 20.5 4r |cp11 — ¢n| = 1/Gn+1Gn.

Sats 22.3 Lat & vara ett irrationellt tal, lat B vara ett positivt heltal och betrakta
vdrdet av [t€ — s| for alla heltal t i intervallet [1, B] och alla heltal s. Antag att
ett minimum antas for s =a och t = b, dvs. att

|b€ — a| = min{[t€ —s| | s,t € Z,1 <t < B}.

Da dr talen a och b relativt prima, och (a,b) dr en konvergent i den enkla
kedjebraksutvecklingen av &.

Bevis. Lat d vara en gemensam delare till a och b, och antag att d > 1. Satt
a =a/doch b =b/d;daédr 1 <¥ < Boch [V —d|=1|b6—al/d<|bE—al,
vilket strider mot definitionen av talen a och b som minimipunkter. Alltsa &r
d =1, och talen a och b dr saledes relativt prima.

Lat nu ¢, = pp/qn beteckna den n:te konvergenten till £ och sitt r = a/b.
Vi ska visa att r = ¢,, for nagot n, och eftersom braken a/b och p, /g, bada dr
skrivna pa forkortad form, féljer det da att a = p,, och b = q,,.

Antag forst att r < ¢q. Eftersom ¢o < &, dr [ —7| > |co—7| > 1/bgo pa grund
av lemma 22.2. Genom att multiplicera olikheten med b erhaller vi olikheten

16§ —al =b|§ — 7| >1/q0 > 1/q1 > |q0€ — pol,

och eftersom gy = 1 < b, strider denna olikhet mot minimalitetsantagandena
betréaffande a och b. Foljaktligen ar r > cq.

Antag hérnést att r > ¢;. Eftersom ¢; > &, dr nu | — 7| > |e1 — | > 1/bqa,
och genom att multiplicera med b erhaller vi pa nytt olikheten

|6 —al > 1/q1 > [qo& — pol,

som &r omdjlig.

Foljaktligen &r cg < r < ¢;. Eftersom (co) dr en vixande 61jd och (cog+1)
ar en avtagande foljd, bada med samma gransvirde &, ligger det rationella talet
r mellan ¢,,—1 och ¢,4+1 f6r nagot heltal n. Om r &r antingen c,—; eller ¢, 11, sa
ar beviset klart. Om sa inte ér fallet, sa ligger dessa tva konvergenter pa samma
sida om £ medan konvergenten c¢,, ligger pa den motsatta sidan. Déarav foljer att

|r — cno1] < |en — cn-1]-

Eftersom den vénstra sidan av denna olikhet enligt lemma 22.2 &r > 1/bg,_1
och den hogra sidan ér lika med 1/¢,gn—1, dr 1/bg,—1 < 1/¢nGn—1, varav foljer
att g, <b.
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Vi har ocksa olikheten | —r| > |cpy1 — 7| > 1/bgn+1, och genom att multi-
plicera bada sidorna med b erhaller vi olikheten |b — a| > 1/¢n11 > [gné€ — Pl
Eftersom g, < b, strider detta mot antagandet att [¢§ — s| minimeras av ¢ = b
och s = a. Beviset &r nu klart. O

Om a/b &r den ”bésta” approximationen till £ i den bemérkelsen att ut-
trycket |b¢ — a| inte kan goras mindre genom att a/b ersitts med nagot annat
rationellt tal s/t med 1 <t < b, sa ir enligt sats 22.3 a/b nédvindigtvis en kon-
vergent till £. Genom att kombinera detta resultat med sats 22.1 far vi féljande
mer precisa information:

Sats 22.4 Lat & wvara ett irrationellt tal vars enkla kedjebraksutveckling har
konvergenterna (py, qn). Da dar

(3) |gn€ — pn| = min{|t& — s| | s,t € Z, 1 <t < quy1},
(4) |§fz—n|:min{|§f§}|s,t€Z,1§t§qn}.

Bevis. Enligt sats 22.3 finns det en konvergent (p,, ¢m,) sadan att
|gm& — pm| = min{|t& — s| | s,t € Z, 1 <t < gny1}-

Eftersom g > gn41 for alla & > n+1 och eftersom |gi§ — pi| avtar nér k vixer,
foljer det att m = n. Detta bevisar (3).

For att visa (4) antar vi att 1 < ¢ < ¢, och later s vara ett godtyckligt
heltal. Genom att utnyttja (3) erhaller vi olikheten

Pn 1 1 t s qn s s
— P = gl —pa| < —JtE—s| = —le -2 < e - =]¢ - 2.
(€= 1= land —puf < ~fte —s[ = e =T < FlE =Tl =6~ 7
Foljaktligen &ar
Pny . _ f
6= 1= min [£ -7l 0
Anmirkning. Om ¢,4+1 > 2¢,, sa giller foljande starkare resultat:

|gJ;£} = min{|§ - [ | 5,t € Z,1 <t < qur1/2).

Bevis. Antag att |£ —s/t| < |€—pn/qn|- Med hjilp av triangelolikheten och sats
20.9 far vi da olikheten

Vtgn < |s/t —pn/an] <[5/t =&+ 1€ = Pn/an] < 2|6 = Dn/anl < 2/@ngn+1,
som medfor att ¢ > g,41/2. O

EXEMPEL 1 Genom att anvéinda algoritmen i sats 21.5 och decimalutvecklingen
av 7 erhaller man kedjebraksutvecklingen 7 = (3,7,15,1,292,1,1,1,2,...). De
fem forsta konvergenterna har beréiknats i foljande tabell:

n|-2 -1 0 1 2 3 4
an 37 15 1 292 1
pn| O 1 3 22 333 355 103993
| 1 0 1 7 106 113 33102
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Konvergenten p1/¢; &r den vélkidnda approximationen 22/7 som forst angavs av
Arkimedes, och det &r den bésta approximationen bland alla rationella tal med
en ndmnare som inte 6verstiger 7. Approximationen 355/113 &r anmérknings-
vért bra; enligt sats 20.9 &r

‘ 355 1

) P T W (i
™ 13| < 11333102 010

For att erhalla en #nnu béttre rationell approximation behéver man enligt
anmérkningen efter sats 22.4 ett tal a/b med b > 33102/2 = 16 551, och ta-
let 355/113 &r faktiskt den biista rationella approximationen till 7 bland alla
rationella tal med en ndmnare som inte overstiger 16 603. O

I satserna 22.3 och 22.4 dyker konvergenter upp som losningar till vissa mi-
nimeringsproblem. Det bor déarfor inte komma som nagon dverraskning att de
”béasta” rationella approximationerna till irrationella tal maste vara konvergen-
ter. Foljande sats preciserar detta pastaende.

Sats 22.5 Lat & vara ett irrationellt tal och antag att
a 1
=5l <z
dir a och b dr heltal och b dr positivt. Da dr a/b en av konvergenterna i utveck-
lingen av & som enkelt kedjebrak.

Anméirkning. Braket a/b dr inte nddvéndigtvis forkortat.

Bevis. Om braket a/b inte dr forkortat, sa uppfyller uppenbarligen det for-
kortade braket a’ /b’ samma olikhet. Vi kan dérfor redan fran bérjan antaga att
braket a/b dr forkortat, dvs. att talen a och b dr relativt prima, och vi ska under
detta antagande bevisa att olikheten

() b€ — af < [t€ — s

géller for alla heltal s och t med 1 < ¢ < b. Detta medfér namligen pa grund av
sats 22.3 att a/b r en konvergent.

Antag darfor att det finns ett heltal s och ett heltal ¢ som uppfyller 1 <t <b
sa att olikheten (5) inte géller. Da ar

(6) [t§ — 5| < [b§ — al,
och det foljer att
S 1 b a b 1 1
-l <gle-a =73 <7 m-m
Triangelolikheten ger nu att
a s a S 1 1 1 t 1
A P e = (1)<
o=l bl gl gm o=y =y

Multiplikation med bt resulterar i olikheten |at — bs| < 1, och eftersom at — bs
ar ett heltal, drar vi slutsatsen att at — bs = 0, dvs. a/b = s/t. Eftersom braket
a/b &r forkortat dr ¢ > b. Men t < b, sa det foljer att ¢ = b och s = a. Detta dr
en motségelse pa grund av olikheten (6). O
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Det aterstar att visa att det finns brak a/b som uppfyller olikheten i sats 22.5.
Det foljer av sats 20.9 att konvergenterna p/q till ett irrationellt tal & uppfyller
olikheten |€ —p/q| < 1/¢?. Féljande sats visar att av tva successiva konvergenter
satisfierar atminstone alltid den ena den starkare olikheten i sats 22.5.

Sats 22.6 Aw tva successiva konvergenter till utvecklingen av ett irrationellt tal
& i enkelt kedjebrak uppfyller atminstone den ena konvergenten p/q olikheten

p 1
|£7E|<27q2'

Bevis. Antag att satsen dr falsk. Da finns det tva konvergenter i f6ljd, ¢, =
Pn/@n och Cuy1 = Puy1/qny, sa att [§ — cu| > 1/2(]721 och [§ — cpy1| > 1/2Q721+1'
(Olikheterna &r strikta eftersom talet £ r irrationellt.) Eftersom de tva konver-
genterna ligger pa motsatta sidor om &, foljer det att

L = femss — €416 —cal > o 4
= |C 1 —C = |C 1 — — C -
dndn+1 nr " nr " 2q?L+1 2q721

Multiplikation med ¢,11¢, ger oss olikheten

1/ qn Gn+1
; 1o L[ )
@ 2 \@Gny1 In

For att fullborda beviset noterar vi att = + 1/x = 2 + (v/x — 1//x)? > 2 for
alla positiva tal z. Den hogra sidan av olikheten (7) &r dérfor sikert > 1, och
detta dr en motsigelse. Darmed &r satsen bevisad. O

Resultatet 1 sats 22.6 kan forbattras som sats 22.8 kommer att visa. Vi
behover foljande enkla lemma.

1
Lemma 22.7 Lat x vara ett positivt reelt tal och antag att x4+ — < V5. Dé ir
T

V5 +1 och l>\/3_1.
2 x 2

xr <

Beuis. c4+1/z<V5e 2> —Vir+1<0
o (o= (V5 1)/2) (e — (V- 1)/2) <0
e (Vs-1)/2<z<(V5+1)/2,

och om z < (v/5+41)/2, sa #r 1/z > (v/5 —1)/2. O

Sats 22.8 Om & dr irrationellt, sa finns det odndligt manga rationella tal a/b

sadana att
-9 <1
b V52

Av tre successiva konvergenter till & uppfyller ndamligen minst en olikheten.
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Bevis. Antag att ingen av konvergenterna ¢, = pi/qr, k = n—1, n, n+1, satisfi-
erar olikheten. D4 #r | —ci| > 1/v/5 ¢} for k =n—1,n och n+1. De successiva
konvergenterna ¢, 1 och ¢, ligger pa motsatta sidor om &. Foljaktligen ar

. = lew — €l +16 — enma = —= (o5 + )
= len — cn—1| = |en — — Cp— — = .
qnQdn—1 " nt " "1—\/5 Q727, q'r2L—1

Efter multiplikation med ¢,,¢,,—1 erhalls olikheten g, /Gn—1+qn—1/qn < V5 (som
ar strikt eftersom talet i olikhetens vinsterled &r rationellt), och med hjéilp av
lemma 22.7 drar vi slutsatsen att g,/¢,_1 < (v/5 +1)/2 och att g,_1/q. >
(V5 - 1)/2.

Analogt fas ¢ni1/qn < (V5 4+ 1)/2, och foljaktligen r

5 1 n ni4n n— n n— n—
Vb + >Q+1:GQ+Q 1ZQ+(J L
2 dn dn qn qn
5—-1 541
o1+ VE-1 _ VE+1
2 2
Denna motsédgelse bevisar satsen. O

Sats 22.9 Konstanten \/5 i foregdende sats dr den bista mdjliga, ty om C > /5
och &€ = (1,1,1,...) = (v/5+1)/2, sd giller olikheten
a 1
-5 < zw
bara for dndligt manga heltal a och b.

Beuis. Enligt sats 22.5 maste varje rationellt tal a/b som uppfyller olikheten vara
en konvergent, sa det ricker att visa att det bara ar dndligt manga konvergenter
Dn/qn till € som uppfyller olikheten.
Notera forst att £~ = (V5 —1)/2, att £ + &' =B ochatt £ — ¢ =1.
Eftersom p, = pn—1+pn—2 0ch ¢ = gn_1+qn_2,dér p_o =0o0ch p_; =1,
medan g_1; = 0 och g9 = 1, foljer det att ¢, = p,—1 for alla n > —1 och att
(qn)§ &r den vanliga Fibonaccifoljden. Med induktion &r det litt att visa att

pn = A"+ B(=§)™",
dar konstanterna A och B ar bestiamda av villkoret

po1=A - Be=1

Genom att 16sa systemet far vi

1+¢ et -1
E+¢v B*§+§—1

Alltsa ar

|Gn& — Pl = [Pn—1& — pu| = |[AE" — B(—=€)* ™™ — A" — B(—¢) ™"
=|B(&+1)¢ " =-B(+ 1)

A= och AB(e+e )= ¢
B !

Bl
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Det foljer att

¢’ | — %”! — g€ — Pul @n = —B(E2 + 1)E (A" + B(—=6)'™)

—ABE+ )+ (-)"BX(E + 1)
7L 20 _1\n(¢2 1-2n
—\/ngB( 1)™(&2 4+ 1)et—=m,

D& n gar mot oo gar 172" mot 0, eftersom & > 1. Foljaktligen &r

1
lim ¢2 |6 — 22] = —,
och eftersom 1/y/5 > 1/C, ar darfor

2 Pn 1

—_ > _

713 qn| o
for alla utom #ndligt manga n. Olikheten i sats 22.9 géller saledes bara for
dndligt manga konvergenter py,/qy, . O

Ovningar

22.1 /2 har kedjebraksutvecklingen (1,2). Beriikna konvergenterna ps/gs och
p6/qs och uppskatta med hjilp av dem /2.

22.2 Bestidm positiva heltal a och b, b < 100, sadana att [b§ — a| blir sa litet
som mojligt da & ar talet a) v/2, b) V3, c)m, d)e, e)1043/471.
Bestdm ocksa i varje fall det minsta tal b (> 100) som ger ett mindre
vérde pa |[b€ — al.

22.3 Bestim tre rationella tal a/b som satisfierar olikheten |v/3 —a/b| < 1/2b2.

22.4 Antag att a/b < x/y < c¢/d, dir téljarna och ndmnarna #r heltal och
nidmnarna b, y och d &r positiva. Visa att om ad — bc = —1, sa dr y > b
och y > d.

22.5 Lat & vara ett irrationellt tal med kedjebraksutveckling {(ag, a1, as,...) och
konvergenter p,, /gy, och sitt for n > 0 och t >0
_ Ipn + Pn—1
tqn + Gn-1 ’
For t = 0 och t = a1 far vi konvergenterna ¢,—1 = pp—1/gn—1 och
Cn+1 = Pn+1/dn+1 (utom i fallet n = 0, da ¢ &r odefinierat). Om ¢
ar ett heltal som ligger strikt mellan O och a, 1, sa kallas talet ¢, ; en
mellankonvergent eller en sekunddir konvergent till det givna kedjebraket.

n,t

a) Visa att ¢, &r en stringt vixande funktion av ¢t om n &r udda och en
stringt avtagande funktion om n &r jamnt.

b) Visa att om a/b #r den bésta rationella approximationen till £ med
nadmnare < b, dvs. om olikheten

a T
|5*g1§|5*§|

giiller for alla heltal = och alla heltal y som uppfyller 1 <y <b, sa &r a/b
en konvergent eller en mellankonvergent till &.
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¢) Fér n > 1 har konvergenterna p,/q, den i b) angivna minimalegen-
skapen. Visa att ddremot inte varje mellankonvergent har denna egenskap
genom att t.ex. betrakta en limplig mellankonvergent till v/2.

22.6 Bestam med hjélp av foregaende 6vning den bésta rationella approxima-
tionen a/bmed 0 < b < 100 till £, dvs. den approximation som gor [€—a/b|
sa litet som mojligt, da & &r lika med
a) v2, b)V3, ¢ m d)e, e)1043/471.

22.7 Bestim tre rationella tal a/b sadana att |v/3 — a/b| < 1/+/5b%.

23 Periodiska kedjebrak

I avsnitt 20 beriknade vi nagra periodiska enkla kedjebrak och fann att de var
rotter till andragradsekvationer med heltalskoefficienter. Syftet med det hér av-
snittet &r att visa att denna egenskap karakteriserar periodiska enkla kedjebrak.
Ett irrationellt tal har med andra ord en peridisk enkel kedjebraksutveckling om
och endast om talet dr rot till en kvadratisk ekvation med heltalskoefficienter.

Definition 23.1 En oéndlig f6ljd (a,)52, kallas periodisk om det finns ett noll-
skilt heltal p och ett heltal m sa att

Gp = Qp4p fOr alla n > m.

Talet p kallas en period till féljden.

Om p och ¢ &r tva olka perioder till f6ljden, sa dr ocksa p — ¢ en period
eftersom apn4p—q = Gnip—qg+q = Antp = an for alla tillrackligt stora tal n.
Maingden av perioder tillsammans med talet 0 &r saledes ett ideal i Z. Det finns
dérfor ett minsta positivt tal r sadant att alla perioder till f6ljden &r multipler
av r. Detta entydigt bestdmda tal kallas foljdens period (i bestimd form) eller
periodlingd.

En periodisk foljd med period p > 0 kan skrivas pa formen

b07b17~-~7bm—17007017"'7Cp—17007cl7"'7cp—17"'

= b07b17 .. '7bm717007cla sy Cp—1

dér strecket 6ver co, c1, ..., c,—1 betyder att blocket upprepas i all odndlighet.
En periodisk foljd (@)%, med period p > 0 kallas rent periodisk om lik-
heten a,, = any, giller for alla n > 0. Rent periodiska féljder har formen

Definition 23.2 Ett oéndligt kedjebrak (ag,ai,as,...) kallas (rent) periodiskt
om motsvarande f6ljd (a,)22, av termer dr (rent) periodisk. Med kedjebrakets
period menas forstas perioden hos féljden av termer.

Lat £ = (ap, a1, aq,...) vara ett kedjebrak och sitt

&k = (Qhy Qot1, Aoy, - - - )

Om kedjebraket ¢ dr periodiskt med period p, sa finns det per definition ett heltal
m sadant att £, = &,4p for alla n > m. Och omvént, om likheten &,4, = &,
giller for nagot n, sa ér & ett periodiskt kedjebrak med p som en period (och
perioden i bestdmd form dr en divisor till p).



23 Periodiska kedjebrak 97

Definition 23.3 Ett irrationellt tal £ kallas kvadratiskt (eller algebraiskt av grad
tva) om det dr rot till nagon kvadratisk ekvation med heltalskoefficienter, dvs.
om a&? + b€ + ¢ = 0 for limpliga heltalskoefficienter a, b och ¢ med a # 0.

Sats 23.4 Fitt reellt tal £ dar ett kvadratiskt irrationellt tal om och endast om
det har formen & = r + sV/d, dir d dr ett positivt heltal som inte dr en jamn
kvadrat, r och s dr rationella tal och s # 0.

Bevis. Varje reell irrationell 16sning till en kvadratisk ekvation ax? + bz +c =0
har uppenbarligen denna form. Omvént &dr varje reellt tal med denna form ir-
rationellt och satisfierar andragradsekvationen (x — r)? = s2d, som efter multi-
plikation med kvadraterna pa ndmnarna hos r och s blir en andragradsekvation
med heltalskoefficienter. O

Definition 23.5 Lat d vara ett positivt heltal som inte dr en jaimn kvadrat. Med
Q[\/&] menas méngden av alla reella tal &€ pa formen & = r + sv/d, dér r och s
dr rationella tal. Talet &' = r — sv/d siigs vara konjugerat till .

De enkla bevisen for foljande tva satser limnas at ldsaren.

Sats 23.6 Q[v/d] dr en talkropp, dvs. om & ochn dr tal i Q[V/d], sd ligger deras
summa & + 1, differens § —n, produkt &n och kvot £/n ocksa i Q[\/E], kvoten
forstas forutsatt att n # 0.

Sats 23.7 Antag att &, € Q[Vd]. Dd ir (E+n) =& +n/, (E—n) =& —,
(En) =& och (§/n) =& /0.

Sats 23.8 Om det reella talet & har en periodisk enkel kedjebraksutveckling, sa
ar & ett kvadratiskt irrationellt tal.

Bevis. Eftersom kedjebraket &r odndligt ar talet £ irrationellt. Vi ska visa att
¢ € Q[V/d] for nagot lampligt positivt heltal d som inte &r en jimn kvadrat.
Antag

f = <b0, bl, ceey bm—la Coy,C1y---3Cpr—1 >,
och sitt n = (co,c1,...,¢—1). Da &r n = (co,C1,...,cr—1,7).
Lat (pk, qx) vara konvergenterna till kedjebraket {(co,c1,...,c.—1). Da dr
NPr—1 +pr72
={(Co,C1y. v, Cr1,n) = —————=
n= ) Cr—1,1) T

och genom att 16sa denna ekvation med avseende pa 7 ser vi att 7 satisfierar
en andragradsekvation med heltalskoefficienter. Alltsa &r n ett kvadratiskt irra-
tionellt tal, dvs. € Q[v/d] for nagot lampligt positivt heltal d som inte &r en
jadmn kvadrat.

Pa motsvarande sitt far vi i termer av konvergenterna (Py, Q) till ked-
jebraket (bg,b1,...,bm—1) att

o an—l +Pm—2

:bvbv"'7bm—7 - )
&= (bo,bn L) NQm—1+ Qm—2

sa det foljer av sats 23.6 att £ tillhor Q[v/d]. O
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Omvéndningen till sats 23.8 giller ocksa, dvs. varje kvadratiskt irrationellt
tal har en periodisk enkel kedjebraksutveckling. For att bevisa detta krivs det
lite forberedande arbete.

Lemma 23.9 Om & dr ett kvadratiskt irrationellt tal, sa kan & skrivas pa formen

goutvd

v

dér d dr ett heltal som inte dr en jidmn kvadrat, u och v dr heltal och v|(d —u?).

Bevis. Enligt sats 23.4 ér £ = r+sv/D, diir D &r ett heltal som inte &r en jimn
kvadrat, r och s dr rationella tal och s # 0. Vi kan uppenbarligen skriva r = a/c
och s =b/c, diir a, b och ¢ &r heltal och b > 0. Da blir

a+bV/D ale|+ V22D  u+Vd

c clc] v

&=

och heltalen u = alc|, v = ¢|c| och d = b*c*D uppfyller nu kravet v|(d —u?). O

Antag att & &ar ett kvadratiskt irrationellt tal. Med hjilp av lemma 23.9
skriver vi forst

o = (uo + \/(3)/1;0,

déir heltalet d inte &r en jaimn kvadrat, up och vg &r heltal och vo|(d — u3).
Vi erinrar sedan om den rekursiva algoritmen i sats 21.5 for kedjebraksut-
vecklingen (ag, a1, asq,...) av &. Termerna a,, ges av att

1
ao = o), &ni1 = ﬁ och apy1 = &n1] forn=0,1,2, ...,
och & = (ap, a1, .., an, Enrr) for alla n.

Antag nu induktivt att &, = (u, +v/d)/v,, med heltal u,, och v,, sidana att
vp|(d —u?). D& ér

6 _ 1 o 1 _ \/g + (anUn - un) _ Un+1 + \/g
nt1 & —ap Vd — (anvyn — up) d — (apv, — Un)2 Unit
U"L UTL

dir Up41 = anvy — Up och vy = (d — u%H)/vn.

Talet u,41 dr uppenbarligen ett heltal och u,11 = —u, (mod v,). Enligt
induktionsantagandet #r dérfor d — u2,; = d —uZ = 0 (mod vy,), dvs. v,
delar d — u2 ;. Dérfor &r ocksd vy,41 ett heltal, och vy41|(d — uZ ), eftersom
UpUnt1 = d — uflﬂ.

Genom induktion har vi saledes bevisat giltigheten av foljande algoritm:

Sats 23.10 Antag att & = (ug+V/d)/vo, dir d dr ett positivt heltal som inte dr
en jimn kvadrat, ug och vo dr heltal och vo|(d —u3). Definiera féljderna (u,)ge,
(Un), (an)s° och (§,)° rekursivt for n > 0 pd foljande sditt:

Un +Vd

Un

fn = an = LfnJ

2
B Cd— Uy
un+l = ApUp — Up, Un+1 - .
n
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D Gr uy och vy heltal, vy |(d — u3) och & = (ag,a1,. .., an, &ns1) for alla n,
och
& = (ap, a1, ag, ... ).

EXEMPEL 1 Vi beriiknar kedjebraksutvecklingen av talet (1 —+/5)/3 med hjilp
av algoritmen i sats 23.10. Eftersom 3 J (5 — 12) behover vi forst skriva om talet
sa att det far den form som beskrivs i lemma 23.9. Genom att multiplicera
tdljare och ndmnare med —3 fas

=34 V45

&o 9 dvs. wug=-3, v9=-9 och d=45.
Nu giller att vo|(d — u3) och vi kan starta algoritmen. Resultatet av beréikning-

arna visas i féljande tabell:

n| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
u, | =3 12 -1 5 5 3 6 3 5
vp | -9 11 4 5 4 9 1 9 4 5
ay|-1 1 1 2 2 1 12 1 2 2

Eftersom (ug,vg) = (us,vs) drar vi slutsatsen att & = {3, varav f6ljer att

1-+5
3

=(-1,1,1,2,2,1,12,1,2). O

Lemma 23.11 Lat & = (ag,a1,a2,...) vara ett kvadratiskt irrationellt tal och
sitt & = {An, Qpi1, Aniya, ... ). Om det for nagot index k gdiller att konjugatet
& <0, sa dr—1<¢, <0 for allan > k.

Bevis. Det récker pa grund av induktion att visa implikationen
£ <0=-1<¢,,,<0.

S& antag att £, < 0. Genom att anvinda sambandet &, = 1/(£, — a,) och
konjugera erhaller vi likheten &), | = 1/(§], —ay,). Eftersom a,, > 1 &r ndmnaren
&), — ap strikt mindre &n —1, Foljaktligen dr —1 < &, ; < 0. O

Lemma 23.12 Lat & = {(ag, a1, az,...) vara ett kvadratiskt irrationellt tal och
definiera &, som i foregaende lemma. Om —1 < ¢, <0, sa dr a, = |—1/§, 1]

Bevis. Likheten ), = 1/(§, —ay) medfor att —1/¢], ,, = a, —§,, och eftersom
0<—€, < Lir |-1/€ 1] = lan — €] an. =

Lemma 23.13 Om & dar ett kvadratiskt irrationellt tal, sa finns det ett index k
sadant att §, < 0.

Bevis. Lat (p, qx) beteckna den k:te konvergenten till £. Eftersom
g = <a07 aty... 7an*1a£n>,
ar
€= Pn—1§n + P2
anlgn + qn—2 ’
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och genom att 16sa ut &, far vi sambandet

_ 28— Pn2 _ Gn-2 (5 _pn72/Qn72>

f =
" Pn-1— qn-1§ Gn—1 \§ — pn—l/Qn—l

Konjugering ger

5/ _ _qn—2 (5/ - pn—2/Qn—2>

" Q1 N = Pn1/Gn1/

Vi anviinder nu det faktum att konvergenterna p,, /g, konvergerar mot £ da
n gar mot odndligheten och att & # £. Av detta foljer att uttrycket inom
parentes konvergerar mot (§'—¢)/(¢'—¢&), dvs. mot 1, da n gar mot oéindligheten.
Foljaktligen ar uttrycket inom parentes sikerligen positivt for tillrickligt stora
n. Konjugatet &/, har dirfér samma tecken som kvoten —g,_2/qn—1, som &r
negativ eftersom ¢, ar positivt for alla n > 0. O

Sats 23.14 FEitt reellt tal € har en periodisk enkel kedjebraksutveckling om och
endast om det dr ett kvadratiskt irrationellt tal.

Bevis. Vi har redan bevisat att periodiska kedjebrak &r kvadratiskt irrationella
(sats 23.8). For att visa omviindningen later vi £ = £ vara ett kvadratiskt

irrationellt tal och satter

¢ _un—i—\/g
n — Un

som i sats 23.10. Enligt lemma 23.13 finns det ett index k sadant att &, < 0,
och enligt lemma 23.11 &r —1 < &, < 0 for alla n > k. Eftersom &, > 1 for alla
n > 1, drar vi slutsatsen att

2v/d
1<&, —¢& = ;f och 0<&,+¢, =

n n

2Up,

for alla n > k. Alltsa &r 0 < v, < 2v/d och u,, > 0 om n > k. Genom att
utnyttja sambandet d — u2,; = v,v,41 > 0 far vi vidare att u2,, < d, dvs.
Upp1 < Vd for n > k. Om n > k + 1, sa iir foljaktligen 0 < u, < v/d och
0 < v, < 2v/d. De ordnade paren (u,,v,) kan siledes bara anta ett dndligt
antal mojliga viarden, och darfor finns det olika tal 4 och j med j > i sadana att
uj = u; och v; = v;. Detta medfor att & = &5 = ;1 (j_i), och & har foljaktligen
en periodisk kedjebraksutveckling. O

Vi ska hirnést karakterisera de rent periodiska kedjebraken.

Definition 23.15 Ett kvadratiskt irrationellt tal & = r + sv/d kallas reducerat
om & > 1 och det for konjugatet & = r — sv/d giller att —1 < ¢’ < 0.

Sats 23.16 FEtt reellt tal £ har en rent periodisk enkel kedjebraksutveckling om
och endast om det dr ett reducerat kvadratiskt irrationellt tal.
Oom & ={ag,a1,...,ar-1), sa dr vidare —1/¢ = (ar—1,ar—2,...,a1,0a0).

Bevis. Antag att £ = &y &r ett reducerat kvadratiskt irrationellt tal sa att
speciellt —1 < &) < 0. Med beteckningar enligt sats 23.10 giller da for &, =
(un +Vd) /v, att =1 < &, <0 och a, = [—1/¢,,,] for alla n > 0 pa grund av
lemma 23.11 och lemma 23.12.
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Vi vet fran sats 23.14 att £ har en periodisk kedjebraksutveckling. Lat r vara
periodldngden; da finns det ett minsta tal m > 0 sadant att

npr =&, forallan>m.

Vi ska visa att m = 0.
Antag darfor att m > 1. Genom att utgar fran likheten &, = &4, far vi
forst genom konjugering att &, =&, och sedan att

Am—1 = \_—l/finj = I__1/€7171+TJ = Om+r—1-

Eftersom
1 1

= €m = €m+r =

§m71 — Om—1 §m+r71 - aerrfl’
drar vi slutsatsen att &,,—14, = &n—1, vilket motséger definitionen av talet m.
Alltsa &r m = 0, och kedjebraksutvecklingen av & ar saledes rent periodiskt.

Antag omvént att € har en rent periodisk kedjebraksutveckling

g: <a03a13"'7a7“71>;
dér ag, a1, ..., ar,_1 dr positiva heltal. Da dr £ > ag > 1. Om (py, ¢, ) betecknar
den n:te konvergenten till £, sa ar
prflf +pr72
£ =(ap,ay,...,a4,_1,§) = ——————=.
< Gr-14) Gr—1& + ¢r—2

Talet & satisfierar saledes andragradsekvationen

f(@) = g—12* + (¢r—2 — pr—1) — pr—2 = 0.

Denna ekvation har tva rétter, £ och dess konjugat £'. Eftersom £ > 1, behover
vi bara visa att f(z) har en rot mellan —1 och 0 for att visa att —1 < & < 0.
Vi ska gora sa genom att visa att f(0) < 0 och f(—1) > 0.

Observera att talen p, &r positiva for alla n > —1 (eftersom ag > 0).
Foljaktligen &r f(0) = —p,—2 < 0. Vidare ser vi att

f(_l) =qr—1 — (gr—2 +pr—1 — Pr—2 = (ar—l - 1)(QT—2 +p7'—2) + qr—3 +p7'—3
> Gr—3 + Pr—3 > 0.
Talet £ &r saledes reducerat.
For att slutligen bevisa att —1/¢’ har den angivna kedjebraksutvecklingen

antar vi att & = (ag,a1,...,a,—1). Genom att konjugera sambandet &, =
1/(&n—1 — an—1) far vi &, = 1/(&,_1 — an—1), som kan skrivas om som

-1/& =an_1+ for alla n > 1.

L
—1/6,
Eftersom —1/¢/, > 1 for alla n, kan ovanstaende likhet uttryckas som ked-
jebraksutvecklingen

—1/&, = (an—1,—1/&, ).
Genom att starta med —1/¢.., upprepa och anvinda det faktum att £ = {y =&,
far vi alltsa

—1/¢ = —1/& = =1/ = (ar—1, =1/& 1) = (ar—1,ar2, =1/, 5) = ...

- <a7"—17a7"—27 ..., a1, a0, _1/§6>7

vilket innebér att —1/¢" = {(ar_1, ar—2,...,a1, a9 ). O
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EXEMPEL 2 Det kvadratiskt irrationella talet (2 + v/10)/3 #r reducerat. Vi
berdknar talets kedjebraksutveckling med hjilp av sats 23.10.

Eftersom 3|(10 — 22) kan vi starta med ug = 2, vg = 3 och d = 10, och de
foljande berdkningarna dr sammanfattade i féljande tabell:

n |0 1 2 3

Up | 2
Up | 3
1

2%

— o

2 2
2 3
2 1
Eftersom (us,v3) = (up,vg) ar periodldngden 3 och (2++/10)/3 = (1,1,2). O

Ovningar
23.1 Visa att foljden (vy,)&° 1 sats 23.10 uppfyller det rekursiva sambandet

Un41l = Up—1+ an(un - un+1)-

24 Kedjebraksutvecklingen av v/d

Sats 24.1 Lat d vara ett positivt tal som inte dr en jimn kvadrat. Den enkla
kedjebraksutvecklingen av /d har formen

<a07a17a27--'7a7’7172a0>a
dir ag = |Vd | och aj=ar—j forj=1,2 ..., r—1.

Bevis. Lat ag = |V/d | och € = ag + V/d. Da ir talet & reducerat eftersom & > 1
och & = ag — v/d uppfyller —1 < £ < 0. Enligt sats 23.16 har & dirfor en rent
periodisk kedjebraksutveckling som bérjar med |£] = 2ay, vilket betyder att vi
kan skriva £ pa formen

(1) &=ap+ Vd = (2a9,a1,az,...,ar—1) = (2a9,a1, a2, ...,ar_1,2aq ).

Om vi subtraherar ag fran bada sidorna far vi

Vd = (ag,a1,az, ..., a,_1,2a0 ).

For att visa att foljden aq, as, ..., ar,_1 ar “symmetrisk” noterar vi att
1
§:a0+\/g:2ao+\/c§—ag :2a0—§/ :20J0+_7/§/ = <2a0,—1/§'>.

Enligt sats 23.16 &ar

_1/€I = <a”r‘flaa/7’727 . -aa1a2a/0>

och foljaktligen

£ = (2a0,ar-1,ar—2,...,01,2a0).

En jamforelse med (1) ger nu att a; = a,—; for 1 < j <r—1. O
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EXEMPEL 1 For att beriikna kedjebraksutvecklingen av /19 anvéinds sats 23.10
med ug =0, vg = 1 och d = 19. Detta resulterar i féljande tabell:

n|0 1 2 3 4 5 6 7

up, |0 4 2 3 3 2 4 4
vy, |13 5 2 5 3 1 3
a, |4 2 1 3 1 2 8 2

Det foljer att kedjebraket har periodldngd 6 och att
V19 =(4,2,1,3,1,2,8). O

Sats 24.2 Lat (py, qn) beteckna den n:te konvergenten till Vd, lGt talen u, och
vy, vara definierade for talet € = \/d som i sats 23.10, dvs. &, = (u, + Vd) /v,
med v, |(d—u2), och lat r vara periodlingden hos kedjebrdksutvecklingen av \/d.
Da galler:

(i) p?2—dg = (-1)""tv,41 forn>—1;

(ii) vp, >0 forn >0;

(i1i) v, =1 om och endast om r|n.

Bewis. Sitt vd = (ag,a1,az,...) = (ag,a1,...,0n, Ens1).
(i) Det giller att

\/g o fn-{-lpn + Pn-1 _ (un-l-l + \/E)pn + Un4+1Pn—1

B £n+1Qn + qn-1 (’U,n+1 + \/&)qn + Un+19n—1 ’

vilket ocksa kan skrivas som

Up+1Pn + Un41Pn—1 — dgn — (un+1(I7L + Un4+1qn-1 — pn)\/g = 0.
Eftersom talet v/d &r irrationellt, foljer det att

Un+1Pn + Un+1Pn—1 — dQn =0
Un+1qn + Vnt1Gn-1 — Pn = 0.

Genom att eliminera u,,41 fran ekvationssystemet far vi

P2 —dg2 = Vn41(Pndn-1 — @nPn—1) = (—1)"  vp41,

dér vi har anvént sats 20.5 for att fa den sista likheten.

(ii) Konvergenterna p,/q, r > v/d om n #r udda och < v/d om n ér jimnt.
Dirfor har p2 — dg2 samma tecken som (—1)""1, s& det foljer av (i) att v, ir
positivt for n > —1.

(iii) Eftersom & = v/d har periodlingd r &r &1 = & for alla positiva tal
k. Det foljer

1 1
by — Qpp = —— = — = & — ag = —ag + Vd,
Cerv1 &1
dvs. &g = agr — ag + Vd. Foljaktligen &r vy, = 1 (och ug, = ag, — ao).
Antag omviint att v, = 1; da ir &, = u, +Vd, sé a, = €] = un + L\/ﬁj =
Up+ag och &, —a, = Vd—ag = & —ag, dvs. &1 = 1/(En—an) = 1/(€o—ag) =
&1. Harav foljer att n &r en multipel av periodléingden r. O
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I kedjebraksutvecklingen av talet +/19 i exempel 1 &r alla talen i perioden ut-
om det sista < ap medan den sista dr lika med 2ay. Motsvarande géller generellt;
vi har ndmligen foljande resultat.

Sats 24.3 Ldt \d = (ag,ay,...,a,_1,2a0). Dd ira, < ag for1<n <r—1.

Bevis. Sitt € =& = Vd, 1at &, = (un + \/ﬁ)/vn vara som i sats 23.10 och antag
att 1 <n <r—1. Da ar v, > 2 enligt foregaende sats, och genom att anvinda
lemma 23.11 drar vi slutsatsen att &, = (u, — Vd)/v, <0, ty & = —Vd < 0.
Det foljer att u, — vd < 0, dvs. u, < v/d och &, < 2\/3/% < Vd. Alltsa &r

Qn = Lfnj < L\/gJ = ap. O
Ovningar

24.1 Visa att kedjebraksutvecklingen av v/d har periodlingd 1 om och endast
om d = n? + 1 fér nagot heltal n > 1.

25 Pells ekvation

Ekvationen 22 — dy? = N, med givna nollskilda heltal d och N, kallas Pells
ekvation. Om d &r negativt, sa kan Pells ekvation bara ha ett dndligt antal
heltalslosningar eftersom 2 < N och y? < —N/d.

Om d = a? #r en jimn kvadrat, sd #r (z + ay)(z — ay) = N, och det finns
ater bara ett dndligt antal heltalslosningar till Pells ekvation eftersom det bara
finns dndligt manga sitt att faktorisera talet V.

Vi kommer dérfor fortsdttningsvis att antaga att d dr ett positivt heltal som
inte dr en jimn kvadrat. Vi ska visa att i det fallet finns det antingen ingen
heltalslosning alls eller odndligt manga heltalslosningar. For N = £+1 kommer
vi att ge en fullstindig beskrivning av 16sningsméngden.

Om (u, v) #r en heltalslosning till Pells ekvation 22 —dy? = N, s& ér (£u, +v)
ocksa en 16sning for varje teckenkombination. For att hitta alla heltalslosningar
ricker det saledes att hitta alla positiva 16sningar, dvs. alla heltalslésningar
(u,v) med u > 0 och v > 0. Om N ér en jimn kvadrat, sa finns det forstas
ytterligare tva triviala losningar (++v/N,0), och om —N/d rakar vara ett heltal
som &r en jamn kvadrat, sa dr (0,+£+/—N/d) tva triviala losningar till Pells
ekvation.

Om (x1,y1) och (29, y2) 4r tva positiva 16sningar till ekvationen 22 — dy? =
N, sa éir 23 —a3 = d(y3 —y3), varav foljer att 71 < x5 om och endast om y; < ya.
Om vi ordnar de positiva losningarna efter viixande z-virden eller efter vixande
y-virden, sa erhaller vi saledes samma resultat.

Om det finns en positiv heltalslosning till Pells ekvation, sa finns det uppen-
barligen en positiv losning (21, y1) med minsta mojliga z-virde. Denna 16sning
har ocksa minsta mojliga y-véirde av alla positiva 16sningar. Eftersom den spelar
en speciell roll infor vi féljande definition.

Definition 25.1 Antag att Pells ekvation 2?2 — dy? = N har positiva hel-
talslosningar. Med ekvationens fundamentallosning, eller minsta positiva lds-
ning, menas den positiva 16sning (x1,y1) som uppfyller villkoret att 21 < u och
y1 < v for varje annan positiv 16sning (u, v).
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Foljande sats ger ett samband mellan Pells ekvation och kedjebrak.

Sats 25.2 Lat d vara ett positivt heltal som inte dr en jimn kvadrat och antag
att |N| < V/d. Om (u,v) dr en positiv heltalslosning till ekvationen x> —dy® = N,
sd dru/v = pp/qn for nagon konvergent (p,,qn) till utvecklingen av \/d i enkelt
kedjebrak.

Anmairkning. Talen u och v beh6ver inte vara relativt prima, men om c¢ &r
deras storsta gemensamma delare, s& giller uppenbarligen att ¢?|N. Om talet
N &r kvadratfritt, dvs. inte adr delbart med nagon primtalskvadrat, och speciellt
om N = +1, sa dr foljaktligen u och v relativt prima, och detta innebér att
u = p, och v = ¢, for nagot index n.

Bevis. Vi ska behandla en mer generell situation. Lat d och N vara positiva
reella tal, inte nodvindigtvis heltal, sddana att v/d dr irrationellt och N < vV/d,
och antag att u och v &r positiva heltal och u? — dv? = N.
Eftersom > g2 N
U U u” — dv
(“ Vit vy =
och den andra faktorn i vénsterledet #r positiv, drar vi forst slutsatsen att
u/v —/d > 0. Det foljer att u/v +v/d > 2v/d och att

0<2—Vd= N < va__ 1
v v (ufv+Vd)  202/d 207
Enligt sats 22.5 &r u/v en konvergent till v/d.

Lat nu d och N vara som i formuleringen av satsen. Fallet N > 0 &r ett
specialfall av det fall som vi just har bevisat.

Om N < 0, skriver vi om ekvationen som y? — (1/d)z?> = —N/d. Ef-
tersom 0 < —N/d < Vd/d = /1/d kan vi tillimpa ovanstiende generella
fall med slutsatsen att v/u ér en konvergent till 1/v/d. Antag att v/d har ked-
jebraksutvecklingen (ag, a1, as,...). Da ér 1/v/d = (0,v/d) = (0, a9, a1,as,...),
och foljaktligen ar

1

v
=0 ey Qp) = —a
7u < , @0, a1, ’ "> (ao,ala-"7 ”>

for nagot n. Men da &r u/v = (ag,a1,...,a,) en konvergent till v/d. O

Genom att kombinera satsen ovan med sats 24.2 far vi en fullstéindig be-
skrivning av 16sningsméngden till Pells ekvation i fallet N = +1.

Sats 25.3 Antag att d dr ett positivt heltal som inte dr en jimn kvadrat och
lat r vara periodlingden i den enkla kedjebriksutvecklingen av v/d. Lt slutligen
(Pn, qn) beteckna den n:te konvergenten i kedjebraksutvecklingen.
(i) Om periodlingden r dr jimn, sa
(a) har ekvationen x* — dy* = —1 inga heltalslésningar;
(b) ges alla positiva heltalslosningar till x> — dy? = 1 av 2 = prr_1,
Y = Qgr—1 for k=1, 2,8, ..., med x = p._1 ochy = qr—1 som
fundamentallosningen.
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(i) Om r dr udda, sd

(a) ges alla positiva heltalslosningar till 22 — dy?> = —1 av * = Ppr_1,
Y = Qpr—1 for k =1,8 5, ..., med x = p._1 ochy = q-—1 som
fundamentallosning;

(b) ges alla positiva heltalslosningar till 22 — dy* = 1 av © = prr_1,
Y = Qir—1 for k=2, 4, 6, ..., med x = par_1 och y = qor—1 SOM
fundamentallosning.

Beuvis. Enligt foregaende sats finns de positiva heltalslésningarna till ekvationen
z? — dy? = +1 bland konvergenterna (p,,q,). Vidare ir ag = [Vd]| > 1, sa
foljden (pn )%, ar stréangt vixande. Fundamentallosningen &r dérfor den forsta
losningen som upptrider i foljden (pn, ¢n)-

Enligt sats 24.2 &r p2 —dq2 = (=1)""'v,,41, dér v,, > 1 for alla n och v, = 1
om och endast om r|n. Foljaktligen dr |p? — dg2| > 2 utom nér n = kr — 1 for
nagot icke-negativt heltal k, da istéllet

P —dap = (1)
Om r #r jamnt, sa ar (—1)*" = 1 for alla k, och (ppr—1, qrr—1) #r foljaktligen
en l6sning till 22 — dy? = 1 for alla k, medan ekvationen z2 — dy? = —1 saknar
positiv 16sning och naturligtvis da ocksa saknar heltalslosning. Detta visar (i).
Om periodlingen r #r udda, sa &r (—1)¥" = 1 for jimna k, och = —1 for
udda k, och detta bevisar (ii). O

EXEMPEL 1 Vi ska anvinda sats 25.3 for att bestdmma fundamentallésningen
till ekvationen x? — 19y = 1. Kedjebraksutvecklingen v/19 = (4,2,1,3,1,2,8)
beréknades i foregaende avsnitt. Eftersom periodlingden &r 6, d&r fundamen-
tallosningen (z,y) = (ps, g5). Konvergenterna har beréiknats i foljande tabell:

n|-2 -1 0 1 2 3 4 5

an 4 2 1 3 1 2

Dn 1 4 9 13 48 61 170

an 1 0 1 2 3 11 14 39
Fundamentallosningen dr saledes (x,y) = (170, 39). O

Sats 25.3 ger en metod for att berdkna de successiva losningarna till Pells ek-
vation, men det &r tidsédande att berédkna konvergenterna (p,,, ¢, ). Nér man fun-
nit fundamentallésningen kan man bestdmma de aterstaende positiva 16sning-
arna pa ett enklare sitt, som kommer att beskrivas i sats 25.6 nedan.

Lemma 25.4 Lt (z1,y1) vara en godtycklig heltalslosning till x* — dy?> = M,
lat (z2,y2) vara en godtycklig heltalslosning till x> — dy®> = N, och definiera
heltalen w och v genom ekvationen

(z1 + 1 Vd)(z2 + y2Vd) = u +vVd,

dvs. u = x1x9 + Y1y2d och v = x1Y2 + Toy; -
Dd dr (u,v) en losning till 2> — dy*> = MN. Om (z1,y1) och (z2,ys2) dr
positiva losningar, sd dr ocksd (u,v) positiv.
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Bewis. Konjugering ger att (z1 —y1v/d)(x2 — y2v/d) = u —vV/d, och foljaktligen
ar

u? — dv? = (u+ vVd)(u — vVd)

= (z1 + 1 Vd)(z2 + y2Vd)(z1 — y1Vd)(z2 — Y2V d)
= (¢F — dyi) (23 — dy3) = MN.

Losningen (u,v) dr uppenbarligen positiv om de ursprungliga losningarna dr
positiva. O

Korollarium 25.5 Om ckvationen 2% — dy?> = N har en heltalslosning, sd har
den odndligt manga heltalslésningar.

Bevis. Antag att ekvationen z? — dy?> = N har atminstone en heltalslésning.
Denna 16sning, multiplicerad som i lemmat med en godtycklig heltalslosning
till 22 — dy? = 1, resulterar i en ny lésning till 22 — dy?> = N, och eftersom
ekvationen x2 — dy? = 1 har o#ndligt manga heltalslosningar, far vi o#indligt
manga heltalslosningar till ekvationen 22 — dy? = N. O

Sats 25.6 Ldt (z1,y1) vara fundamentallosningen till ekvationen x? — dy* = 1.
Da ges alla positiva heltalslésningar som (Xn,yn), n > 1, dir heltalen x,, och
Yn definieras rekursivt av sambanden

Tpt1 = T1Tn + Y1Ynd,  Ynt1 = T1Yn + Y1Tn.

Bewvis. Notera att 41 +yn+1\/a = (11 +y1\/a)(xn —&—yn\/g) = (11 —l—yl\/ﬁ)"“.
Om (7,,y,) #r en positiv heltalslosning till Pells ekvation 2% — dy? = 1, s
dr darfor (zp41,Ynt+1) ocksa en positiv heltalslosning enligt lemma 25.4 med
M = N = 1. Det foljer dirfor med induktion att (z,,,y,) ir en 16sning for alla
n.

Det aterstar att visa att varje positiv heltalslosning fas pa detta siatt. Antag
dérfor att det finns en positiv heltalslosning (u, v) som inte har formen (2, ¥y ).
Eftersom x,, bildar en vixande f6ljd, maste det finnas ett heltal m sadant att
Tm < U < Typg1. Det f6ljer att ¢, < v < Y1, ty vi far samma resultat om
de positiva losningarna ordnas efter sina x-virden som efter sina y-véarden. Det
kan inte rada likhet eftersom u = x,, skulle medfora att v = y,,.

Nu &r f6rstas (2, —ym) ocksa en (icke-positiv) heltalslésning till ekvationen

2% — dy? = 1, sd enligt lemma 25.4 fir vi en 16sning (s,t) genom att definiera

u—i—vx/&

8+t\/g:(u+v\/g)(xm_ym\/a): xm_i_ym\/a'

Eftersom z,, + ymVd < u+vVd < Tmt1 + ymﬂ\/&, ar

m m d
| st td< Tt YmaVd
Jﬂer-Fym\/a

Men s — tvVd = 1/(s + tV/d), s 0 < s — t/d < 1, och det foljer att

(s+tVd)+3(s—tVd) >3 +0>0
(s+t\/(§)—%(s—t\/(§)>%—%=

Nl= N
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Losningen (s,t) #r med andra ord positiv, och darfor giller att s > z7 och
t > y1, men detta strider mot att s+ tv/d < z1 4 y1v/d. Denna motségelse visar
att varje positiv heltalslosning (u, v) maste ha formen (2, yy). O

EXEMPEL 2 I exempel 1 visade vi att fundamentallésningen till ekvationen
2?2 —19y% =1
ar (x1,y1) = (170, 39). Med hjilp av rekursionsformlerna

Tp = 120 + 19Y1Yn, Yn = 21Yn + Y120,
kan vi berdkna ndstkommande positiva 16sningar som &r

(2, 92) = (57799, 13 260)
(z3,y3) = (19651490, 4 508 361)
(24, y4) = (6681448801, 1532829 480). 0

Precis som i fallet 22 — dy? = 1 kan man bestimma ytterligare 16sningar
till ekvationen 22 — dy?> = —1 med utgangspunkt fran ekvationens fundamen-
tallosning. Beviset for foljande sats ldmnas at ldsaren.

Sats 25.7 Antag att ekvationen x? — dy®> = —1 har en heltalslosning och ldt
(z1,y1) vara dess fundamentallésning. Definiera talen x,, och y, rekursivt for
n > 1 som i sats 25.6, dvs. (x,, + yoV/d) = (z1 +1y1V/d)". Dd fis alla positiva
heltalslosningar till x® — dy?> = —1 som (xn,y,) med udda index n, och alla
positiva heltalslosningar till 2> — dy?> = 1 som (Tn,yn) med jimnt index n.
Speciellt dr alltsd (v2,y2) fundamentallésningen till ekvationen x* — dy? = 1.

Ovningar
25.1 Bestam fundamentallosningen till ekvationerna
a) 22 —5y> =1, b)2?-Ty> =1.
25.2 Bestam fundamentallsningen till ekvationerna
a) 2 —41y? =1, b) 2? —41y? = —1.
25.3 Bestim alla positiva l6sningar till 22 — 3y? = 1 med y < 100.
25.4 Lat k vara ett positivt heltal och lat d vara ett positivt heltal som inte &r

ett kvadrattal. Visa att det finns o#indligt manga l6sningar till 22 —dy? = 1
for vilka y dr en multipel av k.
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Svar till 6vningarna

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8

1.9 a

1.10
1.13

1.14

1.15

1.16

2.1
2.5

2.6

2.7

2.8

a) £1, £2, 45, £10  b) 1,2,5,10  ¢) +2, 45
a) 3 b) 2 c)1 d) o
150

a) b) c) 2

a) Ja b) Nej

a)25=3-7+4 b) —25=(-4)-7+3
a)25=4-7-3 b)28=3-8+14

a) 1 b) 13 c) 71

) 2520 b) 60 c)n(n+1) d) 4™ -1
(a,b) = (10,1), (10,2), (10,5), (10,10), (5,2)

d) Utnyttja att n(n—1)--- (n—k+1) = (}) - k!. Detta léser problemet om
alla talen dr positiva. Om ett av de k talen &r noll &r forstas produkten
noll, och om alla talen &dr negativa aterfor vi problemet pa fallet att alla
4r positiva genom att bryta ut (—1)%.
a)nf —1=mn-1Dn*"t+nf2 4. 4n+1)

b) Utnyttja att

nF—1=(n-1+1)" -1 = (n—1)+(¥) (n-1)* 1+ +(5) (n—1)2+k(n—1)
Utnyttja att (a + b)d — (¢ + d)b = ad — be = £1. Omvéndningen géller ej;
ett motexempel &ra =5,0=2,c=d = 1.

Antag n > m och sitt b = a®" och k = 2"~"; da #r a®" = b". Eftersom
VWtl=(b+1)b =24 4 b— 1)+2, drsgd(a?” +1,a*" +1) =
sgd(b+ 1,b% 4+ 1) = sgd(b + 1,2). Eftersom b #r jimnt om och endast om
a dr jamnt, foljer nu pastaendet.

a)2%.32.5  b)271 ) 11-271  d)220.520 ) 28.3%.52.7

nt44 = nt4dn?44—4n? = (n2+2)2—(2n)? = (n?2+2+2n)(n®+2—2n) =
((n+1)2+1)((n—1)2+1), vilket #r en icke-trivial faktorisering om n > 2.

Ett tal som skrivet som decimaltal har k-m stycken ettor ar jamnt delbart
med talet n = 11...1 bestaende av exakt k stycken ettor och kan saledes
inte vara ett primtal om k > 2 och m > 2.

Lat S=14+1/24+1/3+--- 4+ 1/n, lat m vara det storsta heltalet med
egenskapen att 2™ < n, och lat P vara produkten av alla udda tal som &r
mindre #n eller lika med n. D4 ér varje term i summan 2™~ PS ett heltal
forutom termen 2™~ P/2™. Foljaktligen kan inte S vara ett heltal.

b) Skriv |z] = gm +r med 0 < r < m — 1; da dr bade {MJ och VCJ

m m
lika med gq.
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2.9

2.10
2.11
2.12
2.13

2.14

3.1

3.2

3.3
3.4

3.5
3.8

4.1
4.2
4.4

4.6
4.8
4.9

Lat f(n) vara det storsta k for vilket p¥| n!. Eftersom primfaktorn p enbart
forekommer i talen p, 2p, ..., [n/p|p, férekommer p lika manga ganger
i n! som i produkten p-2p-----|n/p]p = p"?l|n/p|!. Vi har dérfor

rekursionsformeln f(n) = [n/p| + f({n/p]), som implicerar att f(n) =
ln/p] + [n/p?| + [n/p°] + ...

15

40

Utnyttja dvningarna 2.8a) och 2.9.

Utnyttja att produkten av tva tal pa formen 4k + 1 &r ett nytt tal av
samma form.

Antag att det bara finns #ndligt manga primtal p1,ps,...,p, pa formen
4k 4 3 och betrakta talet N = 4pps---p, — 1 som har formen 4k + 3.
Utnyttja foregaende 6vning for att visa att N maste ha en primfaktor pa
formen 4k + 3 och som da inte kan vara nagot av primtalen p;.

a)z=14+2n, y=—-1-3n b)z=1+2n, y=1+3n

crx=14+2n,y=-1-3n d)z=2+2n, y=-2-3n

e)x=14+2n, y=49—3n

a) x=16+43n, y=4+1Tn b)x=15—17n, y =31+ 6n

c)x=-14102n, y=2—-10ln d) x=-3+87n, y=—2+55n

15

a)x=3m+2n, y=2-3m—n, z=m

b)z=1+4m+3n, y=1—4m—2n, z=m

c)x=19+69m+ 11n, y=3+46m—+Tn, z=m

d)x=3-30m—39n+T7k, y=—-2+20m+26n—5k, z2=m, w=mn

r=160—15n, y =76 —79n, 2 =8+ 18n

a)Ome> (a—1)(b—1)=ab—a—b+1,sa &r c+a+b > ab. Ekvationen
ar+by=c+a+b

har dérfor enligt foregaende dvning en positiv heltalslosning (zg, yo). Men
da ar (zg — 1,90 — 1) en icke-negativ heltalslosning till az + by = c.
b) Féljer av att ekvationen azx + by = ab saknar positiv heltalslosning.

a)9,18 b)5,15 ¢) 1,12 d)15 e)5 f) inget

a)7 b)3,11,33 «¢)2,3,4,6, 12

Visa att 2> = z (mod 10) antingen genom prévning for z = 0, £1, +2,
+3, £4, 5, eller alternativt genom att forst visa (med hjilp av Fermats
sats) att 2% = 2 (mod 5) och 2% =z (mod 2).

a) Delbart med 7, 11 och 13 b) Delbart med 11 och 13

b) n/2

a) 0 om n dr udda, n/2 om n dr jamnt.

b) 0 om n # 2, 1 om n = 2. (Utnyttja f6r n > 2 att det reducerade

restsystem som fas genom att vélja rester med minst absolutbelopp har
formen +by, +bo, ..., £b,,.)
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4.10
4.11
4.12
4.14
4.16
4.17
4.18

4.20

4.21

6.1

6.2
6.3

6.4

7.1

7.2
7.3
7.4

7.5
7.6
7.7
7.8
7.9
7.10

7.11

7.12
7.13

a)n==%1 (mod 6) b)n=0,1,3 (mod 4)

Respektive 1, 1,2, 2,4, 2,6, 4,6, 4

a) 0, £1, £2, ..., £9, 10 b) £1, £3, £7, £9

Ja, teex. {0,1,2,...,m — 1} och {0,m,2m,3m, ..., (n — 1)m}.
a)l b)6 «¢)3

a) 01 b) 76 c) 93

a), b) Lat p vara ett primtal # 2, 5, och lat k vara ett positivt heltal.
Fermats sats ger att 10*?=Y =1 (mod p), dvs. talet N = 10F®-1) —1 =
9999...9 dr delbart med p. Talet N/9 = 1111...1 &r naturligtvis ocksa
delbart med p om p # 3, och i fallet p = 3 &r talet 1111...1 delbart med
p om antalet ettor dr delbart med 3.

b) Utnyttja binomialsatsen samt att p | (}) for 1 <k <p— 1.
¢) Induktion, dir induktionssteget foljer av att (a+1)? = a? +1 (mod p).

Fermats sats ger a = b (mod p), dvs. a = b+ kp. Av binomialsatsen foljer
sedan att a? = (b+ kp)? = bP + mp?.

a) x =12 (mod 15) b) Losning saknas ¢) 2 =2, 7,12 (mod 15)

d) z =132, 395, 658 (mod 789) e) xz =54, 161, 268 (mod 321)

a)0 b))l ¢)3 d)15

Enligt Eulers sats ir 7% = 1 (mod 20). Om 72 = 11 (mod 20), sa ir déirfor
=78 =711 =13 (mod 20).

a) x =14 (mod 15) b) 2 =10 (mod 23) c¢) Losning saknas

a) x = 187 (mod 420) b) Losning saknas c¢) x = 68 (mod 210)
d) z = 249 (mod 495)

154a + 210b 4 99¢ (mod 462)

58

Lat py,po,...,pr vara olika primtal; enligt kinesiska restsatsen finns det
ett heltal 2 s& att 4+ j = 0 (mod p?) for 1 < j <k.

a) 40 b) 2'1.3%.5 = 829440

a) 40 b) 60 c¢) ¢(50) = 20

¢(n/d)

n=1ochn=2.

Alla udda tal n.

Eftersom sgd(a,n) = 1 < sgdln —a,n) = loch1 <a <n-1<«
1<n—-a<n-18r>a=>(n—a)=>.n—> a, dir summan tas
over alla a sadana att sgd(a,n) = 1 och 1 < a < n — 1. Det foljer att
23 a=>_n=n)Y 1=no(n).

a) n = 2m13™m2 dir mqy, mg > 1.

b) n = 2™13™m27™s dir my, ma, mz > 1.

a) 3 b) 14.

35, 39, 45, 52, 56, 70, 72, 78, 84, 90
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9.2

9.4
9.5
9.6

9.7

9.8

10.1

10.2

10.3
10.4

11.2

11.4
11.6
11.7
11.8
11.9

a) d =53 b) Det krypterade talet &r b = 85.

a) 22 =0 (mod 2) b) —2®+1=0 (mod 3) c¢) —22 =0 (mod 4)
d) 22 —1=0 (mod 5) e) —22° +42° +x+4 =0 (mod 11)
a)x =0 (mod 2) b)2?—z=0 (mod 3)

0
c) 3zt +22% + 422 + 2+ 1 =0 (mod 5)
(x —1)(z+11) =0 (mod 17); rétter z = 1, 6 (mod 17).
x =1, 12 (mod 25)

a) £ =0 (mod 2) b) Losning saknas ¢) z =1, 3 (mod 5)

d) Losning saknas e) x =2, 3 (mod 7) f) z=6,8 (mod 10)
g) z =3, 16, 23, 31 (mod 35)

a)x=0 (mod2) b)axz=1 (mod3) c¢)z=0,2 (mod4)

d) x =3 (mod 5) e)x =38, 18 (mod 20).

a)2 b)2 c¢)4 d)16. Exempelvisa=1,b=0.

a) x = 16, 106 (mod 121) b) 2 =271 (mod 625)

¢) z = —12 (mod 250)

a) k = 1: 2 lésningar, k > 2: 1 16sning

b) k = 1: 1 16sning, k = 2, 3: 3 losningar, k > 4: ingen losning.
a)0 b)1l ¢)3 for alla virden pa k.

x =0, 1, 126, 250 (mod 375)

1282 =13 (p2) - (-2)- (4) - (~(p— 1)
= (-1)®=D/2(p — 1)! (mod p).
Den till beloppet minsta resten #r (—1)®+1/2,

x=6!=5 (mod 13)
1,2,3,4,6,8,9,12, 13, 16, 18
a) Rest Db) Ickerest

a)2 b)2 ¢)2 d)0

a)l b)2 )4 d)4 e) 4

1110 a) 1 b)2 )0 d)2 €4 £)0 g4 h)4 i)0

13.1
13.2
13.3
13.7

13.8

) 9 (mod 10), y=2+2 b) y?> =29 (mod 40), y = 2z + 3
) 7 (mod 9), y=22+3 d)y? =22 (mod 27), y =6z + 1
a)nej b)ja c)ja d)nej e)ja
)—1 b))l ¢)—-1 d)1 e) -1

Utnyttja att exakt hélften av talen a i intervallet 1 < a < p—1 &r kvadra-
tiska rester.

b) Utnyttja att 2 &r en kvadratisk ickerest modulo p, dvs. 2(°—1/2 = —1
(mod p).
c) x ==£6 (mod 19) d) z = =£12 (mod 29)
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141a)1 b)-1 ¢)-1 d)1 e) -1

14.2 a), b) c) ej losbara d) losbar e) ej losbar f) losbar
14.4 For p =2 och for p =6n + 1.

14.5 89

151 a)4 b)4 c)2

15.2 3 eller 5

15.3 Utnyttja att " =1 (mod m) = a" = a™b" = (ab)” =1 (mod m).
15.4 25

15.5 6 primitiva rotter; dessa &r 2, 3, 10, 13, 14, 15.

15.6 mgm(h, k)

15.8 Med 2 som primitiv rot far vi tabellen
e« |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

113

inda ‘ 2 1 4 2 9 5 11 3 8 10 7 6
15.9 a) x = £10 (mod 67) b) losning saknas c¢) z = —11 (mod 67)
1510 p=2,p=3ochp=6n+5
1511 a)2 b)27 ¢)3 d)3

15.12 Nej, ty for udda primtal p &r 4°~1/2 = 2¢=1 =1 (mod p), vilket medfsr

att ord4 < ¢(p).

15.14 Kongruensen 22 = 1 (mod p) har rétterna +1. Eftersom (g(—1/2)2
(mod p) och g:s ordning &r p — 1 #r dérfor g®=1/2 = —1 (mod p).

15.17 a) Féljer av Eulers kriterium och ¢vning 15.14.

15.18 a) Eftersom 2" inte har ndgon primitiv rot &r orda < ¢(2") = 2"~ 1,
det foljer att orda |27~ 2.
b) Visa med induktion att 52"~ =1+ 2" (mod 2").

Il
—

och

15.19 b) Det ricker att visa pastaendet da n = p* #r en primtalspotens. Anvind

Eulers sats for udda p och évning 15.18 a) for p = 2 och k > 3.
¢) Skriv n = Py Py --- P, som en produkt av olika primtalspotenser

och

borja med att bevisa att det for varje ¢ finns ett tal a; som har ordning
A(P;) modulo P;. Fallen P, = 2 och P; = 4 dr uppenbara, om P; = 2™
med m > 3 kan vi anvénda 6vning 15.18, och om P; &r en potens av ett
udda primtal later vi a; vara en primitiv rot till P;. Enligt den kinesiska
restsatsen finns det ett tal ¢ som ar kongruent med a; modulo n for varje

i. Avsluta beviset genom att visa att orda = A(n).
d) A(360) = 12, ¢(360) = 96.
e) Tex. 7.

15.20 a) Enligt féregaende 6vning finns det ett tal a av ordning A(n). Eftersom

a" ! =1 (mod n), giller dirfor att A(n) | (n — 1).

b) Eftersom A(n) &r ett jamnt tal for n > 3, foljer det av a) att n dr udda.
c¢) Fér udda primtal p foljer implikationen p? | n = p | A(n) av Carmi-
chaelfunktionens definition. Om p? delar n si delar dérfor p talet n — 1 pa

grund av a), och detta dr forstas en motsigelse.
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15.20 d) Foljer av a) eftersom (p; — 1) | A(n).
e) Antag n = pq &r ett Carmichaeltal, déir ¢ < p &r udda primtal. Eftersom
(p—=1) | (pg—1) & pg — 1 = z(p — 1) for nagot heltal z. Olikheten
pg—q<pqg—1=uwx(p—1) ger att x > ¢, sa * > ¢+ 1. Men detta leder
till motségelsen pg—1> (¢+1)(p—1)=pg+p—q—1> pq.

16.1 a) 12 b) 168 c) 5460

16.2 a) n = p eller n = pq
b) n = p® eller n = p?>q (dér p och g &r olika primtal)
¢)n=7 d)inget n.

16.5 (Hdl ) (Hd\ )( ) = Hd|nn =n7",

16.6 30, 7(n) = Yo [ 4], Zgzl o(n) = Yoy kLY

16.7a)1 b)0 c¢) -1

16.9 a) (=1)"  b) (=1)"pap2---pr ©) (2—p1)2—p2)---(2-p,) d)2"
16.10 Anviind formeln i 6vning 16.6.

16.13 b) Sétt n = 2™~ La, dir m > 2 och @ dr udda. Om n ir ett perfekt tal sa
ir 2™a = 2n = o(n) = (2™ — 1)o(a), vilket medfor att 2™ | o(a). Skriv
o(a) = 2™k; da &r a = (2™ — 1)k, och vi drar slutsatsen att k &r udda
eftersom a &r udda. Om k > 3, sa ar

ola)=c(@™-1k)>1+2"-1)+k+ 2" -1k =2"(1+k) > 2™k,
och om k =1 och 2™ — 1 inte &r ett primtal ar
ola)=0(2™—-1))>14+ (2™ —-1) =2"k.
I bada dessa fall blir dérfor
o(n)= (2" —1)o(a) > (2™ — 1)2mk = 2™a = 2n,

vilket &r en motséigelse. Alltsa ar kK = 1 och 2™ — 1 &r ett primtal, och n
har formen 2m~1(2™ — 1).

17.1 98 och 4680
17.2 Anvand lemma 17.2.

17.4 Nodvindigheten av villkoret p = 1 (mod 4) fsljer av lemma 17.2 (och av
att summan n? + (n +1)? #r udda). For att visa tillriickligheten utnyttjar
vi att —1 &r en kvadratisk rest modulo p, om p = 1 (mod 4), genom att
villja talet i sd att i> = —1 (mod p) och 2 < i < p — 2. Talet p delar
n? + (n + 1)% om och endast om (n + 1)2 = —n? = (in)? (mod p), vilket
giiller om n+ 1 = i¢n (mod p). Den sistnimnda kongruensen ér ekvivalent
med (i — 1)n =1 (mod p), som &r 16sbar eftersom sgd(i — 1,p) = 1.

17.5 1547 = 542 — 372 = 662 — 532 = 1142 — 1072 = 7742 — 7732, (Skriv
ekvationen x? — y? = 1547 pa formen (x + y)(z — y) = 1547.)

17.6 a) 2m+ 1= (m+1)2 —m?
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17.7

17.8

18.1
18.2
18.3

18.4

18.5

18.6

18.7

19.1
19.2
19.4

Om péastaendet #r felaktigt si finns det ett minsta k sa att 4%(8m + 7) =
a® 4 b% + ¢ dr en summa av tre kvadrater. Foér k = 0 far vi en motségelse
genom att rikna modulo 8, sa det foljer att & > 1. Vi far nu a?+b%+c? =
(mod 4), varav litt foljer att a, b och ¢ dr alla jimna tal. Med a = 2A,
b= 2B och ¢ = 2C far vi da 4*~1(8m+7) = A2+ B?+(C?, vilket motsiiger
att k var den minsta exponenten.

Sitt ¢ = [(3/2)F]; da #r g < (3/2)F, sa det foljer att n = 2kg — 1 < 3*.
For att representera n som en summa av k-potenser kan vi saledes enbart
anvinda 1% och 2%. For att fa minimalt antal k-potenser skall vi anvinda
sa manga kopior av 2F som majligt, ndmligen ¢ — 1 stycken. Da aterstar
det att representera talet n— (q—1)2% = 2 —1 vilket forstas kriver 2% —1
kopior av 1¥. Dérfor behover vi minst (¢ — 1) +2% —1 = 2% + ¢ — 2 stycken
k-potenser for att representera n.

(3,4,5), (5,12,13), (8,15,17), (7,24,25) och (20,21,29).
(32,126), (50,120), (66,112) och (78, 104).

a) (399,40,401) och (9,40,41)
b) (399, 40,401), (9,40, 41), (198,40,202), (42,40, 58), (75,40,85),
(96, 40, 104) och (30, 40, 50)

a), ¢) For en primitiv pythagoreisk trippel (z,y, z) géller att
ryz = 2ab(a* — b*) = 2(a®b — ab®).

Genom att utnyttja Fermats sats ser man att detta &r kongruent med 0
modulo 3 och modulo 5.

Om n #r jimnt dr (n?/4 —1,n,n%/4 + 1) en pythagoreisk trippel, och om
n dr udda dr ((n? —1)/2,n, (n? + 1)/2) en pythagoreisk trippel.

a) (5,12,13), (9,12,15), (12,16,20) och (12,35, 37)
b) (5,12,13) och (13,84, 85)

(2n+1,2n% 4 2n,2n2 +2n + 1) 4r for varje n en pythagoreisk trippel med
z=y+ 1.

r=y=12z=2
(z,y) = (3,6), (4,4) eller (6,3). (Visa forst att © <4 eller y < 4.)

Antag att 2* + y?> = 2%, dér z, y och z dr positiva heltal med minsta
mojliga viirde pa z. Visa forst att talen &r relativt prima. (z2,y,22) #r
alltsa en primitiv pythagoreisk taltrippel.

Om talet y &r jimnt finns det dirfor positiva heltal s och ¢ sadana att 2% =
s2—t? och 2% = s2+t2. Thopmultiplikation ger (z2)? = s*—t*, dvs. (¢, 7z, s)
ar en ny positiv heltalslosning till den givna diofantiska ekvationen, och
eftersom s < z ar detta en motsdgelse.

Om istillet y dr udda, kan vi skriva y = s2 — 2, 22 = 2st och 2% = 52 +12,
dér s och t ar relativt prima positiva heltal av olika paritet. Antag att
talet s dr jamnt (fallet ¢ jamnt &dr analogt). Eftersom s/2 och t &r relativt
prima och (s/2)t = (x/2)? #r kvadraten pa ett heltal, maste saviil s/2 som
t vara heltalskvadrater, s = 2m? och t = n?, siig. Eftersom (s,t,z) &r en
primitiv pythagoreisk trippel finns det vidare relativt prima tal v och v

sadana att s = 2uv, t = u? — v? och z = u? + v2. Det foljer att uv = m?2,
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19.5

19.6
19.7

19.8

20.1
20.2
20.3
204
20.5
20.6
20.7

21.1

21.2

215 b
21.7

22.1

22.2

22.3

224

sé savil u som v dr heltalskvadrater, u = a? och v = b?, siig. Foljaktligen
dr n? =t = a* — b, dvs. (b,n,a) dr en ny positiv heltalslosning till den
ursprungliga ekvationen, och eftersom a = /u < u? < z ér detta en
motségelse.

Antag att a® +b% = ¢? och a® — b = d2. D& dr a* —b* = (ed)? (och d # 0),
s& ekvationen z* 4+ y? = z* har en positiv heltalslésning, vilket strider mot
ovning 19.4.

Foljer av sats 19.2 och 6vning 19.4.

Man visar forst att om x* + 4y* = 22, dir z, y och z #r positiva heltal

med minimalt z, s& dr (22, 2y?, 2) en primitiv pythagoreisk trippel. Diirfor
finns det positiva heltal s och ¢ med (s,t) = 1 sddana att 22 = s — t2
och 2y? = 2st. Det foljer nu att s och ¢ #r heltalskvadrater, s = m? och
t = n?, sig. Men da #r n* + 22 = m?, vilket strider mot 6vning 19.4.

22 4+ y? = 22 och zy = 2w? medfor efter elimination av y att z* + 4w* =
(x2)2. Detta #r omojligt pa grund av évning 19.7.

a) (0,4,1,1,9) b) (3,7)

a) 5/3 b) 496/447 c¢) 496/81 d) 225/43

a) (0,a0,a1,...,a,) b) (ao+1,a1,a2,...,a,)

1, 3/2, 10/7, 43/30, 225/157

x=-92+32Tn, y=83—-295n, necZ

a) V2 b) 3(1+V3) ¢ §(6+V13) d) 3(VI5—1) e) 5(4+V37)

a) Utnyttja att gr/qu—1 = ar + qe—2/qx—1 for k > 2, och q1/qo = a1.
b) Utnyttja att px/pr—1 = ax + pr—2/pr—1 for k > 1, och po/p_1 = ao.
Om ag =0 ar pp,/pPn—1 = (an,an-1,...,a2).

19,1,6,7) b) (3,7,16,11) ¢) (2,4) d) (1) e) (3,3,6)
3,1,2,1,6)

2,1,2,1,1,4,1,1,...) b) (3,7,15,...) eller (3,7,16,...)
1,3,1,5,1,1,...)

p1 = 0 om och endast om ag = —1 och a; = 1.

Utnyttja 6vning 20.7 b) och satserna 20.5 (ii) och 21.2.

Ps5/q5 = 99/70, w55=5 < B — V2 < 1 vilket ger att
1,41420 < V2 < 1, 41423

p6/q6 = 239/169, [gosr < V2 — 225 < 1m5liog, vilket ger att
1,414211 < V2 < 1,414216.

a) a =99, b =70, nista b =169 b) a =97, b= 56, nista b = 153
c)a=22,b="T,nistab=106 d)a =193, b= 71, nidsta b = 465,
e) a =31, b= 14, niista b = 471

T.ex. 2/1, 7/4 och 26/15

1 bxr —
Utnyttja att — < ==
yb yb

a*b67ad*i for att fa
T a "

< |8
SRS
Ul o
<> |

y > d.
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22.5

22.6
22.7

23.1

25.1
25.2
25.3
254

a) Visa att derivatan c;, , (med avseende pa t) har konstant tecken.

b) Det géller att po/qo < a/b<co1 =ao+ 1. Ty om a/b < po/qo = po/1
(< &), sd dr po/1 en bittre approximation till £ &n vad a/b &r, vilket &r en
motségelse. Och om a/b > ag+1 (=co1 > ooy =1 =p1/q1 > §), sa &r
ag+1 en béttre approximation, vilket ocksa ér en motségelse. Det foljer nu
att om a/b inte dr en konvergent eller en mellankonvergent, sa finns det
tva mellankonvergenter (eller en konvergent och mellankonvergent) ¢, ;
och ¢, 1+1 sa att a/b ligger strikt mellan dessa bada tal. Vidare ligger ¢, ¢
och ¢y 141 pa samma sida om £. Genom att anvénda foregaende 6vning
sluter vi oss nu till att némnarna i ¢, + och ¢y, ¢11 bada &r strikt mindre &n
b. Detta dr en motsigelse eftersom det ena av de bada talen ligger ndrmare
¢ &n vad a/b gor.

¢) 10/7 &r en mellankonvergent, men |v/2 — 7/5| < [v/2 — 10/7|.

a) 140/99 b) 168/97 «¢) 311/99 d) 193/71 «¢) 31/14
T.ex. 2/1, 7/4 och 26/15

Utnyttja att v,v,41 = d —uZ; och v,_1v, = d — uZ. Subtraktion ger
Un (Un1 — Un—1) = U3, — ui+1 = (U — Un+1)(Un + Un+1)-

Genom att utnyttja att u, + w11 = a,v, far vi den sékta formeln efter
division med v,,.

a) (z,y) = (9,4) D) (z,y) = (8,3)
a) (x,y) = (2049,320) b) (x,y) = (32,5)
(z,y) = (2,1), (7,4), (26,15), (97,56)

Betrakta ekvationen z2 — k2dy? = 1.






Sakregister

aritmetikens fundamentalsats, 10 konvergent, 80
aritmetisk funktion, 67 sekundér, 95
kvadratisk ickerest, 48
Carmichaels funktion, 66 kvadratisk rest, 48
Carmichaeltal, 26 kvadratiskt irrationellt tal, 97
reducerat, 100
delare, 1
storsta gemensamma, 1, 2 ledande koefficient, 39
triviala, 1 Legendresymbolen, 53
delbar, 1
delkvot, 79 mellankonvergent, 95
divisionsalgoritmen, 2, 3, 39 Mersennetal, 66
minsta gemensamma multipeln, 8
enkelt kedjebrak, 85 multipel, 1
Euklides algoritm, 5 multiplikativ funktion, 67
Eulers ¢-funktion, 22 Mébius inversionsformel, 69
Eulers kriterium, 50 Mobius p-funktion, 69

Eulers sats, 23
ordning (modulo m), 59

Fermatprimtal, 66 oandligt kedjebrak, 80
Fermats lilla sats, 23
Fermats sista sats, 77 parvis relativt prima, 2
fullstindigt multiplikativ funktion, 67 Pells ekvation, 104
fullstéindigt restsystem, 21 perfekt tal, 70
fundamentallosning, 104 period, 96
periodiskt kedjebrak, 96
Gauss lemma, 54 periodskt foljd, 96
Gauss reciprocitetslag, 57 polynomkongruens, 33
generator till ideal, 3 primitiv rot (modulo m), 60
grad, 39 primtal, 10
grad modulo m, 39 sannolikt, 26
primtalssatsen, 14
heltalspolynom, 33 pseudoprimtal, 26
huvudrest, 2 starkt, 27
. pythagoreisk trippel, 75
?deal, 3 primitiv, 75
index, 62
kedjebrak Qlvd), o7
enkelt, 85 reducerat restsystem, 22
oéndligt, 80 reducerat tal, 100
periodiskt, 96 relativt prima, 1, 2, 22
rent periodiskt, 96 parvis, 2
dndligt, 79 rent periodisk foljd, 96
kinesiska restsatsen, 31 rent periodiskt kedjebrak, 96
kongruensklass, 21 rest, 2
kongruent modulo m, 19 med minst belopp, 3
konjugerat tal, 97 restklass, 21

119



Sakregister 120

ring, 4
rot, 33
RSA-algoritmen, 37

sammansatt tal, 10

sannolikt primtal, 26

sekundér konvergent, 95

starka pseudoprimtaltestet, 26
starkt pseudoprimtal, 27

storsta gemensamma delare, 1, 2

trevlig foljd, 83
triviala delare, 1

Wilsons sats, 41

dndligt kedjebrak, 79



