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Forord

Syftet med den hér boken &r att ge grundldggande kunskaper i transformte-
ori och att visa pa nagra av dess manga tillampningar. De transformer som
behandlas dr fourierserien och fouriertransformen, laplacetransformen och
z-transformen.

For att tillgodogora sig innehallet bér man behérska rikning med kom-
plexa tal och ha forkunskaper i analys motsvarande en traditionell hogskole-
kurs i flerdimensionell analys. Kunskaper i linjér algebra underlédttar forsta-
elsen men dr inte absolut nodvindiga. En del exempel dr himtade fran andra
omraden av matematiken, t. ex. sannolikhetsteorin, men dem kan man hop-
pa Over om de dr obegripliga pa grund av otillrackliga forkunskaper.

Boken é&r skriven i traditionell matematikerstil med definitioner, sat-
ser och bevis. De flesta bevisen #r korta och ganska enkla verifikationer
av pastaendena i satserna, men nagra bevis och da speciellt bevisen for kon-
vergenssatserna dr onekligen ganska invecklade och finurliga fér dem som
inte sett nagot liknande tidigare. Den som i forsta hand &r intresserad av
transformteorin for dess tillimpningars skull kan naturligtvis hoppa éver
detaljerna i dessa bevis men bor dnda forsoka fa ett hum om sjilva bevis-
idéerna. Om man forstar hur teorin hinger ihop sa ar det ocksa enklare att
tillampa den pa ett riktigt sétt.

Uppsala, augusti 2013
Lars-Ake Lindahl






Kapitel 1

Inledning

1.1 Transformer

I den héar boken ska vi studera fyra s. k. transformer — fouriertransformen
for periodiska funktioner, fouriertransformen for allménna funktioner defi-
nierade pa R, laplacetransformen och z-transformen.

Gemensamt for alla transformer dr att de opererar pa funktioner av en
viss typ och resulterar i nya funktioner av en viss typ. En transform 7 &r med
andra ord en avbildning 7 : A — B fran nagot rum av funktioner A till nagot
annat funktionsrum B, men vi kallar ocksa den genom transformeringen
erhallna funktionen 7(f) for en transform.

Ett skal att transformera en funktion kan vara att skaffa sig information
om funktionen som inte ar direkt tillgdnglig men som uppenbarar sig hos
transformen. Komplicerade samband som en funktion uppfyller, kan svara
mot mycket enkla samband for den genom transformering erhallna funk-
tionen — exempelvis kan en differentialekvation efter transformering bli en
enkel algebraisk ekvation.

Att for en given funktion berékna dess transform &r inte speciellt kom-
plicerat for de transformer som vi ska studera, men for att ha nagon storre
nytta av transformen maste vi ocksa kunna overséitta egenskaper hos denna
till egenskaper hos ursprungsfunktionen. Helst ska vi kunna rekonstruera
en funktion utifran kdnnedom om dess transform. En viktig uppgift for oss
blir darfor att visa att vara transformavbildningar dr inverterbara och att
erhalla metoder for att berdkna inverserna.

Ni kommer mérka stora likheter hos de bada fouriertransformerna som
vi ska studera, och det beror pa att de egentligen &r instanser av en och
samma, abstrakta fouriertransform. Laplacetransformen kan ocksa ses som
ett specialfall av fouriertransformen pa R.

Fourieranalysen, dvs. teorin for fouriertransformerna, handlar om att
representera eller approximera funktioner som summor eller integraler av
enkla trigonometriska funktioner. Det &r en teori med manga tillampningar
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inom savil ren matematik som naturvetenskap och teknik. Som exempel
pa anvindningsomraden kan ndmnas teorin for partiella differentialekvatio-
ner, talteori, sannolikhetsteori, kryptologi, optik, kvantmekanik, signal- och
bildbehandling, medicinsk diagnostik, kristallografi och akustisk fonetik.

Fourieranalysen har fatt sitt namn efter den franske matematikern och
fysikern Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) som anvinde sig av tri-
gonometriska serier for att studera varmeledning.

1.2 Nagra exempel

Vad fourieranalys handlar om och hur fourieranalys anvénds beskrivs kanske
bést av nagra exempel fran olika tillimpningsomraden. Vi inleder darfor vart
studium av fourieranalysen med nagra exempel fran vitt skilda omraden.
Eftersom det handlar om en introduktion gar vi i det hir kapitlet inte in
pa sadana subtiliteter som vilka villkor som kravs for att olika serier eller
generaliserade integraler ska vara konvergenta — den diskussionen far ansta
till senare kapitel.

Musik

Fourieranalys kallas ibland ocksa harmonisk analys. Den termen har forstas
sitt ursprung inom musiken, sa vad kan vara mer naturligt dn att starta dér.

En ton dr ett horbart ljud som uppstar da periodiska ljudvagor tréiffar
orat. For horbarhet krivs att tonhojden, dvs. ljudvagens frekvens, ligger
inom omradet ca 15-20000 hertz och att tonstyrkan, dvs. ljudvagens amp-
litud, overstiger ett visst troskelviarde.

De allra enklaste tonerna &r rena sinussvéngningningar och kan med noll
som medelniva modelleras som

Asin(2rvt + @),

dér A ar amplituden, v dr frekvensen, t dr tidsvariabeln och ¢ anger fasfor-
skjutningen. Frekvensen har enheten Hz nér tiden méts i sekunder.

Sedan urminnes tider har musiker rent praktiskt ként till att toner som
fas genom att addera toner med frekvenser som dr multipler av grundtonens
frekvens har samma tonhdjd. Matematiskt kan en sadan ton modelleras som
en summa av typen

N
(1.1) f(t) =" Apsin(2mnt + ¢y,)

n=1

med N ~ 20000/v om vi haller oss till f6r ménniskor hérbara toner, och
som vi ska se i kapitel 4 alstrar string- och blasinstrument toner som &r
summor av detta slag. Sinusoiderna A, sin(2nvnt + ¢,,) kallas deltoner till
tonen f. Den forsta deltonen kallas grundtonen och évriga deltoner kallas
overtoner. Den n:te 6vertonen dr med andra ord den n + 1:ta deltonen.
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I orats snédcka finns tusentals horselceller, en for varje horbar frekvens.
Varje grundton och 6verton retar en sérskild horselcell i snickan vilket ger
upphov till inpulser till hjarnan, vars styrka beror av ljudtrycket, dvs. ampli-
tuden A,,. Orat och hjdrnan uppfattar diirfér amplituderna och frekvenserna
hos deltonerna men diremot inte fasforskjutningarna ¢,. Aven om det ba-
ra dr fa méanniskor med s. k. absolut gehtr som har férmagan att kunna
uppfatta och ange den exakta tonhdjden hos en ton, sa tycks de flesta ha
formagan att uppfatta intervallen mellan olika toner.

Hur en ton later beror saledes inte enbart av dess tonhojd och tonstyrka
utan ocksa i allra hogsta grad av dess spektrum, dvs. mixen av deltoner, som
ger tonen dess specifika klangfirg. Exempelvis later ju toner med samma
tonhojd alstrade av en floljt, en trumpet, ett piano och en violin helt olika.

Gregory Sandells SHARC Timbre Database, som finns fritt tillginglig pa
www.timbre.ws/sharc, innehaller analyser av 6ver 1300 toner, och hela re-
gistren for i stort sett samtliga orkesterinstrument (utom slagverk) ar repre-
senterade. Figur 1.1 visar vagform och spektrum foér en ton med frekvensen
116.5 Hz (tonen A? i stora oktaven) spelad pa en basklarinett. Spektral-
diagrammet ger amplituderna A, for motsvarande frekvenser 116.5n, men
observera att skalan pa amplitudaxeln &r logaritmisk eftersom amplituderna
dr angivna i decibel.

=
B
2 04
g
<
T T T
0 10 20
Tid (ms)
m 04
Z 90
2 604
=< AT s

2000 4000 6000 8000 10000
Frekvens (Hz)

Figur 1.1. Vigform och spektrum for tonen A* pa en basklarinett.
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Genom att utnyttja det trigonometriska sambandet
sin(z + y) = sinz cosy + cos x siny

kan vi skriva om formeln (1.1) pa formen

N
f(t) = Z(an cos(2mvnt) + by, sin(2mvnt)).

n=1

Lat oss nu generalisera detta genom att dels addera en konstant s& att
svingningarna nu inte ldngre behéver ske kring medelnivan noll, dels dven
addera ”ohorbara toner” med frekvenser som &r multipler av v. Om vi viéljer
var tidsenhet sa att grundfrekvensen v blir lika med 1/2rn samt doper den
konstanta termen till ag/2, sa far vi en summa av typen

(1.2) f(t)=1tao + Z(an cosnt + by, sinnt).

n=1

Forutsatt att summan &r konvergent &r tydligen f en periodisk funktion
med perioden 2x. Serien i hogerledet kallas i forekommande fall funktionens
fourierserie, och koefficienterna a,, och b,, kallas fourierkoefficienter.

Vi kan nu vénda pa steken genom att starta med en godtycklig 2m-
periodisk funktion f och fraga oss vilka villkor som behovs for att funktio-
nen ska kunna fourierserieutvecklas, dvs. skrivas pa formen (1.2), och hur
man i sa fall bestammer fourierkoefficienterna. En rent formell rikning som
utnyttjar att

2n
/ cosntsinmtdt =0 for alla n och m,
0

21 .
0 f
/ sinnt sinmt dt = { Or n # m,
0

n forn=m

ger att

2n 2n >
/ f(t)sinmtdt = / (%ao + Z(an cosnt + by, sin nt)) sin mt dt
0 0

n=1
2n o0 2n
1 . . . .
= 5ag / sinmt dt + Z / (an, cos nt sin mt + by, sin nt sinmt) dt
0 /o
= by,

eftersom alla integralerna innanfér summan utom en &r lika med noll. En
motsvarande rikning ger oss a,,, och ddrmed leds vi fram till foljande formler
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for fourierkoefficienterna:

1 2n

an = — f(t) cosntdt
T Jo
1 2n

by, = — f(t) sinnt dt.
T Jo

Formlerna ovan resulterar i valdefinierade koefficienter a,, och b,, for alla
integrerbara funktioner f och da speciellt fér alla kontinuerliga funktioner.
Men dérifran ar steget langt till slutsatsen att serien i hogerledet av ek-
vation (1.2) &r konvergent och att dess summa ér lika med f(t), och det
krivs ytterligare villkor pa funktionen f for att slutsatsen ska vara sann. Vi
kommer att studera den fragan i kapitel 3.

Signalbehandling

En signal &r nagot som férmedlar information fran en sdndare till en eller
flera mottagare, men vi kommer att inskréinka oss till att behandla signaler
som kan modelleras matematiskt med hjalp av funktioner av en tidsvariabel,
t. Om signalfunktionen &r definierad pa ett helt intervall, och da speciellt
hela reella axeln, talar man om en signal i kontinuerlig tid eller en analog
signal. Om funktionen som representerar signalen bara &r definierad i en
foljd av diskreta punkter som vi alltid kan numrera sa att funktionens defi-
nitionsméngd blir en delméngd av Z, méngden av alla heltal, kallas signalen
diskret.

En analog signal f med R som definitionsméingd ger upphov till en
diskret signal genom sampling, dvs. genom att den bara betraktas i en foljd
av diskreta tidpunkter, exempelvis tidpunkterna ..., —3h, —2h, —h, 0, h,
2h, 3h, ... for nagot lampligt valt tal h. Den samplade signalen representeras
saledes av foljden (f(nh))nez, som forstas matematiskt sett &r lika med
restriktionen av funktionen f till mdngden hZ = {nh | n € Z}.

t

/l\/‘\,k/r\ .
U

Figur 1.2. Vid sampling betraktas en analog signal i en foljd av
diskreta tidpunkter.

En analog, kontinuerlig signal f kan, forutsatt att den avtar tillrackligt
snabbt da tiden gar mot o#indligheten (vilket naturligtvis inte &r nagot pro-
blem i praktiken), skrivas pa formen
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fO =5 [ F)d o,

dér den i integranden forekommande funktionen f kallas fouriertransformen
till funktionen f, och e“! &r en forkortning for coswt + isinwt. Signalen e**
ar periodisk med perioden 2n/w s och frekvensen w/2n Hz, om tiden ¢ miits
i sekunder s. Variabeln w ska med andra ord tolkas som en frekvensvariabel,
och fouriertransformen f sages darfor vara definierad i frekvensrummet.

Om f(w) = 0 for alla w utanfor intervallet [a, b] kallas signalen bandbe-
gransad, och intervallets lingd b — a #r signalens bandbredd.!

AU A
t V\/\/VVV w

Figur 1.3. Till vinster en bandbegrinsad signal f och till hoger dess

fouriertransform f.

Digital teknik for inspelning, lagring och avspelning av signaler bygger
pa att analoga signaler med bandbredd 2L ar fullstéandigt bestdmda av sina
sampelvirden i punkterna 7 -n, n € Z, och att det finns effektiva algoritmer
for att rekonstruera den analoga signalen fran sampelvirdena. Mer precist
giiller for signaler f som &r bandbegrinsade till intervallet [—L, L] att

1= fgm o),

neZ

en formel som vi kommer att hérleda i kapitel 6.

Det ménskliga 6rat kan inte uppfatta ljud med frekvenser som Gverstiger
20 kHz. Signalen e“! #r dirfor ohdrbar om |w| > 40000x. Allt horbart
ljud har ddrmed en bandbredd pa hogst 80000xn (dvs. 40 kHz). For perfekt
ljudatergivning ricker det déarfor pa grund av ovanstaende rekonstruktions-
formel att sampla audiosignaler i diskreta tidpunkter som har ett tidsavstand
av 1/40000 s, dvs. med samplingsfrekvensen 40 kHz. Vanliga CD-spelare
anvander samplingsfrekvensen 44.1 kHz.

'Bandbredden anges vanligen i Hz och #r da foljaktligen lika med (b — a)/2n Hz.
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Svarta lador

Maéanga tekniska apparater fungerar ur ett anvandarperspektiv som svarta
lador — de tar emot insignaler som processas pa nagot fér anvindaren oként
sétt och levererar utsignaler. Ur matematisk synvinkel &r en svart lada dérfor
inte nagot annat &n en funktion 7" som till varje tillaten insignal x associerar
en utsignal y = T'(z). Ladan kallas diskret om insignalerna och utsignalerna
ar diskreta och saledes kan modelleras med hjélp av foljder.

Insignal Utsignal
= | T T

Figur 1.4. Svart lada

Manga svarta lador kan med god approximation anses vara linjdra, dvs.
om z och 2’ dr tva insignaler samt « och ' dr tva (inte alltfor stora) tal, sa
resulterar den sammansatta insignalen ax+a’2’ i utsignalen oT'(z)+a/T'(2').
Ett annat rimligt antagande ar att de ar tidsinvarianta, dvs. fungerar exakt
likadant vid alla tillfdllen. Svarta lador som opererar i realtid &r vidare
kausala i den meningen att utsignalens vérde vid varje tidpunkt bara kan
bero av insignalens véirden fram till och med denna tidpunkt.

Diskreta kausala tidsinvarianta linjéra svarta lador har en mycket enkel
matematisk beskrivning, och de &r fullstéindigt bestdmda av impulssvaret,
dvs. utsignalen till insignalen § = (1,0,0,0,...) som kallas en impuls.

Sa lat T vara en diskret kausal tidsinvariant linjér svart lada. Vi ska
berdkna utsignalen y = T'(z) for en godtycklig insignal x = (z,)3°. Ef-
tersom ladan #r kausal beror utsignalens vérde v, vid tidpunkten n bara
av insignalens utseende fram till och med tidpunkten n. Detta innebér att
utsignalen y’ = T'(2’) till insignalen

/
' = (zg,1,...,2,,0,0,0,...)

har samma virde vid tidpunkten n som utsignalen y, dvs. y, = y},.
Lat nu a = (a,)§° beteckna impulssvaret T'(J) sa att

7(1,0,0,0,0...) = (ap,a1,a2,a3,a4...).
Om ladan far sin impuls ett antal tidsenheter senare kommer impulssvaret
att forskjutas lika manga tidsenheter pa grund av tidsinvariansen. Foljakt-
ligen &r
7(0,1,0,0,0,...) = (0,a90,a1,a2,as,a4...),
7(0,0,1,0,0,...) = (0,0,a9,a1,az,as,...),
7(0,0,0,1,0,...)=(0,0,0,a9,a1,as,...), Osv.
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Eftersom
' = x0(1,0,0,0,...) +21(0,1,0,0,...) + -+ +2,(0,0,0,0...,1,0...)
foljer det av lineariteten att

y =T(2') = 207(1,0,0,0,...) +217(0,1,0,0,...) + 227(0,0,1,0,...) +
-+ 2,7(0,0,0,0,...,1,0...),

och genom att betrakta koordinaten med index n ser vi att

n
/
Yn = Yp = T0Gn + T10p—-1 + -+ + Tp-101 + Tpag = E On—kTk-
k=0

Detta visar att utsignalen y = T'(z) vid alla tidpunkter n &r helt bestamd
av insignalen = och impulssvaret a = T'(9).

Séttet att kombinera tva foljder a = (ay,)y® och & = (z,)§° till en ny
foljd y = (yn)5° genom att sétta

n

Yn = Z Onp—kTk

k=0

for alla n kallas en faltning, och man anvander beteckningsséttet a x x for
den erhéallna f6ljden .

Faltningar av ovanstaende typ uppkommer ocksa nér man multiplicerar
tva potensserier eftersom

Z anx™ - Z bpz"™ = agby + (a1bp + apbr)x + (agby + a1by + aobg)$2 +...
n=0

n=0
o
= E ",
n=0

med ¢, = Y ;_qan—ibr. Med hjélp av faltningsbegreppet kan vi saledes
uttrycka sambandet mellan koefficientfoljderna a = (ay)3°, b = (b,)§° och
¢ = (cpn)g° 1 de tre potensserierna som ¢ = a * b.

I kapitel 8 kommer vi att studera den s. k. z-transformen. Det &r en
transform som &ar definierad for foljder, och med z-transformen till féljden
a = (an)y menas den odndliga serien

A(z) = ianz*",
n=0

som om foljden inte &r alltfér snabbt vixande &r konvergent for alla kom-
plexa tal z utanfor en tillrickligt stor cirkel i komplexa talplanet.
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Genom att byta = mot 1/z i de tre potensserierna ovan ser vi att falt-
ningen ¢ = a * b genom z-transformering overgar i en produkt av typen
C(z) = A(2)B(2).

Lat oss nu atervanda tilll de diskreta kausala tidsinvarianta linjara svar-
ta ladorna. Z-transformen A(z) till impulssvaret a = T'(0) kallas ladans
overforingsfunktion, och i termer av den blir sambandet mellan in- och ut-
signalernas z-transformer mycket enkelt:

Mellan in- och utsignal i en diskret kausal tidsinvariant linjir svart lada
rader sambandet

Y(2) = A)X(2),

dir X(z) och Y (z) dr z-transformerna till in- resp. utsignalerna och A(z)
dr overforingsfunktionen.

Diffusion

Manga matematiska modeller inom naturvetenskapen #r konsekvenser av
enkla bevarandeprinciper. Exempel pa sadana klassiska fysikaliska konserve-
ringslagar dr att rorelseméngden i ett slutet system &r konstant, att massan
bevaras och att energin bevaras (i klassisk icke-relativistisk fysik). Vi ska
anvéinda principen att massa inte uppstar ur tomma intet for att hirleda
en ekvation fér koncentrationen i en diffunderande 16sning samt skissera hur
man i det endimensionella fallet kan 16sa den erhalla partiella differentialek-
vationen med hjilp av fouriermetoder.

Lat ¢(x,t) beteckna koncentrationen i punkten z = (x1,x2,x3) och vid
tiden t av ett kemiskt &mne som l6sts i en vétska, och lat B beteckna ett
fixt sfiriskt omrade i 16sningen. Vi ska studera hur méangden kemiskt &mne
inom sfiren B fordndras genom diffusionen under ett tidsintervall [a, 8]. Vid
tidpunkten ty dr mingden substans i sfaren lika med

///B c(x,ty) dx,

dér vi skrivit dx for dzidrodxs, sd massforandringen i B under det aktuella
tidsintervallet ges av differensen

D:///B(c@,ﬁ)—c(x,a))dx:///B/jacg’“ dtdo.

Massforédndringen beror pa att molekyler av &mnet diffunderat ut och in
genom sfiarens begransningsyta 0B, och diffusion fungerar pa sa sétt att
molekyler vandrar fran omraden med hogre koncentration till omraden med
lagre koncentration med en nettohastighet J som &r proportionell mot kon-
centrationsgradienten.

Med matematiskt sprak géller alltsa foljande samband for nettohastig-
heten J(z,t) i punkten x vid tiden ¢:

J(x,t) = =k Ve(z,t),
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en ekvation som brukar kallas Ficks forsta lag och dér den positiva propor-
tionalitetskonstanten x kallas diffusionskonstanten.? Vi kan dirfor uttrycka
massinstromningshastigheten genom begransningsytan 9B vid tidpunkten ¢
som en ytintegral, ndmligen som integralen

—// —k Ve(z,t)ndS,
OB

dar minustecknet framfor integralen forklaras av att enhetsnormalvektorn n
till sfaren valts utatriktad. Genom att utnyttja Gauss divergenssats och det
faktum att ) X )
0°c  0°c  0O°c
div(Ve) =Ac=—5 + — + —5
(Ve) ox?  Ox2  Ox%

kan vi nu skriva instrémningshastigheten genom 9B som féljande trippelin-

tegral 6ver B:
/// kAc(z,t) dx.
B

Méngden kemiskt &mne som strommar in genom begrinsningsytan 0B
under tidsintervallet [« 5] &r saledes lika med

/j ///B rAc(, ) dudt,

och eftersom dmnet inte forstors eller nybildas i B, svarar inflodet exakt
mot den méngdférandring D som vi berdknade ovan. Genom att jamfora de
bada uttrycken och byta integrationsordning leds vi alltsa till likheten

///B/aﬂacgf;t)dtdx_//LAﬂHAc(m,t)dtdx,

Lat nu slutligen sfiren B krympa ihop till en punkt 2 och intervallet [« 3]
till en punkt t. Denna grinsovergang leder till slutsatsen att koncentrationen
c(z,t) satisfierar den partiella differentialekvationen

% = kAc,
som kallas Ficks andra lag, i det inre av det omrade 2 som innehaller 16s-
ningen med det kemiska dmnet.

For att kunna bestdmma koncentrationsfunktionen c(x, t) ricker det inte
att veta att den satisfierar ovanstaende partiella differentialekvation, utan
vi behover for att erhalla en entydig 16sning specificera bade randvérden,
dvs. virden som losningen ska ha for alla tidpunkter ¢ da x ligger pa randen

?Diffusionskonstantens viirde i enheten 10~ "cm? /s #r som foljer for nagra viktiga bio-
kemiska d&mnen utspiddda i vattenlésning. Glukos: 660, Insulin: 210, Hemoglobin: 6.9.
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0o

T T

Figur 1.5. Diffusion i ett ror. Losningens koncentration
ges av ¢(x,t).

av det givna omradet §2, och begynnelsevirden, dvs. virden som l6sningen
ska ha for alla x vid en viss tidpunkt tg, t. ex. tg = 0.

Vi far néja oss med detta allmédnna konstaterande, for nu ska vi forenkla
det hela genom att anta att den rumsliga variationen &r begridnsad till en
dimension och dédrmed kan beskrivas av en endimensionell rumsvariabel.
Situationen illustreras av figur 1.5, dir det 16sta d&mnet finns i ett langt ror
med konstant tvirsnittsarea och dér all diffusion sker i lingdriktningen.

Lat oss vilja var langdenhet sa att rorets langd &dr m. Det gor att kon-
centrationen c(z,t) satisfierar den partiella differentialekvationen

oc B 0%c

(PD) a = /‘iw,

O<zx<m t>0.

Som randvillkor viljer vi
(RV) e(0,1) = cmt) =0, >0

vilket betyder att koncentrationen halls konstant lika med noll vid rorets
dndpunkter, och som begynnelsevillkor

(BV) c(z,0) = f(x), 0<z<m

dir f(x) dr en kind funktion som ger oss koncentrationen i hela réret vid
tidpunkten t = 0.

Om vi for ett dgonblick glommer bort begynnelsevillkoret, sa ser vi att
det finns en méngd av losningsfunktioner c¢,(x,t) till den partiella diffe-
rentialekvationen (PD) som ocksa uppfyller randvillkoret (RV), ndmligen
funktionerna

kN2t

cn(z,t) = e " P sinn,

dir n = 1,2,3,.... Eftersom differentialekvationen &r linjar och randvill-
koren ocksa dr linjira, ar vidare varje linjirkombination av ovanstaende
funktioner en 16sning. Forutsatt att koefficienterna b,, viljs sa att serien

oo
—kn?t .
c(z,t) = E bpe” " sin na
n=1
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konvergerar och far deriveras under summatecknet, blir darfér ocksa funk-
tionen c(x,t) en 16sning till den partiella differentialekvationen, och uppen-
barligen dr ¢(0,t) = ¢(xn,t) = 0 {or alla ¢.

Hur &r det da med begynnelsevillkoret? Jo, eftersom

o

c(x,0) = Z by sin nz,
ar begynnelsevillkoret uppfyllt ifall vi kan vilja koefficienterna b,, s& att
flx) = Z by, sin nx
n=1

for 0 < x < w. Dérmed har vi reducerat problemet till att utveckla funktio-
nen f i en fourierserie som bara innehaller sinustermer, och det gar férutsatt
att funktionen adr nagorlunda reguljir. Tricket dr att forst utvidga funktio-
nen f till en udda, 2n-periodisk funktion, vilket kommer att medfora att
fourierserien saknar cosinustermer. Detaljerna kommer att ges i kapitel 4.



Kapitel 2

Rekvisita

Det hér kapitlet innehaller, som vél framgar av namnet, ett antal resul-
tat som kommer att behovas i fortsdttningen. Det &r dock inte nédvandigt
att ldsa hela kapitlet direkt, utan avsnitten 2.4-2.6 kan man atervinda till
allteftersom de behovs.

Eftersom vi kommer att arbeta med komplexvéirda funktioner, borjar
vi med att utvidga en del vilbekanta begrepp och resultat for reellvirda
funktioner, foljder och serier till komplexvirda sadana.

Fouriertransformen &r definierad som en integral och déarfor behover vi
veta vilka funktioner som kan integreras. I avsnitt 2.3 introducerar vi dérfor
klassen av absolutintegrabla funktioner.

Manga bevis bygger pa att man kan flytta in en gransévergang under
integraltecknet, och eftersom detta inte alltid ar tillatet behover vi veta
nér sa ar fallet. Ett mycket anviandbart tillriackligt villkor, en variant av
Lebesgues sats om dominerad konvergens, ges utan bevis i avsnitt 2.4.

Avsnitt 2.5 handlar om Diracmattet som bl. a. behdvs for att modellera
impulsbegreppet. Summationskérnor spelar en viktig roll i konvergensbevi-
sen for fourierserier och fouriertransformer och behandlas i avsnitt 2.6.

2.1 Komplexvirda funktioner

Allmént kan en funktion f: I — C, dvs. en funktion som antar komplexa
vérden och dr definierad pa nagon delméngd I av R, skrivas pa formen

f=u+1iv,

dir u och v &r tva reella envariabelsfunktioner. Vi sitter helt enkelt u(t)
lika med realdelen och v(t) lika med imaginédrdelen av f(t).

En huvudroll i den hér boken kommer att spelas av den komplexa expo-
nentialfunktionen, som for imaginéra argument definieras av likheten

e = cost + isint.

13
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Genom att utnyttja vilkdnda egenskaper hos sinus och cosinus far vi likhe-
terna

—it i(s+t) is it

et =cost —isint =elt, || =1, &0t =cl%e? och M =1.

Vi kan rekonstruera sinus och cosinus fran exponentialfunktionen pa foljande
vis:

1 . . 1 . .
cost = §(elt +e), sint = ﬁ(elt —eh),
Kontinuitet

Definition. En funktion f: I — C kallas kontinuerlig i punkten ty € I om

fim [f(t) — f(to)] = 0.
En funktion kallas kontinuerlig om den &r kontinuerlig i alla punkter i sin
definitionsméngd. Méngden av alla kontinuerliga komplexvérda funktioner
definierade pa I betecknas C(I).

Observera att kontinuitetsdefinitionen aterfor problemet att avgdra om
en komplexvéird funktion dr kontinuerlig pa problemet att berdkna grans-
virdet av en reell funktion, samt att definitionen ser exakt likadan ut som
for reellvirda funktioner — det &r bara tolkningen av beloppet som skiljer
det komplexvérda fallet fran det reellviarda. Ett alternativt sétt att avgora
om en komplexvird funktion dr kontinuerlig dr att betrakta de reellvirda
real- och imaginirdelarna. Vi har ndmligen féljande resultat.

Sats 2.1.1. En komplexvird funktion f = u + iv dr kontinuerlig i punkten
to om och endast om de bada reella funktionerna w och v dr kontinuerliga 4
samma punkt.

Bevis. De elementéra olikheterna
|Rez| <|z|, |Imz| <|z|] och |z|] <|Rez|+ |Imz|,
tillampade pa det komplexa talet z = f(t) — f(to) ger att
u(t) —ulto)] < [f(E) = f(to)l, |v(t) —v(to)| < |F(t) — f(to)| och
£ (&) = f(to)] < |u(t) — ulto)| + |v(t) — v(to)l;

och det foljer omedelbart av dessa olikheter att pastaendena

lim [f(t) — f(to)| =0

t—to

och
lim |u(t) —u(te)] =0 & lim |v(t) —v(tg)] =0

t—to t—to

ar ekvivalenta. O
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EXEMPEL 2.1.1. Den komplexviirda exponentialfunktionen e'* &r kontinuer-
lig eftersom real- och imagindrdelarna cost och sint &r kontinuerliga funk-
tioner. O

Likformig kontinuitet

Kontinuitetsdefinitionen aterfér begreppet kontinuitet pa begreppet gréins-
virde. 1 direkta termer innebér definitionen att en funktion f: I — C é&r
kontinuerlig om (och endast om) det for varje t € I och varje positivt tal
e finns ett positivt tal § sa att |f(s) — f(t)| < e for all punkter s € I som
uppfyller olikheten |s — t| < ¢.

I allménhet kommer talet ¢ att bero av savél € som punkten t; exempelvis
ser vi genom att titta pa grafen till den reella funktionen f(t) = > med hela
reella axeln som definitionsméngd att det intervall kring ¢ for vilket olikheten
|s2 — 2| < 1 #r uppfylld, blir kortare och kortare ju storre talet ¢ #r. Det
finns darfor i detta fall inget 6 > 0 sadant att implikationen

s —tl <d=|f(s) = f()] <1

géller for samtliga tal ¢.

Om funktionen f &r sadan att det finns ett tal § som duger for samtliga
t i funktionens definitionsméngd, kallas funktionen likformigt kontinuerlig.
Den formella definitionen lyder s& hér.

Definition. En funktion f: I — C kallas likformigt kontinuerlig om det for
varje € > 0 finns ett tal § > 0 sa att olikheten |f(s) — f(t)| < € géller for alla
s,t € I som uppfyller olikheten |s —t| < §.

Kontinuitet i en punkt ty dr en lokal egenskap — huruvida en funk-
tion &r kontinuerlig eller ej i punkten beror enbart pa funktionens utseende
nira punkten ifraga. Likformig kontinuitet dr ddremot en global egenskap
— funktionens beteende i hela definitionsméngden spelar roll. Om defini-
tionsméngden dr ett kompakt (dvs. slutet och begrinsat) intervall, sa kan
vi emellertid hirleda den globala egenskapen likformig kontinuitet fran den
lokala egenskapen kontinuitet. Vi har ndmligen foljande viktiga sats, vars
bevis vi uteldmnar.

Sats 2.1.2. Om funktionen f: I — C dr kontinuerlig och I dr ett kompakt
intervall, sa dr funktionen likformigt kontinuerlig.

Funktionen f(t) = t2, som inte &r likformigt kontinuerlig nir defini-
tionsméngden dr hela R, blir saledes likformigt kontinuerlig om vi inskréanker
definitionsméngden till, ség, intervallet [0, 100].
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Translation

Om f: D — C é&r en godtycklig funktion och 7 &r ett reellt tal, sa far vi en
ny funktion f,: D; — C med méngden

D,={teR|t—7€ D}
som definitionsméngd genom att sdtta
fr(t)=f(t—7) forallate D,.

Funktionen f; kallas ett translat till f, och vi far dess graf genom att skjuta
f:s graf 7 steg at hoger. Operationen som Overfor en funktion f till dess
translat f; kallas en translation.

y = f(t) y=f(t—2)

Figur 2.1. Exempel pa translation, f och fs.

Om f; = f for nagot nollskilt tal 7 kallas funktionen f periodisk med
period 7. Detta kriaver forstas speciellt att definitionsméngden D till funk-
tionen f ar periodisk med samma period 7, dvs. att D, = D.

Derivata och integral

Man kan definiera begreppen derivata och integral for komplexvirda funk-
tioner pa ett direkt sitt genom att kopiera definitionen i det reella fallet
och omtolka betydelsen av beloppet, men det dr enklare att ga omvégen via
real- och imaginérdelar pa ett med sats 2.1.1 analogt sétt.

Definition. En komplexvérd funktion f = u + iv kallas
e deriverbar i punkten ¢t med derivata f'(t) = u'(t) +1iv'(t), om w och v
bada &r deriverbara i punkten ¢,
e integrerbar 6ver ett intervall [a, b] med integral

/abf(t)dt—/abu(t)dt+i/abv(t)dt

om de bada integralerna i hogerledet existerar.



2.1 Komplexvirda funktioner 17

Om I = [a,b], s& skriver vi i fortséittningen ofta [, f(t)dt istillet for
f; f(t)dt. Pa motsvarande sétt betecknar [g f(t)dt den generaliserade in-
tegralen [ f(t)dt.

Lésaren bor som enkel 6vning verifiera att foljande linearitetsregler géller
for komplexvirda funktioner fi, fo, f och komplexa tal ¢:

b b b
L/%@+Mmﬁ:/h®ﬁ+/h@%

bcf(t) gi—ec | () dt.
/ /

Man verifierar vidare latt att om f &r en kontinuerlig komplexvérd funk-
tion med primitiv funktion F (dvs. F'(t) = f(t) for alla ¢ i intervallet [a, b]),
sa &r

b
/f@ﬁzwum:F@—Fw.

EXEMPEL 2.1.2. Derivatan till den komplexa exponentialfunktionen

e = cos at + isin o,

dér « dr ett reellt tal, fas med hjilp av definitionen till

d

Bl t
dt(

1oty — —qsinat + ia cos at = ia(cos at + isin at) = iae'™.

[§]

Den komplexa exponentialfunktionen uppfor sig saledes precis som den reella
med avseende pa derivering. O

EXEMPEL 2.1.3. For a # 0 &r (ia) ~!e!* en primitiv funktion till exponen-
tialfunktionen e'®*. Det foljer att

b iab iaa
: e — e
/ elat dt = -
a

1

om « # 0.
Genom att speciellt lata o = n vara ett heltal och vélja b = a + 2x, samt
utnyttja att e™(+2m) = gina . ¢i2mn — oina erhaller vi féljande mycket viktiga

formler:
/“*2“ sint gy 2n, omn =20
a 0, ommn#D0.

Integralen av €™ 6ver ett godtyckligt intervall av lingd 2m &#r med andra
ord lika med noll for alla nollskilda heltal n. O

t
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Integrationsteknik

Vi kommer att behtva berikna manga integraler i den hér boken, sa det kan
vara en god idé for ldasaren att repetera hur man berdknar integraler med
hjélp av primitiva funktioner, substitutioner och partiell integration. Speci-
ellt den sista tekniken kommer till flitig anvindning, sa hér foljer formeln.

Sats 2.1.3. Antag att funktionen f dr kontinuerlig pa intervallet [a,b] med
primitiv funktion F och att funktionen g dr kontinuerligt deriverbar pa sam-
ma intervall. Da dr

b

/abf (g(t)de = [F(tyg(t)] - /a "Rt (6)dr.

a

EXEMPEL 2.1.4. Vi berdknar integralen ffn t2el’ dt genom upprepad partiell
integration pa foljande vis:

T . it g T it

/ A / 2t < dt

—n 1 1—m —n 1
. . T .

= —i(n%e™ — n2e) + 2i/ tel’ dt

—n
it

coen([] - [ %)

i

. . LT
= 2(ne™ +ne” ™) + 2i [elt}

—T

= 2n(e!™ + e7) 4 2i(e™ — e7'M) = —4m. 0

Triangelolikheten for integraler

Foljande olikhet for integraler generaliserar triangelolikheten for komplexa
tal och kommer att utnyttjas manga ganger i fortsattningen.

Sats 2.1.4 (Triangelolikheten for integraler). Fér alla integrerbara funktioner

f pa intervallet I dr
[rwa] < [1rwla

Bevis. Skriv det komplexa talet [ f(t)dt pa polir form som Re dir R =
UI f(t) dt‘ dr absolutbeloppet av talet och 6 dr argumentet. Da &dr

R= e_w/lf(t) dt = /Ie_igf(t) dt.

Talet R = [, e f(t) dt &r reellt och &r dérfor lika med sin realdel. Det foljer
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att
—R—=TRe [ e _ o(e—1f
|/If(t) dt| = R = R /1 f(t)dt /IR (e f(t))dt
e_i‘9 = .
< /I o710 £ (1) dt /I @) at

Den tredje likheten i kedjan géller pa grund av séttet att definiera integralen
av komplexviirda funktioner, medan olikheten beror pa att Re(e ¢ f(t)) <

e F(1)]- O
Cauchy—Schwarz olikhet

En annan viktig olikhet foér integraler som vi kommer att behtva nagra
ganger, ges 1 nista sats.

Sats 2.1.5 (Cauchy-Schwarz olikhet). Antag att f och g dr tvd integrerbara
funktioner pa intervallet I. Da dr

s (firora)(flora)”

Bewvis. Eftersom
‘/[f(t)g(t)dt‘ S/I’f(t)\lg(t)!dt

racker det att visa att olikheten

(2.1 [ swaode< ([ w2a) " ( o2 )"

géller for alla reellvirda, icke-negativa funktioner f och g. Vi kan vidare anta
att [, g(t)*dt > 0, ty om integralen &r lika med noll &r ocksé vénsterledet i
olikheten (2.1) lika med noll.

For alla reella tal A dr uppenbarligen

2 5 2 9, 2 2
Og/l(f(t))\g(t)) dt_/lf(t) dt 2)\/]f(t)g(t) dt + \ /Ig(t) dt,

och genom att vélja det tal A som minimerar hogerledet i denna olikhet,

néamligen
Ao
Jrg)?dt ’
erhaller vi efter forenkling den sokta olikheten (2.1). O

2.2 Foljder och serier

I det hir avsnittet ska vi utvidga nagra, forhoppningsvis vélbekanta, defi-
nitioner och resultat for reella talfoljer och serier till komplexa foljder och
serier med komplexa termer.
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Talfoljder

Definition. En {6ljd (c,){° av komplexa tal kallas konvergent om det finns
ett komplext tal ¢ sa att lim, oo [c, — ¢| = 0. Talet ¢ kallas i sa fall for
foljdens grdnsvdrde och betecknas lim,, oo Cp.

Grénsvardesdefinitionen fér komplexa foljder dr ddrmed reducerad till
definitionen av grinsvirdet av en (icke-negativ) reell f6ljd, och genom att ut-
nyttja de olikheter som rader mellan ett komplext tals real- resp. imaginérdel
och belopp erhaller vi, precis som fér kontinuitet, omedelbart féljande resul-
tat:

Sats 2.2.1. Om ¢, = a, + ib,, sa konvergerar den komplexa foljden (cp)3°
med ¢ = a + ib som grdnsvdrde om och endast om de bada reella foljderna
(an)3° och (by)$° konvergerar mot a och b, respektive.

Darigenom har vi fullstdndigt reducerat problemet att bestdmma grians-
virdet av en komplex foljd till motsvarande problem for reella féljder, men
ofta ar det enklast att arbeta direkt med den komplexa foljden.

EXEMPEL 2.2.1. Lat z vara ett komplext tal. Om |z| < 1, sa dr

lim 2" =0,
n—o0
medan grénsvirdet inte existerar om |z| > 1 och z # 1.
For |z| < 1 &r ndmligen

lim |2" — 0] = lim |2|" =0,
n—oo n—oo

eftersom det for icke-negativa reella tal r» som &r mindre dn 1 géller att
r* — 0dan— oo.

Anta fortsidttningsvis att |z| > 1 och z # 1. For att visa att gréansvirdet
inte existerar i detta fall, kan vi utnyttja att om en f6ljd (¢, )$° dr konvergent
med gransvéirde ¢ sa ar

Aot = n) = [y enn = g en =0 m e =0,
Men for ¢, = 2™ &r cpy1 — ¢ = 2" — 2" = 2"(2 — 1), och foljaktligen

lent1 —en| = 12"z — 1| > |z = 1] > 0 for alla n.

Detta betyder att c,4+1 — ¢, inte kan gad mot noll, och bevisar att f6ljden
(2™)3° &r divergent. O

En svarighet om vi forséker anvinda grinsvirdesdefinitionen for att
avgora om en given foljd ar konvergent, dr att vi behover kidnna, till det even-
tuella gransvirdet, eftersom definitionen refererar till gransvirdet. Foéljande
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sats visar att vi kan avgora en foljds konvergens genom att enbart hanvisa
till foljdens termer. Vi hoppar 6ver beviset for satsen eftersom vi inte kom-
mer att utnyttja den, men det hor till den matematiska allménbildningen
att kédnna till den.

Sats 2.2.2 (Cauchys konvergensprincip). En komplez talféljd (c,)2, dr kon-
vergent om och endast om féljande villkor dr uppfyllt:

For varje € > 0 finns det ett tal N sa att olikheten |cp, — ¢| < € gdller
for allan>m > N.

Att villkoret dr nodvéndigt dr enkelt att inse. Antag ndmligen att féljden
har ett gransvirde c. Da &r per definition lim,,_, |¢, — ¢| = 0, dvs. givet
€ > 0 finns det ett tal N sa att |c, —c| < €/2 giiller for allan > N. Om bade
m > N och n > N, sa giller darfor pa grund av triangelolikheten att

lem —cn| =|(em —¢) + (c—cn)| <lem —cl+|c—cn] <€/2+€/2 =¢.

Serier

Vi 6vergar nu till att behandla serier. Sjélva begreppet serie och konvergens
av en serie aterfors pa begreppet talfoljd och konvergens av talfoljd med
hjdlp av féljande definition.

Definition. Lat (¢,,)22 vara en foljd av komplexa tal, och sitt

N
SN=) e, N=123,.. .
n=1

Man séger att den oédndliga serien
o
>
n=1

ar konvergent med summa S om foljden (Sn)J_; av seriens partialsummor
(eller delsummor) &r en konvergent foljd med gransvirde S. Man anvénder
i sa fall ocksa symbolen )7, ¢, som beteckning for seriens summa.

En icke-konvergent serie kallas divergent.

EXEMPEL 2.2.2. Serien )~ 2", dér z ér ett komplext tal, kallas en geomet-

risk serie. Den geometriska serien dr konvergent om och endast om |z| < 1,
i vilket fall

n=0

Vi kan ndmligen beridkna partialsummorna och far for z # 1 att

N
X 1_ZN+1
Sy=Y k="
1—2z
k=0
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medan forstas Sy = N + 11 fallet 2z = 1.
Det foljer nu att imy_,o0 Sy = 1/(1—2) om |z| < 1, samt att grénsvérdet
inte existerar om |z| > 1. O

Genom att dela upp termerna ¢, i en komplex serie i sina real- och
imaginérdelar, ¢, = a, + ib,, far vi en motsvarande uppdelning av serien i
tva reella serier:

00 00 0
(2.2) ch:Zan—i—ian.
n=1 n=1 n=1

Hir &r den komplexa serien >~ ; ¢, konvergent om och endast om de bada
reella serierna » " a, och Y o2 b, dr konvergenta, i vilket fall likheten
(2.2) ocksa giiller for de tre seriernas summor. Att sa ér fallet foljer omedel-
bart av motsvarande resultat for foljder (sats 2.2.1).

Déarigenom har vi forstas i princip reducerat alla problem rérande kom-
plexa serier till problem for reella serier.

For serier med positiva termer finns det ett flertal olika konvergenskri-
terier som samtliga bygger pa det s. k. jamforelsekriteriet: Om varje term i
en given positiv serie dr mindre dn motsvarande term i en kénd konvergent
positiv serie, sa &r den givna serien ocksa konvergent. Darfor dr foljande sats
mycket anvindbar i de fall d& den &r tillamplig.

Sats 2.2.3 (Absolutkonvergens). En komplex serie Y -2, ¢, dr konvergent
om den positiva serien Y o~ |cp| dr konvergent.

En serie Y2 | ¢y, kallas absolutkonvergent om serien )~ |c,| konverge-
rar. En konvergent serie som inte &r absolutkonvergent kallas betingat kon-
vergent.

Bewvis. Vi aterfor beviset av satsen pa det reella fallet. Séatt dérfor ¢, =
ap, + ib,. Da dr |a,| < |e,] och |by| < |cp|. Om serien Y 7, |cp| konverge-
rar, sa foljer det av jamforelsekriteriet for positiva seriet att ocksa serier-
na y 7, |an| och > >, |by| konvergerar. Motsvarigheten till sats 2.2.3 for
reella serier ger nu att de bada reella serierna » >~ a, och > 7, by, kon-
vergerar, och foljaktligen #r ocksa serien Y 7, ¢, konvergent med summa

D ne1 Gn T 13007 bn. -

EXEMPEL 2.2.3. Om Y °° . r, ir en konvergent serie med positiva termer r,
n=1 g p 3
s& dr serien Y oo | rpe™ absolutkonvergent for alla ¢, eftersom |r,e™| = ry,.

Eftersom den positiva serien » > n~P #r konvergent om p > 1 far vi
dérfor som specialfall att serien )7 n~Pel™ &r absolutkonvergent for alla
tom p > 1.

Déremot kan vi inte dra nagon omedelbar slutsats om konvergensen
for serien Y 7, n~le™ ty serien dr inte absolutkonvergent eftersom se-
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rien y 0, n~! dr divergent. Man kan dock visa att serien &r konvergent for
0<t<2m. O

Gransovergang under summatecknet

Vi kommer atskilliga ganger att behéva gora griansdvergangar under sum-
matecknet av typen

oo
tli{% 221 fn(t) Z tlg? Tnlt
n=

dar (f,)o2; dr nagon given foljd av funktioner. For att detta ska vara sant
riacker det emellertid inte att serierna &r konvergenta och att grénsvéirdena
i hogerledet existerar, utan det behtvs nagot extra villkor. Héar foljer ett
enkelt sadant.

Sats 2.2.4. Antag att funktionerna f, dr begrinsade i nagot interval I kring
punkten ty och sdtt

My = sup | fn(t)].
tel

Antag vidare att serien y .- | M, dr konvergent och att grinsvirdena
=1l t
an = lim fa(t)

existerar for alla n. Da dr
o (e}
li = .
Jim > falt) = 3 an
n=1 n=1

Bevis. Eftersom |f,(t)] < M, for alla t i intervallet I &r ocksa |a,| < M,.

Serierna
t) = Z fu(t) och A= Zan
n=1 n=1

dr darfor absolutkonvergenta, den forstndmnda for alla ¢ € 1.

Vi har att visa att lim;_, F'(t) = A, dvs. att det givet € > 0 finns ett
interval kring to sadant att |F(t) — A| < e for alla punkter ¢ i intervallet.
Vilj for den skull talet N sa stort att > 2 \ M, < ¢/4. For den dndliga

suminan
N-1

géller forstas att
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sa darfor finns det ett intervall J kring ty saddant att
N-1

‘FN(t) -3 a,

for alla t € J.

Genom att utnyttja att |f,(t) —an| < |fn(t)] + |an| < 2M,, far vi nu med
hjilp av triangelolikheten foljande uppskattning av differensen |F'(t) — A| for
t i intervallet J kring #q:

8
Z
L

|[F(t) — Al = an Qn

N— (o)
< FN(t) an Z |fn - n
n=1
N—1
<|Fn@) = an +22Mn<e/2+26/4_e
n=1 n=N
Darmed ar beviset klart. O

Vi har foljande foljdsats till sats 2.2.4.

Korollarium 2.2.5. Antag att funktionerna f, dr begrinsade i nagot intervall
I kring ty och kontinuerliga i punkten tg samt att den numeriska serien
Yoo supsey | fu(t)| dr konvergent. Da dr funktionen

F(t) = an(t)

kontinuerlig v punkten tg.

Bevis. Det foljer av forutsittningarna och foregaende sats att

Jim F(t) = gggg fult) = ; fa(to) = F(to) D

EXEMPEL 2.2.4. Funktionen

|
(]2
s ||
[\
=z
=
S
~

n=1

dr kontinuerlig 6verallt eftersom seriens termer ar kontinuerliga och till be-
loppet mindre &n 1/n? for alla t € R, och serien S 1/ n? &r konvergent.
O
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Summation av divergenta serier

Maéanga matematiker var under sjuttonhundratalet fascinerade av problemet
att summera divergenta serier. Exempelvis diskuterade Guido Grandi serien
1—-14+1—-1+1—1+4... iett arbete ar 1703, och han tilldelade den med
olika argument summan 1/2. Grandis serie kommenterades av flera samtida
matematiker, och en metod som anvéndes fér att motivera just véirdet 1/2

ar en summationsmetod som kallas abelsummation pa grund av foljande sats
av Niels Henrik Abel.

(o9}
Sats 2.2.6 (Abels potensseriesats). Antag att serien Z an, d@r en konvergent
med summa s. Da dr n=0

(o]
lim E apr” = s.
=0

r—1-

Bevis. Om serien Y 2 | a, &r absolutkonvergent, sa foljer likheten i satsen
av sats 2.2.4 eftersom |a,r"| < |a,| f6r 0 < r < 1, men vi behdver ett bevis
som ocksa fungerar for betingat konvergenta serier.

Satt for den skull s_; = 0 och

n
Sp = g ag
k=0

forn=0,1,2,...; da 4r a, = s, — S,_1 for alla n.

Antag fortsittningsvis att 0 < r < 1. Da &r serierna » -, anr™ och
>0 o s sékert konvergenta, ty foljderna (a, )3 och (s,)§° &r begrinsade
eftersom a,, — 0 och s, — s dd n — oco. Vi kan dérfor gora omskrivningen

(o) o0 (o] (o)
Z apr’™ = Z(sn — Sp_1)r"t = Z spr’t — Z Sp_1r"
n=0 n=0 n=0 n=0
o (o) (0] (e.)
= Z Spr’t — Z Spr T = Z Sp(r™ — ") = (1 —7) Z Spr™.
n=0 n=0 n=0 n=0
Eftersom
(o]
(I1-7) Z rt=1
n=0
blir darfor
o0 o0 (o) o0
Zanr" —s=(1 77“)28”7“” —s(1 77“)21“" =(1 *T)Z(Sn —s)r".
n=0 n=0 n=0 n=0

Eftersom s, — s da n — oo, kan vi givet € > 0 vilja talet N sa att
|sp, — 8| < € omn > N. Sitt
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triangelolikheten ger nu att

)Zw =) D+ (=) 3 )"
n:0 n=N
N-1 o
g(1—r))2( n—s)r")+(1—r)z I8, — 5|
n=0 n=N
S(l_r)|A|+(1_T)ZETn
n=N

=1 -n)Al+e < (1—-7)A] +e

Eftersom (1 —r)|A| — 0 da r — 1, &r foljaktligen

oo
)Z anr’™ — s‘ < 2¢
n=0

for r tillrdckligt néra 1, och detta bevisar satsen. O

Poéngen med Abels sats #r att serien Y~ a, inte nédvindigtvis behs-
ver vara konvergent for att gransvirdet

ska existera, men om serien konvergerar sa ar griansvéirdet lika med seriens
summa. Genom att anvinda gransvirdet som definition fé6r summan av se-
rien y 2 a, dndrar vi saledes inte summabegreppet for konvergenta serier
men vi tilldelar pa sa sétt ocksa vissa divergenta serier en summa. For serien

1-14+1—-1+1—... blir gransvérdet
oo
1 1
li —1)"r" = i = -
DN A

sa Grandis serie far ddrigenom summan 1/2.

Ovanstaende resonemang foranleder oss alltsa att gora foljande defini-
tion.

Definition. Serien ) °  a, kallas abelsummerbar med abelsumma s om

lim Z anr"

r—1-
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Ovningar

2.1 For vilka komplexa tal « ér foljande serier abelsummerbara och vad
ar i forekommande fall abelsumman?

a) ia” b) ina”.
n=0 n=0

2.3 Absolutintegrabla funktioner

I lite mer avancerade framstéllningar av fourieranalysen anvinder man ett
integralbegrepp som kallas Lebesgueintegralen, men fér vara behov duger
den vanliga Riemannintegralen, dvs. det integralbegrepp som introduceras i
alla inledande analyskurser.

Riemannintegralen &r primért definierad for funktioner som &r definiera-
de och begrinsade pa begriansade intervall, och for integrerbara funktioner
f:[a,b] — C kan integralen f; f(t) dt erhallas som ett griansvirde till s. k.
Riemannsummor (eller till 6ver- eller undersummor).

For funktioner f som &ar definierade pa hela reella axeln och integrerbara
over varje begrénsat delintervall av R definierar man (den generaliserade)
integralen [ f(t)dt som gréinsvéirdet

b
lim ft)dt

a,b—oo J_

forutsatt att det existerar som #ndligt tal, —oo eller +00, och integralen
kallas konvergent om gransvardet ar dndligt. For icke-negativa funktioner f
existerar alltid grénsvardet och &r antingen &dndligt eller +oo.

For funktioner f som &r Riemannintegrerbara pa varje begrédnsat inter-
vall existerar dirfor alltid den generaliserade integralen [ |f(t)|dt, och
det ar ganska liatt att se att om vérdet dr dndligt, s &r ocksa integralen
ffooo f(t) dt konvergent. Detta motiverar f6ljande terminologi.

Definition. En funktion f: R — C kallas absolutintegrabel om funktionen
ar Riemannintegrerbar pa varje begrinsat delintervall av R och den gene-
raliserade integralen [ |f(¢)| dt har ett &ndligt véirde. Den generaliserade
integralen ffooo f(t)dt kallas i sa fall integralen av f 6ver R och betecknas
fortséttningsvis [ f(t) dt.

Klassen av alla absolutintegrabla funktioner betecknas L'(R).!

Vi kommer ocksa att behova ett sidtt att ange ”storleken” hos en abso-
lutintegrabel funktion. For begransade sadana funktioner f &r naturligtvis

'T mer avancerade framstéllningar anvinds L'(R) som beteckning foér rummet av alla
Lebesgueintegrabla funktioner pa R, vilket férklarar bokstaven L i beteckningen.
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supremum av funktionens belopp, dvs.
[flloc = sup [f(2)]
teR

ett tdnkbart sadant matt, men ett i flera avseenden béttre och mer naturligt
matt, och som dessutom &r véldefinierat for alla absolutintegrabla funktio-
ner, far man genom att istdllet anviéinda integralen av absolutbeloppet. Vi
sitter darfor

17 = /R @) dt,

och kallar | f||; for L'-normen av f.

Observera att om ||f|j; = 0, sa dr f(¢t) = 0 i alla kontinuitetspunkter
t till funktionen. Déremot kan vi naturligtvis inte dra nagon slutsats om
funktionens vérden i eventuella diskontinuitetspunkter. Exempelvis &r ju

Jr f(t)dt =0om f(1) =10 och f(t) =0 for t # 1.

Sats 2.3.1. (i) Om funktionen f dr absolutintegrabel och ¢ dr ett god-
tyckligt komplext tal, sa dr ocksa funktionen cf absolutintegrabel och
llefllr = lelllf [l

(ii) Om f och g dr tva absolutintegrabla funktioner, sa dr ocksa deras sum-
ma f + g absolutintegrabel och || f + gll1 < ||fll1 + llg]l1-

Bevis. Pastaende (i) &r uppenbart och normolikheten i (ii) f6ljer genom att
integrera triangelolikheten |f(¢) + g(¢)| < |f(t)] + |g(t)]|. O

Genom att iterera egenskaperna (i) och (ii) ser vi att varje linjarkombi-
nation av absolutintegrabla funktioner &r absolutintegrabel. Rummet L!(R)
av alla absolutintegrabla funktioner &r med andra ord ett komplext vektor-
rUMmM.

For att i gorligaste man undvika tekniska svarigheter kommer vi hu-
vudsakligen att betrakta funktioner som &r styckvis kontinuerliga i féljande
bemaérkelse.

Definition. En funktion f med ett begréinsat eller obegréinsat intervall som
definitionsméngd kallas styckvis kontinuerlig om den &r kontinuerlig bortsett
fran hogst dndligt manga sprangdiskontinuitetspunkter i varje begriansat
delintervall av definitionsméngden.

Att en punkt a &r en sprangdiskontinuitetspunkt betyder att hoger- som
vénstergransvirdena

f(a™)= lim f(t) och f(a”)= lim f(¢)

t—at t—a—

bada existerar.

En styckvis kontinuerligt funktion f: R — C &r integrerbar 6ver varje
begriinsat intervall, och den #r absolutintegrabel, dvs. tillhér L'(R), om f(t)
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avtar tillridckligt snabbt da ¢ gar mot oéndligheten, t. ex. om |f(¢)| < K|t|™“
for nagon konstant K och a > 1.

De allra enklaste absolutintegrabla, styckvis kontinuerliga funktionerna
ar trappstegsfunktionerna, som vi definierar sa hér:

Definition. En trappstegsfunktion &r en funktion med bara #ndligt manga
diskontinuitetspunkter tg < t; < --- < t,, som &r konstant mellan varje
par t;, tiy1 av konsekutiva diskontinuitetspunkter och som #r identiskt noll
utanfor intervallet [to, ty,].

Den karakteristiska funktionen x for ett begrinsat intervall I, dvs. funk-
tionen som definieras av att

(1) = 1 omtel,
X = 0 omt¢l,

dr uppenbarligen en trappstegsfunktion liksom varje linjérkombination av
sadana funktioner. Omvént &r varje trappstegsfunktion lika med en linjér-
kombination av karakteristiska funktioner till disjunkta intervall bortsett
fran virdena i diskontinuitetspunkterna.

Sats 2.3.2. Varje absolutintegrabel funktion f kan med godtycklig noggrann-
het approximeras av en trappstegsfunktion, dvs. givet talet € > 0 finns det
en trappstegsfunktion h sadan att || f — hlj1 < e.

LA

Figur 2.2. Approximation av en absolutintegrabel funktion med
en trappstegsfunktion.

Bewvis. Vi konstaterar forst att det récker att bevisa satsen for reella funk-
tioner, ty varje komplexvird absolutintegrabel funktion f kan skrivas pa
formen f = u + iv, ddr u och v &r reellvirda och absolutintegrabla, och om
h och k &r trappstegsfunktioner som approximerar u resp. v med ett fel som
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ar mindre dn €/2, sa &r h + ik en trappstegsfunktion som approximerar f
med ett fel som &r mindre &n e eftersom

|lutiv—(h+ik)||1 = [lu—h+i(v—Fk)|1 < |lu—h|1+][i(v—FK|1 < €/2+€/2 =e.

Varje reellviard funktion f kan vidare skrivas som en differens fy — f_
av tva icke-negativa reellvirda funktioner genom att man definierar

_)f@®) om f)=0 _Jo om f(t) >0
f+(t)_{0 om f(t) <0 ! f_(t)_{—f(t) om f(t) <0,

och funktionerna f och f_ &r absolutintegrabla om f &r det. Om nu h4 och
h_ ar tva trappstegsfunktioner som approximerar fy resp. f_ med fel som
ar mindre &n €/2, sa approximerar trappstegsfunktionen h4 —h_ funktionen
f = f+ — f- med ett fel som &r mindre &n e.

Vi kan dérfor fortsdttningsvis anta att funktionen f &r icke-negativ och
utnyttjar forst definitionen av [g f(t) dt som ett grénsvérde av integraler till
funktionen f 6ver begréansade delintervall for att hitta ett begrénsat intervall
J = [a,b] med egenskapen att

f(t)dt < e/2.
R\J
P& intervallet J &r funktionen f Riemannintegrerbar, och Riemannintegra-
lens definition som ett supremum av undersummor till funktionen f ger
oss en trappstegsfunktion h som &Ar noll utanfor intervallet J sddan att
h(t) < f(t) for alla t och

/J(f(t) ~ (b)) dt < ¢/2.

Det foljer nu att
If =Bl = /I (f(t) — h(t)dt
— [ fyae+ /(f(t) —h(t)dt < ¢/2+¢/2 =€

NJ J

Darmed ar satsen bevisad. O

Sats 2.3.2 innebir att ur approximationssynpunkt spelar trappstegsfunk-
tionerna ungefir samma roll for L'(R) som de rationella talen gor for R.
Om vi vet att en kontinuerlig funktion &r lika med noll for alla rationella
tal, s& kan vi med ett kontinuitetsargument dra slutsatsen att funktionen
ar noll for alla reella tal. Ett motsvarande resonemang kan ofta anvindas
for att visa egenskaper hos L!(R) — visa forst att egenskapen giller for alla
trappstegsfunktioner och utnyttja sedan att dessa ligger "t#tt” i L'(R) for
att dra slutsatsen att egenskapen géller generellt. Ett typiskt exempel pa ett
sadant resonemang &r beviset for foljande sats, som vi kommer att anvéanda
senare for att dra slutsatser om fourierkoefficienter och fouriertransformen.
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Sats 2.3.3 (Riemann-Lebesgues lemma). Antag att funktionen f dr absolutin-

tegrabel. Da dr
: iwt _
i [ dedi=o.

Bevis. Antag forst att f dr den karakteristiska funktionen till intervallet
[a,b]. Da &r

b
. . 1. .
/ flt)e“t dt = / e dt = — (e — )
R a 1w

och foljaktligen
1wb 1wa
‘/ f 1wt dt‘ | < i
wl’

Detta visar att gransvirdet i satsen ér lika med noll fér karakteristiska funk-
tioner till begréansade intervall.

Lat hérnéist h vara en godtycklig linjirkombination h = Y 1" | ¢;x; av
karakteristiska funktioner till begrinsade intervall. Det foljer av det redan
visade steget att

n n

. iwt _ . iwt — .0 =
lim Rh(t)e dt_Z; i lim Xl(t)e dt_Z;cZ 0=0.

Lat slutligen f vara en godtycklig absolutintegrabel funktion och bestdm
forst, givet € > 0, en trappstegsfunktion h sadan att ||f — h|1 < €/2. Tri-
angelolikheten for komplexa tal och for integraler ger att

)/ () mdt’ ‘/ mdt+/ h(t) “"tdt‘
< ‘/ (f(t) — lwtdt) + ‘/ mdt‘
/ I(f ‘“tldt+‘/ Je di]
:/R|f(t)—h(t)|dt+‘/Rh(t)e“tdt‘

=|f—h|1+ ’/ h(t)et dt’ <e/2+ ‘/ h(t)et dt‘.
R R

Den allra sista integralen gar mot 0 da |w| — oco. Det foljer darfor att

‘/ OR dt‘ <e/2+¢/2=c¢
R

om |w| &r tillréickligt stort, vilket bevisar var sats. O
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y = f(t) coswt

Figur 2.3. Illustration till Riemann—Lebesgues lemma. Figuren
visar kurvorna y = f(t) och y = f(t) coswt. For stora w ér inte-
gralen av f(t) coswt 6ver en period till coswt néstan noll pa grund
av cancellation.

En heuristisk forklaring till Riemann—-Lebesgues lemma ges av figur 2.3
som illustrerar integralen [ f(t)coswt dt, dvs. realdelen av [g f(t)e“! dt,
for en reellvird kontinuerlig funktion f. Nar w &r stort oscillerar f(t) coswt
mycket snabbt. Under en period &r darfér den del av grafen till f(¢) coswt
som ligger under t-axeln néstan identisk med del av grafen som ligger Gver
t-axeln bortsett fran tecknet, och integralen av f(t) coswt 6ver en period &r
dérfor nédstan noll.

Ovningar

2.2 Vilka av foljande funktioner f &r absolutintegrabla och bestdm i fore-
kommande fall L'-normen?

1 1

T 1+t2

a) f(t) c) f(t) =el

2.3 Visa att for alla absolutintegrabla funktioner f &r

lim f(t)sinwtdt =0 och lim f(t)coswtdt =0 .

2.4 Omkastning av griansprocesser

Vi kommer manga ganger behdva gora grinsévergangar under integralteck-
net eller kasta om ordningen mellan summation och integration, dvs. utnytt-
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ja att det for de aktuella funktionsfoljderna eller summorna géller att

b b
lim fn(t) dt:/ ILm fn(t)dt resp.

n—o0 a
i /b an(t)dt = /bian(t) dt.
n=174 a p=1

Att en sadan omkastning av de tva grinsprocesserna inte alltid &r tillaten
framgar av foljande tva exempel, sa dérfor behdver de i forekommande fall
motiveras pa nagot sétt.

EXEMPEL 2.4.1. Definiera en funktionsfsljd (f,)7° pa intervallet [0, co[ ge-
nom att sétta

t—n+1 forn—1<t<n,
) =<n+1—-t forn<t<n+1,

0 for 6vrigt.

Vi far grafen till funktionen f, genom att pa intervallet [n — 1,n + 1] rita
en likbent triangel med intervallet som bas och hjd 1 (se figur 2.4).

AN

n—1 n n—'l—l

Figur 2.4. Grafen till funktionen f,

Observera att lim, o frn(t) = 0 for alla t € [0,00[, ty for fixt ¢ &r
fn(t) = 0 for alla heltal n > ¢ 4+ 1. Den punktvisa gransfunktionen f till
funktionsfoljden (f,,)7° &r saledes funktionen som &r identiskt lika med noll.
Men

/Ooofn(t)dtzlyé():/ooof(t)dt

for alla n. I det héir fallet dr det saledes inte tillatet att byta ordning pa
limes och integral. O

EXEMPEL 2.4.2. Funktionsféljden (g,,)$° &r definierad pa intervallet [0, 2] av
att

n2t for 0 <t <1/n,
gn(t) =< 2n—n?t for 1/n <t <2/n,
0 for ovrigt.

Vi far funktionen g,:s graf genom att resa en likbent triangel pa intervallet
[0,2/n] av héjd n och med intervallet som bas.
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2/'n 2

Figur 2.5. Grafen till funktionen g,
i exempel 2.4.2.

For t > 0 dr g,(t) = 0 sa snart n > 2/t medan g,(0) = 0 {or alla n.
Funktionsfoljden konvergerar saledes punktvis mot funktionen ¢(t) = 0 for

alla t. Men )
/ n(t)dt = 1
0

for alla n, sa inte heller i det hér fallet dr det tillatet att byta ordning pa
limes och integral. O

Punktvis konvergens, dvs. att f,(¢) konvergerar mot f(¢t) da n — oo
for varje t i integrationsintervallet, riacker som vi sett ovan inte for att det
ska vara tillatet att flytta in limes under integraltecknet, utan det behovs
ytterligare villkor. Ett tillrickligt sddant &r att funktionerna i féljden inte
blir alltfér stora utan ”domineras” av nagon icke-negativ funktion h med
andlig integral i den betydelsen att |f,(¢)| < h(t) for alla t. Resultatet kallas
Lebesgues sats om dominerad konvergens. Vi kommer inte att behdva satsen
i dess fulla generalitet, utan formulerar féljande lite svagare version som &r
anpassad till vara behov.

Sats 2.4.1 (Dominerad konvergens). Lat (gy)7° vara en foljd av styckvis kon-
tinuerliga funktioner pa R och antag att funktionerna i foljden dr uniformt
begrinsade, dvs. att det finns en konstant C' sadan att |g,(t)| < C for al-
la t € R och alla n. Antag vidare att funktionerna i foljden konvergerar
punktvis mot den styckvis kontinuerliga funktionen g.
Da ar
i [ ga0)7(®)dt = [ glt)1(0)
for alla absolutintegrabla funktioner f.

Beviset for satsen &r alltfor komplicerat for att ges hér, s den som &r
intresserad av att se beviset far konsultera nagon ldrobok i integrationsteori.
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EXEMPEL 2.4.3. Som tillampning pa satsen om dominerad konvergens visar

vi att
n

. i /
1 1——)f(t)dt = t)dt
Jm (=)0 Y
for alla absolutintegrabla funktioner f pa R.

Sétt for den skull

0 om |t| > n.

%@:guwm>mwwm

Da ar

" t
[ a-Brwa- [ goroa,
—n n R

och eftersom funktionerna g,, konvergerar punktvis mot den konstanta funk-
tionen 1 pa R, och |g,(t)] < 1 for alla ¢ och n, foljer grénsvirdet av satsen
om dominerad konvergens. O

For integraler 6ver begriansade intervall far vi foljande korollarium till
sats 2.4.1.

Korollarium 2.4.2. Lat (g,)$° vara en foljd av styckvis kontinuerliga och
uniformt begrinsade funktioner pa det begrinsade intervallet [a,b], och an-
tag att funktionerna i foljden konvergerar punktvis pa intervallet mot den
styckuvis kontinuerliga funktionen g. Da dr

b

b
lim gmﬁ@a—/mwwﬁ

n—o0 a

for alla funktioner f som dr integrerbara pa intervallet.

Bewvis. Utvidga definitionsomradena for funktionerna g,, g och f till he-
la R genom att sidtta dem lika med noll utanfor intervallet [a,b]. Da &r
forutsattningarna i sats 2.4.1 uppfyllda, vilket ger oss korollariet eftersom
Jrgn(t) f(t)dt = f; gn(t) f(t) dt och motsvarande giller med g, (¢) bytt mot
g(t). O

Genom att tillimpa satsen om dominerad konvergens pa partialsummor-
na till en funktionsserie far vi ocksa foljande korollarium.

Korollarium 2.4.3. Lat (ay,)}° vara en féljd av kontinuerliga funktioner pa
ett intervall I, och antag att det finns en foljd (My)3° av positiva tal med
foljande egenskaper:

(i) |an(t)| < My, for allat € I och alla n;

(ii) den positiva serien Y >, M, dr konvergent.
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Da ar
2 /I f()an(t) dt = /I S o

for varje absolutintegrabel funktion f om I = R, och for varje integrerbar
funktion f om intervallet I dr begrinsat.

Bevis. Antagandena (i) och (ii) medfor att serien g(t) = > 7" an(t) &r abso-
lutkonvergent i varje punkt ¢ och att dess partialsummor gy (t) = Zjlv an(t)
ar uniformt begrinsade pa intervallet I eftersom

N N o]
N <D lan®) <Y My <D M.
n=1 n=1 n=1

For dndliga summor ar det naturligtvis inget problem att byta ordning pa
summation och integration, och darfor ar enligt foregaende sats och dess
korollarium

© N
; /I f(t)an(t) dt = jvlgnoo; /I f(t)an(t) dt = lim /] Fbgn(t) dt

- /I F(tyg(t) di = /I 5 sttty

for varje absolutintegrabel funktion f om I = R och for varje integrerbar
funktion f om intervallet I &r begrénsat. O

EXEMPEL 2.4.4. Antag att serien > ° ; a, &r absolutkonvergent, och defi-
niera en funktion g pa intervallet [0, 27] genom att sétta

o
g(t) = Z ane™.
n=0

Genom att tillimpa korollariet ovan med a,(t) = a,e™, M, = |a,| och f
som den konstanta funktionen 1 ser vi att

21 2n °© ) o0 21 )
/ g(t)dt = / Z ane™ dt = Z/ ane™ dt = 2mag,
0 0 n=0 n=0 0

ty fOZTE e dt = 0 for alla heltal n utom n = 0, da integralen istillet #r lika
med 2. O

Ovning

00 e—t2/n
2.4 Berikna griansvirdet lim dt.

n—oo J_ 1—|—t2
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2.5 Diracmattet

Funktioner karakteriseras av att varje virde pa den oberoende variabeln ger
ett unikt vérde pa den beroende variabeln. I ménga sammanhang &ar emel-
lertid en funktion f inte i forsta hand intressant pa grund av sina enskilda
funktionsvéirden utan pa grund av att den forekommer som ingrediens i en
integral av typen

(2.3) nwzéwwwm

dér ¢ ar en funktion som kan viljas pa olika sétt.

Exempelvis giller det fér en slumpvariabel X med tdthetsfunktion f att
sannolikheten Prob(X < z) att X ska ha ett virde som &r mindre &n eller
lika med x ges av integralen

(AmﬂmﬁﬂﬂﬁZKWﬂﬂ%

att vintevdirdet E(X) ges av integralen

/Rtf(t) dt

och att slumpvariabelns s. k. karakteristiska funktion ges av integralen

/ el f(t) dt.
R

For absolutintegrabla funktioner f &r uttrycket T'f(¢) véldefinierat for
exempelvis alla kontinuerliga funktioner ¢ pa R som gar mot noll i oidnd-
ligheten, och dessa funktioner bildar ett linjart rum som brukar betecknas
Co(R). T¢(¢) varierar vidare linjart med ¢, dvs.

Tr(Md1 + Aa2) = MTr (1) + ATy (¢2),

och detta betyder att Ty &r en linjar avbildning pa rummet Co(R). Kom-
plexvérda linjéra avbildningar brukar kallas linjdra funktionaler. Den linjara
funktionalen T &r slutligen kontinuerlig i den bemérkelsen att ¢, — ¢ (lik-
formigt) medfor att T¢(¢n) — Ty ().

Absolutintegrabla funktioner f ger saledes upphov till kontinuerliga lin-
jara funktionaler T} genom ekvationen (2.3), men har alla kontinuerliga
funktionaler pa rummet Co(R) denna form? Svaret &r nej! For att kunna
beskriva alla kontinuerliga linjédra funktionaler som en slags integraler behovs
det en ny klass av objekt som inkluderar de absolutintegrabla funktionerna
som specialfall. Dessa objekt kallas (dndliga) matt.

Om man behéver namnge ett generellt matt sa brukar man ha en viss
forkérlek for den grekiska bokstaven p, och istéllet for att anvinda p(¢) som
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beteckning for den linjira funktionalens u:s véirde pa funktionen ¢ skriver
man virdet som en integral sa att

1) = /R o(t) du(t).

Matteori spelar en viktig roll for exempelvis sannolikhetsteorin, men vi
far har noja oss med att beskriva de allra enklaste matten, ndmligen de
som i sannolikhetsteorin svarar mot diskreta slumpvariabler. Den enklaste
slumpvariabeln 4r den som antar ett enda véarde helt sdkert. Motsvarande
sannolikhetsmatt kallas en punktmassa eller ett Diracmatt.

Definition. Diracmattet 6, i punkten a definieras av att

for alla funktioner ¢. For Diracmattet dg i origo anvénder vi den kortare
beteckningen 4.

Trots att Diracmatten inte ar funktioner kommer vi att anvinda beteck-
ningsséttet

/ $()5a(t) dt
R

istéllet for det mer korrekta dq(¢) eller [g ¢(t) ddq(t). Men observera att
da(t) inte dr ett funktionsvirde.?

Vi har tidigare anvént f, som beteckning for den funktion som erhalls
av f genom en translation 7 enheter at hoger sa att f.(t) = f(t — 7).
Beteckningen ¢, for Diracmattet i punkten a dr férenlig med detta skrivsétt
eftersom §, ocksa kan uppfattas som ett translat till Diracmattet § i origo.
Formeln for linjart variabelbyte i en integral fungerar ocksa for Diracmattet
i den betydelsen att

/ S(1)0 (1) dt = / S(3(L—a) dt / St a)(u) du = B(0+a) = a(6).
R R R

De enda matt som kommer att figurera i den hir boken (och som inte
ar funktioner) &r Diracmatt och summor av Diracmatt. Linjarkombinationer
Z;”:l Ajdq; och oéindliga summor av typen Z?il Ajd0q; med koefficienter som
uppfyller 322 [\ < oo dr forstas ocksa matt.

EXEMPEL 2.5.1. Ett foremal med massa m kan rora sig utefter en linje, x-
axeln. For tidpunkter ¢ < 0 befinner det sig i vila i origo. For ¢ > 0 paverkas
det av en kraft f(t), som sitter foremalet i rorelse sa att det vid tiden ¢
befinner sig i punkten x(t) och har hastigheten v(t) = 2/(t).

2Fysiker, som inte &r lika noga som matematiker, kallar dock ¢ fér Diracfunktionen.
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a:(t)

Figur 2.6. Ett foremal paverkat av kraften f(t).

Foremalets rorelse beskrivs av Newtons lag:
F(t) = ma'(t) = m/ (1),

och genom att integrera denna ekvation 6ver intervallet |—oo, t] erhaller vi
(eftersom f(t) =0 for t < 0):

/too f(s)ds = /Ot f(s)ds = m/ot v'(s)ds = mo(t) — mv(0) = muo(t).

I fysiken kallar man I(t) = mu(t) for foremalets impuls, och sambandet
ovan innebar alltsa att fordndringen av ett foremals impuls 6ver ett tidsin-
tervall ar lika med integralen av kraften dver samma intervall. Om vi antar
att kraften f(¢) &dr lika med O utanfor intervallet [0,77], att m = 1 och att
fOT f(t)dt = 1, och plottar kraften respektive impulsen som funktioner av
tiden, far vi grafer som dem i figur 2.7.

N 1%
T ot Tt

Figur 2.7. Kraften respektive impulsen som
funktion av tiden.

Lat nu foremalet ifraga vara en biljardboll, som vid tidpunkten ¢ =0
utsétts for en kraftig stot. Tidsintervallet [0, h] under vilket stotkraften ver-
kar pa bollen &r mycket kort — lat oss anta att

1/h da0<t<h,
Jn(t) = / e
0 for ovrigt.
Impulsen blir da
. 0 fort<o,
In(t) = / fn(s)ds =< t/h for 0 <t <h,
> 1 fort>h.

Graferna for kraften fp,(t) och impulsen Iy (¢t) visas i figur 2.8.
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1/h-

)
>
—
—+
=

In(t)

o1

>
~+
=
o~

Figur 2.8. Stotkraft fy,(¢) och motsvarande impuls I ().

Vi undersoker gréansvirdet av I (t) da h gar mot 0. Tydligen &r

lim Ip(t) =

h—0

0 omt<O,
1 omt>0.

Detta ger oss anledning att introducera Heavisidefunktionen H som definie-

ras av att
0 t<O0
H(t) _ om ,
1 omt>0.

Tydligen gar impulsfunktionen Iy, (t) punktvis mot H(t) da h gar mot 0,
utom i punkten ¢ = 0, men gréansvérdet i en enstaka punkt dr ovisentligt
for den kommande diskussionen. Heavisidefunktionen beskriver darfér im-
pulsen med god approximation for krafter som verkar under mycket kort tid.
Slutsatsen giller &ven om stotkraften har ett annat utseende &n det som ges
av figur 2.8. For alla kraftfunktioner f3,(¢) som dr 0 utanfor intervallet [0, h]
och vars integral 6ver intervallet [0, h] &r lika med 1, géller att motsvarande
impulsfunktioner I, (t) konvergerar mot Heavisidefunktionen da h — 0. (Om
integralen av kraftfunktionen istéllet &r konstant lika med «, sa konvergerar
impulsen mot aH (t).)

Vi gor dérfor en idealisering av verkligheten och sédger att impulsen vid
en stot ges av Heavisidefunktionen (eller en multipel av densamma). Men

H{(t)

Figur 2.9. Heavisidefunktionen.
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kan man da pa nagot vettigt sett beskriva impulsen som en integral av
nagonting, dvs. ar

(2.4) H(t) = / f(s)ds

for nagon "kraft” f? Problemet dr att det inte kan finnas nagon funktion
f som astadkommer detta. For alla intervall [a, b] som inte innehaller 0 &r
ff f(s)ds = H(b) — H(a) = 0. Om f &r en integrerbar funktion, sa far vi
dérfor dels att ffoo f(s)ds = 0 (genom att lata a — —oo och b — 07),
dels att fgf(s) ds = 0 (genom att lata a — 0" och vilja b = t > 0) med
slutsatsen att ffoo f(s)ds = ffoo f(s)ds + fé f(s)ds =0 for t > 0, vilket
strider mot definitionen av Heavisidefunktionen H.
Diracmattet § loser vart problem, ty

0 omt<O

t
58d3:/ _ 5)d(s)ds = x1— 0) = = H(t).
|50 = [ )8 ds = e O {1 . —HO
Vi har alltsa ett objekt f(t) = 0(¢) som uppfyller ekvation (2.4) och som
stotkrafterna fj,(t) "konvergerar” mot da h — 0. Eftersom §(¢) inte dr en
funktion ror det sig om en helt annan typ av konvergens dn dem vi stott

pa hittills, och vi ska studera denna konvergens lite ndrmare i ndsta avsnitt.
O

2.6 Summationskirnor

Exemplet med krafter och impulser i foregaende avsnitt antyder att Di-
racmattet kan uppfattas som ett slags gransvirde till funktioner av typen
In(t) = %X[o,h] (t) da h — 0. Den exakta formen hos funktionerna f;, &r inte
viktig for slutresultatet utan vi far samma slutsats for alla funktioner som
uppfyller villkoren i foljande definition.

Definition. En familj (k;),;~o av absolutintegrabla funktioner kallas en po-
sitiv summationskdirna (pa R) om foljande fyra villkor dr uppfyllda:

(i) k-(t) >0 forallat e R och alla T;
(ii) / k-(t)dt =1 for alla 7
R
(iii) lim kr(t)dt =0 for alla § > 0;
7—0 |t‘25
(iv) lim sup k,(t) =0 for alla 6 > 0.
7—0 [t|>5

Om dessutom alla funktionerna i familjen &r jdmna, kallas summationskér-
nan jamn.
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=T
-

: : 1 —t?/27
Figur 2.10. Funktionerna NorTas

7 =0.5,0.1 och 0.05.

i Gausskarnan for

Familjen (fy,(f))n>0 av stotkrafter & uppenbarligen en positiv summa-
tionskédrna. En annan mycket viktig jdmn positiv summationskérna som vi
kommer att fa stor nytta av i kapitel 5, dr den s. k. Gausskédrnan eller

virmeledningskirnan (ﬁe_t2/27)7>0. Se fig. 2.10.

Funktionerna i en positiv summationskérna konvergerar mot Diracmat-
tet i féljande mening.

Sats 2.6.1. Antag att (k;)r>0 dr en positiv summationskirna och att f dr
en absolutintegrabel funktion.

(a) Da dir
lim /R F(O)ko(t) dt = £(0) = /R F(0)3(t) dt

om funktionen f dr kontinuerlig 1 0.

(b) Om summationskirnan dr jimn, sa ar

—+ —
lim /R F£)k, (1) dt = f(o);‘f(o)

T—0

om funktionen f har en sprangdiskontinuitet i 0.

Bevis. (a) Idén i beviset dr enkel. Om funktionen f #r kontinuerlig i origo
och ¢ &r ett tillrickligt litet positivt tal, sa dr f(t) ~ f(0) i intervallet [—0, d].
For alla tillrackligt sma tal 7 &r vidare f\tlzé f(t)k-(t)dt = 0 pa grund av
egenskaperna (iii) och (iv) i summationskérnans definitionen. Foljaktligen
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)
/ )k (1) dt ~ / FOk (Ot~ [ FO)ko(t) dt
R —
)

)
5
— (0) / k(1) dt = £0)

for alla tillrackligt sma tal 7.
Vi ska nu omvandla idén till ett ”vattentatt” bevis. Vi ska visa att dif-
ferensen

d(r) = /R F()k- () dt — £(0)

gar mot 0 da 7 — 0 och borjar dérfor med att skriva om denna differens
med hjélp av summationskédrneegenskapen (ii):

tr) = [ 1Okt it = 10) [ kote)ie= [ (76~ sk (01

Givet € > 0 utnyttjar vi nu kontinuiteten hos funktionen f i origo for
att vilja talet § > 0 sa litet att |f(t) — f(0)] < € i hela intervallet [—0, d].
Utanfor samma intervall anvénder vi oss av olikheten

£ (&) = FO)] < [f(B)] + | F(0)].

Med hjilp av triangelolikheten for integraler far vi darfor féljande uppskatt-
ning av |d(7)| genom att utnyttja att funktionerna k, dr icke-negativa:

d(r)] < /R F(£) — FO)[Rn(2) dt
)
- / () — FO) ke (t) dit + / () = FO)kr(t)

-5 [t|>6

)
< / k(1) df + /| ) / FO) ks (8) dt

-5 It|>6

<e /R ke () dt + sup ke (1) /| Olas 51 [ ko

[t[>6 [t]=6

< €+ sup k-(8)[| flly + | f(0)] k- (t) dt
[t|>6 [t|>d

Men pa grund av egenskaperna (iii) och (iv) finns det ett tal 7y sadant att

FOI [ ket)dt<e och  sup k(D)]fl < e
[t|>d [t|>6

for 0 < 7 < 79, och for sadana 7 &r foljaktligen |d(7)| < 3e. Dérmed &r
pastaende (a) bevisat.
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(b) Antag att f har en sprangdiskontinuitet i 0, och definiera funktionen g
genom att satta

f@) + f(=1)

g(t) = B fort #0 och g¢(0) = M

2

D& &r funktionen ¢ jamn, absolutintegrabel och kontinuerlig i origo. For
jdmna summationskérnor (k;)r>¢ ar

| sk @de= [ or-a= [ rora
och foljaktligen
1
[ rok@ i =5([ sor@at [ r-orma) = [ o

Det foljer darfor av (a) att

lim /R F(Oks(0)dt = lim [ g(o)ke(0)dt = g(0) = L 0



Kapitel 3

Fourierserier

Fourieranalys gar generellt ut pa att representera funktioner som summor
eller integraler av enkla bestandsdelar. Nir funktionerna dr periodiska &r
dessa enkla bestandsdelar sinusfunktioner med frekvenser som star i ett har-
moniskt forhallande till varandra, vilket betyder att samtliga frekvenser &r
heltalsmultipler av en gemensam grundfrekvens, och representationen har
formen av en o#indlig summa av sadana sinusfunktioner, fourierserien. For
funktioner f med perioden 27 innebér detta att fourierserien har formen

Ag+ ) Apsin(nt + )

n=1

eller, om man uttrycker sinusfunktionerna med hjilp av Eulers formler,

I det hér kapitlet ska vi att visa hur man bestdmmer fourierkoefficien-
terna ¢, samt diskutera i vilken mening dessa bestdmmer sjilva funktionen
f. Eftersom en funktions fourierserie inte nédvandigtvis dr konvergent i alla
punkter kommer vi ocksa att behdva behandla ett alternativt konvergens-

begrepp.

3.1 Periodiska funktioner

Vi paminner om att en funktion f: R — C kallas periodisk om det finns ett
nollskilt tal P sadant att

ft+P) = f(t)

for alla t € R. Talet P kallas i sa fall en period till funktionen.
Om funktionen f &r periodisk med period P, sa ér ocksa

f+2P) = f(t+P) = f(t) = f(t = P) = f(t - 2P)

45
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Figur 3.1. Periodisk funk-
tion.

och mer allmént att
ft+nP)=f(t)

for alla heltal n. Funktionens period #r saledes inte entydigt bestdmd ef-
tersom nP &r en period for alla nollskilda heltal n.
Om P; och P, &r tva (olika) perioder till en funktion, sa &r

fit+ P —Py) = f(t+ P1) = f(t)

for alla ¢, sa differensen P; — P> dr ocksa en period. Héarav foljer, vilket
vi lamnar som 6vningsuppgift att visa, att om en periodisk funktion har en
minsta positiv period Py, sa &r alla andra perioder heltalsmultipler av denna
minsta period.

En periodisk funktion kan sakna minsta positiv period — exempelvis
saknar forstas alla konstanta funktioner en minsta period — men i sa fall
maste funktionen ha godtyckligt sma positiva perioder. Alla icke-konstanta,
kontinuerliga, periodiska funktioner har en minsta positiv period.

Varje periodisk funktion med period P ar fullstdndigt bestdmd av sina
virden pa ett godtyckligt halvoppet intervall av lingd P, exempelvis inter-
vallet [0, P[ eller intervallet |—P/2, P/2].

Omvént kan varje funktion f som ursprungligen &r definierad pa ett
halvoppet intervall I = [a, b[ av lingd P, utvidgas till en periodisk funktion

IS

a a+P t a—ZPa— a a+Pa+2Pa+3Pa+4Pa+5Pt

Figur 3.2. Funktion f (vénster) och funktionens periodiska utvidgning f
(hoger).
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f med period P; den utvidgade funktionen definieras av att f(t+nP) = f(t)
for t € I och n € Z. Se figur 3.2.

Observera att for att den utvidgade funktionen f skall vara kontinu-
erlig pa hela reella axeln ridcker det inte att funktionen f &r kontinuer-
lig pa det halvoppna intervallet I, utan dessutom maste hogergransvirdet
lim, ,,+ f(t) av f i den vénstra #indpunkten av intervallet vara lika med
vanstergréansvirdet lim;_,;— f(t) av f i den hogra dndpunkten av samma in-
tervall. Detta beror pa att lim f(t) = lim f(t) och lim f(t) = lim f(t).

t—a~ t—b— t—at t—at

En motsvarande anmérkning géller forstas betriffande deriverbarhet.

Integralen 6ver en periodlangd

Integralen av en periodisk funktion 6ver ett intervall av periodens lingd &r
oberoende av intervallets ldge pa reella axeln. Detta &r geometriskt uppen-
bart (se figur 3.3), och ett formellt bevis erhalls med hjilp av nagra enkla
variabelbyten.

Antag att funktionen f har period P och betrakta integralen Gver in-
tervallet [a,a + P]. For att visa att denna integral dr lika med integralen
over intervallet [0, P], bestammer vi forst heltalet n sa att talet b = a — nP
ligger i det halvoppna intervallet [0, P[. Med hjilp av tva variabelbyten far
vi sedan

a+P (n+1)P a+P
(3.1) / f(t)dt:/ f(t)dt+/( F£(t) dt

n+1)P
a+P

(n+1)P
—/ f(t—nP)dt+/ F(t— (n+1)P)dt

n+1

(n+1)P

P b P
:/ f(u)du—i—/ f(u)du = f(u) du.

b 0 0

0 b P a a+ P t

Figur 3.3. Integralen av en periodisk funktion
over en periodlangd dr oberoende av intervallets
lage.

Ett annat sitt att uttrycka likheten (3.1) dr att integralen 6ver ett inter-
vall av periodens ldngd &r densamma for alla translat av funktionen f. Vi
kan generalisera detta genom att dven tillata skalningar med heltalsfaktorer
och far da foljande resultat.
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Sats 3.1.1. Antag att funktionen f dar integrerbar och periodisk med period
P, att n dr ett nollskilt heltal och att T dr ett godtyckligt reellt tal. Da dr

/Opf(nt—i—f)dt—/opf(t)dt.

Bewis. Varje variabelbyte av typen u = nt + 7 kan skrivas som en sam-
manséttning av en translation u =t + ¢, en skalning v = nt med n > 0 och
(om n < 0) en inversion u = —t, och det récker att visa likheten i satsen
for dessa tre specialfall. Genom att utnyttja att integralen av f Over ett
godtyckligt intervall av lingd P ér lika med integralen 6ver intervallet [0, P]
far vi i respektive fall efter variabelbyten:

/Opf(t+c)dt:/cc+Pf(u)du:/Opi(u)du;
/OP f(nt)dt = Tll/O”P f(u)du = i;/(:i)}af(u) du

:ié/opf(u)du:/opf(wdu;

/Opf(—t)dt:—/O_Pf(u)du:/_Opf(u)du:/opf(u)dw 0

Ovningar
3.1 Bestdm den minsta positiva perioden till funktionen f(¢) = sin 6mxt.

3.2 Definiera funktionen f genom att sétta f(¢) = 0 om t dr ett rationellt
tal och f(t) = 1 om ¢ &r ett irrationellt tal. Vad har denna funktion
for perioder?

3.3 Anta att P och Py dr tva perioder till en periodisk funktion. Visa att
for varje heltal n &r P —n Py ocksa en period eller lika med 0. Utnyttja
sedan detta for att visa att for periodiska funktioner med en minsta
positiv period Py &r varje period P en heltalsmultipel av F.

3.4 Funktionen f &r periodisk med period 2 och for 0 < ¢ < 2 #r f(t) = t2.
Beriikna integralen [, f(t) dt.

3.2 Trigonometriska polynom

Sinusoiden

Den rena sinusvagen eller sinusoiden ér en grundliggande vagform inom
akustik, elektricitetsldra, signal- och bildbehandling och manga andra till-
l&mpningar. Matematiskt beskrivs en sadan vag med tiden ¢ som variabel
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av den periodiska funktionen
(3.2) f(t) = Asin(wt + ¢).

Har dr A och w positiva tal och ¢ &r ett reellt tal. Talet A kallas amp-
lituden och anger vagens maximala avvikelse fran jamviktslaget, w kallas
vinkelfrekvensen och ¢ kallas fasvinkeln. Fasvinkeln specificerar var i cykeln
svingningarna borjar da ¢ = 0, och jimfort med vagen Asin(wt) &r vagen
(3.2) forskjuten ¢/w tidsenheter at vinster.

Vagfunktionen f &r periodisk med minsta period

p==.
w

Vagens frekvens v, dvs. antalet perioder eller cykler per tidsenhet, &r folj-

aktligen
1 w

“ P o

vilket ger oss sambandet w = 2nv mellan vinkelfrekvens och frekvens.

NAAAAAAD
VTV

Figur 3.4. Sinusoiden y = 0.8 sin(4nt+5).

Vagframstéllningen (3.2) har den foérdelen att de ingaende parametrarna
har omedelbara fysikaliska tolkningar, men den matematiska behandlingen
forenklas av nagra omformuleringar. Genom att utnyttja additionsformeln

sin(x + y) = sinx cosy + cosrsiny
kan vi skriva vagfunktionen (3.2) pa trigonometrisk form som
(3.3) f(t) = acoswt + bsinwt
med foljande samband mellan parametrarna A, ¢ och parametrarna a, b:

a= Asing, b= Acosg.
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Omvént aterfar vi forstas amplitud-fasvinkelframstéllningen (3.2) ur formeln

(3.3) genom att sétta
A=+Va?+1?,

och sedan bestdmma fasvinkeln ¢ som en l6sning till systemet
sing =a/A, cos¢p =b/A.

Ytterligare en mycket anvindbare variant, exponentialformen, erhalls ge-
nom att utnyttja Eulers formler

1 . . . .
cost = i(elt +e ), sint = — (e —e7M).

2i
Inséttning av dessa i ekvation (3.3) leder efter forenkling till formeln
(3.4) f(t) = C_e Wt 4 C et
déar

1 1
C_:g(a—klb), C+:§(a—1b)
I andra riktningen &r

a = 07+C+, b:1(0+ —C,).

Trigonometriska polynom

Linjarkombinationer som bildas av en konstant och sinusoider vars frekven-
ser dr multipler av en given fix frekvens, kallas trigonometriska polynom.
Med sinusoiderna skrivna pa trigonometrisk form far vi f6ljande definition.

Definition. Ett trigonometriskt polynom &r en dndlig summa av typen

N
Py(t) = % + Z(an cos nwt + by, sin nwt),
n=1
dér koefficienterna ag, a1,...,an, b1,...,by ar godtyckliga komplexa tal.

Trigonometriska polynom &r kontinuerliga periodiska funktioner med pe-
riod 2n/w. Att vi kallar den konstanta termen for ag/2 och inte ag beror pa
att detta kommer att ge oss snyggare formler for koefficienterna langre fram.

Genom att utnyttja Eulers formler kan vi skriva det trigonometriska
polynomet i definitionen ovan pa formen

N
P(t) — Z cneinwt
k=—N
med foljande samband mellan koefficienterna:

1 1 i 1 .
co = §a0, Cp = 5(0,” —iby), c_p = §<a" +iby,),

ap, = Cp+ C_p, by = i(cy, —c_p), n=123,...
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Figur 3.5. Det trigonometriska polynomet
1.75 + cost — sin 2t — 0.25 cos 3t + 2 sin 4¢.

EXEMPEL 3.2.1. Skriv cos®t som ett trigonometriskt polynom.

Losning: Funktionen cos®t har inte den ritta formen, men genom att ut-
nyttja att coskt = Z(e'** + e7*) och kombinera med binomialsatsen fir
vi

1 . . 1 . L o .

COSgt — §(elt + e—lt)3 — g(e&t + 3e2lte—1t + 3elte—21t + e—31t)
1 o . i . 1 3

= g(e?’lt + 3¢t 4 3¢ 73 = 7 0% 3t + 7% t. O

EXEMPEL 3.2.2. Det trigonometriska polynomet

kallas Dirichlets polynom av grad N, och vi kan bestdmma ett explicit ut-
tryck for det eftersom det &r en geometrisk summa av 2N + 1 termer med
e "Nt som forsta term och et som kvot. Med hjélp av summaformeln och
Eulers former erhalls:

v SN+t _ | QN+ _ —iNt

_i .
Dty =e elt —1 elt — 1
¢ 1 1
els  el(N+3)t _ o=i(N+3)t SID(N + %)t
ei% ei% — e_i% sin %t

For t = 0 &r forstas Dy (0) = 2N + 1, vilket ocksa &r lika med grénsvérdet
av hogerledet ovan da t — 0.
Dirichlets polynom &r uppenbarligen jamnt, dvs. Dy(—t) = Dy(t). O
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10 +

ANA AN
—n\/\/ V\/nt

Figur 3.6. Dirichlets polynom Dy(t).

Ovningar
3.5 Skriv sinusoiden y = 3sin(2t + 7) pa exponentialform.

3.6 Skriv cos®t som ett trigonometriskt polynom pa amplitud-fasvinkel-
form.

3.7 Skriv sin*t som ett trigonometriskt polynom pa exponentialform och
pa trigonometrisk form.

3.8 Visa att summan av tva sinusoider med samma vinkelfrekvens w ar
en ny sinusoid med vinkelfrekvensen w.

3.9 Visa att summan Cye*! + C_e ! &r en sinusoid Asin(wt + ¢) med
reell amplitud A om och endast om C_ = C.

3.10 Skriv Dirichlets polynom Dy (t) pa trigonometrisk form, dvs. som en
summa av sinus- och cosinusfunktioner.

3.11 Hur manga nollstéllen har Dy(t) pa intervallet [—=, 7t]?

3.3 Rummet L'(T)

Vart mal ar att representera tdmligen godtyckliga periodiska funktioner som
trigonometriska serier, och med en enkel skalningsoperation kan vi da utan
inskrdnkning anta att perioden &r lika med 2x. Om f &r en periodisk funktion
med period P, sa dr namligen funktionen g, definierad av att

g(t) = f(Pt/2x)

for alla t, periodisk med perioden 27w, och en serierepresentation av g ger
genom variabelbytet ¢ = 2nu/P en serierepresentation av funktionen f.



3.3 Rummet L!(T) 53

Eftersom formlerna blir enklare for funktioner med period 27 &n for
funktioner med godtycklig period P, anvinder vi dérfor fortsdttningsvis be-
greppet periodisk funktion i betydelsen periodisk funktion med period 2w, om
inte annat ségs explicit.

Vi kommer i den hér boken att inskrénka oss till att behandla peri-
odiska funktioner som dr Riemannintegrerbara éver en period. Den funk-
tionsklassen &r tillrackligt stor for att inkludera merparten av i praktiska
tillampningar forekommande funktioner, exempelvis inkluderar den alla pe-
riodiska funktioner som &r styckvis kontinuerliga. Tva enkla exempel fran
signalteorin pa sadana funktioner ar ”fyrkantsvagen” och ”sagtandsvagen”.
Se figur 3.7.

Pﬁﬁﬁ T/:/:/:
R e

Figur 3.7. Fyrkantsvag och sagtandsvag

Definition. Klassen av alla Riemannintegrerbara periodiska funktioner med
perioden 2z betecknas L!(T). Som storleksmatt for funktioner f i L'(T)
anvinder vi den s. k. L'-normen

1 21
I =5 [ lrolae

Bokstaven T i beteckningen &r vald dérfor att den &r forsta bokstav
i ordet "torus”. Periodiska funktioner kan ndmligen pa ett naturligt sétt
uppfattas som funktioner definierade pa enhetscirkeln, den endimensionella
torusen.

Skilet till att anvénda faktorn 1/27 i normdefinitionen &r att det &r
praktiskt att lata den konstanta funktionen 1 ocksa fa norm 1. For att bli
av med faktorn 1/2n i en méngd formler &r det ocksa praktiskt att infora
den normaliserade integralen [ f(t) dt genom att sétta

2n

/jmﬁzl F(t) dt.
T 2n Jo

P& grund av periodiciteten ar da forstas

Aj@ﬁ:%l%@ﬁ

for varje intervall [a, b] av lingd 2m.
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Vi kommer fortséttningsvis att kalla fT f(t) dt for integralen av funktio-
nen f over T, och med var nya beteckning blir f6ljaktligen

17 = /T @) dt.

De komplexa exponentialfunktionerna €™ kommer att vara vara ”bygg-
stenar”; de spelar néstan samma roll for det oéndligtdimensionella vektor-
rummet L!'(T) som en ON-bas gor for ett #ndligtdimensionellt euklidiskt
rum. Vid sidan om den multiplikativa egenskapen

elatelﬁt — el(aJrB)t

hos exponentialfunktionen kommer vi flitigt att utnyttja foljande sats.

Sats 3.3.1. For alla heltal n dar
/eimdt: 1 omn=0,
T 0 ommn=#0.

Bewvis. For nollskilda heltal n ar

. 1 2 1 . q2m 1 .
/ emt dt = / emt dt = — [emt:| — 7'<62nm _ 1) -0
T 2rn Jo 2nmi 0 2nmi

och f6r n = 0 ar forstas

. 1 2n
/e‘"tdt:/ldt:/ 1dt = 1. ]
T T 2z Jo

Ovningar

3.12 Bestam || f||; for funktionen f € L'(T) om
a) ft) =tfor —n<t<m b)) flt)=t*for -n<t<n

3.13 Visa med hjélp av sats 3.3.1 att

a) / sinmt cosnt dt = 0 for alla heltal m, n;
T

b) / sinmtsinnt dt = 0 for alla heltal m # n.
T

3.14 Visa att for alla funktioner f € L*(T) &r || f|l1 < sup |f(¢)].
0<t<2r
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3.4 De trigonometriska polynomets koefficienter

Vart mal d&r som ndmnts att skriva en tdmligen godtycklig funktion f som
en trigonometrisk serie, och vi har vidare specificerat att vi i den hér fram-
stillningen med ”témligen godtycklig funktion” menar en funktion i L!(T).
(I mer avancerad litteratur behandlas allménnare funktioner, men vi saknar
de nédvindiga matematiska verktygen for detta.) Koefficienterna i serien
kommer att ges i form av integraler med funktionen f och den komplexa
exponentialfunktionen som ingredienser.

Vi ska borja med att skaffa oss en formel for trigonometriska polynoms
koefficienter. Betrakta for den skull ett trigonometriskt polynom

N
P(t) = Z cne™
k=—N

pa exponentialform, och lat oss berdkna integralen

/ P(t)e *t gt
T

da k ar ett heltal mellan —N och N. Eftersom P(t)e™** = ZiV:_N cpeln=h)t,

blir
N
P(t)e ¥t gt = Cn / el(n=k)t gy
R0 3ol

Pa grund av sats 3.3.1 &r alla termer i summan ovan lika med noll utom den
term som fas da summationsindex n dr lika med k, da integralens varde ar
lika med 1. Slutsatsen ar att

/ P(t)e *t dt = ¢,
T

och vi har ddrmed funnit féljande formel for koefficienterna ¢, i polynomet
P(t):

. 1 [2n .
Cn = / P(t)e ™ dt = — / P(t)e ™ dt.
T 21 Jo

Ovningar

3.15 Berikna [ P(t)sin2tdt och [ P(t)cos2tdt for det trigonometriska
polynomet

P(t) — 2e—i3t o e—i2t + 4e—it +5+ eit + 3ei2t + 5ei6t.
3.16 Beriikna [ P(t)sintdt for det trigonometriska polynmet
P(t) =2+ cost —4sint + 3 cos 2t + 10sin 2¢.
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3.5 Fourierkoefficienterna

Fouriers banbrytande idé var att skriva godtyckliga periodiska funktioner f
som oéndliga trigonometriska serier. Det ideala vore en serierepresentation
av typen

(3.5) Ft) =" cne™

dar den oédndliga summan skall tolkas som grénsvirdet av partialsummorna

N
Snf(t) = Z cne™
n=—N

da N gar mot odndligheten.

Om Sy f(t) konvergerar mot f(t) pa ett "hyggligt” vis, sa kan man dra
slutsatsen att integralerna [ Sy f(t)e™" dt konvergerar mot [y, f(t)e " dt
da N gar mot odndligheten. Men vi vet fran foregaende avsnitt att

/ Sy f(t)e M dt = ¢,
T

om |n| < N, sa féljaktligen &r i sa fall ocksd [ f(t)e ™ dt = ¢, for alla n.

Detta innebér att om vi har en framstéllning pa formen (3.5) och om
konvergensen #r hygglig, sa vet vi vad koefficienterna c¢,, &r; de maste ges av
formeln

cn:/rf(t)e_i”tdt.

Nu observerar vi att hogerledet i denna formel &r vildefinierat och me-
ningsfullt for alla integrerbara periodiska funktioner. Formeln far dérfér bli
utgangspunkt for foljande generella definition.

Definition. For f € L(T) och n € Z sitter vi
foo = [ seyear
T

och kallar talen f(n) for f:s fourierkoefficienter. Serien

3 Fmy e

neZ

kallas funktionens fourierserie.
Fourierserien séges vara konvergent i punkten ¢ om foljden (Sn f(t))3—,
av partialsummor

N
Snf(t)= Y f(n)e™
n=—N

konvergerar da N gar mot odndligheten.
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Notera speciellt att koefficienten

R 1 2n
for = [ fwde= 5 [ s
T TJo
ar lika med medelvirdet av funktionen f Gver en period.
Vi kommer att skriva

F(t)~ Y fn)e™

neZ

for att ange att serien ifraga &ar fourierserie till funktionen f. Observera att
vi ddrmed inte pastar att fourierserien konvergerar — konvergensen &r ett
delikat problem som vi kommer att behandla i senare avsnitt.

EXEMPEL 3.5.1. Lat oss bestiamma fourierserien till den 2n-periodiska funk-
tion f som bestdms av att f(t) =t for [t| < n. (Notera att vi inte specificerat
nagot funktionsvirde i punkten n, och darmed inte heller i nadgon av punk-
terna nn for udda heltal n. Funktionsvérdet f(n) dr emellertid irrelevant,
eftersom integralen som definierar fourierkoefficienterna inte bryr sig om
funktionsviirdet i en enstaka punkt.)

Fourierkoefficienten f(0) fas direkt som

f(()):;/ntdtzo,

TJ—n

medan fourierkoefficienter f (n) for n # 0 berdknas med hjilp av en partiell
integration:

R 1 T . 1 e—int™ 1 T
=— | teT™dt=— |t —int gt
f(n) 2n J_; ¢ 2n [ —in } _n + 2nni /_ne
1 —inn inm i
= 0=—(-1)™
—2nni(ne + ne'™) + n( )

Saledes giller att

ft) ~ iz (_l)nei”t
- .
n#0
Vi kan skaffa oss ett alternativt uttryck for fourierserien genom att kom-
binera termer som svarar mot —n och n:
i(_l)ine—int (_1>n int <_1)ni(eint _e—int) — 2(_1)1171
n

il ™ — sin nt.

—n n n

Detta innebér att

ft) ~ Z 2(11)71_1 sin nt,
n=1

vilket &r fourierseriens trigonometriska form.
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( 1)n 1

Figur 3.8. Funktionen f i exempel 3.5.1 och delsumman Z sin nt

till funktionens fourierserie. n=1

Genom att utnyttja att —sint = sin(¢ + n) far vi ocksa fourierserien pa
amplitud-fasvinkelform:

2 2 =2
t) ~ —sinnt — sin(nt — t
f(t) E sinn + g nsm(n +n g - sin(nt + ¢ ),
n udda n jamn n=1

dar
by = 0 om n &r udda,
" nT  om n Ar jamnt.
Vi har &n sa linge inte verktyg nog for att visa att fourierserien konver-
gerar mot f(¢) utan far vénta till avsnitt 3.11 innan vi kan géra detta, men

figur 3.8 som visar delsumman med fem termer, ger en klar indikation pa
att sa ar fallet i alla punkter ¢t dér funktionen f &r kontinuerlig. O

Trigonometrisk form

Exempel 3.5.1 visar att det finns flera alternativa sétt att skriva en funktions
fourierserie pa — formen
Z f(n) olnt

neZ
dr enklast och béast nér vi ska analysera serien, men den kénns inte lika
naturlig i manga tillimpningssammanhang, speciellt inte om funktionen f
ar reell. Genom att utnyttja att

Fnyen + f(=mye ™ = (f(n) + f(=n)) cosnt +i(f(n) = f(~n)) sinnt
n) n)
7o

och sitta a,, = f( )+ ( ch b, = 1(f( ) — (

0 ), samt observera att
detta speciellt innebér att f(0) = ag/2, ser vi att

(3.6) Z f(n)emt = % + Z(an cosnt + by, sinnt).
1

neZ
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Serien i hogerledet av (3.6) kallas fourierseriens trigonometriska form.
Eftersom

A~

f(n)+ f(—n) = [rf(t)(em +e")dt = 2/Tf(t) cosnt dt
och
1(f(n) - f(_”)) = i/rf(t)(ei”t — ei"t) dt = 2/1‘ f(t)sinnt dt

ges den trigonometriska formens koefficienter a,, och b,, av féljande integra-
ler:

(3.7) ap, = 2/I‘f(t) cosnt dt, by, = 2/rf(t) sin nt dt.

Observera att koefficienterna a,, och b, sikert &r reella om funktionen f &r
reell. En fourierseries partialsummor

N N
Sn(t) = Z f(n)e™ = % + Z(an cos nt + by, sin nt)
n=—N n=1

ar saledes reellviarda trigonometriska polynom om sjilva funktionen f &r
reellvard.

Ovningar

3.17 Bestdam fourierserien till den periodiska funktionen f om
a) f(t) =2sint + 3cos2t + 4sin 3¢ b) f(t) = cos? 3t
c) ft)=t*for -n<t<nm d) ft)=el for —n<t<m
e) f(t) =0for —n <t <0 och f(t) =sint for 0 <t <m.

3.6 Sinus- och cosinusserier

Fourierserien i exempel 3.5.1 innehaller bara sinustermer. Detta &r ingen
tillféllighet utan beror pa att funktionen ar udda. Om funktionen f &r udda,
sa ar ocksa f(t) cosnt udda, och det foljer déarfor att integralen av f(t) cosnt
over intervallet [—=m,n] &r lika med noll, vilket pa grund av formel (3.7)
betyder att a,, = 0. Eftersom funktionen f(¢)sinnt under samma premisser
ar jamn, kan vi vidare ersétta integralen av f(¢) sin nt 6ver intervallet [—=, 7|
med tva ganger integralen av samma funktion 6ver intervallet [0, x].
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For udda periodiska funktioner f har vi med andra ord féljande formler
for fourierkoefficienterna a,, och by:

2 T
anp =0 och b,= / f(t)sinnt dt.
T Jo
Helt analogt géller for jaémna periodiska funktioner f att
2 '
b, =0 och a,= / f(t) cosntdt
T Jo

for alla n.

EXEMPEL 3.6.1. Lat f vara den 2n-periodiska funktion som for [t| < n ges
av att f(t) = |t|. Eftersom funktionen dr jamn &r funktionens fourierserie en

ren cosinusserie:
o0
ap
> + E a,, cosnt.
n=1

Fourierkoefficienterna ar

2
/ tdt =m och
o 0
2 sinntn T sinnt 2 rcosntin
tcosntdt ([t } — dt):f[ 5 }
0 T n 0 0 n T n 0
2 1-—
= ( ) ) for n > 1.

Koefficienterna med jamna index > 2 #r tydligen lika med noll, sa darfor
kan vi skriva fourierserien pa formen

*_*ZCOS 2k—|—1
(2k+1

Serien ar tydligen absolutkonvergent for alla ¢ pa grund av jimforelsekri-
teriet, men &r summan lika med f(¢)7 Svaret &r ja, men motiveringen far vi
aterkomma till i avsnitt 3.8. O

Vi kan utnyttja det faktum att en udda funktions fourierserie bara in-
nehaller sinustermer och en jimn funktions fourierserie bara innehaller cosi-
nustermer for att utveckla funktioner definierade pa intervallet [0, 7] i rena
sinusserier eller rena cosinusserier.

Antag nidmligen att f &r en funktion med intervallet [0, 7] som defini-
tionsméngd. Om vi utvidgar f till en jamn 2z-periodisk funktion f genom
att definiera f(—t) = f(t) = f(t) for 0 < t < =, sa ér alla sinuskoefficienter i
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fourierserieutvecklingen av f lika med noll. Det foljer att vi kan representera

f(t) som
aq >
= o + Z an cosnt
n=1

i alla punkter ¢ € [0,n] dér serien konvergerar mot f(t).
Paliknande sétt erhaller vi, genom att utvidga f till en udda 2zn-periodisk
funktion f, en representation av f i form av en ren sinusserie

o0
= g an sin nt,
n=1

i alla punkter ¢ €]0, n[ dér serien konvergerar mot f(t).

EXEMPEL 3.6.2. Lat f(t) = t for 0 < ¢t < m. Den jadmna utvidgningen
ar f(t) = |t| for |t| < m, och den funktionen har en cosinusserie som vi
bestdmde i exempel 3.6.1. Eftersom serien i det hér fallet &r konvergent med
funktionsvirdet som summa i alla punkter, foljer det speciellt att

_7_72(305 (2n+ 1)t
- (2n +1)2

for 0 <t <m. . .
Den udda utvidgningen f av f ges forstas av att f(t) = ¢ for —n < t < m.
Vi beridknade fourierserien av den funktionen i exempel 3.5.1 och fann da

att -
P IE N
t) ~2 e t.
) 2, sinn

Serien konvergerar, som vi ska visa senare, mot f (t) for —n < t < m, varfor
speciellt

n—1

[ee]
3 (=D .
Z n Smn

for 0 <t <m.

Figur 3.9 visar att konvergensen mot f(t) &r béttre for cosinusserien
dn for sinusserien, nagot som &r helt naturligt eftersom koefficienterna i
cosinusserien har en mindre storleksordning &n koefficienterna i sinusserien.

O
Ovningar

3.18 Utveckla funktionen f(¢) = cost i sinusserie pa intervallet 0 < t < m.

3.19 Utveckla funktionen f(t) = sint i cosinusserie pa intervallet 0 < ¢ < .
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Figur 3.9. Partialsummorna § — %(cost + %cos 3t + % cos 5t) till cosinusserien

(véinster) och 2sint —sin 2t + £ sin 3t — & sin 4¢+ 2 sin 5¢ till sinusserien (hoger) for
funktionen f(t) =1¢,0<t<m.

3.7 Egenskaper hos fourierkoefficienterna

Kanske har du noterat att fourierkoefficienterna i de exempel som vi behand-
lat gar mot noll da n — oo. Detta ar ingen tillfillighet, ty vi har féljande
allménna resultat.

Sats 3.7.1. For alla funktioner f € L'(T) gdller att
(i) |f(n)| < |fllh for allan € Z;
W, 00 =0

Bevis. Det forsta pastaendet (i) dr en direkt foljd av triangelolikheten for
integraler:

Fool = [ sore ] < [ 1r@eae= [ rolde= i

Pastaende (ii) dr ett specialfall av Riemann-Lebesgues lemma. Lat ndm-
ligen x beteckna den karakteristika funktionen till intervallet [0, 2x], dvs.
Xx(t) =1om 0 <t < 2roch x(t) =0 for 6vrigt. Da dr forstas produkten fyx
en absolutintegrabel funktion, varfor

f(n) = /rf(t)e_i”t dt = QITC/Rf(t)X(t)e_im dt —0 dan — 4oo

pa grund av sats 2.3.3. O
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Lat F(f) beteckna sjdlva foljden (f(n)),ecz av fourierkoefficienter till en
funktion f € L!(T). Detta definierar en avbildning F med funktionsrummet
L'(T) som definitionsmingd, och som malméngd for F kan vi pa grund av
sats 3.7.1 vilja méngden av alla komplexvérda foljder (¢, )necz med egenska-
pen att ¢, — 0dan — +o0o. Denna méngd brukar betecknas cg och ar liksom
LY(T) ett komplext vektorrum, eftersom vi kan bilda linjirkombinationer av
foljder pa ett uppenbart sitt. Avbildningen F kallas fouriertransformen pa
rummet L(T).

En naturlig fraga for en avbildning mellan tva vektorrum &r om den ar
linjér. For fouriertransformen F &r forstas svaret ja.

Sats 3.7.2. Fouriertransformen F dr en linjir avbildning, dvs. om f och g
dr tva periodiska funktioner och ¢ och d dr komplexa tal, sa dr

— ~

(cf +dg)(n) =cf(n)+dg(n) for allan € Z.

Bevis. Pastaendet foljer med en gang av att integrering &r en linjir opera-
tion:

(e dg)n) = [ (e + do(e)e " a
= c/ f(t)e ™ dt + d/ g)e M dt = cf(n) +dj(n). O
T T

En viktig orsak till att fouriertransformering F &r en sa anvandbar ope-
ration ar att den férutom att vara linjir ocksa transformerar den relativt
komplicerade operationen derivering till den mycket enklare operationen
multiplikation (med in). Vi har némligen féljande resultat.

Sats 3.7.3. Antag att funktionen f dr periodisk och kontinuerligt deriverbar.
Dq dr

f'(n) =inf(n)
for alla heltal n.

Bewvis. Partiell integration ger att

i n . . 2n 21 ]
27Ef’(n) = ; f/(t)e—lnt dt = [f(t)e—mt} . +in i f(t)e—mt dt

= f(2n) — £(0) + in2nf(n) = 2ninf(n). O
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Resultatet i satsen kan naturligtvis itereras. Om funktionen f &r perio-
disk och tva ganger kontinuerligt deriverbar, sa ar

Fr(n) = inf'(n) = —n*f(n),

och om funktionen &r k ganger kontinuerligt deriverbar, sa &r

—

FB () = ()" f(n).

Genom att kombinera likheten ovan med sats 3.7.1 far vi omedelbart
foljande resultat:

Sats 3.7.4. Fourierkoefficienterna till en k ganger kontinuerligt deriverbar
periodisk funktion f satisfierar for n # 0 olikheten

5 C
[f(n)] < Tl

dir konstanten C dr lika med k:te derivatans L'-norm.

Ju mer reguljir (deriverbar) en funktion &r desto snabbare gar saledes
funktionens fourierkoefficienter mot noll da n gar mot Foo.

Om |f(n)| < C|n|~2 for n # 0, sa &r serien Y oncz f(n)e™ absolutkon-
vergent enligt jamforelsekriteriet. Vi kan alltsa redan nu dra slutsatsen att
en tva ganger kontinuerligt deriverbar funktion f har en konvergent fouri-
erserie, men det aterstar forstas att visa att seriens summa i punkten ¢ &r
lika med funktionsvirdet f(¢) (vilket den &r).

Ovningar
3.20 Bestam sambandet mellan f(n) och §(n) for funktionerna f, g € L'(T)
om
a) g(t) = f(t — c) for nagot reellt tal c;
b) g(t) = €™ f(t) for nagot heltal m;
&) g(t) = 't — 7).

3.21 Antag att f € L'(T) och definiera en ny funktion g € ALI(T) genom
att sitta g(t) = e f(t — 3). Bestiam sambandet mellan f(n) och g(n).

3.22 Visa for f € LY(T) att

a) lim [ f(t)sinntdt =0 b) lim [ f(t)cosntdt=0

¢) lim [ f(t)sin(n+ $)tdt =0.

n—oo T
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3.8 Abelsummation

Fourierserien

Z f(n)eint

neZ

till en funktionen f &r per definition konvergent ¢ punkten t om partialsum-
morna

SNf Z f 1nt

konvergerar da N — oo. Observera alltsa att vi inte kriaver att de tva del-
serierna > oo o f(n)e™ och Y °° | f(—n)e™ ™ ska konvergera var for sig.
Om vi istéllet skriver fourierserien pa trigonometrisk form som

oo
% + Z:l(an cos nt + by, sin nt)

sa blir

Snf(t) = ¢

?0 + > (ancosnt + by sinnt).

M=

n=1

Villkoret att foljden av partialsummor ska konvergera dr saledes i detta fall
identiskt med den vanliga definitionen av konvergens for en serie.

Tyvarr behover en periodisk funktions fourierserie inte vara konvergent
i alla punkter &ven om det faktiskt forhaller sig sa att méngden av punkter
dér fourierserien till en styckvis kontinuerlig funktion inte ar konvergent,
ar en vildigt liten méngd (en s. k. nollméngd). Sa om vi vill atervinna en
godtycklig periodisk funktion fran dess fourierkoefficienter maste vi hitta pa
nagon annan metod dn att summera fourierserien pa vanligt sétt.

Vi tar darfor till ett knep och ersétter sjdlva fourierserien med serien

Fo(t) = 3 o f(m)e

neZ

dér 0 < r < 1. Nu &r det inga som helst problem med sjélva konvergensen;
den nya serien dr absolutkonvergent eftersom

7l f(n)e™| = | F(n) et < ) £l

och serien ) i7"l ir en summa av tva konvergenta geometriska serier.
De for 0 < r < 1 erhallna funktionerna F,. ar givetvis periodiska. De ar
ocksa kontinuerliga 6verallt pa grund av korollarium 2.2.5.
Om fourierserien ) f (n)el™ #r konvergent i en punkt ¢, sa #r enligt
Abels potensseriesats (sats 2.2.6)

lim F.(t) = lim |n|f eint Z f et

r—1- r—1-
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dvs. F,.(t) konvergerar da » — 1~ mot fourierseriens summa i punkten.
Men vad héander generellt? Vi vet ju att det finns divergenta serier som &r
Abelsummerbara. Svaret ges av nésta sats.

Sats 3.8.1 (Abelsummation). Antag att f € L'(T) och sitt
Fit) = 3 e fme.
neZ

I alla kontinuitets- och sprangdiskontinuitetspunkter t till funktionen f dr
tt t
lim F(f) = fE) + £( ),
r—1- 2
och speciellt dr saledes

lim F(t) = £(t)

r—1-

1 alla punkter t ddr funktionen dr kontinuerlig.

Bevis. Beviset bygger pa att man skriver om summan F,.(¢) som en integral.
Betrakta for den skull férst summan

(3.8) Pot) =Y rlnle

neZz

for 0 < r < 1. Eftersom P,(t) dr en summa av tva geometriska serier kan vi
bestdmma ett explicit uttryck for P.(¢) pa féljande vis:

—it

00 00

. . 1 re
3.9 P t) = n int n _—int — i i
(3.9) (1) ngor e —1—7;17“ e ot + T

B 1—r2
1 —2rcost+1r?’

Vi noterar hirnést tre viktiga egenskaper hos funktionerna P, som in-
nebér att familjen (P, )o<,<1 dr en positiv summationskéirna pa T.

1. Funktionerna P, ir positiva och jimna. Detta &r uppenbart fran det
explicita uttrycket for P.(t) i likheten (3.9).

2. For alla r €]0, 1] &r
/ P.(t)dt = 1.
T

Likheten foljer genom termvis integration av serien (3.8), vilket &r tillatet
pa grund av korollarium 2.4.3, och genom att utnyttja att fT e dt = 0 for
alla n utom n = 0.
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3. Antag att 0 < 0 < m; da &r

T
lim P.(t)dt=0 och  lim sup P,(t) =0.
r—=1=Js r—=17 §<¢<n

Av det explicita uttrycket (3.9) for P.(t) foljer att dess maximum i inter-
vallet [0, 7] antas i den vénstra dndpunkten § och att P,(0) - 0dar — 1.
Eftersom 0 < [{¥ P.(t) dt < nP,(6) &r saken dérmed klar.

Summationskidrnan (Py)o<,y<1 kallas Poissonkdrnan efter den franske
matematikern Siméon Denis Poisson (1781-1840).

Integralformeln for F,.(t) far vi genom att i den definierande summan
ersétta fourierkoefficienterna med deras integraldefinitioner:

Fr(t) = Z r|n|eint/ f(u)e—inu du = / Z T‘ln‘eintf(u)e_inu du
T T

neZ nez

_ /T % =0 () du = /T Po(t — ) f (u) du
:/ Po(s)f(t — s) ds.
T

Omkastningen mellan summa och integration i den andra likheten ar giltig
pa grund av korollarium 2.4.3, och den sista likheten féljer av variabelbytet
s=1t—u.

Pastaendet i satsen foljer nu av sats 2.6.1, men eftersom den satsen
handlar om summationskérnor pa R, skaffar vi oss forst en sadan genom att
modifiera funktionerna P, och definiera

P (2n)"'P.(t) om |t|<x
0 om [t| > m.
Da ir uppenbarligen familjen (P,)o<y<1 en jimn, positiv summationskirna
pa R (ndr paramtetern r gar mot 1). Om ¢ &r en punkt dér funktionen f &r
kontinuerlig elller har en sprangdiskontinuitet, sa &r 0 en kontinuitets- eller
sprangdiskontinuitetspunkt till funktionen s — f(t — s). Det foljer darfor av
sats 2.6.1 att

lim F,.(t) = lim 1/7t P.(s)f(t —s)ds = lim P.(s)f(t —s)ds

r—1- r—1— 4T J_, r—=17 JR
o | _FE) ()
=5l 0=+ i ge-) = FOSHE
Darmed ar satsen bevisad. O

I manga fall behdver man for att avgéra om en fourierserie ér konvergent
bara titta pa fourierkoefficienterna. Exempelvis dr serien absolutkonvergent
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om fourierkoefficienterna f (n) till beloppet &r mindre &n en konstant ganger
1/n2. Och om en periodisk funktions fourierserie #r konvergent i en punkt
dér funktionen &r kontinuerlig eller har en sprangdiskontinuitet, sa vet vi
ocksa pa grund av foregaende sats och Abels potensseriesats vad summan
ar i den punkten. Vi har ndmligen foljande resultat.

Sats 3.8.2. Antag att f € L'(T) och att funktionens fourierserie dr konver-
gent i en punkt t dir funktionen dr kontinuerlig eller har en sprangdiskon-
tinuitet. Da dr fourierseriens summa i punkten t lika med

f(ED) + £(7)
5 :

Speciellt dr saledes summan lika med f(t) om t dr en kontinuitetspunkt till
funktionen.

Bevis. Enligt sats 3.8.1 ar lim, - >, 4 rinl f(n)el™t = T(FEN) + f(1)),
sa satsen foljer av Abels potensseriesats som siger att gransvéirdet dr lika
med fourierseriens summa i alla punkter dér fourierserien ér konvergent. [J

Sats 3.8.2 har foljande omedelbara korollarium.

Sats 3.8.3. Antag att f € L'(T) och att Y, .4 |f(n)| < co. Dd ir

Z f(n)eint _ f(t+) + f(t_)

2
nez

1 alla kontinuitets- och sprangdiskontinuitetspunkter t till funktionen f.

EXEMPEL 3.8.1. Den periodiska utvidgningen av f(t) = |t|, —n <t < &, som
studerades i exempel 3.6.1, har fourierserien

T %i cos(2k + 1)t

2 =n (2k +1)2

Eftersom serien ar absolutkonvergent for alla ¢ och funktionen f &r kontinu-
erlig i alla punkter, foljer det av sats 3.8.3 att

T 4= cos(2k 4+ 1)t
- — = ———=t| for —-n<t<m
2 nkz_o 2k + 1) [} for—msts<n
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For t = 0 &r saledes speciellt

o)

n 4
- — =0
2 nkzo 2k‘+1 ’

vilket efter forenkling ger oss resultatet

Z =
: O
k02k‘+1 8

Ovningar

3.23 Funktionen f &r periodisk. Avgor var fourierserien konvergerar och
bestdm dess summa om

a) f(t) =t for —-n <t <m
b) f(t) =0 fér —n <t <0 och f(t) =sint for 0 <t <m.
3.24 Anvind fourierserierna till funktionerna i foregaende 6vning (dessa
beréknades i 6vning 3.17) for att beriikna f6ljande summor:
1 - 1
b Y. 5 9 et

n=1 n=1 n=1

3.9 Entydighet

En strategi for att bestdmma en 16sningsfunktion f till ett konkret pro-
blem kan vara att genom fouriertransformering skaffa sig ett forhoppningsvis
enklare problem for fourierkoefficienterna f (n) och bestdmma dessa. For
att detta ocksa ska ge losningen f krévs det forstas att funktionen &r enty-
digt bestdmd av sina fourierkoefficienter. Vi behéver darfor svar pa foljande
fragor om fouriertransformeringsavbildningen F: L'(T) — cq:

1. Ar fouriertransformen F injektiv?
2. Kan vi om sa &r fallet rekonstruera funktionen f fran dess fourierkoeffi-
cienter, dvs. bestdmma inversen F 1?7

Det omedelbara svaret pa dessa fragor &ar forstas nej beroende pa att
fourierkoefficienterna inte dndras om vi dndrar en funktions virden i ett
andligt antal punkter. For att undvika ett trivialt nejsvar maste vi déarfor
modifiera fragorna en smula till:
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1’. Om F(f) = F(g), ar da f(t) = g(¢) i alla punkter ¢ dar funktionerna &r
kontinuerliga?

2’. Kan vi rekonstruera en funktion i alla dess kontinuitetspunkter utifran
funktionens fourierkoefficienter?

Nu har vi féljande entydighetssats.

Sats 3.9.1 (Entydighetssatsen). (a) Ldt f vara en funktion i L'(T) och antag
att f(n) =0 for allan € Z. Da dr f(t) =0 i alla punkter t ddr funktionen
ar kontinuerlig.

(b) Antag att f och g dr tvi funktioner i L'(T) och att f(n) = §(n) for
alla n € Z. Da ar f(t) = g(t) i alla punkter t ddr bada funktionerna dr
kontinuerliga.

Bevis. (a) Eftersom f(n) = 0 for alla n, & F,.(t) = Y oncz rinl f(n)et = 0
for alla £ och 0 < r < 1. Det f6ljer darfor av sats 3.8.1 att

f(t) = lim F.(t)=0

r—1-

i alla kontinuitetspunkterna ¢ till f.

Pastaende (b) foljer av (a) om man betraktar differensen f — g. O

Betriffande rekonstruktionsmgjligheterna sa visar sats 3.8.1 att det i
princip alltid d&r mojligt att rekonstruera en funktion i kontinuitetspunkterna
fran funktionens fourierkoefficienter genom Abelsummation.

En tredje fraga som kan vara intressant i sammanhanget &r:

3. Kan vi karakterisera bildméngden till F, dvs. avgora vilka foljder som
kan vara fourierkoefficienter?

Denna fraga har inte nagot enkelt svar. Vi far néja oss med att meddela
att bildrummet inte &r lika med hela cy. Det finns med andra ord foljder
(¢n)nez som gar mot noll da n — +oo men som inte &r fourierkoefficienter.
Ett exempel pa en trigonometrisk serie med koefficienter som gar mot noll
men som inte &r en fourierserie ér serien > oo ,(logn) ™! sinnt.

Ovning

3.25 Funktionen f &r kontinuerligt deriverbar och periodisk med period 2x.
Vidare ér f'(t) = 2if(t + =) for alla t. Bestdm f.
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3.10 Parsevals formel

Hittills har vi anvént L'-normen

2n
I = [ 1solae= g [Cirola

som matt pa storleken hos vara periodiska funktioner. Ett i flera avseen-
den béttre och i manga tillimpningar mer naturligt matt far vi genom att
istdllet anvinda integralen av kvadraten pa funktionen. Sadana integraler
kan ofta tolkas som energiuttryck. Lat exempelvis f(t) vara spanningen 6ver
resistansen 1 ; da &ar f02n f(t)?dt den utvecklade energin under en period,
och integralen [ f(¢)?dt &r foljaktligen lika med effekten.

Ibland ar det saledes béttre att anvéinda

I ACRO

som matt pa storleken av en periodisk funktion f; ||f||2 kallas for L?-normen

av f.

Definition. Rummet av alla integrerbara periodiska funktioner f med dndlig
L?-norm betecknas L?(T).

For L?(T)-funktioner f och g kan vi skriva Cauchy-Schwarz olikhet for
integraler (sats 2.1.5) pa formen

| /Tf@)g(t)dt < Ifll2llgll2-

Genom att i denna olikhet speciellt vilja g som den konstanta funktionen 1
och byta f mot |f| erhaller vi olikheten

1/2 1/2 1/2
Lisrae< ([ irapa) ([ )" = ([ ropa)”

dvs. for alla funktioner f € L?(T) r

L1l < £ 12

En periodisk funktion med éndlig L2-norm har saledes automatiskt ocksé,
dndlig L'-norm, och detta betyder att L?(T) #r ett delrum till L!(T). Alla
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funktioner i L?(T) har dérfor en fourierserieutveckling.!
En annan konsekvens av Cauchy—Schwarz olikhet &r foljande olikhet for
L?-normen:

1 +gll2 < 1fll2 + [lgll2-

Genom att integrera identiteten

[F()+ @)1 = [F @)1 + F(£)g(t) + g(t) F () + lg (1)

= f(O)]* + 2Re f(t)g(t) + |g(t)|*

samt utnyttja Cauchy—Schwarz olikhet erhaller man ndmligen olikheten

I +gl3 = / (I7(t) + g(t)])? dt

/yf |2dt+2Re/f dt+/|g (t)|? dt
/!f I2dt+2‘/f dt‘ /Ig () dt

<A1 + 20 fll2llgllz + llgllz = (1f 112 + llgll2)?,

och olikheten fér L2-normen erhalls nu efter kvadratrotsutdragning.
Lat oss spinna vidare pa energitemat och betrakta en reellviard periodisk
signal som dr samansatt av sinusoider pa féljande vis:

f(t) = Ao+ Apsin(nt + ).

n=1

Vi ska jamfora signalens effekt med summan av de ingaende komponenternas
effekter. Eftersom

/ A2dt = A2 och / A2 sin’(nt + ¢,,) dt = Ai,
T T 2

ar summan av de ingaende delarnas effekter lika med
1 o
B> AN
n=1

nagot som vi alltsa ska jamfora med den sammansatta signalens effekt

/T F(t)? dt

N#ir L' och L?-rummen definieras med hjilp av Lebesgueintegralbegreppet blir L2 (T)
ett dkta delrum till L'(T). Med var ”"naiva” definition av en integrerbar periodisk funk-
tion som en periodisk funktion som dr Riemannintegrerbar éver intervallet [0, 2x], dr en
integrerbar funktion pa T automatisk begridnsad, och en begrinsad funktion har forstas
andlig L' (T)-norm och #ndlig L?(T)-norm. I den hiir boken sammanfaller dérfér rummen
L'(T) och L*(T) men vi kommer inte att utnytta detta i ndgra bevis eftersom detta inte
géller generellt.
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Overraskande nog — eller kanske inte(?) — #r de tva uttrycken lika. Det
giller med andra ord att

100
: Zat = A2+ =) A2
(310) | rara EEII

Formel (3.10) &r ett specialfall av Parsevals formel, och vi ska ge ett
matematiskt bevis for den i det hér avsnittet. Men 14t oss forst se hur formeln
ser ut om signalen f skrivs pa trigonometrisk form som

o
f(t) ~ % + Y (ancosnt + by, sinnt),

n=1

dar alltsa

Ay sin(nt + ¢r) = ay, cosnt + by, sinnt

och Ag = ap/2. Genom sambandet A2 = a2 + b2 Gvergar da formel (3.10) i
likheten

2 _1 2 100 2 2
/Tf(t) dt—4a0+2;(an+bn).

En &nnu elegantare formulering far vi genom att skriva fourierserien pa
exponentialform, vilket &r den version som ges i féljande sats.

Sats 3.10.1 (Parsevals formler). For alla funktioner f och g i L*(T) dr

(i) S 1f )2 = /T PPt =11

neZ

(i) S f(n)a(m) = /T F(Hg (@) d.

nez

For att bevisa formlerna behover vi tva hjilpsatser. I den forsta ar lik-
heten i Parsevals formel (i) ersatt med olikheten <.

Lemma 3.10.2 (Bessels olikhet). For alla funktioner f € L*(T) dr

Z\f(n)!QS/Tyfa)\?dt.

neZz

Bevis. Lat N vara ett godtyckligt positivt he}tal och betrakta integralen
S| f(@) = Snf(t)]>dt, dér Sy f(t) = SN v f(n)e™ dr den N:te partial-
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summan i fourierserien till f. Eftersom integranden &dr icke-negativ ar inte-
gralen givetvis icke-negativ. A andra sidan &r

[f(t) = SnfOF = (f(t) = Snf(1) (F(t) — Sn f (1))

- (0= 3 o) (7 3 T
n=—N

N
Z f e int _ Z f t)e~ £+ o—int
+ Z Z f 1 )t_

—Nn=—N

Genom att integrera denna likhet 6ver T och utnyttja definitionen av fou-
rierkoefficient samt att fT e" dt = 0 fér n # 0 och = 1 for n = 0 erhaller vi
saledes olikheten

0< [ 1) - Snfo)at
N N A N A A
:/ If ()2 dt — Z fn)f Z f(n + ) f)fn)
T n=—N = n=—N
N A~
:/ FORd— Y [fn)?
T n=—N

som visar att

N ~
2 2
g%UW|gAWMdt

Olikheten i lemmat foljer nu genom att lata N ga mot odndligheten. O

Lemma 3.10.3. Antag att f € L*(T) och sitt

— [ S+ o du
T

Di dr funktionen h periodisk och kontinuerlig, och h(n) = |f(n)|? for alla
n € Z.

Bevis. Med var traditionella beteckning for translat dr f(u +t) = f_(u),
och eftersom alla translat till en given funktion har samma L?-norm fljer
det av Cauchy—Schwarz olikhet att

o) = | [ 5o T da] < U1l = 1713
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Funktionen h &ar saledes véldefinierad och begriansad, och den &r uppenbar-
ligen ocksa periodisk med period 2x.

Kontinuiteten visar vi genom att uppskatta differensen h(t) — h(tg) med
hjélp av Cauchy—Schwarz olikhet:

)= bt =| [ s F@rdu— [ fy )T

= | [ ) = S ) du] < -1 = Foslel 1
=1/ = Follel

dér den sista likheten foljer av att f — fi—4, ar t-translatet till funktionen
f -t f —to*

For att visa att funktionen h &r kontinuerlig i en godtycklig punkt ¢,
dvs. att limy_y, h(t) = h(to), riacker det tydligen pa grund av ovanstaende
olikhet att visa att

(3.11) lim || f — fill2 =0.
t—0

Antag déarfor forst att f dr en funktion vars restriktion till intervallet
[0,2n] &r en trappstegsfunktion. Da dr differensen f — f; ocksa en trapp-
stegsfunktion som &r lika med noll pa intervallet [0,2xn] utom i ett dndligt
antal intervall av langd [¢|. Differensen #r vidare till beloppet begrinsad
av en konstant som inte beror av t. Foljaktligen dr ||f — fi|lo < C|t| for
nagon konstant C, och detta medfor forstas att (3.11) géller for alla sadana
funktioner f.

En godtycklig funktion f € L?(T) kan for givet tal e > 0 approximeras
med en funktion g vars restriktion till intervallet [0,2x] &r en trappstegs-
funktion sadan att ||f — g||2 < e. Genom att anvénda triangelolikheten for
L?-normen pa identiteten f — f; = (f — g) + (g9 — g¢) + (g¢ — f;) erhaller vi
olikheten

If = felle < AIf —gll2 + lg — gell2 + llge — fellz = llg — gell2 + 2| f — gll2
<Ilg — gell2 + 2.

Eftersom pastaendet(3.11) géller for trappstegsfunktioner finns det ett tal
0 > 0 sadant att |[g—g¢||2 < € om [t| < d, och detta medfor att || f— fi]|2 < 3e
om || < d. Déarmed &r kontinuiteten bevisad.

Fourierkoefficienten iL(’I’L) berdknar vi genom att anvénda definitionen
och byta integrationsordning:

f}(n)—/h() —int gy — / /fu+t ) —int gy
/f e /fu—i—t 0 ) du

/ Ju d“/ f)e ™ dv = f(n)f(n) = |fn)?. O
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Bevis for Parsevals formel. Antag att f € LQ(I). Eftersom funktionen £ i
féregdende lemma ir kontinuerlig med h(n) = |f(n)[> och -, .5 | f(n)[> < oo
pa grund av Bessels olikhet, foljer det av sats 3.8.3 att

ht) = 3 |Fn) 2o
nez
for alla t. For t = 0 ar darfor speciellt
FooN2 _ TN 2
7; @) = (o) /T £ (w)F () du /T )P dt.

vilket &r Parsevals formel (i).

For att bevisa den andra versionen (ii) utnyttjar vi féljande identitet
for komplexa tal z och w, en identitet som man litt verifierar genom att
expandera hogerledet:

420 = |z +w|* — |z — w)® + iz +iw]? — iz — iw|?

Sétt nu z = f(t) och w = ¢(t) samt integrera dver en period. I kombination
med formel (i) leder detta till att

4 [ 505 = 3 (1) + ) = 1Fm) = ) +ilF ) + i)l

neZ

—ilf(n) = ig(m)?) =4 f(n)

neZ

(n)

o

dar vi i den sista likheten utnyttjat samma identitet, nu med z = f (n) och
w = g(n). O

ExXeEMPEL 3.10.1. Lat f vara den periodiska utvidgningen av f(t) = ¢ for
|t| < m. Funktionens fourierkoefficienter beriknades i exempel 3.5.1: f(0) =0
och f(n) = (—1)"/n fér n # 0. Parsevals formel ger dérfor att

2

> =Y lfmk =g [ e

n#0 nezZ
o0
1 72
Det fo]j tt — = —. ]
et foljer a ;"2 5

Eftersom en funktions fourierserie ofta ges pa trigonometrisk form, speci-
ellt om funktionen &r reell, dr det praktiskt med en trigonometrisk versionen
av Parsevals formler.
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Sats 3.10.4 (Parsevals formler pa trigonometrisk form). Lat f och g vara tva
funktioner i L?(T) med fourierserieutvecklingarna

1 > :
ft) ~ 540 + z_:l(an cos nt + by, sinnt)
och
1 > .
g(t) ~ €0 + z_:l(cn cosnt + dy, sinnt).
Da ar
. 2 Loy 1o 2 2
(i) [f()]"dt = 7 laol +§Z(|an\ +16al%),
T n=1
(ii) /f(t)(t)dt—lac +1i(aé + bpdy)
T g - A 0¢0 2n:1 ntn ntn ).

t}’em’s. Sambgndet mellan koefﬁciente}rna an och b, och fourierkoefficienterna
f(n) &r att f(n) = 3(ay, —ib,) och f(—n) = 1(an +1b,) for n > 1, medan
£(0) = ag. Detta innebdr att

A~

1
FOP = o och

)P +1F )P = (@ — i) @ +1B2) + (@ +b,) @ i5,)

1
= §<‘an‘2 + ‘bn’2)7

vilket insatt i formel (i) i sats 3.10.1 ger den forsta formeln i satsen ovan.
Den andra formeln foljer pa liknande sétt. O

Vi har tidigare ndmnt att en fourierserie inte behover vara konvergent
overallt, och vi ska aterkomma till fragan om punktvis konvergens i nésta
avsnitt, ty ur strikt matematisk synvinkel &r det naturligtvis intressant att
veta om en given fourierserie konvergerar i en given punkt. Ur tillampnings-
synpunkt dr det emellertid ofta inte sa viktigt att en fourierserie konvergerar
punktvis och vad den har for virden i enstaka punkter. I manga fall spelar
namligen en funktion f inte en roll genom sina enskilda funktionsvirden
utan genom att den ger upphov till en s. k. linjar funktional av typen

b
Li(g) = / f(t)g(t)dt

och dérigenom associerar talviarden Ly (g) till varje funktion g i nagon lamp-
ligt vald funktionsklass. Jamfor med diskussionen i kapitel 2.5. Det intressan-
ta konvergensbegreppet for en foljd av funktioner (f,)7° blir nu om Ly, (g)
konvergerar mot L¢(g) for alla funktioner g i den aktuella klassen.
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Om ovanstaende later lite kryptiskt, sa ska vi nu ta oss an ett konkret
fall. Vi borjar med foljande sats, som visar att for varje periodisk L2-funktion
f konvergerar partialsummorna S, f mot f om man méter avstandet mellan
Snf och f med L?mnormen ||-||2. Man uttrycker detta i ord genom att siga
att partialsummorna S, f konvergerar mot funktionen f i kvadratiskt medel
(eller i L*-mening) d& n — oc.

Sats 3.10.5 (L2-konvergens). Fir alla funktioner f € L*(T) giller att

If = Snflla =0 ddn— oo.

Bevis. Satt g = f— S, f. Eftersom ,5/)3( k)= f(k ) for [k| < n och S/’E(k:) =0
for |k| > n, dr g(k) = 0 for |k| < n och g(k) = f(k) for |k| > n. Det foljer
déarfor av Parsevals formel (i) att

| f — Sh sz— ‘9”2— Z

k|>n

och serien i hogerledet gar mot noll da n — oo eftersom serien ) | f(n))?
ar konvergent. O

Sats 3.10.6. For alla funktioner f och g i L*(T) dr

lim Sf t)dt = /f

n—oo

Bevis. Pastaendet foljer av foregaende sats med hjilp av Cauchy—Schwarz
olikhet for integraler som ger att

’/TSnf(t)g(t)dt—/Tf(t dt’—)/ (Snf(2) dt‘

< |ISnf = fll2 - llg]l2- O

Ovningar

3.26 Anvind fourierserierna i 6vning 3.23 for att beridkna féljande summor:
oo oo

1 1
a)zﬁ b)z_}«m?—m

n=1
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3.11 Punktvis konvergens

For att med hjilp av satserna i avsnitt 3.8 berdkna summan av fourierse-
rien till en funktion maste vi forst visa att fourierserien &r konvergent. Ett
tillrdckligt villkor som garanterar detta &r enligt sats 3.7.4 att funktionen &r
tva ganger kontinuerligt deriverbar o6verallt. Detta &r ett globalt villkor pa
funktionen, men huruvida en funktions fourierserie ér konvergent eller ej i en
punkt tg beror, som vi ska se lingre fram, enbart pa funktionens uppférande
i en godtyckligt liten omgivning av punkten .

Ett enkelt lokalt villkor som garanterar att fourierserien konvergerar i
punkten ¢y &r att funktionen &r deriverbar i punkten, och villkoret pa deri-
verbarhet kan forsvagas nagot sa att existens av vinster- och hogerderivata
ar tillrackligt.

Definition. I en punkt ¢ty dir hogergransvirdet
ft5) = lim f(to + s)
s—0t

existerar kallas grénsvérdet

Fi(ty) = tim L0t 8) = J(tot)

1
—0t S

for den generaliserade hégerderivatan, forutsatt att det existerar. Och i en
punkt dér vanstergrénsvérdet

ftg) = lim f(to +s)

s—0—

existerar kallas grénsvérdet

f,_(t()) — lim f(t0+3) —f(t(;)

s—0~ S

for den generaliserade vinsterderivatan, forutsatt att det existerar.

I punkter ¢y dir funktionen #r kontinuerlig #r forstas f(td) = f(ty) =
f(to), och om den ”vanliga” vinsterderivatan existerar sa ar den lika med
12 (to), och motsvarande giller for den ”vanliga” hogerderivatan. Speciellt
existerar savél f’ (tp) som f’ (to) i alla punkter ¢y dér funktionen f &r deri-
verbar.

Utrustade med dessa definitioner kan vi nu formulera féljande konver-
genskriterium.
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Sats 3.11.1. Ldt f wvara en funktion i L'(T). I varje kontinuitets- eller
sprangdiskontinuitetspunkt t ddr de bada generaliserade ensidiga derivator-
na f'(t) och fl.(t) existerar, dr funktionens fourierserie konvergent med

summan
fA) + f(t7)
5 :

Bevis. Sitt A= £(f(t") + f(t7)) och betrakta funktionen

flt+s)+ f(t—s)—2A4

D |
SlH28

g(s) =

for 0 < s < m. Antagandet att funktionen f har generaliserade ensidiga
derivator i punkten ¢t medfor att gransvirdet

LS s) S =) =24
s—0t S
o JE )~ 1)

s—0t S s—0t —S

existerar. Foljaktligen existerar ocksa gréansvérdet

lim g(s) = lim 81 SlEo)+flt=s) =24 = 2(f.(t) — fL(¢)).

s—0+ s—0* sin 5$ S

Med ritt definition av g(0) &r saledes funktionen g kontinuerlig i origo,
vilket medfor att den &r integrerbar pa intervallet [0, ]. Det foljer darfor av
Riemann—Lebesgues lemma att

(3.12) lim g(s)sin(N + 3)sds = 0.

N—o0 0

Vi ska hérnést hirleda en integralformel for partialsumman

N
Snf(t)= Y f(n)e™
n=—N

till f:s fourierserie och paminner da férst om Dirichletpolynomet

N
(3.13) Dy(t)= Y ™
n=—N

som vi studerade i exempel 3.2.2 och vars summa vi dar beridknade till

sin(N + )t

Dn (t) - sin %t
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Dirichletpolynomen har egenskaper som paminner om Poissonkédrnan.
Genom att integrera summan i (3.13) termvis far vi med en gang att

/T D (t) dt =

P4 intervallet [6,n], dir 0 < § < m, &r vidare funktionen 1/sin 1¢ konti-
nuerlig, sa darfor foljer det direkt av Riemann—Lebesgues lemma att

Y (]

lim Dy (t)dt = lim T
N—oo Js N—oo J5 sin st

sin(N + L)tdt =0

om0 < d <m.

Vi skriver nu om partialsumman Sy f(t) pa foljande vis:

Snf(t)

$ (s ager- | 5 s
:/Tf(u)DN(tu)du:/Tf(tS)DN(S)ds,

dér den sista likheten foljer efter variabelbytet s =t — u.

For att visa att partialsummorna Sy f(t) konvergerar mot f(¢) &r det
nu frestande att forsoka kopiera beviset for sats 3.8.1 om Abelsummation,
men det fungerar inte av det skilet att Dirichletpolynomen till skillnad fran
Poissonkédrnan inte dr positiva. For att fourierserien skall konvergera punkt-
vis kravs det darfor ytterligare villkor pa funktionen f utéver att den tillhor
LY(T).

Under antagandet att de generaliserade derivatorna existerar i punkten
t och med A = 3(f(t7) + f(t7)) och funktionen g definierad som tidigare
fortsdtter vi nu pa foljande sétt:

Swf(t) /ft—sDN /DN

_/T(f(t—s) A) Dy (s) ds
:21n</_i(f(t—s)—A)DN(s)ds—i—/o

Vi gor variabelbytet u = —s i integralen éver [—m, 0] samt utnyttjar att

i

(f(t—s)— A)Dn(s) ds).
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Dirichletpolynomet Dy ar en jdmn funktion. Detta resulterar i att

SNf(t)—A:zln(/on(f(t+u)—A)DN(u)du+/ (f(t—s)—A)DN(s)ds)

0

s

/ ft+s)+ f(t—s)—2A)Dn(s)ds
ft+s +f(t—s)—2A

275 sin = 5 lg

sin(N + 1)sds

275 ; g( ) sin(N + 3)s ds.

Gréansvirdet (3.12) visar att

lim SNf(t) —A= 0,
N—oo

och darmed &r beviset klart. O

EXEMPEL 3.11.1. I exempel 3.5.1 bestdmde vi fourierserien till den perio-
diska utvidgningen av f(t) = t, |[t| < =, och fann att

f(t) ~ iz (i)n et = Z 2(;)71—1 sin nt.
n#0 n=1

Funktionen f &r kontinuerlig och deriverbar i det éppna intervallet |—m, =n].
Det foljer dérfor av sats 3.11.1 att

> 2(71)71—1 )
Z ————sinnt =1t
n
n=1
for —mt < t < =, samt att fourierseriens summa &r lika med O for ¢ = 4=

(vilket for 6vrigt ar trivialt eftersom alla sinustermerna ar lika med 0 i dessa
punkter). O

EXEMPEL 3.11.2. Betrakta den 2zn-periodiska funktion f som definieras av

att
0 om —n<t<O,
f(t) =
t om 0<t<m.

Funktionen f &r kontinuerlig 6verallt i det 6ppna intervallet |—=, [ och de-
riverbar o6verallt i samma intervall utom i punkten 0, dar dock vénster- och
hogerderivatorna existerar (och &r lika med 0 resp. 1). I diskontinuitetspunk-
ten m existerar de generaliserade ensidiga derivatorna. Enligt sats 3.11.1 &ar
déarfor fourierserien konvergent med f (t) som summa fér —t < t < m och
med (f(n7) + f(n")) = 3(n + 0) = 7 som summa for t = .
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Lat oss beriikna fourierserien pa trigonometrisk form. Seriens koefficien-
ter ar

1/nt tdt g el
Ap = — cos =
1) —1
Lo e)
1 b -1 n—1
bn:/ tsintdt:i,
T 0 n

och vi kan nu dra slutsatsen att

0 for—n<t<O,

T 2 cosnt  ~= (=1)"1 | )
Z_EZ — +Z " sinnt=<t for0<t<m
n udda n=1 %

n fort=mn.

Figur 3.10. Funktionen f i exempel 3.11.2 och partialsumman

Sef(t) d

Huruvida en fourierserie konvergerar i en punkt beror enbart pa funk-
tionens uppforande i en godtyckligt liten omgivning av punkten. Detta &r
inneborden av foljande sats.

Sats 3.11.2 (Riemanns lokaliseringsprincip). (a) Ldt f € L'(T) och antag
att f(t) = 0 for |t — to] < 9, dir § dr ett godtyckligt litet positivt tal. Da
konvergerar funktionens fourierserie mot 0 i punkten tg.

(b) Lat f,g € L*(T) och antag att f(t) = g(t) for alla t i ndgon Gppen om-
givning av to. Da dr antingen fourierserierna till f och g bada konvergenta
1 punkten tg med samma summa, eller ocksa dr bada serierna divergenta.

Bevis. (a) dr en omedelbar konsekvens av sats 3.11.1, och (b) foljer genom
att tillimpa (a) pa differensen f— g, eftersom det f6r partialsummorna géller
att Sy f(t) = Sp(f — g)(t) + Sng(t) och Sp(f —g)(to) > 0dan —oo. O



84 3 Fourierserier

Lokaliseringsprincipen &dr onekligen 6verraskande, ty genom att dndra en
funktion utanfor en godtyckligt liten omgivning av en punkt kan vi féréindra
samtliga koefficienter i fourierserien, men detta paverkar alltsa inte fourier-
seriens summa i punkten.

Ovningar

3.27 Funktionen f &r periodisk med period 2m och f(t) = e! for 0 < ¢ < 2.

a) Bestdm funktionens fourierserie, avgor var den dr konvergent samt
vad den har fér summa.

o0
1
b) Berdk —_.
) Beridkna summan 31 -~

3.28 « #r ett reellt tal som inte dr ett heltal. Sitt f(t) = e for —n <t <n
och utvidga f till en 2n-periodisk funktion. Visa féljande tva formler
genom att studera funktionens fourierserie for ¢t = 0 och t =

o0

T 1 2(-1)"« 1
— == —~ 7 _— och mcotan=— S
sin an a+n§:1 a? —n? a+ — a2—n2

Om man sétter x = an, sa kan formlerna ocksa skrivas pa formen

o

1 2x
= och cotx=-—+ -
sin Z — n2n2 T Z x? — n2n?’

— n=1

Jamfor detta med partialbraksutveckling for rationella funktioner!

3.29 Anvind foregaende 6vning for att for reella tal o som inte &r heltal

berdkna summan
o0

1
Z (n—a)?’

n=—oo

3.12 Gibbs fenomen

Om funktionen f € L'(T) dr kontinuerlig och har viinster- och hogerde-
rivator i alla punkter i ett slutet intervall I, sa foljer det av sats 3.11.1
att fourierserien #r konvergent for alla punkter i intervallet. Konvergensen
kan vidare visas vara likformig, vilket innebér att det for varje givet € > 0
finns ett NV sa att fourierseriens partialsummor S, f(¢) satisfierar olikheten
|Snf(t) — f(t)| < eforallat € I och allan > N. Geometriskt betyder detta
att punkterna (¢, S, f(t) ligger i en remsa av bredd e runt grafen y = f(t)
for t € I och n > N. Se figur 3.11.
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Snf I

Figur 3.11. Fourierserien konvergerar likformigt
mot funktionen pa slutna intervall dér funktionen
ar kontinuerlig och har vénster- och hogerderivator.

Om funktionen ddremot har en sprangdiskontinuitet i punkten ¢y € [
s& att exempelvis f(tf) > f(ty), s4 kan omdjligtvis grafen y = S,f(t)
till partialsumman ligga i ett sadant band, eftersom partialsummorna &Ar
kontinuerliga funktioner. Vad man déremot skulle kunna férvinta sig ér att
partialsummornas grafer ska konvergera mot en kurva, som i en omgivning
till vanster och till hoger om diskontinuitetspunkten ¢y sammanfaller med
funktionskurvan y = f(t) och for t = ¢y bestar av en vertikal linje mellan
punkterna (to, f(ty)) och (to, f(tg)). S& dr emellertid inte fallet utan for
t = to far man ett vertikalt segment av en lingd som é&r ca 18 % langre &4n
&) - £,

Fenomenet kallas Gibbs fenomen, och vi skall hirleda det i det mest
renodlade fallet, ndmligen da f &r den 2n-periodiska fyrkantsvagfunktion

som definieras av att f(t) = 1for 0 <t <=, f(t) = —1 for —n < t < 0,
och f(0) = 0. Eftersom funktionen &r udda, har den en sinusseriec med
koefficienter

by, = 2/ sinnt dt = 3(1 — (=™
0

T nmw

som ar noll for jimna n. Det foljer av sats 3.11.1 att fourierserien &r kon-

vergent och att
o

4 —sin(2n + 1)t
==y ——— T~
) Zo 2n+1
for —n <t < m.
Betrakta nu seriens partialsummor

N .
4 sin(2n + 1)t
Sony1f(t) = - E én+ 1 )

pa intervallet ]0,x[. Vi vet att Sony1f(t) — 1 da N — oo, men om vi
ritar graferna till Son41f kommer vi att upptéicka ett mérkligt beteende.
Son+1f(t) har ett maximum i en punkt ¢y > 0 néra 0, och ¢ty gar mot 0 da
N vixer, men maximivirdet ndrmar sig inte 1 utan férblir istéllet storre &n
1.17. Jamfor figur 3.12.
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"“’“Vavﬂ 10 A VAV"VA

0.5

—o05]

vr\VA A : N s

Figur 3.12. Gibbs fenomen: Fyrkantsvagen
f(t) och partialsumman Ssq f(¢).

Lat oss analysera situationen i detalj. Derivatan till Son 1 f kan berdknas
pa foljande sétt:

N
(Sani1f)'(t) = = Z cos(2n + 1)t -Re (Z el(@nt1) )

n=0
4 i2N+2)t _ 4 i(2N+2)t _q
= f-Re(elte7> = - -Ree.i.
T e12t -1 T elt _ e—lt
4 poi- !N+t 9 &in(2N + 2)t
_ — . e ————————=—+ —
i 2sint T sint

Det forsta nollstéllet i intervallet |0, x| till derivatan (Sony1f)’ ligger i punk-
ten ty = n/(2N + 2). Genom att betrakta derivatans tecken pa dmse sidor
om punkten drar vi slutsatsen att ¢y dr en maximipunkt. For att berikna
maximiviirdet noterar vi férst att Son41f(0) = 0, varav foljer att

En 2 [™ sin(2N + 2)t
(3.14)  Sonat fltn) = / (Sonsrf)(8)dt = 2 / sin@N +2)t ),
0 T Jo sint
Vi vill undersoka gransvirdet av Sonyy1f(tn) da N — co. Eftersom integra-
len i (3.14) &r en smula komplicerad pa grund av ndmnaren, approximerar
vi den med den enklare integralen

2 [ sin(2N 4 2)t
IN_n/ Sm(;r)dt_ [séitt u = (2N + 2)¢]
0

2 [Tsi
:/ Smudu:[.
T Jo u

Integralerna I har med andra ord det konstanta virdet I, och en numerisk
berékning ger vid handen att I ~ 1.179.
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Héarnést noterar vi att

2 (N1 1
52N+1f(tN) -1 = / (7 - *) sin(2N + 2>t dt.
T Jo t

Funktionen .
(t) _ 1 1 _ t—sint
g\ = sint ¢  tsint

gar mot 0 da t — 0, sa dess absoluta virde dr darfor sikert mindre &n 1 pa
intervallet [0, ¢y], bara N &r tillréckligt stort. Slutsatsen blir att

|Sony1f(ty) —1I| < % iy = Ni—l
Foljaktligen konvergerar Soni1f(tn) mot I da N — co.
Eftersom funktionen Son41f &r udda, har den ett minimum i punkten
—tn, och minimivardet ar approximativt lika med —1.179 for stora V.
Fastdan funktionen f har ett sprang i origo som &r lika med 2 enheter,
kommer saledes partialsummorna Sony1f(t) i en omgivning av origo att
approximera ett vertikalt segment av ungefarlig langd 2.358 da N gar mot
odndligheten. Samma fenomen intréaffar vid varje sprangdiskontinuitet.

3.13 Formler for godtycklig periodliangd

Fourierserieutvecklingen till en periodisk funktion med godtycklig period kan
man fa genom att skala om funktionen sa att perioden blir 2rx. For framtida
bruk ska vi nu beskriva de formler som man da erhaller.

Antag att funktionen f &r periodisk med periodldngd P, dvs. att

Ft+P)=f(t) forallateR,

och sétt Q = 2n/ P, funktionens grundvinkelfrekvens. Definiera funktionen g
genom att sitta

g(u) = f(u/Q);
da dr g(u + 2n) = f(u/Q+2n/Q) = f(u/Q+ P) = f(u/Q) = g(u), dvs.
funktionen g &r 2zn-periodisk och har en fourierserieutveckling pa formen
Fu/Q) = g(u) ~ ) cne™
nez

med

1 [" : 1 [" ;
en==— [ gluye ™ du= / flu/Q)e "™ du
T 2n T

2n J_
1 /P/2 o
=— f(t)e "™ dt,
P o (t)
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dar vi forstas gjort variabelbytet ¢ = u/Q for att erhalla den sistndmnda
integralen. Samma variabelbyte i serieutecklingen av g ger att

f(t) ~ Z Cneinﬂt’

neZ

vilket ar den sokta fourierserieutvecklingen av f.
Motsvarande kan forstas goras for den trigonometriska varianten av fou-
rierserieutvecklingen, vilket resulterar i féljande formler:

1 oo
f(t) ~ 540 + Z(an cos n€dt + by, sinnQt),

n=1
dar

9 [P/2 9 [P/
an = / f(t)cosnQtdt och b, = / f(t) sinnQt dt.
P —P/2 P —P/2

For P-periodiska L2?-funktioner far slutligen Parsevals formel foljande
utseende:

e}

1/P/2 FORd =S leal? = Sao2 + 2 S (lanl? + b ]?)
P _P/2 = Cn —4@0 2 CLn n .

neZ n=1



Kapitel 4

Tillampningar pa
fourierserien

4.1 Toner

I inledningskapitlet introducerade vi fourierserien genom att diskutera toner;
en ton med tonh6jden v Hz modellerades som en periodisk funktion f med
en fourierserieutveckling av typen

[ee]
f(t) = Z Ay sin(2nvnt + ¢p,)
n=1
pa amplitud-fasvinkelform, och de ingaende sinusoiderna A,, sin(2nvnt + ¢y,)
kallades deltoner.
Som exempel ska vi nu analysera en ton f(¢) med frekvens v, amplitud
A och sagtandsform enligt figur 4.1.

S}

AN ;
2 2
Figur 4.1. Sagtandsformad vagfunktion f

Funktionen f dr udda och periodisk med period P = 1/v och antar
maximivéirdet A for ¢t = 0P/2, dar 0 < 6 < 1. Pa intevallet [0, P/2] ar dérfor

2Av . opr

—t foro<t< —
fey=2"° 2
24y /P ) P
(——t) for - <t< .

1—-0\2 2 2

89
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P& trigonometrisk form har funktionen f fourierserieutvecklingen

ft) = Z by, sin 2nvnt,

n=1

dér
4 P/2
b = = (t) sin 2nwnt dt.
P Jo

Variabelbytet x = 2nvt resulterar i formeln

2 1Y
bn:/ f(x/2nv) sinnx dx
T Jo

2A o 0 0 T T, .
:07t</0 nsmnxdm—i-(le)/e (1—E)Slnnxdx),

T
och efter partiell integration fas

2A sin nfrn

b = (1 —0)n>  n?

Absolutbeloppet av kvoten b, /b; mellan amplituden b,, hos évertonen
med frekvens nv och amplituden b; hos grundtonen ger ett matt pa den
relativa tonstyrkan hos 6vertonen. I foreliggande fall &r

b, sinnfrn 1
by  sinfn  n2’

Om 6 = 1/N, didr N &r ett heltal, sa dr by = 0 for alla k, vilket innebér
att det inte finns nagra 6vertoner med frekvenser som dr heltalsmultipler av
Nv.

Lat oss nu speciellt analysera fallet § = 1/2. Da &r alltsa b, = 0 for alla
jamna tal n medan |b,/b1| = 1/n? for udda n. Om grundfrekvensen v hos
sagtandstonen ar lika med frekvensen hos tonen lilla ¢ som &r 130.8 Hz, far
de nio forsta deltonerna frekvenser och relativ styrka b, /b; enligt tabell 4.1,
dér vi for varje delton ocksé angivet motsvarande ton i tolvtonsskalan.!
Sagtandstonens spektrum visas i figur 4.2. Observera att amplitudskalan &r
logaritmisk.

ntervallet mellan en ton och tonen med dubblad frekvens kallas en oktav. I vister-
lindsk musik delas oktaven i 12 (logaritmiskt) lika stora halvtonsteg, vilket betyder att
varje halvtonsteg multiplicerar frekvensen med 21712 = 1.0595. Det gar exempelvis 5
halvtonsteg mellan tonerna C och F och 7 halvtonsteg mellan tonerna C och G inom
en och samma oktav, vilket innebér att tonerna F och G har frekvenser som &r 2°/12 =
1.3348 resp. 27/12 = 1.4983 ganger frekvensen hos C. Tonstegsintervall av samma storlek
som intervallen C—F resp. C—G kallas kvart resp. kvint. Notera att de rationella talen
4/3 resp. 3/2 ar mycket bra approximationer till 2°/12 resp. 27/12 vilket forklarar varfor
kvarter och kvinter klingar harmoniskt. Vid s. k. ren stdmning stimmer man for 6vrigt
musikinstrumenten sa att kvarts- och kvintintervallen blir exakt 4/3 och 3/2.
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Tabell 4.1. Deltoner till sagtandstonen for § = 1/2.

Delton nr n 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Frekvens, Hz | 131 262 392 523 654 785 916 1047 1177
Tonlége c ¢ gl 2 e g2 af?z 3 d3
1

Relativstyrka| 1 0 & 0 & 0 & 0 &

|

Do
S o
[

Amplitud (dB)
& b
ISHNS
| |

|
o0
S
I

H‘H |||||||||||||||IIIIIII||||||
T T T

0 2000 4000 6000 8000 10000
Frekvens (Hz)

Figur 4.2. Sagtandstonens spektrum da 6 = 1/2.

4.2 Svingande stringen

I det forra avsnittet undersokte vi toner som fysikaliskt sett &r periodiska
mekaniska vagor som i form av fortétningar och fortunningar i luften nar
orat. Man kan som bekant astadkomma sadana vagor pa olika sétt, genom
att kndppa, gnida eller sla pa en string som i stranginstrument eller genom
att sétta en luftpelare i rorelse som i blasinstrument. Den alstrade tonens
tonhojd, tonstyrka och klangfiarg beror av geometriska och fysikaliska egen-
skaper hos instrumentet. Vi ska analysera detta for det enkla fallet att vart
instrument bestar av en enda striang.

Betrakta for den skull en string av lingd L som é&r fastspénd i sina
andpunkter som vi forlagger till punkterna 0 och L pa z-axeln. Om vi sétter
stréngen i rorelse i zy-planet, t. ex. genom att lyfta den och sedan sléppa den
(som pa en gitarr) eller genom att sla pa den (som hammaren i ett piano),

Omfanget av det horbara frekvensomradet motsvarar ca 10 oktaver, sa det behovs ca
120 namn for att notera de av tolvtonskalan genererade tonerna. Det gér man genom
att forst ge de olika oktaverna namn sidsom stora oktaven, lilla (eller ostrukna) oktaven,
ettstrukna, tvastrukna oktaven, osv. Sedan far tonerna inom en oktav oktavens namn
som tilligg. Exempelvis kallas tonen C i stora oktaven ”stora C” och betecknas C, tonen
C' i lilla oktaven kallas ”lilla C” och betecknas c, tonen C' i ettstrukna oktaven kallas
”ettstrukna ¢” och betecknas c', osv. P4 ett piano svarar C-tangenten mitt pa pianot mot
ettstrukna c. Tonernas frekvenser fixeras av att a', ettstrukna a, har frekvensen 440 hertz.
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Iu(x,t /\

T L

Figur 4.3. Svingande string

sa kommer den att sviinga periodiskt till dess att rorelsen sa smaningom
dédmpas av friktionen mot luften och av gravitationen.

Om vi bortser fran ddmpningen och later u(z, t) beteckna avvikelsen fran
viloldget i punkten x vid tidpunkten ¢, sa foljer det fran Newtons rorelselagar
att rorelsen for 0 < x < L och t > 0 beskrivs av den partiella differential-
ekvationen

0%u 0%u
d R ey
(pd) P o 512

Hér &r p strédngens densitet (massa per lingdenhet) och T stringens tension
som ar ett matt pa stringens motstandskraft mot forandring och som okar
med 6kande spadnning hos strangen.

Eftersom strangen &r fastspénd i sina &ndpunkter har vi ocksa tva rand-
villkor i form av

(rv) u(0,t) =u(L,t) =0 fort¢>0.

Stringens rorelse bestdms slutligen ocksa av begynnelsevillkoren

u(z,0) = up(x), 0<z<L;
bv
(bv) gl:(x,O):vg(x), O<z<L

dér ug(x) beskriver stringens ldge och vg(x) dr den hastighet vid punkten
x som stréangen har i y-riktningen i startégonblicket ¢ = 0.

Vi ska nu konstruera en 16sning till differentialekvationen som satisfierar
givna rand- och begynnelsevillkor och konstaterar da forst att funktionerna

Un(, 1) = by (t) sin ?

satisfierar de homogena randvillkoren (rv) for alla positiva heltal n och god-
tyckligt val av funktionerna b, (¢). En godtycklig summa av sadana funktio-
ner satisfierar ocksa randvillkoren, sa darfor ska vi undersoka om vi inte kan
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hitta en losning till vart problem i form av en lamplig odndlig summa av
funktioner uy,(z,t). For att forenkla beteckningarna sétter vi

Q=mn/L

och ansétter foljaktligen
u(x,t) = Z by (t) sin nQ.
n=1

Lat oss nu anta att summan ar konvergent for 0 < x < L och t > 0, att
funktionerna b,, &r minst tva ganger deriverbara samt att vi kan bestdmma
de partiella derivatorna till funktionen w genom att derivera innanfor sum-
matecknet — att sa verkligen #r fallet kommer vi att verifiera i efterhand.
Da blir

0? s
6—1; = Z bl (t) sinnQx
¢ n=1
och
2 (e}
% = Z —n?Q%b, (t) sin nQ.

3
Il
—

Genom att jamfora koefficienterna for sinnQx ser vi att var funktion u
satisfierar differentialekvationen (pd) om

pbl(t) = —n2Q°Th,(t)

for alla n. Detta dr en ordinér differentialekvation av andra ordningen med
konstanta koefficienter vars karakteristiska ekvation har rétterna +ncfi, dar
vi satt

c=+/T/p.

Differentialekvationens allménna 16sning har saledes formen
b (t) = Ay, cosncQt + By, sin ncft.

Forutsatt att vara forutsittningar angaende deriveringen &r uppfyllda
satisfierar déarfor funktionen

(4.1) u(z,t) = Z(A” cos ncfit + By, sin ncQt) sin n{lx

n=1

savil differentialekvation som randvillkor, men det aterstar forstas att upp-
fylla begynnelsevillkoren som kriver att

u(z,0) = Z Ay sinnQx = ug(z)
(4.2) n=1

881:(:6, 0) = Z neQ By, sin nQx = vo(x).
n=1
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For att bestamma koefficienterna A,, och By, sa att detta géller utvidgar
vi funktionerna ug(z) och vg(z) till udda funktioner pa intervallet [—L, L]
och sedan till periodiska funktioner med period 2L. De utvidgade funktio-
nernas fourierserier kommer da pa trigonometrisk form att vara rena sinus-
serier, och koefficienterna i dessa serier bestimmer koefficienterna A, och
B,,, ndrmare bestdmt som

2 L
A, = 7 / uo(x) sinnQx dx
ncQ)B, = — / vo(z) sin nQx dx.
L 0

Om det finns en 16sning u(x,t) som uppfyller vara forutséittningar om de-
riverbarhet, sa har den saledes formen (4.1) med koefficienter som ges av
ekvationerna (4.3).

Var hérledning bygger pa antagandet att det finns en deriverbar 16sning
med en fourierserieutveckling som kan deriveras under summatecknet. I ef-
terhand kan vi verifiera detta genom att visa att den erhallna l16sningen
verkligen har dessa egenskaper forutsatt att funktionerna wg och vy i begyn-
nelsevillkoret &r tillréckligt reguljéra.

Sats 4.2.1. Antag att de periodiska, udda utvidgningarna av funktionerna
ug och vy dr odndligt deriverbara. Da dr den av serien (4.1) definierade
funktionen u(x,t) med konstanter A, och B, bestimda av ekvation (4.3)
odndligt deriverbar och en lésning till differentialekvationen (pd) som upp-
fyller randvillkoret (rv) och begynnelsevillkoret (bv).

Bevis. Det foljer av sats 3.7.4 att koefficienterna A, och B,, fér varje natur-
ligt tal p uppfyller olikheter av typen |A,| < Kn™P och |B,| < Kn™P dir
K &r en konstant. Serien (4.1) liksom de serier som fas genom att derivera
partiellt under summatecknet ett godtyckligt antal ganger ar déarfor absolut-
konvergenta, och man kan genom att resonera som i sats 2.2.4 visa att funk-
tionen u har partiella derivator av varje ordning samt att derivatorna erhalls
genom derivering under summatecknet. Vidare konvergerar enligt sats 3.8.2
fourierserierna i (4.2) med ug(x) resp. vo(z) som summa. Funktionen u(x, t)
satisfierar darfor savél differentialekvation som begynnelsevillkor. O

Anmdrkning. Man kan ocksa visa att losningen i satsen ovan &r entydigt
bestamd.

Det foljer omedelbart av 16sningsformeln att w(z,t+2n/cQ) = u(x, t) for
alla x och t. Den vibrerande stringen aterfar med andra ord sin ursprungliga
form y = up(z) periodiskt med perioden

P =2n/cQ) =2L\/p/T,
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vilket dr anledningen till att den alstrar ljudvagor med frekvensen

1 1 /T

P 2L\

Frekvensen hos den alstrade tonen tkar saledes med minskande stranglangd,
okande spanning och minskande densitet (tjocklek), nagot som man enkelt
kan verifiera genom att knéppa pa en gitarrstring.

Ovningar

4.1 Bestdm en l6sning till vagekvationen

Fu_ Ou O<z<m t>0
- = T .
otz oz’ . ’ ’
u(0,t) = u(rn, t) =0, t>0;
u(z,0) = z(n — z), O<z<m
0
\a—?(x,O):siHQm, 0<z<m.
4.2 Vibrationerna hos en pianostring beskrivs idealiserat av foljande dif-
ferentialekvation:
( 0’u  9%u
w:@, 0<.’E<Tt,t>0,
u(0,t) = u(rn,t) =0, t>0;
u(z,0) =0, 0<z<m;
@($70): 1/h, fora<xz<a+h,
ot 0 annars.

Hér beskriver a hammarens anslagspunkt pa stridngen, och A som &r
ett litet tal, & hammarens bredd. Bestdm grénsvardet till 16sningen
u(z,t) da h — 0.

4.3 Virmeledning i en stav

I inledningskapitlet hirledde vi utifran fysikaliska principer en partiell diffe-
rentialekvation for diffusion. Virmeledning fungerar pa ett helt analogt sétt.
Om u(z,y, z,t) betecknar temperaturen i punkten (x,y, z) inuti en homogen
kropp K vid tidpunkten ¢, sa satisfierar saledes v differentialekvationen

ou
LA
5 Kk Au,
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forutsatt att det inte finns nagra varmekéllor eller virmesénkor inuti krop-
pen. Har &r k en materialkonstant som beror pa kroppens viarmeledningsfor-
maga.

Vi ska nu 16sa vidrmeledningsekvationen i det fall da var kropp K é&r
en homogen stav av lingd L som halls isolerad fran omgivningen utom i
dndarna, dir temperaturen halls konstant. Allt virmeflode sker i detta fall i
stavens lingdriktning, s problemet att bestimma virmefordelningen inuti
staven &r i princip endimensionellt. Med u(x,t) som temperaturen i punkten
x vid tiden ¢, beskrivs temperaturen f6r 0 < x < L och ¢t > 0 foljaktligen av
differentialekvationen

ou 0%
(pd) ot K@7
ett randvillkor av typen
(rv) u(0,t) =a, u(L,t)=10 for t >0,

dér a och b &r givna tal, och ett begynnelsevillkor av typen
(bv) u(z,0) = up(x) for 0 <z < L,

dér ug dr en given funktion.

Vi ska l6sa denna differentialekvation med fouriermetoder och borjar
med att behandla fallet homogena randvillkor, dvs. fallet a = b = 0. Om
vi sétter = n/L sa kan vi precis som for vagekvationen konstatera att
funktionerna

Un(x,t) = by (t) sinnQx

satisfierar dessa randvillkor fér varje n och varje val av deriverbar funktion
by (t). Det ar darfor naturligt att forsoka ansétta en 1sning till vart problem
pa formen

u(z,t) = Z by (t) sin nQx.
n=1

Forutsatt att vi kan derivera partiellt under summatecknet blir nu

%: = Z bl (t) sinnQx och
n=1
2 oo
gg = Z —n202b,,(t) sin nQa,
x
n=1

sa u(x,t) 16ser den partiella differentialekvationen (pd) och randvérdesvill-
koret (rv) med a = b =0 om

b, (t) = —kn*Q%b, ().
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Vi har nu en forsta ordningens differentialekvation med 16sningen
bn(t) — BneanQth’

vilket innebér att var 16sning till virmeledningsproblemet bor ha formen

[e.9]
(4.4) u(z,t) = Z Bre "7 gin nQa.

n=1

For att ocksa uppfylla begynnelsevillkoret ska koefficienterna B,, bestam-
mas sa att

[e.9]
u(x,0) = Z B, sinnQx = ug(x).
n=1
Koefficienterna ska med andra ord vara koefficienter i sinusserien till funk-
tionen wug, och sinusserien fas genom att utvidga ug till en udda periodisk
funktion med period 2L. Detta bestdmmer koefficienterna som

2 L
(4.5) B, = / up(x) sinnQdx dz.
L 0
Néar vi nu har funnit en formel for 16sningen, kan vi i efterhand verifiera
att deriverbarhetsforutsattningarna faktiskt ar uppfyllda, och detta leder till
foljande sats.

Sats 4.3.1. Antag att funktionen ug dr kontinuerlig och begrinsad med héger-
och vinsterderivator i varje punkt. Da loser den av serien (4.4) definierade
funktionen u med koefficienter bestamda av ekvation (4.5) vdrmelednings-
ekvationen (pd) med homogena randvillkor (rv) och begynnelsevillkoret (bv).
Funktionen u har vidare partiella derivator av alla ordningar.

Beuvis. Det foljer av forutsdttningarna att begynnelsevillkoret ar uppfyllt, sa
det récker att verifiera att w har partiella derivator av godtycklig ordning
samt att dessa fas genom att derivera under summatecknet.

Den n:te termen i den serie som fas genom att derivera serien (4.4)
partiellt under summatecknet p ganger med avseende pa x och ¢ ganger
med avseende pa t har formen

Bn(nQ)p(—nQ2n2)qe_“92”2t(i sin nQx)

med sinus bytt mot cosinus om p &r udda. Eftersom fourierkoefficienterna
B,, dr begriansade foljer det att ovanstaende term fér ¢ > § > 0 och alla z
till beloppet dr begriansad av

Cnp+2qe—cm2

for a = k25 > 0 och nagon konstant C' som inte beror av n.
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Fér varje exponent r &r serien ) nre—an’ konvergent, sa det foljer att
den partiellt deriverade serien &r absolutkonvergent och, med argument som
i beviset for sats 2.2.4, att det &r legitimt att derivera under summateck-
net. Foljaktligen dr funktionen wu(x,t) odndligt deriverbar, och speciellt &r

deriveringarna som ledde till formlerna for de partiella derivatorna 2% och

ot
% tillatna. Detta visar aposteriori att hérledningen av formeln (4.4) for

16sningen u(zx,t) dr korrekt. O
Inhomogena randvillkor

Det allménna fallet med inhomogena randvillkor aterfor vi pa det homogena
fallet genom att sétta

¢(a¢):a+b

X

samt konstatera att funktionen u(z,t) 16ser virmeledningsekvationen (pd)
med inhomogena randvillkor (rv) och begynnelsevillkor u(x,0) = up(x) om
och endast om funktionen

v(z,t) = u(x,t) — p(x)

loser samma véirmeledningsekvation (pd) med de homogena randvillkoren
v(0,t) = v(L,t) = 0 och begynnelsevillkoret v(z,0) = ug(z) — ¢(z).

Varianter

Viarmespridningen i en stav som &r isolerad &dven i sina &ndpunkter vilket in-
nebér att det inte forekommer nagot utflode av virme i stavens langdriktning
i &ndpunkterna, beskrivs av samma partiella differentialekvation som ovan,
dvs.

ou 9%u

d = 2"
(pd) ot~ " ox2
men randvillkoren har nu formen

ou ou
/ = — = >
(v)) (0. = (L) =0, t>0.

Givet ett begynnelsevillkor av samma typ som tidigare, dvs.
(bv) u(z,0) = up(z), 0<t<L,

sa erhaller vi nu den entydigt bestimda losningen genom ansatsen

(o]
02,2
+ E Ape Y cos nQ,

n=1

Ag

u(zx,t) = 5
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dér som tidigare = n/ L. Koefficienterna A,, fas den hir gangen genom att
utveckla funktionen ug i en cosinusserie, vilket betyder att

9 L
Ay, = / uo(z) cos nQx dx.
L Jo
Notera att stavens temperatur nir lang tid forflutit, dvs. lim wu(x,t), &r

konstant och lika med t—00
Y1 M@
—-— == ug(x) dx
2 L)y

vilket 4r medelvirdet av den inititala temperaturen i staven. Detta forefaller
rimligt eftersom ingen véirme férsvinner ut ur staven.

Ovningar

4.3 Bestdm en l6sning till virmeledningsekvationen

@Z@ O<z<m t>0
ot 0x%’ ’ ’
u(0,t) = u(n,t) =0, ¢>0;
u(z,0) =1+sinz, O0<z<m.

4.4 Bestdm en 16sning till viarmeledningsekvationen

ou  0%*u

E—w, O<CC<TC,t>O7
ou ou
%(0715)_871‘(757&_07 t>0’

u(z,0) =1+3cosdz, O0<z<m

4.5 Bestdm en 16sning till virmeledningsekvationen

@—@ O<x<m t>0;
ot ox?’ ’ ’
ou ou
2L0,t) = L(mt) =0, t>0;
81‘(’) 8x(n’) ’ >
u(z,0) =1+ =z, 0<z<m.

4.6 Los varmeledningsekvationerna
a)
ou 0%u
ot 0x?’
u(0,t) = u(n,t) =0, t>0;

u(z,0) = nr — 22, 0<z<m.

O<z<m t>0;
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b)
ou  0%u
5_@—271,7 O<:E<7t,t>07
uw(0,t) = u(m,t) =0, t>0;
u(a:,()):ﬂ:l’—x27 O<x<7€

4.7 Bestam en 16sning till virmeledningsekvationen

ou  0*u |

a:@—i—smx, O<ax<m t>0;
u(0,t) =0, u(mn,t)=1, t>0;
u(z,0) =0, 0<z<m.

4.4 Dirichlets problem for en skiva

Viarmeledningsekvationen % = kAu beskriver temperaturen i en kropp K

som funktion av tiden ¢, och givet att temperaturen inte varierar med tiden
pa kroppens yta 0K, dr temperaturen u inuti kroppen bestamd for all fram-
tid t av begynnelsevirdena vid nagon tidpunkt, t. ex. ¢ = 0. Nér lang tid
forflutit, i matematiska termer da t gar mot odndligheten, bor temperatu-
ren na ett stationért tillstand som karakteriseras av att den inte férdndras
med tiden, dvs. av att % = 0. Den stationdra temperaturférdelningen
u = u(z,y,z) inuti kroppen erhalls darfér som losning till den partiella
differentialekvationen

Au=20

med ett randvérdesvillkor av typen
w(z,y,z) = f(z,y,2) for (z,y,2) € OK.

En 16sning w till den partiella differentialekvation Au = 0 kallas harmo-
nisk i (det inre av) K, sa med denna terminologi kan vi formulera problemet
att bestdmma den stationira virmefordelningen pa foljande sétt.

Dirichlets problem: Bestam en funktion u som &r harmonisk i det inre av K
och lika med en given funktion f pa randen 0K av K.

Dirichlets problem &r trivialt i en dimension — om u”(z) = 0 for alla x
i ett intervall ]0, L[, sa &r u(x) ett forstagradspolynom. Med randvillkoren
u(0) = a och u(L) = b blir dérfér u(z) = a+ (b—a)x/L den unika 16sningen.

I tva dimenensioner kan man angripa problemet med hjilp av teorin
for analytiska funktioner, och om omradet &r en cirkelskiva kan vi anvinda
fourierteknik. Sa lat oss darfor studera Dirichlets problem for cirkelskivan

D= {(z,y) | 2* + 4 < 1}.
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Vi antar alltsa att vi har en funktion f(z,y) som &r definierad d& z? +y% = 1
och soker en funktion u(z,y) som satisfierar differentialekvationen

O , P _

Au=2Y —0
“ 8x2+8y2

i cirkelskivan och randvillkoret

U(J;y) = f(.T, y)

for alla punkter pa periferin 2% 4+ y? = 1 av cirkelskivan.

Geometrin i problemet gor det naturligt att éverga till polira koordinater
och inféra funktionerna @(r, ) = u(r cos #,rsin ) och f(0) = f(cos,sin6).
Kedjeregeln ger oss sambandet

0 s 0u 0%
Au=r—_(r— z -
Y rﬁr(rar)+692’

sa 1 poléra koordinater kan vi skriva Dirichlets problem pa formen

9/ ou\ 0%u

(== - = < <0<
(pd) Tar(rar)Jrag? 0, 0<r<1, 0<6<2n
med randvillkoret
(rv) a(1,0) = f(6), 0<60<2m

Det #r litt att verifiera att funktionerna i, (r, 6) = rl"le™ lsser differential-
ekvationen (pd) for alla heltal n. Om koefficienterna ¢,, &r begrénsade sa

definierar darfor
a(r,0) = Z cnrleind
nez

en funktion @ som loser differentialekvationen (pd), ty den odndliga serien,
liksom alla de serier som fas genom att derivera partiellt under summa-
tecknet ett godtyckligt antal ganger med avseende pa r och 8, majoreras i
cirkelskivan 0 < r < rg < 1 av konvergenta numeriska serier (jmf sats 2.2.4).
Funktionen # har darfor partiella derivator av godtycklig ordning, och de-
rivatorna fas genom att derivera under summatecknet, och detta medfor
speciellt att @ loser differentialekvationen.
Randpvillkoret (bv) 6vergar nu i likheten

Z Cneme — ]E(G),
neZ

som bestiammer koefficienterna ¢, entydigt som fourierkoefficienterna till

funktionen f, dvs. ¢, = f(n).
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Vi erinrar nu om véara resultat i avsnitt 3.8 géllande abelsummation som
innebér att

a(r,0) = 3 Fnyrirlent / Po(6)f(6 — 1) dt

nez T
dar
B 1—r2
1 —2rcost+r2

dr Poissonkédrnan. I [juset av sats 3.8.1 har vi dérfor bevisat féljande resultat.

P (t)

Sats 4.4.1. Funktionen
11(7",6?):/ PL()F(0 — 1) dt
T

dr harmonisk i enhetsskivan D, och i alla randpunkter (cos0,sin ) ddr rand-
funktionen f dr kontinuerlig dr

lim @(r,6) = f(cos,sinb).

r—1



Kapitel 5

Fouriertransformen

5.1 Introduktion

For att en funktion ska kunna skrivas som en fourierserie maste funktionen
vara periodisk. Denna inskrénkning &#r dock inte sa allvarlig som man kan
tycka vid forsta anblicken; funktioner med begrinsade intervall som defi-
nitionsméangd kan ju alltid utvidgas till periodiska funktioner, och de kan
darfor — om de éar tillrackligt reguljira — representeras av fourierserier i sina
ursprungliga definitionsméangder. For icke-periodiska funktioner med hela R
som definitionsméingd finns det emellertid inte nagot hopp om att erhalla
fourierserier som representerar funktionerna overallt. Losningen bestar i att
istéllet representera sadana funktioner med integraler. For att komma fram
till hur denna integralrepresentation bér se ut resonerar vi i detta avsnitt
helt heuristiskt och lamnar detaljfragor om konvergens till féljande avsnitt.

Lat déarfor f(t) vara en hygglig funktion, definierad pa R och med ab-
solutkonvergent integral [ f(t)dt, och 1at T vara ett (stort) positivt tal.
Genom att utvidga restriktionen av funktionen f till intervallet |7, T pe-
riodiskt med period 2T far vi for |t| < T en fourierserieutveckling av f(t) av
foljande slag:

Pty =3 en()dm T,
neZ

dér fourierkoefficienterna ¢, (T") ges av formeln

en(T) = 57 | F(b)e .

Tanken ar nu att lata T ga mot odndligheten. Eftersom integralerna

/ f(t)efinnt/T dt

ar absolutkonvergenta, gar de bada svansarna
=T ) o0 )
/ F()e ™ T gt och / F(t)e T gt
—0o0 T

103
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mot 0 da T — oo, sa dérfor bor vi for stora T' med god approximation kunna

satta ) o
~ —innt/T
en(T) 5T /OO fe dt.

Om vi infor definitionen
= / f(t)e “at (weR)

Lf(nn/T), och insiittning av detta

kan vi alltsa kortare skriva ¢, (T") ~ (2T")~
[—T,T] ger oss approximationen

i fourierserien for f(t) pa intervallet

1 N . 1 T A .
N o7 Z f(nn/T)em”t/T =5 Z Tf(mt/T)em”t/T.

nezZ nez

Summan i hogerledet &r en rektangelapproximation till [ f(w)e™ dw med
steglingd n/T, och nidr T — oo konvergerar summan mot denna integral.
Efter gransovergang bor vi saledes erhéalla formeln

(5.1) £(t) = % / T (w)e ! dw.

Funktionen f kallas fouriertransformen till funktionen f, och genom
integralformeln (5.1) som gar under namnet inversionsformeln, represente-
ras f av sin fouriertransform pa ett sidtt som motsvarar hur en periodisk
funktion representeras av sin fourierserie. Naturligtvis behover funktionen f
uppfylla vissa villkor for att formeln ovan ska gilla, och sadana villkor ska
vi aterkomma till ldngre fram.

Vi kompletterar den informella hirledningen av inversionsformeln med
en lika informell hirledning av en motsvarighet till Parsevals formel som for
2T -periodiska funktioner har féljande form:

1 [T 2
2T )" dt = Z|Cn

nez

Insiittning av approximationen ¢,(T) ~ (21')"'f(nn/T) ger efter multipli-
kation med 27T

T 1 5 1 T
RO o 2 IO/ T = 52 3 i/ )P

Summan i hogerledet konvergerar mot integralen [~ | f(w)dw daT — co.
Vi kan foljakligen forvéanta oss att

| wrd =g [ iR
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Denna formel, Plancherels formel, géller (med ldmplig tolkning av fourier-
transformen f ) for alla funktioner f med dndligt vénsterled, och vi kommer
att behandla den i avsnitt 5.8.

Vi avslutar det hér avsnittet med en fysikalisk tolkning av inversionsfor-
meln och Plancherels formel genom att lata funktionen f(¢) vara en konti-
nuerlig signal som varierar med tiden ¢. Funktionerna e“! representerar da
rena periodiska svingningar med vinkelfrekvensen w. Om ¢ méts i sekunder
sa ar tiden for en period lika med 2n/w sekunder, dvs. svingningsfunktionen
¢! hinner med w/2n perioder per sekund vilket inneb#r att dess frekvens
ar w/2n hertz.

En godtycklig kontinuerlig signal som avtar tillrdckligt snabbt i odndlig-
heten kan séttas ihop av rena svingningar, och inversionsformeln (5.1) be-
skriver hur detta gar till. En integral av typen fttf |f(t)]? dt kan tolkas som
signalens energiinnehall under tiden mellan t; och t3, medan integralen
= :f |f(w)|? dw istéllet fir energiinnehallet i frekvensbandet mellan w; och
wo (om man méter i laimpliga enheter). Plancherels formel uttrycker da bara
att energin &r densamma om man summerar 6ver hela signalens livsldngd
eller 6ver alla frekvenser.

5.2 Fouriertransformen

Lat oss paminna om att L'(R) betecknar rummet av alla absolutintegrabla
funktioner pa R och att vi for sddana funktioner f definierar L'-normen
[[f]l som

1 = /R o

Om funktionen f &r absolutintegrabel, s& &r integralen [g f(t)e ! dt
absolutkonvergent for alla reella tal w. Detta tillater oss att gora féljande
definition.

Definition. Lat f € L!(R) och definiera en funktion f: R — C genom att
for w € R sétta

fw) = /R F(t)e =t dt.

Funktionen f kallas fouriertransformen till funktionen f och betecknas ocksa

FIf1-

EXEMPEL 5.2.1. Lat oss bestimma fouriertransformen till den karakteristis-
ka funktionen x[_, ) till det symmetriska intervallet [—a, a]. Eftersom

1 for |t| < a,
X[-a,a] (t) = {

0 for |t| > a,
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ar

o _ —iwt _ —iwt _ i —iwt |
X[~a,a] (w) - /RX[—a,a]e dt = /_ae dt = w [e }

sin aw
= w . D
EXEMPEL 5.2.2. Funktionen e ! har fouriertransformen
0 00
]:[e"tl](w) :/ e—\t|e—iwt dt :/ et(l—iw) dt-f—/ e—t(l—l—iw) dt
R —0o0 0
1 n 2
T l-iw 14w lt+w? O
EXEMPEL 5.2.3. Analogt far man att funktionen
et omt>0,
eI sgnt = 0 omt=0,
—et omt<0
har fouriertransformen
1 1 21w
Fle ! gont = =— .
e sent)(w) = T T T T T W O

Eftersom e %! = coswt —isinwt, kan fouriertransformen till en funktion

f forstas ocksa beriknas som

f(w):/Rf(t)coswtdt—i/Rf(t)sinwtdt.

For reellviarda funktioner f ger detta en naturlig uppdelning av fouriertrans-
formen f(w) i real- och imaginirdel. For jimna, reellvirda funktioner f &r
speciellt fouriertransformen

f(w):/Rf(t)coswtdt:2/Ooof(t)coswtdt

reellvird for alla w, och for udda, reellvdirda funktioner f &r

f(w) = —i/Rf(t) sinwt dt = —21/00o f(t)sinwt dt

rent imaginar for alla w.

Det &r alltsa ingen tillfallighet att fouriertransformerna i exemplen 5.2.1
och 5.2.2 &r reellvirda och att fouriertransformen i exempel 5.2.3 &ar rent
imaginér.
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Ovningar

5.1 Bestdm fouriertransformen till funktionen f om

a) f) = xp(®)  b) FO) =t xpn) ) f(t) =t
d) f(t) =sint - x[oz(t) e) f(t)=e lcost.

5.3 Egenskaper och rikneregler

Fouriertransformerna i de tre exemplen i foregaende avsnitt &r kontinuerliga
funktioner och gar mot noll i oéndligheten. Motsvarande géller generellt for
fouriertransformen till en L'-funktion.

Sats 5.3.1. Fouriertransformen f till en funktion f € L*(R) dr kontinuerlig

pa R och

WD S0 =0
For alla w € R dr vidare

|F@) < IIflh-

Bevis. Begrinsningen foljer med en gang av triangelolikheten for integraler.

For att bevisa att fouriertransformen f dr kontinuerlig anvénder vi satsen
om dominerad konvergens; eftersom funktionerna t — e~ “* &r kontinuerliga
och uniformt begriansade kan vi géra granstvergang under integraltecknet
och far for varje wy € R att

lim f(w) = lim /Rf(t) o iwt dt:/R lim f(t)e “tdt

w—rwo w—rwo w—rwo

— / F(t) e 0t di = Fwo),
R

vilket visar att fouriertransformen f ar kontinuerlig.
Att f(w) — 0 da w — Zoo &dr bara en omformulering av Riemann—
Lebesgues lemma (sats 2.3.3). O

Sats 5.3.1 innebér att fouriertransformen F, dvs. avbildningen f — f ,
ir en avbildning fran rummet L!(R) till rummet Co(R) av alla kontinuerliga
funktioner g pa R som har egenskapen att g(w) — 0 da w — Fo0. Detta
betyder emellertid inte att virdeméngden till F &r lika med Cp(R).

L'(R) &r ett linjirt, translations- och skalningsinvariant rum, och nésta
sats visar att fouriertransformering ar en linjér operation och beskriver hur
den fungerar ihop med translation, skalning, konjugering och multiplikation
med den komplexa exponentialfunktionen.
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Sats 5.3.2. Ldt f, g € L*(R). For alla w € R dr da

o — ~

(@)  (af +hy)w) = af() +bj(w)  (a.beC)

(b) Pt —to)(w) = flw)eTto (to € R)

(c) FOB() = AT A w) (AER, A#0)
(d) Flw) = f(—w)

(e) (01 f)(w) = f(w — wo) (wo € R)

Bevis. (a), (d) och (e) dr uppenbara, och (b) och (c) foljer efter enkla varia-
belbyten. O

EXEMPEL 5.3.1. Definiera en funktion f genom att sétta f(t) = cosbt for
|t| < aoch f(t) =0 for |t| > a. Med hjélp av den karakteristiska funktionen
X[-a,q) fOr intervallet [—a, a] kan vi skriva funktionen som

1 i —i
f(t) = cosbt - X[-a,a] = i(e 4 te bt) * X[~a,a]s

och vi kan dérfor berdikna dess fouriertransform genom att kombinera resul-
tatet i exempel 5.2.1 med rikneregel (e) i sats 5.3.2:

p 1 /. sina(w —b) sina(w + b) sina(w—">b) sina(w+b)
=—(2 2 = .
) 2( w—b T wib ) w—b wtb
I figur 5.1 visas fouriertransformen da a = 10 och b = 4. O

10 +

24

A AAV\I\I\/\’\I\I\A]\ nl\l\l\r\ /\/\/\f\n ﬂ[\l\/\/\/\l\/\n/\/\ A

e ARAAAATTY AR A dHVvavvvfy 15t

<
—_—r]

—24

Figur 5.1. Fouriertransformen till funktionen
f(t) = cos 4t - X[_10710] (t)
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Ovningar

5.2 Bestdm med hjéilp av sats 5.3.2 och resultaten i exemplen 5.2.1 och
5.2.2 fouriertransformen till funktionen f om
a) F(®) = xpn(®) b) F(B) =sint-xagt) <) f(t)= e cost,

5.3 Definiera for f € L'(R) funktionen f genom att siitta f(t) = f(—t).

a) Bestdm sambandet mellan fouriertransformerna f och f .

b) Visa att fouriertransformen f &r reell om f = f.

5.4 Fouriertransformering och derivering

En anledning till att fouriertransformen &r sa anvéndbar ar att derivering
genom fouriertransformering 6verfors i den mycket enklare operationen mul-
tiplikation. Vi har ndmligen foljande resultat.

Sats 5.4.1. Antag att funktionen f dr kontinuerligt deriverbar och att bade
f och f' tillhor LY(R). Dd dir

F () = iwf(w).

Bevis. Eftersom integralen [g [f(t)|dt &r &ndlig, finns det en f5ljd (¢,)5°
med egenskapen att ¢, — oo och f(t,) — 0, da n — co. (Annars skulle det
finnas ett tal e > 0 och ett tal T' sa att |f(t)| > e for alla t > T, nagot som
uppenbarligen &r orimligt niir f tillhér L'(R).) Analogt finns det en foljd
(un)$° sadan att u, — —oo och f(u,) — 0.

Partiell integration ger nu

— tn ) . tn '
f’ (OJ) = TL]LH;O f/(t) e Wt g — nlg}go < |:f(t) e*lwti| +iw f(t) o lwt dt)
= iw/ f(t) e Wt = iwf(w)_ O
R

Nasta sats ger istéllet ett tillrackligt villkor for att fouriertransformen
ska vara deriverbar.

Sats 5.4.2. Om funktionerna f(t) och tf(t) bida tillhér rummet LY(R), sd
ar fouriertransformen f deriverbar och

(D) (w) = if ().

Bewis. Formellt erhéller man derivatan genom att derivera

fw) = /R f(t) e dt
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under integraltecknet. Detta resulterar ndmligen i

—

ﬁwﬁrféﬁ@€mﬁ=—WﬂM@)

Naturligtvis krivs det nagon form av motivering for ovanstaende operation.
Betrakta déarfor differenskvoten

flw+h)— flw) e—i(wth)t _ —iwt
L = /R f() 3 dt
—iht _ 1

: (]
= [ tf(t)e W ————dt.
Jroe=

(5.2)

Eftersom

e—iht -1 1 ) 1 ) 1
‘7‘ — ‘—i/ eﬂht“du‘ < / |eflht“|du :/ du=1,
ht 0 0 0

ar de kontinuerliga funktionerna
—iht
it € -1
t) = eflwt
gn(t) —
till beloppet uniformt begréinsade av talet 1. Vidare &r

lim gy, (t) = —ie
fim 91(t) = i

Satsen om dominerad konvergens tillater oss dérfor att i formeln (5.2) lata
h — 0 under integraltecknet, vilket leder till att differenskvoten gar mot

<i [ e it =~ T D))
R
Detta bevisar satsen. ]

Om vi kénner en funktions fouriertransform f sa kan vi saledes genom att
iterera foregaende sats bestdmma fouriertransformen till den funktion som
fas genom att multiplicera f med ett polynom, férutsatt att funktionerna
t" f(t) ar absolutintegrabla for alla exponenter n som #r mindre &n eller lika
med polynomets gradtal.

EXEMPEL 5.4.1. Det &r naturligtvis ingen konst att bestdmma fouriertrans-
formen till ”takfunktionen”

f() = (1= [t)x-1,1 ()

direkt fran definitionen, men vi ska som 6vning berikna den med hjilp av
vara rikneregler. Vi skriver da forst om funktionen pa foljande vis:

@) = xj=1,(t) = txj0,11(t) + tx[=1,0 ()
= X[-1,(t) + t(X[_%,%](t +3) - X[_%é](t ~3))-
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Fouriertransformen till funktionen g(¢) = X[-1 1 (t+3)— X[-1 1 (t—1) far vi
genom att tillimpa translationsregeln (b) i sats 5.3.2 pa fouriertransformen
till den karakteristiska funktionen X[-1,1) som berdknades i exempel 5.2.1
med foljande resultat:

§(w) = (/2 — e71/2) .2 sin(w/2) _ " sinz(w/Q)‘

w

Vi anvéinder nu regeln fér multiplikation med ¢ pa f(t) = x|—1,1(t) + tg(?)
och far da

flw) = 2Sinw +ii(4i sinQ(w/2)>

w dw w
B 2sinw 4 wsin(w/2) cos(w/2) — sin®(w/2)
T w w?
_ 4Sin2(w/2). -

w2

EXEMPEL 5.4.2. Genom att utnyttja de tva foregaende satserna kan vi
beriikna fouriertransformen till funktionen f(t) = e~**/2. Eftersom f/(t) =

iwf(w) = f (W) = (=tf(t))(w) = —if "(w),
dvs. f' (w)+w f (w) = 0. Den allménna 16sningen till denna differentialekva-
tion dr f(w) = Ce™® */2 Konstanten C bestéims av villkoret

:f(O):/Re‘tg/th.

For att beriikna C skriver vi C? som en dubbelintegral éver R? och infor
polara koordinater:

C’Q—/ xz/Qda:/ e y/zdy—// e~ (@ +y? )12 da dy
R2
2n 9
/ / re " /erd0—2n[ - /2]

Foljaktligen dr C' = v/2m, och vi har alltsa

]:[e_tQ/Q](w) = V2re /2, O

Ovningar

5.4 Berdkna med hjilp av sats 5.4.2 och resultaten i exemplen 5.2.1 och
5.2.2 fouriertransformen till funktionen f om

a) f(t) =txy(t)  b) f()=te V.
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5.5 Antag att funktionen f dr tva ganger kontinuerligt deriverbar och att
f, f och f"ligger i L'(R). Visa att fouriertransformen f ocksa ligger
i L'(R).

5.5 Faltning

Medelviarden jémnar ut skillnader. Om f &r en funktion med R som defini-
tionsméangd, bor darfor medelvirden bildade av dess translat fg uppfora sig
mer regelbundet &n funktionen sjilv. Ett viktat medelvirde som tar hénsyn
till oéindligt mfinga translat har formen fR g(s)fsds, ddr g &r en icke-negativ
funktion och [ g(s)ds = 1. Integralen [ g(s)fsds ska da tolkas som den
funktion som i punkten t € R har véirdet

/Rg(S)fs(t)ds:/ g(s)f(t — s)ds.

R

Ovanstaende sitt att bilda en ny funktion av tva givna funktioner f
och g &r ett exempel pa en operation som kallas faltning. Den allménna
definitionen av begreppet, som inte kridver att den ena funktionen ska vara
icke-negativ och ha integral lika med 1, ser ut sa hér.

Definition. Lat f och g vara tva funktioner definierade pa R. Integralen

/ £t — 5)g(s) ds
R

kallas om den &r absolutkonvergent for faltningen av funktionerna f och g
(i punkten t) och betecknas f * g(t).

Variabelbytet u =t — s ger att

Fxg(t) /ft—s ds_/f g(t —u)du = g = f(t),

sa faltning dr en kommutativ operation.
For att faltningen f * g(t) ska vara vildefinierad maste funktionen

s f(t = s)g(s)

avta tillrackligt snabbt d& s gar mot oo, men det ar knepigt att ge uttom-
mande nédvéndiga villkor pa funktionerna f och g for att sa ska vara fallet.
Om funktionen g &r stor i +00 sa kan ju detta kompenseras av att funktionen
f ar liten i —oo, och vice versa. Exempelvis édr faltningen véldefinierad for
alla t € R om bada funktionerna &dr identiskt lika med noll pa negativa reella
axeln | — 0o, 0[, ty i sa fall &r produkten f(t — s)g(s) lika med noll for alla s
om t < 0, och for alla s utanfor intervallet [0,¢] om ¢ > 0.

Ett annat tillrackligt villkor fér att faltningen ska vara vildefinierad
overallt, och som vi kommer att anvidnda oss av, ges av nésta sats.
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Sats 5.5.1. Antag att en av funktionerna f och g tillhor L'(R) och den
andra dr kontinuerlig och begrdnsad. Da dr faltningen f x g en kontinuerlig
och begrinsad funktion pa R.

Bevis. Antag utan inskrinkning att funktionen f &r kontinuerlig och till
beloppet begrinsad av konstanten C och att funktionen g tillhor L'(R).
For varje t ar da |f(t — s)g(s)| < Clg(s)| vilket medfor att funktionen

s> f(t—s)g(s)

ar absolutintegrabel. Faltningen f * g(t) ar saledes vildefinierad for alla t,
och triangelolikheten for integraler ger att

Frglt) < /R (= 8)g(s)|ds < /R Clg(s)| ds = Cllglls,

vilket visar att faltningen f * ¢ &r en begridnsad funktion. Att funktionen
ocksa dr kontinuerlig i alla punkter tg foljer av satsen om dominerad kon-
vergens enligt vilken

lim f * g(t —hrn/ft—s ds-/ lim f(t — s)g(s)ds
R

t—to t—to t—to

/fto—s s)ds = fxg(to). O

Sats 5.5.2. Ldt f och g vara tvd funktioner i L'(R) och antag att faltningen
f * g dr en wvdldefinierad funktion som dr integrerbar pa varje begrinsat
intervall. Da gdller:

(a) Faltningen f * g tillhér LY(R) och || f = gllv < || fll1llgll1-
(b) Fxgw) = f(w)jw) for allaw € R.

Anmirkning. Om man definierar rummet L!(R) med hjilp av Lebesguein-
tegralen, kan man visa att faltningen f * g av tva godtyckliga funktioner i
f,g€ LI(R) tillhor LY(R), att olikheten || fxg|l1 < ||f]l1]lg]l1 giller generellt
samt att f % g = f§. Med var definition av L'(R) i termer av Riemannin-
tegralen far vi noja oss med ovanstaende svagare resultat som emellertid ar
fullt tillréickligt for vara syften.

Bevis. (a) Genom att integrera olikheten

1 g(t)] < /R £t — 5)llg(s)] ds,
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byta integrationsordning och gora ett variabelbyte erhaller vi olikheten

I gl = [ 1 ealde< [ [ (7= ollo(s) dsar
= [ [ =sigaeas = [ (gt [ 15 =) ar)as
= [ (tats) [ 1rt)iau)as = 171hlgl

som visar att faltningen f * g tillhor L!'(R).

(b) Omkastning av integrationsordningen och ett variabelbyte ger:

:/f*g(t Tt gt = //fts )e “ds dt
//ft—s e iw(t=s)g—iws g1 g

_/R( /ft—s ) dt) ds

= [(se [ fwetran)as=a@)fw). O

Ovningar

5.6 Siitt f(t) = e TH(t) och g(t) = e'(1 — H(t)), diir H &r Heavisidefunk-
tionen (dvs. H(t) = 0 om t < 0 och H(t) = 1 om ¢t > 0). Bestdm
produkten f - § och faltningen f * g.

5.7 Bestdm en l6sning till integralekvationen
1 t
f(t)y=elt 4 Z et / e f(u) du.
2 ) .

5.8 a) Bestém faltningen f % f om f(t) = eIl
b) Bestiam en funktion y = y(¢) i L'(R) som léser differentialekvatio-
nen

y'(t) — () =71,

5.6 Viarmeledningskirnan
Funktionen e~t"/2 och funktioner som erhalls ur denna funktion genom en
skalforéindring spelar en viktig roll i manga sammanhang, bl. a. som tét-
hetsfunktioner i normalférdelningen och som ingredienser i losningen till
varmeledningsekvationen i ett obegriansat omrade. En av orsakerna &r att
funktionen e~t*/2 upp till en konstant &r sin egen fouriertransform. Det finns
dérfor anledning att undersoka denna funktionsfamilj ndrmare.
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Definition. Definiera fér 7 > 0 funktionerna H,: R — R genom att sétta

1
HT(t) = %e_t2/27—.

Familjen (H; ).~ kallas vdrmeledningskdrnan eller Gausskirnan.

Notera att alla funktionerna i familjen (H;),>¢ erhalls ur funktionen

1 e
Hl(t):\/TT;e t2/2

genom en skalning, ty
1

\/,7_

Sats 5.6.1. Virmeledningkirnan (H;)r>o dr en jimn, positiv summations-
kdrna, dvs.

H-(t) Hy(t/V/7).

(i)  funktionerna H. dr positiva och jimna for alla 7 > 0;

(ii) / H.(t)dt =1 for alla T >0;
R

(i)  lim H. (t)dt =0 for alla 6 > 0;
=01 J§

(iv)  lim sup H.(t) =0 for alla 6 > 0.
T—=0% ¢>5

Vidare dr

(W) Ho(w)=e ™2

Bewis. (i) Att funktionerna H, &r jimna och positiva dr uppenbart fran
definitionen.
2/2

)

(v) Funktionen H; har enligt exempel 5.4.2 transformen Hj(w) = e™¥
si enligt skalningsregeln (c) i sats 5.3.2 &r H-(w) = Hy(y/Tw) = e TW/2,
(ii) Eftersom [ H,(t)dt = H.(0), foljer (ii) ur (v).

(iii) Genom att utnyttja sambandet mellan H; och Hj och gora variabel-
bytet u = t//T erhalls

[e.e]

oo 1 o0
/6 Ho(t)dt = /5 A= | )

och integralen i hogerledet gar mot 0 da 7 — 07, eftersom den undre integ-
rationsgriansen gar mot co.

(iv) Funktionerna H, &r avtagande for ¢ > 0, sa sup;>4 H,(t) = H-(d) och

1
lim H,(6) = lim —— ze %%

T—0+ T—r+00 ﬁ

=0. O
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Faltningen mellan en godtycklig funktion f € L'(R) och en funktion
H, i varmeledningskidrnan ger oss ett vigt medelvirde av translaten till
funktionen f, och detta medelvirde bor ha béattre egenskaper én funktionen
sjalv. Sa lat oss borja med att hitta ett uttryck for faltningen f* H i termer
av fouriertransformen f . Vi behover da forst en hjélpsats.

Lemma 5.6.2. Ldt f och g vara tvd funktioner i L*(R). Da dr

[ feaeas = | felgte) de

Bewvis. Omkastning av integrationsordningen ger

| 1@atsrds = [ f5) [ gewre dods
R R R
:/ g(w)/ f(s)e™s ds dw :/ g(w) f(w) dw. O
R R R
Sambandet mellan f x H,; och fouriertransformen f ges nu av foljande
sats.
Sats 5.6.3. Antag f € L'(R). Dd dr

1 . .
— zn/Rf(w)e‘rwz/Qelwt dw.

Bewis. Vi anvénder lemma 5.6.2 med g som funktionen

f*H:(t)

1 2/ 1 .
e Tw /2€1wt _ Wt fr

w) = w
g( ) M \/% 1/7’( )
som har fouriertransformen
1
g9(s) = Qme_(s_t)z/% = H,(t - s).

Enligt lemmat &r déarfor

21775 - f(w)e_ﬂ“?/?ei‘”t dw = /Rf(s)HT(t —8)ds = fx H.(t). O

5.7 Inversionsformler

Kan vi atervinna funktionen f om vi kénner dess fouriertransform f7I
inledningen till det hér kapitlet gjorde vi en informell hérledning av inver-
sionsformeln

1) = 5 | Fe)
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men det finns ett problem med formeln som vi méaste ta oss an. Fourier-
transformen f ar visserligen kontinuerlig och begrédnsad, men den behé&ver
inte vara absolutintegrabel, sa integralen ovan behdver inte existera. Exem-
pelvis &r fouriertransformen till den karakteristiska funktionen x[_; 1), som
vi berédknade i exempel 5.2.1, inte absolutintegrabel.

Vi tar darfor till samma knep som vi gjorde for fourierserien — vi forbétt-
rar konvergensmdjligheten genom att multiplicera med en funktion som gar
snabbt mot noll i oéndligheten. En bra sadan funktion &r e~ /2 f5r positiva
tal 7, och da 7 — 0 gar funktionen mot 1 &verallt. Vi ska alltsa studera
det utryck som vi fann i sats 5.6.3 ndmligen faltninen

f*H / f e W /2 iwt dw
27:

mellan funktionen f € L!'(R) och viirmeledningskirnan, och eftersom vér-
meledningskdrnan dr en jimn positiv summationskérna foljer nu foéljande
sats som korollarium till sats 2.6.1.

Sats 5.7.1. Antag att f € L*(R) och att t dr en punkt dir funktionen f dr
kontinuerlig eller har en sprangdiskontinuitet. Da dr

hmf*H()_hm/f o2t gy = TE) + 1)

70t 70+ 21 2
Bevis. Enligt sats 2.6.1 ar
}lg%)f*H()Z}ig}]/ £t — 5)Hy(s) ds
= lim f(t—s)+ lim f(t—s :M. O
S(lim f(t—s)+ lim f(t5))

2 ‘s—o0t s—0~ 2

For funktioner vars fouriertransformer ocksa tillhor L'(R) far vi nu
féljande korollarium.

Sats 5.7.2 (Inversionssatsen). Antag att bade f och f ligger i LY (R). Dd dir

/f 1wtd f(t+)+f( )

1 alla punkter t ddr funktionen f dr kontinuerlig eller har en sprangdiskon-
tinuitet.

Bevis. Funktionerna e~™"/2 &r uniformt begrinsade (av konstanten 1) och

gar punktvis mot 1 di 7 — 0T. Fér funktioner med f tillhrande L'(R)
kan vi darfor tillimpa pa satsen om dominerad konvergens och flytta in
gransovergangen i sats 5.7.1 innanfor integraltecknet, vilket resulterar i den
onskade likheten. O
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Om funktionen f &r kontinuerlig och absolutintegrabel och fouriertrans-
formen f ocksa &r absolutintegrabel, sa &r saledes

£ = 55 | Flw)e o

for alla t € R. Genom att forst byta ¢t mot —t och sedan byta plats pa t och
w kan vi skriva detta som

o f(—w) = /R F(te =t dt = f(w).

For kontinuerliga absolutintegrabla funktioner vars fouriertransformer ocksa
ar absolutintegrabla géller saledes likheten

(5.3) f=2nf,
déir funktionen f definieras av att

ft) = f(=1)
for alla t.

EXEMPEL 5.7.1. I exempel 5.2.2 berdknade vi fouriertransformen till den
jamna funktionen f(t) = e !l och fann att

A 2
fw) =17

Eftersom f ar absolutintegrabel foljer det av sambandet (5.3) att

kgl -w m

En annan konsekvens av sats 5.7.1 &r foljande entydighetssats.

Sats 5.7.3 (Entydighetssatsen). Antag att f € LY(R) och att f(w) = 0 for
allaw € R. Da dr f(t) = 0 ¢ alla punkter t dir funktionen f dr kontinuerlig.

Bevis. Om f(w) = 0 for alla w € R, s& ir forstés

1

im — Flw)e ™ 269t gy = 0
T—0+ 21 R f(w)

for alla ¢, och dérfor dr f(t) = 0 i alla kontinuitetspunkter pa grund av
sats 5.7.1. O]

Aven i de fall da integralen [ f(w)e“! dw inte existerar kan integralerna

Sa(fit) = ' flw)e“? dw
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av den kontinuerliga funktionen f (w)e! bver symmetriska intervall [—a, a),

ha ett gransvirde da a gar mot oindligheten. Dessa integraler ska ses som
motsvarigheten till fourierseriens symmetriska partialsummor, och konver-
genskriteriet for fourierserier i sats 3.11.1 har ocksa mycket riktigt féljande
direkta motsvarighet for fouriertransformen.

Sats 5.7.4. Antag att f € LY (R). I alla punkter t déir funktionen f dr
kontinuerlig eller har en sprangdiskontinuitet och de bada generaliserade
ensidiga derivatorna f’(t) och fi (t) existerar, dr

P + S0

a
lim — flw) e dw =
i 2

Vi hoppar 6ver beviset for satsen som bygger pa att S, (f;t) kan skrivas
som en faltning

Sa(f;t) = f* Da(t)

1 [e . inat
m@=2/emm:m9
T J . it

med

Funktionerna D, Dirichletkirnan pa R, har egenskaper som dr analoga med
Dirichletpolynomens — de &r jamna, kontinuerliga funktioner,

[e.e]

/ Dy(t)dt =1 for allaa >0 och lim D,(t)dt =0 om § > 0.

a—0o0 5
Beviset for sats 3.11.1 kan dérfor i stort sett kopieras.

EXEMPEL 5.7.2. Fouriertransformen till funktionen f(t) = e I!'sgnt berik-
nades i exempel 5.2.3 och befanns vara f(w) = —2iw(1 + w?)~!. Forutsitt-
ningarna i satsen ovan ar i detta fall uppfyllda i alla punkter ¢, varfor

1 [ 2i :
lim / Y et gy = It sgnt.
o 14w?

Genom att forst ersétta ¢ med —t och sedan lata variablerna t och w byta
roller erhaller vi efter forenkling foljande resultat:

a

: —wt g0 s —w
ali)rglo it e dt mie sgn w. 0
Ovningar
1
5.9 Bestdm fouriertransformen till funktionen f(t) = PR och berékna
integralen +

* cosat
R dt
N/

for alla positiva virden pa de reella konstanterna a och b.
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5.10

5.11

5.12

5.13

5.14

5.8

Utnyttja resultatet i exempel 5.4.1 for att berékna integralen

 gin? ¢
/ dt.
t2
—00

Beréikna, t. ex. genom att forst bestimma derivatans transform, fou-
riertransformen till funktionen

f(t) = arctan(t + 1) — arctan(t — 1).

Funktionen f #r kontinuerlig och tillhér L!(R). Vidare #r

/1f(t—8)ds:f(t)

for alla t € R. Visa att f(t) = 0 for alla t.

Antag att f € L'(R) ir kontinuerlig och att f(t—1)+f(t)+f(t+1) =0
for alla t € R. Visa, t. ex. genom att fouriertransformera, att f(¢) =0
for alla t € R.

Satt

S 1
J) = Z (n—D!(t2+n?)’

n=1

a) Visa att serien #r likformigt konvergent pa R och att funktionen f
ar kontinuerlig pa R.

b) Berikna fouriertransformen f(w).

c¢) Berikna L'-normen || f|;.

Plancherels formel

Som vi papekat tidigare kan integraler av typen fR |f(t)|? dt i manga sam-
manhang tolkas som energiuttryck. Det &r darfor naturligt att rummet av
funktioner med &ndlig kvadratisk integral spelar en viktig roll eftersom det
ar rummet av funktioner med &ndlig energi.

Definition. En funktion f: R — C tillhér rummet L?(R) om den &r in-
tegrerbar Gver varje begrénsat intervall och den generaliserade integralen
Jr |f ()| dt &r konvergent.

Som matt pa storleken av en funktion f € L?*(R) anvinds den s. k.
L?-normen

I = ([ 1sorar) ™
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Om f och g dr tva funktioner i L?(R) sa &r

1+ glle < [Ifll2 + [lgll2;

en olikhet som visas med hjalp av Cauchy—Schwarz olikhet precis som i fallet
L?(T). (Se kapitel 3.10.) Det foljer att summan f + g av tva funktioner
f,g € L*(R) ligger i L?(R), och naturligtvis ligger ocksa af i L?(R) for
varje skaldr a. L?(R) dr med andra ord ett linjért rum.

Precis som i fallet L?(T) visar man ocksa att translation &r en kontinu-
erlig operation i L2(R.), dvs.

lim [ f — feolla =0

t—tg

for alla funktioner f € L%(R).

En annan konsekvens av Cauchy—Schwarz olikhet &r att faltningen f x g
av tva L2-funktioner alltid dr vildefinierad och kontinuerlig. Vi har namligen
foljande sats.

Sats 5.8.1. Antag att f och g dr tvi funktioner i L*(R). Dd dr faltningen
f*g(t) vildefinierad for alla t € R, och funktionen fxg dr kontinuerlig och
begrdinsad pa R.

Bevis. Lat f vara funktionen f(t) = f(—t). Det foljer av Cauchy-Schwarz
olikhet att

/ F(t — $)g(s)| ds = / F(8)9()| ds < || Felzllgll2 = 1 Fll2llgllz < oo,
R

sa den generaliserade integralen

fHgt) = /R f(t— 5)g(s) ds

dr absolutkonvergent for alla t. Det foljer vidare av triangelolikheten for
integraler och olikheten ovan att

[fxg(@)] < /R [f(t = s)g(s)[ds < |[fll2llgll2;

sa faltningen f * g dr en begriansad funktion pa R.
Kontinuiteten foljer av olikheten

£r0(0) = f o glt) = | [ (76=5) = Fita = ))a(s) s

‘/ ft fto ))9(5) ds‘
<11Fs = Fullalglls < 1fi — follzlglz
och det faktum att lim || f; — fi, |2 = 0. O
t—to
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Rummet L?(T) #r ett delrum till rummet L!(T), och dirfér hade vi
inga problem med att definiera fourierserien till en funktion i L?(T) ef-
tersom fourierserien &r vildefinierad for alla funktioner i det stérre rummet
L'(T). Nagot motsvarande giller inte for de bada rummen L!(R) och L(R).
Rummet L?(R) dr inte ett delrum till L'(R); exempelvis ligger funktionen
f(t) =1/(1+]¢]) i L*(R) men inte i L'(R). Det &r dérfor inte sjilvklart vad
som ska menas med fouriertransformen till en godtycklig funktion i L?(R.),
och vi ska aterkomma till det problemet i slutet av det héir avsnittet.

Rummet L'(R) ir inte heller ett delrum till L?(R) — ett exempel pa
en funktion som tillhér L'(R) men inte L?(R) ges i 6vning 5.18. Snittet
LY(R) N L?(R) #r dérfor ett dkta delrum till savil LY(R) som L2(R).

Fouriertransformen f till en funktion f € L'(R) behéver, som vi sett
flera exempel pa, inte tillhéra rummet L!(R); diremot tillhér fouriertrans-
formen f till en funktion f € L'(R) N L?(R) alltid L?(R). Vi har niimligen
foljande resultat.

Sats 5.8.2 (Plancherels formel). Antag att f € L'(R) N L*R). Da tillhor
fouriertransformen f rummet L*(R) och

szw:n 2 .
/Rw )2 du = 2 /R\f(t)! dt

g=f=xf,

dér f(t) = f(—t). Eftersom f € L?(R) &r funktionen g kontinuerlig pa grund
av sats 5.8.1, och eftersom f € L'(R) kan vi dérfér med stod av sats 5.5.2
dra slutsatsen att g tillhér L'(R) och att

Bevis. Satt

A~

§w) = f)fw) = fw)fw) = If )

Genom att tillimpa sats 5.7.1 pa funktionen ¢ i punkten t = 0 och
utnyttja att

90) = [ f@F=0du= [ |fw)fdu
R R
foljer det nu att
(54)  2n / ()P dt = 2n9(0) = lim / F@)Pe ™2 du.
R T—01 R
Om funktionen f ligger i L2(R), dvs. om |f|? ligger i L'(R), kan vi

anvinda satsen om dominerad konvergens pa griansvirdet i (5.4) med slut-
satsen att

o [ fORd= [t f@)Pe R o= [ 1) e,
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For att slutfora beviset, dvs. visa att f verkligen ligger i L?(R)), konsta-
terar vi forst att [} |f(w)|? dw < oo for varje begréinsat intervall I, eftersom

fouriertransformen f dr begrinsad. For sadana intervall kan vi saledes anvén-
da satsen om dominerad konvergens och far att

lim /I|f(w)|26_“"2/2dw:/] lim |f(w)|2e_m2/2dw:/I|f(w)|2dw.

T—071 T—07t

Eftersom integranden i hogerledet av (5.4) &r icke-negativ dr gréansvérdet
for integralen 6ver I mindre &n grénsvirdet i (5.4). For alla begridnsade
intervall I &r saledes

[1fPdo <2 [ 150P a,
1 R
och detta medfor att
[1iras <o [ IsPar
R R
Fouriertransformen f ligger saledes i L2 (R), och déirmed &r beviset for satsen
komplett. O

EXEMPEL 5.8.1. Den karakteristiska funktionen x[_; ;) har fouriertransfor-

men 2% Det foljer déarfor av Plancherels formel att
w

1 1 sin? w
2 — 1dt = aa®Pdt=— | 42—=4d
[ =[P = o [ 472 a,

vilket efter forenkling ger att

sin2 w
dw = . n
2
R w

Fouriertransformen ir definierad for alla funktioner i L' (R)NL?(R), och
Plancherels formel gor det nu mdjligt att utvidga definitionen av fourier-
transformen till hela rummet L?(R) pa foljande vis:

Lat f vara en godtycklig funktion i L?(R), och definiera for varje positivt
heltal n funktionen f,, genom att sdtta

£ = {f(t), om |t| < n

0, om [t| > n.

Funktionerna f,, tillhor forstas L2(R) och eftersom

n n 1/2 , [ 1/2
/R|fn(t)|dt:/_n]f(t)|-1dt§(/ |f(t)|2dt) (/ 12dt>

-n -n
< V2n||fll2 < oo
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tillhor de ocksa L(R). Vidare giller att

U5 =7l = (f 100 = s02ae) = ([ 1) o

da n — oo. Det foljer dérfor av triangelolikheten

an - meZ = H(fn - f) + (f - fm)”Q < an - fHQ + Hf - fm||2

att
10~ O de = 1= Sl 0 dimon o0

Eftersom funktionerna f, ligger i L!(R) N L?(R) kan vi nu anviinda Plan-
cherels formel med slutsatsen att ocksa

/|fn — fm(w)]Pdw =0 dam,n — cc.

Man kan visa, vilket krdver kunskaper som ligger en bit utéver vad som
forutsétts i den hir boken, att detta medfor att det finns en funktion g som
har egenskapen att

lim/]fn — g(w)* dw = 0.
n—oo

Denna funktion g kallas fouriertransformen till funktionen f och betecknas

f eller Ff.

EXEMPEL 5.8.2. Enligt exempel 5.7.2 dr

a
. t .
lim e du = —ine ¥l sgn w.

a—oo J_, 1—|—t2

Detta betyder att

t

f[m] (w) = —ime “Isgn w.

Observera att funktionen ¢/(1 + ¢2) tillhér L?(R) men inte L'(R). O
Identiteten i sats 5.8.2 kan nu utvidgas till att gilla for hela L?(R).

Sats 5.8.3 (Plancherels formler). For alla funktioner f, g € L*(R) dr

(i) /U’Fﬁ /f )2 doo
(i) [ roama =g [ feie
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Bevis. Med beteckningarna ovan géller att
lim || fp— fllo=0 och lim ||, — fll2 =0.
n—oo n—oo

Hérav foljer med hjilp av triangelolikheten

[fll2 = IF = fallz < W fullz < ([ fn = fllz +[1£]2

att limy oo [ fullz = [Ifll2, och pa motsvarande sitt att lim, o I fnll2 =
| fll2- Men enligt sats 5.8.2 &r || fnll2 = V21| fn]|2, sa det foljer att

1£llz = V2 | £z,

vilket dr ekvivalent med likheten (i).
Den polariserade versionen (ii) foljer av (i) om man uttrycker den inre
produkten med hjalp av normen som i beviset for Parsevals formler. O

Ovningar
5.15 Funktionen f definieras av att f(t) = (2 — [t]) - x|—2,9(?)-

a) Beriikna fouriertransformen f(w).

[y

—0o0

b) Berikna integralen

5.16 Anviind fouriertransformen till funktionen f(t) = e flcost for att

berdkna integralen
oo .2
2
/ W2 g
o w*+4

5.17 Definiera funktionen f genom att sitta f(t) = (1 —¢2)- X[=1,1](t)

a) Bestdm fouriertransformen f.
b) Beriikna integralen

® (sint — tcost)?
/ (sin cost) b
16
—0o0

5.18 Lat f vara en funktion som #r lika med noll éverallt utom pa interval-
len [n,n+2n73] for n = 1,2, 3, ..., dir funktionens graf &r en likbent
triangel med intervallet som bas och hojden n. Visa att f tillhor L' (R)
men inte L?(R).

5.19 Visa att varje begrinsad funktion i L*(R) tillhér L?(R)).
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5.20 Antag att f € L'(R) och definiera en ny funktion g genom att sitta

glx) = /R FOFE—a)dt

Bestam g(w).
(Inom signalteorin kallas g autokorrelationsfunktionen till f.)

5.21 Definiera funktionen f genom att sétta

1 for [¢] < 1,
fit)=q2—|t| forl<|t| <2,
0 for |t] > 2.

a) Bestém fouriertransformen f(w).

b) Beriikna integralen

> (cost — cos 2t)? P
” t.
—0oQ

c¢) Berdkna integralen

> t—cos2t
/ cost — cos2t _yy 4

t2

—00

5.22 a) Beriikna integralen

/°° dt
oo (1+12)2°

b) Bestam fouriertransformen till funktionen g om

0 for t < —1,
git) =< (t+1)et for -1 <t <1,
2et for t > 1.

¢) Bestém fouriertransformen f(w) om funktionen f uppfyller likheten

ef(t+1) —e L f(t—1) = g(t),

dér g &r funktionen i b).
d) Berikna L?-normen || f||2 for funktionen f i c).
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5.9 Poissons summationsformel

Lat f vara en kontinuerlig funktion med reella axeln som definitionsméngd
och antag att f(t) = O(1/|t|'*9) for nagon positiv konstant & da ¢t — +ooc.
Antagandena medfor att funktionen f ligger i L!'(R), si funktionen har en
fouriertransform f .

Betrakta nu summan

F(t)=>_ f(t+2mn).
neZz

Vi pastar att serien dr konvergent for alla ¢ € R samt att summan &r en
kontinuerlig, 2n-periodisk funktion. Att summan ar periodisk dr uppenbart,
sa darfor racker det att visa att serien ér konvergent for 0 < ¢ < 27 samt att
summafunktionen F' ar kontinuerlig dér. Men vara antaganden medfor att
|f(t + 2mn)| < C/|n|'*0 for 0 < t < 2m, sa dirfor &r serien konvergent och
summan F'(t) kontinuerlig pa intervallet [0, 2x] enligt korollarium 2.2.5

Funktionen F har saledes en fourierserie, och foljande rakning ger oss
fourierkoefficienterna F(k) till L'(T)-funktionen F uttryckta i termer av
fouriertransformen f till L*(R)-funktionen f:

~ 1 2n . 1 2n )
F(k?) = 2771', ; Z f(t + 27’C’I’L)e_lkt dt = 2—n Z /0 f(t + 27’C’I’L)e_lkt dt

neZ neZz

1 2n .
= o > / F(t + 2nn)e k(E+2m) gy
0

nez

1 2n(ntl) —ikud 1 > —ikud L2 k
5 [, S [ S = o f

(Bytet av summations- och integrationsordning, som var nodvéndigt for att
erhalla den andra likheten i ovanstaende kedja av likheter, ar tillatet pa
grund av sats 2.4.3.)

Vi har med andra ord kommit fram till att

S F(t+2mn) ~ 2% S fn)e,
neZ nez

och eftersom funktionen i véansterledet ar kontinuerlig kan vi ersétta ~ med
dkta likhet = i varje punkt ¢ dér fourierserien i hogerledet dr konvergent.
For t = 0 far vi speciellt likheten

(5.5) 21y f(2mn) = f(n),
nez nez

som alltsa giiller om serien i hogerledet &r konvergent. Observera att summan
i hogerledet ska tolkas som grinsvirdet av symmetriska partialsummor, dvs.

N
2 fm) =t 3 Sm)

neZ
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Ett enkelt variabelbyte leder nu fram till féljande resultat:

Sats 5.9.1 (Poissons summationsformel). Antag att funktionen f dr konti-
nuerlig och att det finns tva konstanter C > 0 och § > 0 sadana att
|f(t)| < C/|t|'*? for alla t. Lat vidare L vara ett positivt tal. Dd dr

2n n A
T feng) =) f(nL)

neZ neZ

forutsatt att summan i hogerledet, uppfattad som grinsvdrdet av de symmet-
riska partialsummorna, dr konvergent.

Beuvis. Likheten foljer genom att tillimpa formel (5.5) pa funktionen g(t) =
L1 f(L~t) som uppfyller de nédvindiga forutsittningarna for formeln. [

Ovningar

5.23 Anvind Poissons summationsformel och fouriertransformen till funk-
tionen f(t) = e~ 1Yl for att berikna summan

[e.e]

1
Zl+an2’

n=1

dér a > 0.

5.24 Antag att funktionen f #r kontinuerlig pa R, |f(t)| < t72 for [¢t| > 1
och f(n) =0 for alla heltal n. Sitt

gty = > f(t+2kn).

k=—o00

Visa att g(t) = 0 for alla ¢.

5.10 Fourieranalys i h6gre dimensioner

I manga tillimpningar dr forekommande funktioner flervariabelfunktioner
vilket dr en anledning till att utveckla fourieranalys ocksa for sadana funk-
tioner. Dessbéttre dr det mycket enkelt att generalisera definitionen av fou-
riertransformen till funktioner pa R"™, och de flesta resultaten i det hir
kapitlet géller med lamplig tolkning i den nya situationen och med i stort
sett oférdndrade bevis. Vi nojer oss dérfor hir med att ge sjélva definitionen
samt med att formulera nagra av de viktigare resultaten.
Vi skriver

f(z)dx

R”
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for integralen av en funktion f: R™ — C 6ver hela R", och rummet av alla
integrerbara funktioner f som uppfyller villkoret

17111 = /R ()] dx < 00

betecknas L!(R").

For ¢ = (x1,29,...,2,) och y = (y1,y2,...,yn) 1 R™ siéitter vi vidare
x-y =37 xy; och [z] = \/x -z, dvs. z-y dr den vanliga skaldrprodukten
pa R™ och |z| dr lingden av vektorn x.

Definition. For f € L'(R") och w € R" siitter vi
fly= [ fl@)e ™" de
R”

och kallar funktionen f : R™ — C fouriertransformen till f.

Fouriertransformen till en L'(R")-funktion &r kontinuerlig; mer precist
géller:

Sats 5.10.1. Ldt f € LY(R™). Dd dr fouriertransformen f en kontinuerlig
funktion, |f(w)| < ||f|lx for alla w och lim f(w)=0.
|w]—o00
Fouriertransformen till linjarkombinationer, translat, produkter med en

komplex exponentialfunktion och faltningar fas med hjilp av foljande sats.

Sats 5.10.2. Antag att f,g € L*(R"). D dr

(8)  (af + Bg)(w) = af (W) + Bj(w) fér alla o, 8 € C,
(b) f@—a)(w) = flw)e @ for alla a € R™,
(c) (e f)(w) = f(w— a) for alla a € R”,
(d) (F*9)(@) = f@)j(w)

Néasta sats som generaliserar sats 5.4.1, innebér att fouriertransformen
bestdmmer kontinuerliga L!(R™)-funktioner entydigt.

Sats 5.10.3. Antag att f,g € L'(R") och att f(w) = §(w) for alla w € R™.
Da ar f(x) = g(x) i alla punkter x dir de bada funktionerna dr kontinuer-
liga.

Det som gor fouriertransformen till ett anvindbart verktyg i teorin for
partiella differentialekvationer &r att derivering (med avseende pa ;) om-
vandlas till nagot mycket enklare, némligen multiplikation (med iwy).
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Sats 5.10.4. Om f € L*(R™) dr kontinuerligt differentierbar och den parti-
ella derivatan ngj ocksd tillhér L*(R™), sd dr

af

0z

() = iw;f(w).

For L'(R")-funktioner f vars fouriertransform ocksa tillhor L!(R™), kan
vi rekonstruera f fran dess fouriertransform med hjélp av féljande inversions-
sats.

Sats 5.10.5. Antag att f och f bida ligger i L*(R™). Dd dr
fx) = (2m)~" - flw)e dw

1 alla punkter x ddar funktionen f dr kontinuerlig.

For L2-funktioner konstruerar man fouriertransformen genom utvidg-
ning:

Sats 5.10.6. Det finns en unik kontinuerlig linjar avbildning
F: L*(R") — L*(R")

som sammanfaller med fouriertransformen pd delrummet L*(R™)N L?(R™).
For alla funktioner f € L2(R™) gdller vidare Plancherels likhet:

1113 = (2m) " |7 £113-

5.11 Fouriertransformen for matt

Det ar ocksa mojligt att definiera en fouriertransform fér andra objekt &n
funktioner, och allra enklast &dr det att utvidga definitionen till att ocksa
gélla for dndliga matt sasom Diracmattet och allménna sannolikhetsmatt.

Vi erinrar om att ett dndligt matt p ar en kontinuerlig linjar funktional
som till att bérja med dr definierad for alla funktioner ¢ € Cy(R), dvs.
kontinuerliga funktioner ¢ som gar mot noll i odndligheten, och att vi for
funktionalvérdet p(¢) anvinder integralbeteckningen

[ o0 dute.
R

Definitionsomradet for mattet kan utvidgas till en klass av funktioner som
innehaller alla begrédnsade kontinuerliga funktioner, och eftersom funktio-
—iwt 5r kontinuerliga och begrinsade kan vi nu helt sonika definiera
fouriertransformen fi(w) av mattet p som

Alw) = ple) = /R e dpu(t).

nerna e
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Fouriertransformen fi blir dérigenom en kontinuerlig och begridnsad funktion
pa R.

Definitionen generaliserar definitionen av fouriertransformen fér abso-
lutintegrabla funktioner, ty en sddan funktion f svarar som matt mot mattet
f(t)dt, och detta matt har enligt definitionen ovan fouriertransformen

/ e WhF(t) dt
R

som iir den vanliga fouriertransformen f(w).
Diracmattet 0, i punkten a far fouriertransformen

5a(w) — 5a(e—iwt) — e—iaw’

och speciellt &r alltsa 5(0.;) =1 for alla w € R.
Om g och v &r tva matt, sa definierar vi deras faltning u * v som det
matt som uppfyller likheten

pev(o) = [ ([ ots+0dnts)) vt

for alla kontinuerliga funktioner ¢. For matt av typen f(t)dt ar den nya
definitionen konsistent med definitionen av faltning for funktioner.
Faltningen &r kommutativ, och det ar ldtt att verifiera att

uxd=0%p=p

for alla matt p. Diracméattet 0 fungerar alltsa som multiplikativ enhet for
faltning.
Inséittning av ¢(t) = e~ ! i faltningsdefinitionen leder vidare till likheten

—

(W) = w)o(w).






Kapitel 6

Tillampningar pa
fouriertransformen

6.1 Viarmeledningsekvationen pa R

I kapitel 4 studerade vi varmeledningsproblemet for en éndlig stav. Nu ska
vi studera motsvarande problem foér en oéndlig stav som vi modellerar som
reella axeln. Antag att begynnelsetemperaturen i punkten x vid tiden ¢t = 0
ar f(z), och lat u(z,t) beteckna temperaturen i samma punkt vid tiden
t. Det foljer med samma resonemang som i avsnitt 4.3 att funktionen u
satisfierar den partiella differentialekvation

ou 0%u
d e e
(pd) ot~ " ox2
for x € R och t > 0 och uppfyller begynnelsevillkoret
u(z,0) = f(z)

for alla z € R.

Vi ska hérleda en 16sning u till problemet och réknar till en borjan helt
formellt. Lat for den skull 4(w, t) beteckna fouriertransformen till funktionen
u(-,t) sa att

@(w,t):/ u(z,t)e ™ d.
R

Derivering under integraltecknet ger att

S = [ tesrin = (Ge)e

dér F, betecknar fouriertransformering med avseende pa variabeln z. For-
meln for andraderivatans fouriertransform ger oss a andra sidan att

Fo( T8 @) = 2 Falu)(w) =~ ),

133
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sa genom att fouriertransformera den givna partiella differentialekvationen
erhaller vi foljande ordinéra differentialekvation i variabeln ¢:

ou
g

w,t) = —kw?i(w,t)

med 16sningen
2

i(w, t) = C(w)e "t

Pa grund av begynnelsevillkoret u(x,0) = f(z) dr vidare

ﬁ(w,()) = f(w)a

vilket innebér att integrationskonstanten C(w) ér lika med f(w) och att
foljaktligen R ,
i(w,t) = flw)e ™,

Vi erinrar nu om virmeledningskédrnan

1
H’r(ﬁ) = Eefaﬁ/%—

som vi introducerade avsnitt 5.5, och vars fouriertransform &r
Ho(w) =e ™/2,
I termer av den é&r tydligen
i(w, 1) = f(w) Hopt(w),
och enligt faltningsformeln &r darfor
u(z,t) = (f * Howe) ().

Genom att precisera forutsittningarna i ovanstdende informella hirled-
ning erhaller vi foljande sats.

Sats 6.1.1. Antag att f € L*(R) och sitt
u(x,t) = (f * Hope)(2)

fort >0 och x € R, dir H: dr virmeledningskdrnan. Da dr funktionen u
odndligt deriverbar i dvre halvplanet x € R, t > 0 och en lésning till virme-
ledningsekvationen (pd). I varje punkt x dir funktionen f dr kontinuerlig,
konvergerar u(z,t) mot f(z) dat — 0.

Bevis. (i) Enligt sats 5.6.3 ar

1 . ‘
u(z,t) = > /Rf(w)e_”””w2te‘wx dw.
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For t > 0 kan vi nu utan problem derivera partiellt under integraltecknet
ett obegriansat antal ganger med avseende pa savil x som t beroende pa
att e "t avtar si snabbt di w — +oo. Funktionen u #r dérfor oandligt
deriverbar i 6vre halvplanet. Eftersom funktionerna e~ telwe gatisfierar
virmeledningsekvationen for varje fixt w, foljer det genom derivering under
integraltecknet att ocksa funktionen w(x,t) satisfierar virmeledningsekva-
tionen. Att u(x,t) — f(x) da t — 0 i kontinuitetspunkterna till f &r en

omedelbar konsekvens av sats 5.7.1. O

Anmdrkning. Villkoren i sats 6.1.1 garanterar att virmeledningsekvationen
(pd) &r l6sbar, men de &r inte tillréickliga for att 1osningen ska vara entydigt
bestamd. For entydighet behtver man stélla krav pa losningens uppforande
da x gar mot oédndligheten.

6.2 Samplingssatsen

En analog signal som modelleras av en funktion f, sdges vara bandbegrinsad
till intervallet |a, b| om signalens spektrum ligger i intervallet, dvs. om fou-
riertransformen f(w) #r lika med noll for alla w utanfér intervallet ]a, b|.
Intervallets ldngd b — a kallas signalens bandbredd. Vi antar i det hér av-
snittet for enkelhets skull att funktionen f &r kontinuerlig och att det finns
konstanter C' > 0 och o > 1 sadana att |f(t)| < C|t|~* for alla ¢, nagot som
forstas medfor att funktionen f tillhor var klass L'(R).

Den teoretiska grundvalen for digital teknik for inspelning, lagring och
avspelning av akustiska signaler finns i féljande sats.

Sats 6.2.1 (Samplingssatsen). En kontinuerlig signal med bandbredd 2L dr
entydigt bestimd av signalens virden i de diskreta tidpunkternann/L, n € Z.

Bewis. Vi noterar forst att vi utan inskrdnkning kan anta att bandbegréins-
ningsintervallet dr symmetriskt kring origo, dvs. &r intervallet |—L, L[. Om
signalen f har sitt spektrum i ett godtyckligt intervall |a,b[ av lingd 2L
och m betecknar intervallets mittpunkt, sa har ndmligen den kontinuerliga
signalen g(t) = e 7™ f(t) sitt spektrum i intervallet |—L, L[ eftersom §(w) =
f (w+m), och vi kan uppenbarligen rekonstruera f fran virdena i punkterna
nn/L, n € Z, om vi kan rekonstruera signalen g fran samma vérden.

Anta alltsa att f &r bandbegrénsad till intervallet I =]—L, L[. Eftersom
fouriertransformen till en L'(R)-funktion ér kontinuerlig och f(w) = 0 ut-
anfor det begransade intervallet I, ligger f i L'(R). Inversionssatsen ger oss
dérfor likheten

L
(6.1) £(t) = 2% /R Flw)et dus = 2717: /_ et d.

For att bevisa satsen réacker det darfor att att visa att fouriertransformen
f(w) &r entydigt bestdmd av funktionens vérden i samplingspunkterna. Vi
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anvinder for den skull Poissons summationsformel (sats 5.9.1) med L bytt
mot 2L pa funktionen h(t) = f(t)e ! dir w #r ett tal i intervallet I, och

far likheten nn
> h(2nL) =7 Z h(—
neZ nez

Eftersom h(2nL) = f(2nL +w) och fouriertransformen f ér noll utanfor
intervallet I =]—L, L] och punkterna 2nL + w ligger i intervallet I bara for
n =0, ar

D h(2nL) =) f2nL +w) = f(w).

neZ nezZ

Summationsformeln évergar dérfor for \w| < L i likheten

(62) Z f 7IUJTLT[/L

nEZ

som visar att fouriertransformen ar entydigt bestdmd av funktionens vérden
i punkterna nn/L. O

En bandbegréinsad signal kan rekonstrueras fran samplingsvirdena med
hjalp av rekonstruktionsformeln i féljande sats.

Sats 6.2.2. Antag att f dr en kontinuerlig signal som dr bandbegrinsad till
intervallet |—L, L]. Da dr

Zf mt sin(Lt — nm)

g Lt —nxn

for allat € R.

Bevis. Vi far den sokta formeln for f(¢) genom att sétta in det i formel
(6.2) erhallna uttrycket for f(w) i inversionsformeln (6.1) och sedan byta
ordning mellan integration och summation, nagot som &r tillatet eftersom
serien ) o f("F) dr absolutkonvergent pa grund av vara antaganden om
storleksordningen hos funktionen f i odndligheten:

L
/ Z I Jellt=nm/ Lo g, _ o Z £ / oilt=nn/Lyw g
27‘C

nez —-L

mt 2sin(L mt sin( Lt nm)
Z f nn/L Z f —nn

nEZ neZ

For att vi ska kunna anvédnda rekonstruktionsformeln krivs det att signa-
len har dndlig bandbredd. Men vilka analoga signaler har &ndlig bandbredd?
Egentligen inga fysiska signaler, ty en saddan signal varar ju bara under ett
andligt tidsintervall och ska da egentligen modelleras med en funktion f som
dr noll utanfor ett begrénsat intervall. Och en sadan funktion som inte &r
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identiskt lika med noll, kan inte ha en fouriertransform f som &r noll utanfor
ett andligt intervall.

I praktiken spelar dock detta inte nagon roll. Det ménskliga orat kan
inte uppfatta ljud med hogre frekvens &n 20 kHz. Med tiden t angiven i
sekunder har signalen e“! frekvensen |w|/2n Hz och den &r saledes ohorbar
om |w| > 40000n. Alla horbara signaler kan dérfér anses ha sitt spekt-
rum i intervallet |—40000x, 40 000x] och dérmed ha en bandbredd som inte
overstiger 80 000 n. For perfekt ljudatergivning récker det déarfor att sampla
signalen i diskreta tidpunkter med tidsavstandet At = 1/40 000 sekund, dvs.
med samplingsfrekvensen 40 kHz. Vanliga CD-spelare anvénder samplings-
frekvensen 44.1 kHz.

Ovning

6.1 Antag att funktionen f dr kontinuerlig och lika med noll utanfor ett
begrinsat intervall samt att fouriertransformen f ocksa ar noll utanfor
nagot begrénsat intervall. Visa att f &r lika med noll Gverallt.

[Ledning: Antag utan inskridnkning att f &r noll utanfor intervallet
[0,7], och lat F' vara restriktionen av f till intervallet [0,2x]. Visa
genom att berikna fourierkoefficienterna att F' dr ett trigonometriskt
polynom, vilket &r orimligt om inte F'(t) = 0 for alla ¢.]

6.3 Linjira tidsinvarianta system

I inledningskapitlet exemplifierade vi begreppet (diskret) faltning med dis-
kreta svarta lador. Nu ska vi diskutera den analoga motsvarigheten, dvs.
system eller apparater som tar emot kontinurliga signaler, processar dem
pa nagot sitt och levererar kontinuerliga utsignaler. Vi dr fortfarande inte
intresserade av vad som hinder inuti systemet/apparaten utan betraktar
det som en funktion 7" med mingden av alla mdjliga insignaler som defi-
nitionsméngd. Sambandet mellan insignal = och utsignal y har foljaktligen
formen y = T'(x), och vi kan beskriva det hela schematiskt med figur 6.1.

Insignal Utsignal
_ T _
x(t) y(t)

Figur 6.1. Analog svart lada

Ett sadant system kallas linjdrt om funktionen 7" &r linjér, dvs. om
T(alxl + CLQI‘Q) = CLlT(Cﬂl) + CLQT(J/‘Q)

for alla insignaler x; och x9 och alla skalérer a; och as.
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Inga verkliga apparater kan naturligtvis vara fullsténdigt linjiara, men
manga kan med god approximation anses vara linjira inom sina begriansade
funktionsomraden.

Om ett system fungerar pa samma sitt oavsett nir det anvinds, kallas
det tidsinvariant. For att formulera egenskapen matematisk later vi x, be-
teckna den med 7 enheter translaterade signalen x, dvs. z,(t) = x(t — 7).
Systemet T ar da tidsinvariant om

T(z,) =T(x),

for alla signaler x och alla 7 € R. Om insignalen z(t) ger upphov till ut-
signalen y(t), sa ska alltsa den translaterade insignalen (¢ — 7) resultera i
utsignalen y(t — 7).

System som &r bade linjara och tidsinvarianta kallas LTI-system. Exem-
pel pa apparater som kan modelleras som LTI-system é&r digitala forstérkare
och filter.!

EXEMPEL 6.3.1. Ett system dér utsignalens virde varje tidpunkt ¢ &r me-
delvérdet av insignalen under tidsintervallet [t —1,¢+ 1], dvs. ddr sambandet
mellan insignal x och utsignal y ges av ekvationen

t+1
W =g [ et

-1

ar ett LTI-system.
Sambandet mellan ut- och insignal kan uttryckas som en faltning. Varia-
belsubstitutionen s = ¢ — u i integralen ger ndmligen att

1
)= [ att=wdu=3 [ a—uwxiindn

-1
sa y = k *x x for funktionen k = %X[fl,l]' O

EXEMPEL 6.3.2. Ett system dér utsignalens vérde vid varje tidpunkt ¢ ar
lika med medelvérdet av insignalens vérden vid tidpunkterna ¢ —1 och ¢t +1,
dvs. dar

_at- D ta(t+])

ar ocksa ett LTI-system. Aven i detta fall kan vi skriva sambandet mellan
ut- och insignal som en faltning y = k % x, men nu behdver vi anvénda
oss av Diracmattet for att definiera k. For Diracmattet d, i punkten a &r
Sa * 2(t) = 2(t — a), s faltningssambandet géller for k = 2(6_1 +61). O

'Ett filter &r en komponent som sldpper igenom signaler vars frekvenser ligger inom
ett givet intervall och kraftigt reducerar 6vriga signaler.
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Lat T vara ett LTI-system som kan processa sinusoider och deras kom-
plexa motsvarigheter, dvs. de komplexa exponentialfunktionerna, och lat
y“(t) beteckna utsignalen till insignalen e'“!. Vi ska titta pa utsignalen till
den translaterade insignalen ¢“(~7) Eftersom

ol (t—7) — o lwT Glwt

ar utsignalen dels lika med y*“(t —7) pa grund av tidsinvarians, dels lika med
e Wy (t) pa grund av linearitet. Det foljer att

y(t—7) = Y1)

for alla 7 och alla t, och genom att speciellt vélja ¢ = 0 och sedan byta 7
mot —t ser vi att

T(e) = 4(1) =y (0)e™".
Funktionerna ¢! #r med andra ord egenfunktioner till avbildningen 7" med

K(w) = y¥(0) som motsvarande egenvirden. Sammanfattningsvis har vi

déarmed visat foljande sats.
Sats 6.3.1. For LTI-system T dr de komplera exponentialfunktionerna e

egenfunktioner, dvs. det finns en funktion K(w) med egenskapen att
T(eiwt) — K(w)eiwt.
Funktionen K(w) kallas systemets frekvenssvar.

EXEMPEL 6.3.3. For LTI-systemet i exempel 6.3.1 resulterar insignalen e'“!

i utsignalen
1 t+1 )
y“(t) = / e ds.
2 Ji1

1 .
; sinw
K(w):y”(O):/ e“ds = .
—1 w
Den uppmérksamme ldsaren noterar nu att frekvenssvaret K (w) &r fou-
riertransform till funktionen %X[—l,l]v dvs. till den funktion k£ som goér att

sambandet mellan in- och utsignal kan skrivas som en faltning y = k * z.
O

EXEMPEL 6.3.4. Frekvenssvaret i LTI-systemet i exempel 6.3.2 &r pa mot-
svarande vis

1. .
K(w)= i(eﬂ‘” +e'“) = cosw,

och dven i det hir exemplet ar frekvenssvaret lika med fouriertransformen
till k = %(5,1 + 01) 1 faltningssambandet y = k * = mellan in- och utsignal.
O
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Alla system i vilka sambandet mellan in- och utsignal ges av en faltning,
ar LTI-system.

Sats 6.3.2. Lat k vara en funktion eller mer allmdnt ett matt. Da definierar
faltningen y = k x x ett LTI-system med x som insignal och y som utsignal.

Det &dr underforstatt att de tillatna insignalerna #r de funktioner som
gor faltningen véldefinierad.

Bevis. Bade linearitet och tidsinvarians foljer omedelbart fran faltningsde-
finitionen y(t) = k x 2(t) = [g k(t — u)z(u) du. O

I LTI-systemet y = k x x kallas k systemets impulssvar, och anledningen
ar att insignalen ¢ (en inpuls) ger y = k * § = k som utsignal.

Att LTI-systemen i exemplen ovan kan skrivas som faltningar och att
frekvenssvaret K(w) ges av fouriertransformen till impulssvaret k &r ingen
tillfallighet, utan motsvarande géller under tdmligen allménna forhallanden
som foljande heuristiska resonemang visar.

Lat T vara ett LTI-system vars frekvenssvar K (w) &r fouriertransform
till nagon funktion k (eller mer generellt till nagot matt k), och betrakta en
insignal z(t) med fouriertransform #(w). Antag att signalen kan rekonstrue-
ras fran fouriertransformen med hjélp av inversionssatsen, dvs. att

1 .
x(t) = %/Rﬁc(w)el‘”t dw,

att motsvarande géller for signalen k * z(t), samt att LTI-systemet T &r
kontinuerligt i den bemérkelsen att linearitetsegenskapen kan utstréickas fran
att gélla for dndliga summor av insignaler till ”oéndliga summor” i form av
integraler. Da &r

(@) =1(5 /R Bw)d o) = o /R T((w)e!) duw

2n T on
L[ iwt LI iwt
=— [ 2(w)T(e“)dw=— [ &(w)K(w)e"“" dw
2n R 2n R
1 . . 1 S
=5 Rk(w)ﬁ:(w)e‘“t dw = o /R k* z(w)e™! dw
=k *xz(t).

En onskvird egenskap hos manga verkliga system dr att de ska vara
stabila. Det finns flera olika stabilitetsbegrepp i bruk, men det vanligaste &r
foljande.

Definition. Ett LTI-system kallas BIBO-stabilt om utsignalen ar begréansad
for varje begridnsad insignal. BIBO star for ”bounded input-bounded out-
put”.
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Sats 6.3.3. LTI-systemet y = k x x, ddr k dr en funktion, dr BIBO-stabilt
om och endast om funktionen k dr absolutintegrabel.

Bevis. Att systemet dr BIBO-stabilt om k € L'(R) foljer av olikheten

|—‘/ z(t — s) ds’</]k: |]:1:t—s|ds</|k )| sup |x(s)| ds
seR

= HkHlsuplrc( )
seER

som visar att utsignalen ar begrénsad for alla begrénsade insignaler.

Antag omvint att systemet d&r BIBO-stabilt och lat z(¢) vara den insignal
som fas genom att sitta x(t) = k(—t)/|k(—t)| om k(—t) # 0 och z(t) = 0 om
k(—t) = 0. Insignalen z(t) &r da till beloppet begrinsad av 1, sa motsvarande
utsignal y(t) &r begridnsad. Eftersom

y(0) = /R k(s)x(—s) ds = /R Ik(s)| ds = ||k,

ar ||k|l1 < oo. O

EXEMPEL 6.3.5. Ett lagpassfilter dr ett filter som sldpper igenom signaler
med frekvenser som understiger ett givet virde a och reducerar Gvriga sig-
naler. Ett LTI-system med foljande frekvenssvar

1 om |w|<a
K@) = Xjaa @) {0 for ovrigt
skulle darfor vara ett perfekt lagpassfilter eftersom systemet annihilerar sig-
naler med frekvenser som &verstiger a fullstdndigt. Motsvarande impuls-
svar k, dvs. den funktion som har K som fouriertransform, ar funktionen
sinat/nt och den dr inte absolutintegrabel. Ett idealt lagpassfilter dr darfor
inte BIBO-stabilt. O

Ideala lagpassfilter gar heller inte att realisera i praktiken, bl. a. av det
skélet att det inte fungerar i realtid. For system som fungerar i realtid kan
utsignalens virde i en punkt ¢ bara bero av insignalens virden i tidpunkter
upp till och med ¢. Sddana system kallas kausala.. Ett system T &r med
andra ord kausalt om

z(s) = z(s) for s <t = T(x)(t) =T(2)(t)
for alla t. For linjdra system T &r detta ekvivalent med att
z(s)=01for s <t = T(z)(t)=0.

Sats 6.3.4. Ftt faltningssystem dr kausalt om och endast om det kan skrivas
pa formen

y(t) = /OOO k(s)x(t — s)ds.
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Bevis. Antag forst att systemet T har den formen, och lat x vara en insignal
sadan att x(s) = 0 for s < ¢. Da dr

T(@)(t) = /Ooo k(s)a(t — 5) ds = /Ooo k(s) - 0ds = 0

vilket visar att systemet &r kausalt.
Antag omvént att systemet y = T'(x) = k*x dr kausalt. For alla signaler
x med x(s) =0 for s <0 &r da ar

0
O:T(:U)(O):/Rk(s)x(()—s)ds:/ k(s)z(—s) ds,

—0o0

och eftersom z(—s) kan véljas godtyckligt for s < 0 medfér detta att
ffoo k(s)f(s)ds = 0 for alla funktioner f. Speciellt &r dérfor

0

T(@)(1) = /R ksalt —s)ds = [

3 k(s)x(t —s)ds + /000 k(s)x(t —s)ds
= /OO k(s)x(t — s)ds
0

for alla insignaler x. O
EXEMPEL 6.3.6. Inga av systemen i exemplen 6.3.1, 6.3.2 och 6.3.5 ar kau-
sala. O
6.4 Heisenbergs osikerhetsprincip

Vi borjar med en olikhet som brukar kallas Heisenbergs olikhet eftersom den
finns implicit i ett av hans kvantmekaniska arbeten.

Sats 6.4.1 (Heisenbergs olikhet). For alla funktioner f € L2(R) dr

(6.3) /R 1) dt - /R Pl do > 5 /R )’

Mer generellt gdller att

64 [ e—aPlr@Pae [ @-nfP > 5 ( [ 11oRd)"

for alla reella tal a, b.

Bevis. Genom att anvénda olikheten (6.3) pa funktionen
g(t) = e "I f(t + a),

som har fouriertransformen

g(w) = € f(w+b)
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ser man att olikheten (6.4) foljer av olikheten (6.3).

Vi visar inte satsen i dess fulla generalitet, utan for att undvika teknis-
ka svarigheter inskrianker vi oss till fallet att funktionen f &r kontinuerligt
deriverbar, att |f(¢)| < Konst - |¢|”% for nagon konstant o > 1/2 samt att
derivatan f’ tillhor rummet L!'(R).

For att visa olikheten (6.3) kan vi vidare naturligtvis utan inskrinkning
anta att integralerna [ 2| f(t)]>dt och [ w?|f(w)[? dw #r dindliga. Av for-
meln J/"\’(w) = iwf(w) och Plancherels formel foljer d& att derivatan f' ir
kvadratiskt integrerbar. Genom att utnyttja att

SR = SE@TE) = FOF0 + 0T =2 Re(7(0)70)

far vi nu med hjalp av partiell integration:

b b
©5) [ U@pd=[dsop] - [elroPa

b
—Mﬂwﬁ—aﬂwﬁ—2Rg/tﬂwfwdt

Vara antaganden om storleksordningen hos funktionen f i ofndligheten
medfor att ¢|f(¢)]> — 0 dd t — Foo. Genom grinsévergang b — oo och
a — oo 1 likheten (6.5) erhaller vi dérfor f6ljande likhet.

/ |F() ) dt = —2 Re/ tF (@) f(t) dt.
R R

Cauchy—Schwarz olikhet och Plancherels formel ger nu att

/R\f(t)|2dt =2 Re/Rtf(t)f’(t) dt < 2‘/Rtf(t)f'(t)dt‘

<o [ nsopa) ([ o)

o[ wsop )" (e [ s )"

som efter kvadrering &r olikheten (6.3). O

Vi ska nu ge en sannolikhetsteoretisk tolkning av Heisenbergs olikhet och
erinrar da om att en tdthetsfunktion ar en icke-negativ funktion g sadan att
Jrg(t)dt =1, dvs. en icke-negativ funktion g € L'(R) med |g|[; = 1.

Téathetsfunktioner g ger upphov till sannolikhetsmatt pa R, och om
Jr t2g(t) dt < oo, sé existerar vintevirdet

u:/Rtg(t)dt
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och variansen
Va(g) = [ (¢~ wPotyde = | fg(e)t - p,
R R

Liten varians betyder att huvudparten av sannolikhetsmassan ar lokali-
serad till en liten omgivning av véantevirdet, medan stor varians innebér att
sannolikhetsmassan &r utsmetad Over ett storre intervall.

Lat nu f € L?(R) vara en funktion med norm || f|j2 = 1. Enligt Plan-
cherels sats &r da ocksa [|(2n)Y/2f||2 = 1, och detta innebér att bade | f|?
och (2n) 1| f|? dr téthetsfunktioner till sannolikhetsmétt. Om vi i sats 6.4.1
viiljer konstanterna a och b som viinteviirdena till |f|2 resp. (2r)~!|f|2, s
far vi darfor foljande resultat f6r de bada sannolikhetsméattens varians.

Sats 6.4.2. Antag f € L*(R) och ||f|l2 = 1. Dd dr

Var(|f[?) - Var((2m) 7' |f[) =

=

Resultatet innebér att de bada varianserna inte kan vara sma samtidigt.
Om tiitheten | f|2 har en liten varians 8, sa har den duala tétheten (2n)~!|f|?
en varians av minst storleksordningen 1/4.

Heisenbergs olikhet har som ndmnts sina rétter i kvantmekaniken. Inom
kvantmekaniken beskrivs ldge och rorelseméngd hos en elektron som ror sig
utefter en linje av L?(R)-funktioner. Varken lige eller rérelsemingd kan
anges exakt utan det dr enbart mdjligt att att ange sannolikheten for att
elektronen ska befinna sig inom ett givet intervall och ha en roérelsemangd
inom ett givet intervall. Positionssannolikheten har en tathetsfunktion av
typen |f|> med f € L?(R), medan tithetsfunktionen for rérelsemingd ges
av (2m)1[f2.

Om man anvinder positionsfordelningens véintevirde for att ange elektro-
nens lige, sa blir férdelningens standardavvikelse, dvs. kvadratroten ur va-
riansen, ett matt pa osdkerheten i positionsangivelsen. Ju mindre standard-
avvikelse desto mer sannolikt att elektronen befinner sig i ett intervall av
given storlek kring véantevirdet. P4 motsvarande sétt blir standardavvikel-
sen hos tathetsfunktionen for rorelsemingden att matt pa osidkerheten da
rorelseméngden anges av motsvarande vintevirde. Om Ax och Ap star for
standardavvikelserna i positionsangivelsen resp. rorelsemingdsangivelsen, sa
blir dérfér den kvantmekaniska tolkningen av olikheten i sats 6.4.2 att

Ax-Ap > C,

ddr C &r en konstant, och med rétt val av fysikaliska enheter &r C' = h/4n,
dar h ar Plancks konstant. Olikheten visar att det &r principiellt omdojligt att
med godtyckligt stor precision samtidigt bestdmma ldge och rorelseméngd.
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6.5 Centrala griansvirdessatsen

Lat oss borja med att rekapitulera nagra grundldggande begrepp fran sanno-
likhetsteorin och samtidigt fixera den notation som vi kommer att anvédnda
0SS av.

En reell stokastisk variabel X ar en funktion som &r definierad pa nagot
sannolikhetsrum. Vi kan dérfor meningsfullt tala om sannolikheten att X
ska ha ett viarde som ligger i en viss delméngd B av R, och denna sannolikhet
betecknas Pr(X € B). Speciellt kan vi betrakta sannolikheten Pr(X < z)
att X ska vara mindre &n eller lika med x, och detta ger oss den stokastiska
variabelns (kumulativa) fordelningsfunktion F, som definieras av att

F(z) =Pr(X <x)

for alla x. Givet fordelningsfunktionen F' kan vi omvént bestdimma sanno-
likheten Pr(X € B) for varje méngd B som kan erhallas genom upprepad
union- och snittbildning av intervall.

Ett sédtt att bilda fordelningsfunktioner dr att utga fran en icke-negativ
funktion f € L*(R) med || f||1 = 1 och siitta

Pla) = /_ @)t

Funktionen f kallas dad motsvarande stokastiska variabels tdthetsfunktion.

Till varje stokastisk variabel X kan man associera en linjéar s. k. vdantevdr-
desoperator Ex som &r definierad for en klass av funktioner som inkluderar
alla begransade styckvis kontinuerliga funktioner, och som for den karakte-
ristiska funktionen x|_ ) till intervallet |—oo, z] ges av att

Ex(X]-c0.a]) = F()-

En stokastisk variabel X #r saledes fullstdndigt bestdmd av sin vintevérdes-
operator Ex.
For stokastiska variabler med téthetsfunktion f &r speciellt

Ex(g) = /R g(t) () dt,

for alla funktioner g som uppfyller villkoret [g [g(t)]f(t) dt < oo.
Om Ex(id) existerar for den identiska funktionen id, dvs. funktionen
som definieras av att id(¢) = ¢ for alla ¢, sa sétter man

E(X) = Ex(id)

och kallar E(X) for vantevdrdet eller medelvirdet av den stokastiska varia-
beln X . For stokastiska variabler X med tidthetsfunktion f dr alltsa speciellt

B(X) = /Rtf(t) dt

forutsatt att integranden tf(t) dr absolutintegrabel.
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Ett slaende faktum av stor betydelse &r att om X &r en stokastisk varia-
bel och g ar en godtycklig funktion och vi definierar en ny stokastisk variabel
Y genom att sitta Y = g(X), sa &r

E(9(X)) = Ex(9),

om nagot av de tva vantevirdena existerar. I det fall da X har téthetsfunk-
tion f, &r saledes speciellt

Vinteviardena E(X"™) kallas i forekommande fall f6r den stokastiska va-
riabeln X:s moment av ordning n. Forstamomentet &r tydligen lika med
vantevardet och betecknas ofta p. Om andramomentet existerar, sa existe-
rar automatiskt forstamomentet p, liksom wvariansen

Var(X) = E((X — u)%) = B(X?) - B(X)™

Lat nu X vara en godtycklig stokastisk variabel med vantevérdesoperator
Ex och lat w € R. Eftersom funktionen ¢ — ¢“! ir begrénsad, har den
stokastiska variabeln e ett vintevirde, nimligen E(e“X) = Ex(e“!). Vi
kan dérfor definiera en funktion ¢: R — C genom att sétta

¢(w) = E(e“7).

Probabilisterna kallar funktionen ¢ fér den stokastiska variabelns karakte-
ristiska funktion.?
Om den stokastiska variabeln X har en tathetsfunktion f, sa ar tydligen

b(w) = /R et f (1) dt = f(-w).

vilket ar forklaringen till att fourieranalys dr ett viktigt hjilpmedel inom
sannolikhetsteorin.? Det foljer av inversionssatsen att den karakteristiska
funktionen ¢ bestdmmer tathetsfunktionen f och darmed ocksa fordelnings-
funktionen F' entydigt.

Naturligtvis &r ¢(0) = 1, och om andramomentet existerar, sa foljer det
av sats 5.4.2 att funktionen ¢ &r tva ganger deriverbar med derivatorna

¢ (w) =1 /R e“ltf(t)dt och ¢"(w)=— /R 2 f(t) dt,

20rdet karakteristisk funktion férekommer saledes i tva betydelser, dels som karakte-
ristisk funktion till en méngd, dels som karakteristisk funktion till en stokastisk variabel.
Karakteristiska funktioner till méngder kallas ocksa for indikatorfunktioner.

3Den karakteristiska funktionen &r en fouriertransform #ven for stokastiska variabler
som inte har nagon téathetsfunktion, t. ex. diskreta stokastiska variabler, men da krivs det
att vi generaliserar begreppet fouriertransform till att omfatta transformer av matt.
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och speciellt &r alltsa ¢'(0) = iE(X) och ¢”(0) = — E(X?). For stokastiska
variabler med vintevirde 0 och varians o2 dr med andra ord ¢(0) = 1,
#'(0) = 0 och ¢"(0) = —c?, vilket betyder att ¢ har en Taylorutveckling
kring 0 pa formen

(6.6) blw) =1— éa2w2 + o(w?).
Detta géller ocksa i det allménna fallet &ven om hérledningen ovan bara
gjorts for stokastiska variabler med tathetsfunktion.

Det finns flera olika sétt att definiera konvergens for foljder av stokastiska
variabler, och ett viktig resultat &r foljande sats som innebédr att punktvis
konvergens hos de karakteristiska funktionerna medfoér s. k. konvergens i
fordelning.

Sats 6.5.1 (Lévys sats). Ldt (Y;,)5° vara en foljd av stokastiska variabler med
fordelningsfunktioner (F,,)3° och karakteristiska funktioner (¢,)5°, och antag
att

lim 6a(w) = 6(w)

for alla w € R, ddr ¢ dr den karakteristiska funktionen till nagon stokastisk
variabel Y med fordelningsfunktion F'. Da dr

lim F,(z) = F(x)

n—oo

1 alla punkter x ddr fordelningsfunktionen F dr kontinuerlig.

En stokastisk variabel X med tathetsfunktionen

£(t) = —— exp(~ 40

 oV2n 202

kallas normalfordelad med parametrarna p och o2, och det &r litt att verifie-
ra att u #r variabelns vinteviirde och att o2 #r dess varians. Om viintevirdet
ar 0 och variansen &r 1, kallas variabeln standardnormalfirdelad. Fordel-
ningsfunktionen till standardnormalférdelningen betecknas ®, och dess ka-
rakteristiska funktion ¢ dr (jmf exempel 5.4.2)

Inom sannolikhetsteorin spelar normalférdelningen en speciellt betydel-
sefull roll av foljande anledning:

Sats 6.5.2 (Centrala gransvardessatsen). Antag att X1, Xo, X3, ... dr en foljd
av oberoende, lika fordelade stokastiska variabler med vintevirde pu och va-
rians o2, och sitt

Sp=X1+Xo+ -+ X,.
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For alla reella tal x dr da

Sn — 1 r 1,2
nli_}rgoPr(ﬁ <z)=9%(z)= Nor /OO e 2t dt.

Bevis. Slumpvariablerna X — p har samma sannolikhetsfordelning, sa de
har forstas ocksa samma karakteristiska funktion som vi betecknar ¢, och
eftersom deras viinteviirde och varians &r 0 resp. 02, ges ¢:s Taylorutveckling
av ekvation (6.6).

Lat nu ¢, beteckna den karakteristiska funktionen till den stokastiska
variabeln (S, — nu)/o\/n. Pa grund av Lévys sats riicker det att bevisa att

lim ¢, (w) = p(w) = e 2¥
n—oo
for alla w € R.
Eftersom de stokastiska variablerna X dr oberoende, dr ocksa variab-
lerna e“Xx=1) gberoende, sa det foljer att

i Sn—n s (X —m)+(Xg—p) 4+ (Xn—p)
Gu(w) = B(e™ V) =B
_ E(eiW’?ﬁ” R BN
i X1—n i 2= H i Xn
:E(ewaﬁ).E(ewd 'n) ..... E(ewo n#)
2 2
w n n
(;5(0 n) ( 2 * 0( )
For fixt w gar
2 2
w W\
)
( 2n * O( n )
mot exp(—zw?) d& n — co. Dirmed &r beviset klart. O

Ovning

6.2 Berakna tdthetsfunktionen till summan av tva oberoende normalfor-
delade stokastiska variabler X; och X9 med medelvirde och varians
p1 och o resp. pg och 03, dvs berikna faltningen ¢, o, * Gpup.0p, dir

1 _(t=w?

e 202
oV 2n

Puo(t) =

Formulera resultatet i sannolikhetsteoretiska termer.



Kapitel 7

Laplacetransformen

For att en funktion ska kunna fouriertransformeras maste den tillhora L'(R)
eller L2(R), vilket innebér att sddana viktiga funktioner som polynom och
exponentialfunktioner saknar fouriertransform.! Foér att rada bot pa detta
ska vi definiera en transform som fungerar fér funktioner som inte vixer
snabbare én exponentiellt.

7.1 Laplacetransformens definition

Lat f vara en funktion som till att borja med &r definierad pa halvaxeln
[0, o[ och utvidga funktionen till hela R genom att sétta f(t) = 0 for ¢ < 0.
Lat o vara ett reellt tal och betrakta produkten f(t)e™°%; fér o > 0 gér
faktorn e ! mot 0 da t — +o0, s& dirfér har produkten f(t)e 7! storre
forutsittningar dn funktionen f att vara absolutintegrabel. Aven om f(t) &r
stor for stora t kan siledes funktionen f(¢)e~°! tillhéra L'(R), och vi kan
da bilda fouriertransformen som &r

Froein) = [ soe e i = [T e e

Detta leder oss till att betrakta absolutkonvergenta generaliserade inte-
graler av typen

(7.1) /OOO f(t)e st dt,

dér s ar ett komplext tal. Héar och i fortsdttningen kommer vi konsekvent att
skriva komplexa tal pa formen s = o + 7i, dér alltsd o betecknar realdelen
och 7 imaginérdelen.

Observera att

|f(t)ef(a+7'i)t’ _ |f(t)‘efot7

!Man kan definiera fouriertransformen fér polynom, men transformerna blir da inte
funktioner utan distributioner.

149
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sa integralen (7.1) &r absolutkonvergent om och endast om

(7.2) Amvwm°%u<m.

Om villkoret (7.2) &r uppfyllt for ett visst virde o = op, sa &r det
uppenbarligen ocksa uppfyllt for alla virden pa o som &r storre &n og. For
en funktion f som &r definierad pa positiva reella axeln géller darfor ett av
foljande tre alternativ:

(i) Integralen [;° f(t)e ! dt &r absolutkonvergent for alla komplexa tal s;
(ii) Det finns ett minsta reellt tal o sadant att integralen [ f(t)e™*' dt
ar absolutkonvergent for alla komplexa tal s med Re s > oy;
(iii) Integralen [ f(t)e™*" dt &r inte absolutkonvergent for nagot komplext
tal s.

Vi definierar nu funktionen f:s absolutkonvergensabskissa o,(f) som —oo
i fallet (i), som talet og i fallet (ii) och som +oo i fallet (iii). Detta innebér
att méngden Q@ = {s € C | Res > 0,(f)} i respektive fall &r lika med hela
komplexa talplanet, ett 6ppet halvplan och den tomma méngden, och att
integralen fooo f(t)e st dt sr absolutkonvergent for alla s € €.

EXEMPEL 7.1.1. Integralen [;* et’e st dt #r inte konvergent for nagot virde
pa s, integralen fooo 1-e~stdt ar absolutkonvergent fér Res > 0, integralen
Lra +t2)~te~5t dt dr konvergent for Re s > 0 och integralen I e oSt dt
ar konvergent for alla komplexa tal s. Absolutkonvergensabskissan for de
fyra funktionerna e’ 1, (1 +t2)~! och ¢~ 4r med andra ord i tur och
ordning 400, 0, 0 och —o0. ]

For att sikerstilla att integralen [;~ f(t)e™'dt ska vara véldefinierad
och absolutkonvergent fér atminstone nagot s, dvs. i ett halvplan eller hela
komplexa. talplanet, kommer vi att inskrinka oss till att betrakta funktioner
som inte vixer snabbare &n exponentiellt da t — oo. Klassen av alla sadana

funktioner kommer att betecknas £ och den precisa definitionen ser ut sa
hér:

Definition. En funktion f: [0,00[— C tillhor klassen £ om funktionen &r
Riemannintegrerbar pa varje begrinsat delintervall av [0, co[ och det finns
en reell konstant k& och en positiv konstant M sa att

f(B)] < MeH

for alla ¢t > 0.

Begransningsvillkoret i definitionen medfor att

/meﬂﬁgM/ @Mt gt < oo
0 0
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for o > k, sa integralen fooo f(t)e st dt dr sikert absolutkonvergent i halv-
planet Re s > k, vilket for konvergensabskissans del betyder att o,(f) < k.
Speciellt ar alltsa o,(f) < 0 for alla begrédnsade funktioner f.

EXEMPEL 7.1.2. Eftersom lims_,oo te ™ = 0 om k > 0, har funktionerna
te™* ett maximivirde M), pa positiva reella axeln for varje k > 0, och
detta innebir att t < MieFt for alla ¢ > 0. Funktionen f(t) = t tillhor
saledes klassen &, och funktionens absolutkonvergensabskissa o,(t) uppfyller
olikheten o,(t) < k for alla k > 0, vilket medfor att o,(t) < 0. Eftersom
fooo te% dt = +o00 kan absolutkonvergensabskissan inte vara mindre én 0, sa
darfor ar o4(t) = 0. O

EXEMPEL 7.1.3. En enkel modifiering av resonemanget i féregaende exempel
visar att varje polynom p(t) ligger i £ och har en absolutkonvergensabskis-
sa som &r lika med 0, utom da p(t) &r nollpolynomet da absolutkonver-
gensabskissan forstas dr lika med —oo.

Produkten p(t)e mellan ett godtyckligt polynom och en godtycklig
komplex exponentialfunktion tillhor ocksa klassen £ och dess absolutkon-
vergensabskissa dr lika med Re ¢, utom i det triviala fallet da p(t) &r nollpo-
lynomet. O

Definition. For funktioner f i klassen £ och komplexa tal s = ¢ 4+ 7i med
realdel o > o,(f) sétter vi

f(s) = / T ft) et de

och kallar f (s) laplacetransformen till f. Ibland kommer vi att skriva L[f]

istéllet for f.

Fordelen med att definiera laplacetransformen for komplexa argument
s = o+ 7i dr att det ger oss ett enkelt samband mellan laplacetransformen
och fouriertransformen. Som vi noterade inledningsvis &r

Clf)(s) = /R FH(t)eote ™ dt = F[f(8) e (),

déar f* ar den funktionen som fas av f genom att séitta

s ) 0 omt<O,
! (t)_{f(t) om t > 0.

Laplacetransformen till funktionen f i punkten s = o + 7i ar saledes
lika med fouriertransformen till funktionen f*(t) e~ i punkten 7. Man kan
utnyttja detta samband for att Gversitta egenskaper hos fouriertransformen
till egenskaper hos laplacetransformen.
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EXEMPEL 7.1.4. Lat oss berikna laplacetransformen till exponentialfunktio-
nen f(t) = e t > 0. Hir &r ¢ = a + bi ett godtyckligt komplext tal.

B 00 00 —(s—0)t+ 00
flo) = [ eterstae = [ ety [-C ]
0 0

s—c 10

= 1 — 1 - lim e~ (579,
s—c S—cC t—o

For o > a ir limy_yeo e~ 7 = limy_, o e~ (=@t =i(7-0)t — (. Det f5ljer att

1

s§—cC

om Res > Rec.

Lle)(s) =

Genom att speciellt vilja ¢ = 0 respektive ¢ = 1 far man

L[1](s) = % for Res >0 och Le'](s) = % for Res > 1.

Virdena c = +i ger istiillet att L[e](s) = (s—i)~! och Lle7](s) = (s+i)~*
fér Res > 0, och eftersom cost = (el +e7) och sint = (el —e™), foljer
det att

1 1 1 S
Lleost](s) = §(sfi+ s+i) Cos2417
. 1 1 1 1
Llsint](s) = ﬁ(s—i B s—i-i) 241
for Res > 0. ]

EXEMPEL 7.1.5. Vi berdknar laplacetransformen till funktionen f(t) = ¢.
For Res > 0 ar

e’} =58t 00 1 e’} 1 o 1
s) = [ tetdt = [—t=—] / St = [em] T =
L1t(s) /0 ¢ s Jo + s Jo ¢ 52 ¢ 0 52

st

= lim e % = 0. O

Har har vi utnyttjat att lim te™
t—ro0 t—o0

EXEMPEL 7.1.6. Funktionen [¢|, heltalsdelen av ¢, definieras av att
t]=n omn<t<n+l,
dér n betecknar ett godtycklig heltal. Funktionen har sprangdiskontinuiteter

i heltalspunkterna, och eftersom lim;_,q |[t]e % = 0 for k > 0 #r dess lapla-
cetransform definierad i halvplanet Re s > 0. Genom att utnyttja identiteten
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S0 yn2™ = z(1 — 2)72 som giller for |z| < 1, far vi

00 ©© n+1 o n+1
L[[t]](s) :/0 [t]e st dt = Z/ |t]e™st dt = Z/ ne” "t dt
n=0""
= i ns~ ! (e*"S — e*(”H)S) = 1 —e” Z ne ®
n=0

=stl-e®)e*(1l—e®)2=5te*1- e*S)*1
o
~os(es —1)°

Faltning

Fér funktioner f och g pé reella axeln definieras faltningen f * g av formeln

fR f(t —u)g(u) du. Om funktionerna f och g bada &r lika med
noll pa den negativa reella axeln, sa ar f(t — u)g(u) = 0 for u < 0 och for
u > t, och darfor &r f * g(t) = 0 om ¢ < 0, och

— [ 1~ wglw) du
0

om t > 0. For att den sistndmnda formeln ska vara meningsfull racker det
att funktionerna f och g &r definierade pa den positiva reella axeln, och
denna observation motiverar foljande definition av begreppet faltning for
funktioner i klassen &.

Definition. Fultningen f % g av tva funktioner f och g i klassen £ definieras

av formeln .
:Aﬂrwwmm

Vi lamnar som 6vning att visa att faltningen av tva funktioner i £ inte
vixer snabbare dn exponentiellt.

for t > 0.

EXEMPEL 7.1.7. Lat f(t) = e! och g(t) = cost. DA &r

t t
(f*g)(t) = / el " cosudu = e / e Y“cosudu.
0 0

Integralen i hogerledet kan beriknas med hjélp av tva partiella integrationer
eller enklare genom att erséitta cosw med %(ei“ + e~ ™). Slutresultatet blir
(kontrollera gérnal):

t
/ e “cosudu = 3(1+e (sint — cost)),
0

dvs.
(f *g)(t) = (e’ +sint — cost). O
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Ovningar

7.1 Bestdm laplacetransformen till funktionen f om

a) f(t)=1* b) f(t)=te c) f(t)=e'sint d) f(t) = xpo,(t)
e) f(t) = txjo(t)
f) funktionen dr periodisk med period 1 och f(t) =t for 0 < ¢ < 1.

7.2 Berékna faltningen f * g for
a) f(t)=1,g(t) =t  b) f(t)=g(t)=t c) f(t) =t g(t) ="
d) f(t) =1, 9(t) = xp () e f{t) =1, g(t) = xj0,(1)-
7.3 Visa kommutativa och associativa lagen for faltning, dvs.
frg=gx],
fx(gxh)=(f*g)*h.
7.4 a) Lat f och g vara tva funktioner i £ och antag att |f(t)| < Mek* och
lg(t)| < Me*t. Visa att | f * g(t)] < M?teM.
b) Visa foljande olikhet fér absolutkonvergensabskissan till en faltning:

oa(f * g) < max(04(f),0a(9))-

7.5 Antag att funktionen f:s laplacetransform f (s) existerar for s > 0,
och lat g beteckna laplacetransformen till funktionen f, dvs. g(s) =
L[f](s). Visa att

_ [T f@)
g(s) = ; t+sdt‘

(Man kallar g for Stieltjestransformen av f.)

7.2 Raikneregler

For att laplacetransformen ska bli ett effektivt riknehjialpmedel behover
vi, forutom att kunna ett antal elementéira funktioners laplacetransformer,
ocksa riakneregler for hur transformen beter sig da funktioner kombineras pa
olika sétt. Det dr enkelt att verifiera att man inte lamnar klassen £ nér man
bildar linjarkombinationer, skalningar och faltningar av funktioner i klassen
samt nir man multiplicerar en funktion i klassen med en komplex exponen-
tialfunktion. Hér foljer motsvarande rékneregler for laplacetransformering.

Sats 7.2.1. Lat f och g vara funktioner i klassen £, lat ¢ och d vara kompleza
tal, och lat \ vara ett positivt reellt tal. Da dr

(a) Llcf + dg](s )—cﬁ[ I(s) + dL[g](s)
(b) LIFO)](s) = AT LIf1(s/A)

() Lle™ f(1)](s E[ J(s=¢)

(d) L[f * gl(s) = LIfI(s) - Llg](s)

for alla s for vilka laplacetransformerna i hogerleden existerar.

)
)
)



7.2 Rédkneregler 155

Bevis. Vilamnar reglerna (a) — (c) som enkla 6vningar. Ridkneregel (d) f6ljer
genom omkastning av integrationsordningen pa féljande vis:

L[f = g](s) = /Oo(f et = //ft—u e~ du dt

/ /ft—u (1) g () &= duy dt
:/ / F(t—u)e 0" g(u) e dt du
— / e~ / f(t—w)e % gt du

:/0 o) sudu/ fw)e ™ dv = L[f)(s) - Llg)(s). O

1
EXEMPEL 7.2.1. Vi vet redan att L[sint](s) = SR Med hjilp av (b) och
s
(c) isats 7.2.1 far man
1
L[sinat](s) = =1 och

a((s/a)2+1) s2+4a?
L[e" sin at](s) = a

(s —b)2+a®
Pa motsvarande sitt fas
b B s—b
E[e COS at](s) = m D

For att sambandet mellan laplace- och fouriertransformen ska gélla ska
funktionen som transformeras séttas lika med noll for negativa virden pa
argumentet. Detta har som konsekvens att definitionen av hégertranslation
ser ut sa hér for funktioner som ska laplacetransformeras.

Definition. For f € £ och A > 0 definieras den hogertranslaterade funktio-
nen fy av att

0 om t < A,

f/\(t):f(t_)‘)H(t_)‘):{f(t_,\) omt > A

Hogertranslation motsvaras pa transformsidan av multiplikation med
funktionen e™*%.

Sats 7.2.2. Antag att funktionen f har laplacetransform och att X\ > 0. Da
ar

LIf(s) = e LIf](s)

for alla s for vilka hégerledet existerar.



156 7 Laplacetransformen

Beuvis.
L[fr](s) = /OOO Ht)e st dt = /:O flt—Ne stdt
=5 - w)e St dy = e s).
—e [T e LIf)(s) =

Ovningar

7.6 Berékna laplacetransformen till funktionen f om
a) f(t) =sin3t  b) f(t) =cos3t  c) f(t) =e *cos3t
d) f(t) =e2t=DH(t-1) e) f(t) = e3 xsin2t

7.3 Deriverbarhet och entydighet

Laplacetransformerna dr mycket snélla funktioner — de dr oédndligt deriver-
bara och gar mot noll da Re s gar mot oéandligheten.

Sats 7.3.1. Laplacetransformen f till en funktion f € € dr deriverbar i hela
sitt definitionsomrade Re s > o,(f) med derivata

() = ~LIEFD)(5).

Anmdrkning. For lasare som har studerat komplex analys kan vi formulera
sats 7.3.1 pa foljande sétt: Laplacetransformen f dr analytisk i halvplanet
Res > 0,4(f). Detta faktum har langtgaende konsekvenser.

Bevis. Formellt far man derivatan f’ (s) genom att derivera laplacetransfor-
men

fo)= [ et
0
under integraltecknet, vilket ger
d - > d s = s
S = [ ety == [ peede = ~Lif o)),
S 0 ds 0
For att rigorost motivera att detta &r tillatet betraktar man differenskvo-
ten

f(s + h) — ]E(S) B 00 e—(s+h)t _ o—st B 00 » o—ht _ 1
I (Af@;lﬁétmﬁthdt

Med hjilp av satsen om dominerad konvergens (sats 2.4.1) kan man visa att
det &r tillatet att gora grinsovergangen h — 0 under integraltecknet, och
eftersom (e —1)/h — —t, leder detta till den 6nskade slutsatsen

%f(s) = lim floh) = F(s) _ —/OO tf(t)e * dt.

h—0 h 0
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Vi hoppar 6ver detaljerna i beviset. O
Genom iteration far vi féljande féljande korollarium till sats 7.3.1.

Korollarium 7.3.2. Antag f € €. Dé har laplacetransformen f derivator av
alla ordningar i definitionsomradet Re s > o4(f) och

an -

Tl (8) = (D LI F(D)](s).

EXEMPEL 7.3.1. Vi vet att L[e“](s) = (s — ¢)~!. Genom att derivera n
ganger far vi

n e n!
£e)(s) = o
och som specialfall
n n!
£1s) = -

Med hjilp av resultatet i foregaende exempel och partialbraksuppdelning
kan vi nu laplaceinvertera rationella funktioner. Vi visar forst ett exempel.

EXEMPEL 7.3.2. Bestdm en funktion f med laplacetransformen

3+ —s5+7
(s —1)%(s2+25+5)

F(s) =

Losning. Vi borjar med att partialbraksuppdela funktionen och far

1 s+ 2

Fls) = (8—1)2+S2+28+5.

Vi kvadratkompletterar nimnaren s? +2s+5 = (s + 1) 4 2% och gor sedan
omskrivningen
1 s+1 1 2

Fls) = 512 (5112422 2(st12r22

Nu ser vi att F' ar laplacetransform till funktionen
t o —t [
f(t) =te" +e "cos2t + ¢ sin 2t.

Alternativt kunde vi ha borjat med att faktorisera ndmnaren i den ratio-
nella funktionen F fullstéindigt med hjélp av de komplexa rotterna —142i till
andragradspolynomet s2 + 2s + 5. Detta leder till partialbraksuppdelningen

1 1: 1 1:
1 n 5—11 5“‘11
G102 s+1-2i  s+1+2

F(s) =
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Nu kénner vi igen F' som laplacetransform till funktionen
F(t) = te! + (% _ ii)e—(l—zi)t + (% + %i)e—(l—‘rQi)t
— tel + e_t<%(e2it n e—Qit) _ %i(e%t _ e—2it))
= te' + e "(cos 2t + & sin 2t),

dvs. samma funktion som ovan.

Det aterstar forstas att visa att funktionen f &r unik i den beméirkelsen
att det inte finns nagra andra kontinuerliga funktioner med samma laplace-
transformen. Den fragan ska vi strax aterkomma till. O

Resultatet i exemplet ovan later sig omedelbart generaliseras och vi har
foljande sats.

Sats 7.3.3. Varje rationell funktion ddr tdljaren har ldgre grad dn ndmnaren,
dr laplacetransform till en funktion ¢ .

Bevis. Sadana rationella funktioner &r linjairkombinationer av partialbrak
av typen (s — ¢)~("*Y) med n > 0, och de #r dirfor laplacetransformer till

.. o . 1
motsvarande linjirkombinationer av funktionerna —'t"eCt. O
n!

Att téljaren i den rationella funktionen ska ha ldgre grad d4n ndmnaren
for att vara laplacetransformen till en funktion &r ett nodvéndigt villkor pa
grund av foljande sats.

Sats 7.3.4. Om f € &, sa giller att f(s) — 0 dd Res — oc.

Bevis. Vilj oy > 04(f), séitt s = o+7i och betrakta laplacetransformen f(s)
for o > 0¢. Eftersom funktionen |f(t)|e~7°! &r absolutintegrabel pa positiva
reella axeln, |e("0_”)t\ < 1 och limy_y00 @09 = 0 om ¢t > 0, foljer det av
satsen om dominerad konvergens att

yf(s)|g/0 |f(t)|e—0tdt:/0 |F(t)|e"0tel00= gt 0 da o — co. O

Eftersom laplacetransformen L[f] &r definierad som en integral éver in-
tervallet [0,00] kan den naturligtvis inte ge nagon information om funk-
tionsvérdena f(t) for ¢ < 0, savida vi inte har ytterligare information om
funktionen. For restriktionen av f till intervallet [0, 00 har vi emellertid
foljande entydighetsresultat.

Sats 7.3.5 (Entydighetssatsen). Antag att f € € och att f(s) =0 for alla s i
nagot intervall pa R. Da dr f(t) = 0 i alla punktert € [0, 00[ dér funktionen
f dr kontinuerlig.

Beviset utnyttjar egenskaper hos analytiska funktioner och bér darfér hop-
pas Over av den som inte har studerat komplex analys.



7.3 Deriverbarhet och entydighet 159

Beuis. P4 grund av entydighetssatsen for analytiska funktioner ir f (s)=0
for alla s i transformens definitionsomrade. Om oy > 0,4(f), sa &r dirfor
speciellt f(og+ 71) = 0 for alla 7 € R. Men

f(oo +7i) = Fle™ ™ f(1)](7),

dér vi definierat om f genom att sétta f(¢) = 0 for ¢ < 0. Fouriertransformen
till L'(R)-funktionen e~°0 f(¢) #r saledes identiskt noll. Entydighetssatsen
for fouriertransformen leder dirfor till slutsatsen att e ?°!f(t) = 0 i alla
punkter ¢ diar funktionen &r kontinuerlig, och foljaktligen ar f(¢) = 0 i alla
punkter ¢ dar f ar kontinuerlig. O

Korollarium 7.3.6. Om f, g € £ och f(s) = g(s) for alla tillrickligt stora
reella tal s, sa dar f(t) = g(t) i alla punktert € [0, 00[ ddr bada funktionerna
ar kontinuerliga.

Bewvis. Tillimpa entydighetssatsen pa funktionen f — g. O

Genom att utnyttja sambandet mellan laplace- och fouriertransformerna
kan vi dversétta inversionsformeln for fouriertransformen i sats 5.7.4 till en
inversionsformel for laplacetransformen.

Sats 7.3.7 (Inversionsformeln for laplacetransformen). Antag att funktionen
f €& ar kontinuerligt deriverbar i punkten t > 0. Da dr

b ~ .
f(t) = lim 1/ f(o + i)™t 47,
—b

b—oo 2T

dir o dar ett godtyckligt tal som uppfyller o > o4(f).

Bewvis. Inversionsformeln for fouriertransformen ger att

L
e 7l f(t) = lim — [ f(o+7i)e dr,
b—oco 2T b
sa formeln i satsen foljer efter multiplikation med e?. O

Integralen i inversionsformeln som kallas Bromwichintegralen, &r en in-
tegral 6ver en vertikal linje i det komplexa talplanet, och for att formeln ska
vara riktigt anvéndbar bér man utnyttja residyteknik. Detta kraver emel-
lertid kunskaper i komplex analys, och eftersom vi inte forutsitter nagra
sadana fordjupar vi oss inte i detta hér.

EXEMPEL 7.3.3. Los integralekvationen

t
f(t)zl—l—/of(t—u)e”du, >0,
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Losning: Antag f € £. Genom att laplacetransformera integralekvationen
far vi foljande algebraiska ekvation

Flo) = LI+ fell(s) = -+ o)

som vi 16ser med avseende pa f(s):

o s—1 _% %
f(s)_s(s—Q)_s—i_s—?
Vi drar nu slutsatsen att
1 1,
) = = + —e*.
ft) =5 +5e O

Det foljer av anmérkningen efter sats 7.3.1 och ett resultat inom komplex
analys att en funktions laplacetransform f(s) ar fullstindigt bestdmd av dess
virden da variabeln s ar reell. Vi utnyttjar detta faktum i féljande exempel.

EXEMPEL 7.3.4. Laplacetransformen
oo
L[t*)(s) = / t*e 5 dt
0

till funktionen f(t) = t*, dér a > 0, dr definierad i omradet Res > 0. Lat
oss forst berékna integralen under antagandet att s ar ett reellt positivt tal.
Variabelbytet ¢t = u/s ger da att

(7.3) L[t)(s) = s~ @FY) / ue " du =T(a+1)s~ (),
0
dar I' ar den s. k. gammafunktionen som for x > 0 definieras av att

oo
I['(z) :/ u®te™" du.
0
Med hjélp av partiell integration visar man enkelt att
M(z+1) =al(x)
for alla > 0, och eftersom I'(1) = 1 f6ljer det genom induktion att
I'(n+1) =n!

for alla icke-negativa heltal n. For positiva heltal a ger darfor formel (7.3)
samma resultat som exempel 7.3.1.

Hérledningen av laplacetransformeln (7.3) ar gjord for reella s, men tva
analytiska funktioner som &r lika pa positiva reella axeln dr lika i hela si-
na definitionsomraden. Det foljer darfor att formeln faktiskt géller for alla
komplexa tal s med positiv realdel. O
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Ovningar

7.7

7.8

7.9
7.10

7.11

7.12

7.13

7.14
7.15

7.4

Bestam funktionen f om dess laplacetransform &r

1 1 24452
b) c) 6s° + 4s

) SGED 2+ 4s + 29 (s—2)%(s>+25+2)
a) se™? ) e’
— e) ——————.
(s2+1)2 (s —1)(s—2)
N . . sint
Bestédm laplacetransformen till funktionen f(¢) = —~

5+3

s+2

Bestédm en funktion f som é&r definierad pa intervallet [0, co] och som
l6ser integralekvationen

Bestdm funktionen f om f(s) = log

t
/ uf(t —u)du = tsint.
0
Bestédm funktioner x(t) och y(t), definierade for ¢ > 0, sa att
t
x(t) = / y(t —u) du
0
t
y(t) =1+ 2/ x(t — u) cosudu
0
Bestédm en 16sning till integralekvationen
t
/ f(t —u)cos2udu = sint, t>0.
0
Los integralekvationen
t
y(t) =t+ 2/ cos(t — u) y(u) du.
0

Visa rekursionsformeln I'(z + 1) = «I'(x) f6r I'-funktionen.

Visa att I'(3) = /& och bestéim sedan laplacetransformen till funktio-
nen /7.

[Ledning: Gér substitutionen u = ¢2/2 i definitionen av I'(3) och ut-
nyttja sedan fouriertransformen till funktionen o=t/ 2]

Derivatans transform och linjara differential-
ekvationer

Laplacetransformering ar en teknik som kan anvéndas for att 16sa linjara
differentialekvationer. Losningsmetoden bygger pa att man laplacetransfor-
merar den givna differentialekvationen och pa sa séitt istéllet erhaller en
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ekvation for den obekanta funktionens laplacetransform som man IGser ex-
plicit.

Metoden forutsitter att vi kan uttrycka laplacetransformen till derivatan
f' 1 termer av laplacetransformen till funktionen f. Nista sats ger receptet
for detta.

Sats 7.4.1. Antag att funktionen f dr kontinuerligt deriverbar och att bade
f och derivatan f’ tillhor klassen £. Da dr

LIf')(s) = sL[f1(s) = f(0)

for alla komplexa tal s som har en realdel som dr stérre dn de bada funktio-
nernas konvergensabskissor.

Bewvis. Forutséittningarna f, f/ € £ medfor att laplacetransformerna £[f](s)
oc L[f'](s) existerar och att

: —st
Jim )7 =0
for alla komplexa tal s med tillrackligt stor realdel. Formeln for partiell
integration ger darfor att

[e.9]

LIf(s) = /Ooo fi(t)ye =t dt = [f(t) e*ﬂo + s/ooo F(£)e~st dt
= lim f(t)e™ — £(0) + sLIf](s) = sLIf](s) = £(0)

t—o0
for alla s med tillrackligt stor realdel, vilket &r likheten i satsen. Att likheten
sedan i sjélva verket géller for alla komplexa tal som har en realdel som &r
storre dn de bada funktionernas konvergensabskissor dr en konsekvens av
entydighetssatsen for analytiska funktioner.? O

Korollarium 7.4.2. Antag att f € € drn ganger kontinuerligt deriverbar och
att alla derivatorna tillhor £. Fér alla kompleza tal s med tillrackligt stor
realdel dr da

n—1

LIF™)(s) = s"LIf1(s) = > P (0)s" 1 F,

k=0

Anmirkning. Derivatorna f*) (0) ska naturligtvis tolkas som hogerderivator.

2Entydighetssatsen: Om en analytisk funktion ¢ med den éppna sammanhdngande
mdangden  som definitionsomrade dar noll pa exempelvis ett intervall i ), sa dr ¢ li-
ka med noll dverallt. Sista steget i beviset for sats 7.4.1 foljer nu genom att tillimpa
entydighetssatsen pa funktionen L[f'](s) — L[f](s) + f(0) som &r analytisk i halvplanet
Re s > max(oa(f), oa(f")).
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Bevis. Genom upprepad anvindning av sats 7.4.1 far vi
Lf")(s) = sL[f'[(s) = f'(0) = s(sL[f](s) = £(0)) = f'(0)
= s"L[f](s) = f(0)s — f(0),
OSV. O

Foljande exempel illustrerar hur man anvéinder laplacetransformering for
att 16sa en linjdr differentialekvation med konstanta koefficienter.

EXEMPEL 7.4.1. Los begynnelsevirdesproblemet
y" + 2y — 3y = —8e 'sin 2t, y(0) =1, ¢/(0)=3.

Lésning: Vi antar att 16sningen y = y(t), liksom ' och y”, har en laplace-
transform. P& grund av korollariet ovan &r i sa fall

L[Y)(s) = sii(s) — y(0) = s5(s) — 1
Lly"](s) = s*5(s) — sy(0) — /' (0) = s7§(s) — s — 3.
Linearitet ger darefter
Lly" +2y = 3y)(s) = s°§(s) — 5 — 3+ 2(sy(s) — 1) — 34(s)
= (s + 25— 3)g(s) — s — 5.

A andra sidan visar exempel 7.2.1 att

2 16
L[—8e " sin 2t](s) = —8 - = - :
[8e " sin2t](s) (s+1)2+22 $2+2s+5
Genom att jamfora laplacetransformerna till differentialekvationens vénster-
och hogerled erhaller vi dirfor ekvationen

16

242545

Resultatet blev en algebraisk ekvation som vi kan ldsa med avseende pa §:
_ s3+ 75+ 155+ 9
1) = o619 125 1 5)

Har ser vi inte omedelbart att hogerledet dr laplacetransformen till nagon

kénd funktion, men om vi forst delar upp hogerledet i partialbrak, far vi

1 2 1 2

o1 42545 s—1 (s+1Pt22

Nu har vi tur, ty vi kdnner igen hogerledet som laplacetransformen till funk-

tionen ef+e~ sin 2¢. Eftersom funktionen y &r entydigt bestdmd av sin lapla-

cetransform i intervallet [0, oo[, drar vi slutsatsen att differentialekvationens
16sning for ¢ > 0 ar

(s2+25—3)f(s) —s — 5=

y(s) =

y(t) = e’ + e sin2t.
Naturligtvis loser i detta fall y(¢) differentialekvationen pa hela R. O
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Ovningar
7.16 Lo6s med hjéilp av laplacetransformering systemet
x4y =2
{x'—x—2y’—y:sint
med begynnelsevirdena x(0) = 2 och y(0) = 1.

7.17 Los systemet
{ 2 4y = 5e?t
Y — 2z = 3e*,
dir y(0) = 2(0) =1, ¥/(0) =2/(0) = 2.
1—e™

u

du.

¢
7.18 Bestam laplacetransformen till f(t) = /
0

7.5 Begynnelsevirdes- och slutvirdesregeln

Nér man studerar dynamiska system &r man ofta intresserad av att veta hur
systemet uppfor sig efter lang tid, till exempel om det ndrmar sig ett stabilt
tillstand. Om tillstandet kan beskrivas av en funktion f sa dr med andra
ord funktionens eventuella gransvirde da tiden ¢ gar mot odndligheten en
intressant storhet, och detta grénsvérde avspeglas i beteendet hos laplace-
transformen f (s) da s — 0T. Vi har nimligen féljande resultat som ger de
bada grinsvirdena lims_,o f(¢) och lim,_,q+ f(¢) i termer av laplacetrans-
formen f .

Sats 7.5.1 (Begynnelsevardes- och slutvardesregeln). Antag f € £.

(a) Om grinsvirdet f(0T) f(t) existerar sa dr

= lim
t—0t
Y — T < F
£(07) = lim sf(s)
(b) Om grinsvirdet f(oo) = tli)m f(t) existerar, sa dr

f(oo) = lim+ sf(s).

s—0

Det ér dd underférstatt att grinsvirdena dd s — oo och dd s — 0T bara tas
for reella s.

Bevis. Vi noterar forst att fooo se~$tdt = 1 for alla reella positiva tal s och
att darfor

sf(s)— A= /OOO sf(t)e stdt — A= /Ooo(f(t) — A)se " dt

om A #r en godtycklig konstant.
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Vi delar nu upp integrationsintervalet [0, 00[ i tva delintervall I och J,
antingen med I = [0,0] och J = [, 00| eller med I = [T, 00[ och J = [0, T,
och skriver i bada fallen for s > 0 differensen sf(s) — A som en summa av
tre integraler pa foljande vis:

£ _ — —st —st —st
(74) sf(s)— A /I(f() dt+/f dt — /Jse dt
=L+ 1)+ Is.

(a) For att bevisa begynnelseviirdesregeln sitter vi A = f(07) och viljer
givet € > 0 ett positivt tal 0 sadant att |f(t) — A| < e for 0 < t < 4. Med
I =10,0] och J = [, o[ blir nu

0 [
|| < / |f(t) — F(0)]se " dt < e/ se” St dt < e/ se St dt = e,
0 0

medan

o
I3 = —A/ se ™t dt = —Ae™% 5 0 da s — oo.
1

For att uppskatta den tredje integralen I véljer vi forst a > o,(f), vilket
medfor att funktionen g(t) = e~ f(¢) dr absolutintegrabel 6ver intervallet
[0, 00[. Vi gor sedan omskrivningen

I = / f(t)se™* dt = / (s=a)t gz
d

Funktionerna t — se” (=% #r for s > max(a,0) uniformt begrinsade i
intervallet [9, oo eftersom

se—(s—a)t < Se—(s—a)§ _ Se—s5ea§ < 5—lea5—1 om s > max(a,O),

och

lim se~(5=®t — ),
ERadee]

Det foljer dérfor av satsen om dominierad konvergens att

lim Ip = / lim g(t)se” =0t gt = / 0dt = 0.
é é

§—00 §—00
For alla tillriickligt stora s &r dirfor [sf(s) — A| < |I1| + |L| + |I3] < 3e,
vilket bevisar pastaende (a).

(b) For att bevisa slutvirdesregeln sitter vi istdlllet A = f(oco) och
véljer givet € > 0 talet T sa stort att |f(t) — f(oo)| < € for alla t > T. Med
I =[T,00[ och J =1[0,T] blir da

|I1] §/ f(t)—f(oo)]se_Stdtge/ se_Stdt<e/ se "t dt = e.
T 0

T
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Pa intervallet J = [0,7] &r funktionen |f| uppat begrédnsad av nagon
konstant M vilket medfor att

T T
Hﬂg/)ﬁwbﬁﬁﬁgs/<Mﬁ:wMﬂ
0 0

och vi drar slutsatsen att Is — 0 da s — 0.
Slutligen &r

T
I3 = —A/ se™5t = A(e™*T — 1),
0

sa I3 gar ocksa mot noll da s — 0.
Det foljer dérfor av uppdelningen (7.4) att det finns ett tal so > 0 sadant
att [sf(s) — A| < 3e for 0 < s < s, och detta bevisar slutvirdesregeln. [J

Ovningar

7.19 Verifiera begynnelse- och slutvirdesregeln for funktionerna
sint

2) ) =et b)) =t o) f(t) =

7.6 Kausala LTI-system

I linjdra tidsinvarianta system kan sambandet mellan insignal x och utsignal
y under tamligen generella villkor beskrivas av en faltning y = k * x, och i
kausala system &r vidare k(t) = 0 for ¢ < 0, vilket innebédr att sambandet
har formen

y(t) = /000 k(u)z(t — u) du.

Om systemet befinner sig i vila fram till och med en viss tidpunkt som
vi kan vélja som ¢ = 0, &r insignalen z(¢) lika med noll for ¢ < 0. Likheten
ovan reduceras darfor for ¢ > 0 till

1) = [ ket =) du

dvs. till den typ av faltning y = k * x som vi infért i samband med laplace-
transformen, och genom laplacetransformering erhalls sambandet

§(s) = k(s)Z(s)

for de ingaende funktionernas laplacetransformer. Som tidigare kallas k sy-
stemets tmpulssvar medan k brukar kallas systemets dverforingsfunktion.

Vi paminner om att ett dynamiskt system kallas BIBO-stabilt om be-
gransade insignaler resulterar i begrinsade utsignaler. Det foljer forstas av
sats 6.3.3 att det kausala systemet y = k * x 4r BIBO-stabilt om

/wwmﬁ<m
0
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Insignal | Tillstand | Utsignal
x(t) z(t) y(t)

Figur 7.1. Dynamiskt system

I manga situationer beskrivar man ett dynamiskt systems tillstand med
hjalp av en tillstandsfunktion z. Denna funktion &r i allménhet vektorvérd,
men vi antar for enkelhets skull att z &r en vanlig reellvird funktion.

Lat oss nu anta att tillstandets paverkan av insignalen x(t) for ¢ > 0
regleras av en linjar differentialekvation med konstanta koefficienter av typen

an 2" () + an12" V() + -+ a2z (1) + a2/ (1) + aoa(t) = x(2)

dar a, # 0. Att systemet &r i vila fram till tidpunkten ¢ = 0, dvs. att z(t) =0
for t < 0, medfor speciellt att

2D 0) = = 2"(0) = 2/(0) = 2(0) = 0

om tillstandsfunktionen forutsitts vara tillrickligt manga ganger kontinu-
erligt deriverbar i origo. Differentialekvationen och begynnelsevirdena be-
stdmmer sedan forstas systemets tillstand entydigt.

Utsignalen y(t) antas vara beroende av systemets tillstand pa sa sétt att
den &r en linjirkombination av derivator till z(¢) av hogst ordning n — 1,
dvs.

Y(t) = bp_12" V(@) + - 4 be2" () + b1 2/ (t) + boz ().

Lat nu P(s) och Q(s) vara polynomen
P(s) = aps" + an_15" 1 4 - +ags® +ais +ag och

Q(S) = bn_lsn_l + -+ b282 + b1s + by.

P4 grund av begynnelsevillkoren dr z(*)(s) = s¥Z(s) sa genom att laplace-
transformera de bada differentialekvationerna som innehaller x(t) resp. y(t)
erhaller vi ekvationerna

P(s)z(s) = (s) och g(s) = Q(s)(s),

och genom att eliminera Z(s) erhalls sambandet

mellan in- och utsignalernas laplacetransformer.
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Eftersom téljaren hos den rationella funktionen K(s) = Q(s)/P(s) har
ldgre grad &n ndmnaren, dr K (s) laplacetransform till en kontinuerlig funk-
tion k(t), och enligt sats 7.2.1 &r L[k * z](s) = k(s)Z(s) = K(s)Z(s) = §(s).
Sambandet mellan utsignal och insignal ges ddrfér av en faltning, ndmligen

y(t) = kxx(t) = /0 k(t —uw)z(u) du.,

och K ar det kausala systemets 6verforingsfunktion.

EXEMPEL 7.6.1. Som konkret exempel betraktar vi en partikel med massa
m som ror sig lings z-axeln under paverkan av en yttre kraft f(¢). Lat
x(t) beteckna partikelns lige vid tidpunkten ¢, och antag att den &r i vila
da t < 0. Lat oss slutligen anvidnda ldget som den observerade variabeln
(utsignalen) y.

Enligt Newtons rorelselag beskrivs systemets tillstand av differential-
ekvationen ma”(t) = f(t), medan y(t) = z(t). I foreliggande situation &r
saledes P(s) = ms?, Q(s) =1, K(s) = Q(s)/P(s) = 1/ms? och k(t) = t/m.
Sambandet mellan kraft (insignal) f och ldge (utsignal) = ges saledes av

faltningen
t

x(t) =k* f(t) =m™* ; (t —u)f(u)du. O

Nollstéllena till ndmnaren Q(z) i en rationell funktion P(z)/Q(z) som
forkortats sa att P(z) och Q(z) saknar gemensamma nollstéllen, kallas den
rationella funktionens poler. Om zy &r en pol till den rationella funktionen
R(z) sa &r uppenbarligen

lim |R(z)| = +o0.
Z—20
For kausala LTI-system med rationella 6verforingsfunktioner kan vi en-

kelt avgora om systemen dr BIBO-stabila eller ej genom att studera 6verfo-
ringsfunktionernas poler. Vi har ndmligen foljande sats.

Sats 7.6.1. Ett kausalt linjdart tidsinvariant system med rationell dverfo-
ringsfunktion dr BIBO-stabilt om och endast om dverforingsfunktionen inte
har nagra poler i halvplanet Re s > 0.

Bevis. Betrakta ett kausalt linjart system med rationell 6verforingsfunktion.
Genom partialbraksutveckling kan &verforingsfunktionen K (s) skrivas som
en linjirkombination av brak av typen (s — ¢)™", dér ¢ dr en pol till K (s)
och n > 1 &dr polens ordning, och impulssvaret k(t) #r en linjirkombination
av motsvarande funktioner " e, For alla poler ¢ med negativ realdel ar

oo
/ [t e | dt < oo,
0
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och om alla poler har negativ realdel uppfyller foljaktligen linjairkombina-
tionen k(t) villkoret [ |k(t)| dt < oo, vilket visar att systemet y = k * x &r
BIBO-stabilt i detta fall.

For att bevisa omvéandningen, dvs. att systemet inte &r BIBO-stabilt om
overforingsfunktionen har en pol i det slutna halvplanet Res > 0 noterar
vi forst att laplacetransformen f(s) till en begrinsad funktion f #r defini-
erad och analytisk i det oppna halvplanet Res > 0 eftersom absolutkon-
vergensabskissan o, (f) dr < 0. Vidare ér funktionen (Re s)f(s) begréinsad i
samma halvplan av konstanten || f||oc = sup;>q |f(¢)| pa grund av olikheten

o0

rﬂms%;uwmﬂmﬁsé\m@gﬂﬁ:fWMw

Om laplacetransformen g(s) till en signal y har en pol i halvplanet Res > 0
eller om
lim o|g(o + bi)| = o0
o—0t

for nagot reellt tal b, sa kan foljaktligen signalen y inte vara begrinsad.

Antag nu att systemets overforingsfunktion K har en pol ¢ i det dppna
halvplanet Re s > 0. Da resulterar den begréinsade insignalen H, diar H &r
Heavisidefunktionen, i en obegrinsad utsignal y, eftersom laplacetransfor-
men 7(s) = K(s)s~! d& ocksa har en pol i c och féljaktligen inte ir definierad
i hela det 6ppna halvplanet.

Om K istéllet har en pol bi pa den imagindra axeln, sa ar utsignalen
y till den begrinsade insignalen €** obegrinsad, ty for laplacetransformen
7(s) = K(s)(s — bi)~! giller i detta fall att

Jim oli(o +bi)| = lim — =T [K(o 4 b)] = lim [K(o+ bi) = +oc.
Déarmed ar beviset klart. O
Ovningar

7.20 Bestam overforingsfunktion och impulssvar f6r det kausala systemet
y = k *x r om sambandet mellan insignal och utsignal beskrivs av
differentialekvationen

2" () + 42" (t) + 52" (t) + 22(¢t)
22/ (t) + 2(t)
2"(0) = 2/(0) = 2(0)

x(t)
y(t)
0

Ar systemet BIBO-stabilt?

7.21 Bestam overforingsfunktion och impulssvar for det kausala systemet
y = k * r om sambandet mellan insignal och utsignal beskrivs av
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differentialekvationen

Ar systemet BIBO-stabilt?

7.22 Avgor om det kausala LTI-systemet y = k *x x & BIBO-stabilt for
foljande impulssvar:

a) k(t) = cost b) k(t) = t?e % sint c) k(t) = xpo,(t)

1
7.23 Visa, t. ex. genom att betrakta utsignalens virden i punkterna 2nn for
insignalen z(t) = > 7% o (—1)" X[nz,(n+1)x((t), att LTI-systemet y = kxx
dr BIBO-instabilt om

) k(0 = S (1) Xpum e () D) K1) = T
n=0

7.7 Laplacetransformen for matt

Vi har tidigare forklarat vad som menas med integralen [g f(t)du(t) ver
hela R av en funktion f med avseende pa ett (dndligt) matt u. Integralen
[ f(t) du(t) Gver ett delméngd E av den reella axeln aterfér vi nu pa defi-
nitionen av en integral 6ver hela R genom att sédtta funktionen f lika med
noll utanfér méngden E, dvs.

/ £(t) du(t) = / FOxE(®) du(t).
FE R

Speciellt &r alltsa
|0 = [ omeau
[0,00[ R
dar H(t) ar Heavisidefunktionen, men vi skriver fortséttningsvis
| rwane

istéillet for f[o’oo[ F(t) du(t).

Utvidgningen av definitionsomradet for laplacetransformen till matt sker
nu pa ett uppenbart sitt: Om p &r ett matt pa R sa definieras dess laplace-
transform [i(s) som

i(s) = /0 T et du(t).
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For andliga matt p, som ar den typ av matt som vi har behandlat,
existerar siikert laplacetransformen p(s) for alla komplexa tal s med realdel
Res > 0, och man kan visa att funktionen i &r begrédnsad och odndligt
deriverbar i det 6ppna halvplanet Res > 0.

EXEMPEL 7.7.1. Diracmattet d,, dér a > 0, har laplacetransformen

Buls) = / e o, (1) dt = e
0

Speciellt har saledes §, Diracmattet i origo, den konstanta funktionen 1 som
laplacetransform. O

En funktions laplacetransform ger bara information om funktionens re-
striktion till icke-negativa reella axeln Ry = [0, 00[. Pa motsvarande sétt
ger laplacetransformen till ett matt bara information om den del av mattet
som "lever” pa R. Lat oss siga att ett matt u ar koncentrerat i méangden
E om

/ £() dpa(t) = 0
R

for alla begransade kontinuerliga funktioner f som &r lika med noll pa F.
Exempelvis &r Diracmattet é, koncentrerat i punkten a.
Man kan nu visa féljande entydighetssats.

Sats 7.7.1. Twa dndliga matt som dr koncentrerade i (delmdangder till) icke-
negativa reella azeln [0, 00[, dr lika om de har samma laplacetransform.

Ovningar
7.24 Bestém laplacetransformen till mattet g =Y o2 27"4,.
7.25 Verifiera transformeringsregeln 1 * v(s) = ji(s)7(s) for matt.

7.26 Bestdm impulssvar och overféringsfunktion for LTI-systemet
y(t) = z(t) + 2z(t — 1),
dar z(t) =0 for ¢t < 0.






Kapitel 8

Z-transformen

8.1 Definition och egenskaper

Z-transformen anvénds for att studera foljder (ay))® som inte blir alltfor
stora da n gar mot o#indligheten. Lat oss borja med att definiera detta
villkor ordentligt.

Definition. En foljd a = (a,)§° av komplexa tal séges ha en tillvixt som
ar hagst exponentiell, eller tillhora klassen £, om det finns tva positiva kon-
stanter K och r saddana att

lan| < Kr™  for alla n.

Om (an)y° och (b,)5° &r tva foljder i £ och A &r ett godtyckligt komplext
tal, sa ligger summaféljden (a, + b,)5° och produktfsljden (Aay)j® ocksa i
klassen £. Detta betyder att £ ar ett vektorrum.

Definition. For komplexa foljder a = (a,)3° 1 klassen £ definieras z-trans-
formen Z[a)(z) som den oédndliga serien

o0
g anz” ",
n=0

dér z ar en komplex variabel.

Villkoret att a tillhér £ garanterar att det finns ett icke-negativt tal
pa sadant att z-transformen Zla](z) &r absolutkonvergent for |z| > p, och
divergent for |z| < p,. Genom variabelbytet t = 1/z 6verfors ndmligen
z-transformen Z[a](z) i potensserien Y ° ;a,t", och villkoret att koeffici-
entfoljden ar hogst exponentiellt vixande garanterar att potensserien har
en konvergensradie R som &r positiv eller 400. Oversatt till z-transformen
betyder detta att z-transformen #r absolutkonvergent om |z| > 1/R och
divergent om |z| < 1/R.

173
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Av resultaten for potensserier foljer vidare att z-transformen definierar
en funktion som dr odndligt manga ganger deriverbar i omradet |z| > p, och
att derivatorna fas genom att derivera serien termvis.

Den genom variabelbytet ¢ = 1/z erhallna potensserien innehaller natur-
ligtvis samma information som z-transformen. Man skulle darfor lika gédrna
kunna arbeta med potensserier som med z-transformer, men analogin med
laplacetransformen blir béttre om man definierar z-transformen som vi gjort
ovan.

EXEMPEL 8.1.1. Lat A vara ett godtyckligt komplext tal. Foljden (A")3°
tillhor forstas klassen £, och dess z-transform &r

o0

2[R = YN = 1 =

n=0

for |2 > |- O

Ett for alla tillampningar vésentligt faktum &r att z-transformen bestédm-
mer talféljden entydigt. Detta &r kontentan av foljande sats.

Sats 8.1.1 (Entydighetssatsen). Z-transformen dr en injektiv avbildning, dvs.
om a = (an)® och b = (by)&° dr tva foljder i £ och Z[al(z) = Z[b](z) for
alla z utanfor nagon cirkel i komplezra talplanet, sa dr a = b.

Anmdrkning. Det récker att veta att Z[a](z) = Z[b](z) for alla reella tal z
som #r storre d4n nagot tal, eller till och med bara att Z[a](z,) = Z[b](z,) for
nagon foljd (z,)3° av tal som gar mot odndligheten da n — oo, for att dra
slutsatsen att a = b. Detta foljer av att z-transformen &r en s. k. analytisk
funktion.

Bevis. Om Zla](z) = Z[b](z) for alla z utanfér nagon cirkel sa dr motsva-
rande potensserier Z[a](1/t) och Z[b](1/t) lika for alla t i nagon (punkterad)
omgivning av t = 0, och hirav féljer pa grund av entydighetssatsen for po-
tensserier att a,, = b,, for alla n. ]

En annan enkel observation ér att Z-transformen &r en linjér avbildning.

Sats 8.1.2. Z-transformen dr linjdr, dvs. om a,b € € och A, i dr komplexa
tal sa dr

Z[Aa + pb)(z) = AZla](2) + pZ[b)(2)

for alla z for vilka hogerledet existerar.

Bewis.
Z[Xa+ pb](z) = Z()\an + pbp)z" " = A Z anz” " + ,uz bz "
n=0 n=0 n=0

= AZa](z) + pZb](2). O
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Om (ay)y° &r en f6ljd som vixer hogst exponentiellt, sa har forstas ocksa
foljden (A"ay,)5° samma egenskap for varje komplext tal A, och sambandet
mellan dessa bada foljders z-transformer ges av nésta sats.

Sats 8.1.3. Om a = (ay)° dr en foljd i € och A dr ett nollskilt komplext tal,

Z[(Nan)|(z) = Z[a](z/A).
Bevis. Z[(X"an))(2) =D _ AN'anz " =Y an(z/X)" = Zlal(z/N). O
n=0 n=0

EXEMPEL 8.1.2. Bestam f6ljden (a,)§° om dess z-transform &r

23 — 422 + 72
(z—=1)(z—=2)(2—3)°

Az) =

Losning. Enligt entydighetssatsen finns det hogst en sadan foljd, och for att
bestdmma den borjar vi med att bryta ut faktorn z och partialbraksuppdelar
sedan det resterande braket:

22— 4z 47 A B C
+ + 3).

A(Z):Z'(z—l)(z—Q)(z—?)):Z'(z—l z2—2 z-

Man finner ldtt att koefficienterna &r A =2, B = —3 och C = 2, varfor

z z z
A =2. -3 2. .
(2) z—1 3 z—2+ z—3

Enligt exempel 8.1.1 &r z/(z — ) z-transform till f6ljden (A™), och om vi
kombinerar detta faktum med linearitet, drar vi slutsatsen att den sokta
foljden &ar

ap=2-3-2"+2.3" 0

En naturlig generalisering av exempel 8.1.2 &r att for alla rationella funk-
tioner P(z)/Q(z) som &r z-transformer, bestimma motsvarande fo6ljd. Ett
nodvéandigt villkor for att en rationell funktion ska vara z-transform &r att
tdljarens gradtal inte dr storre &n ndmnarens; detta foljer med en gang av
foljande sats.

Sats 8.1.4. For alla foljder a = (a,)§° ¢ € dr lim Z[a](z) = ao.

zZ—00
Bewis. Variabelbytet z = 1/t och det faktum att potensserier dr kontinuer-
liga funktioner medfor att

[e.e] oo
lim g apz "' = lim E ant” = ag. O
2Z—00 t—0
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Exempel 8.1.1 ger oss den inversa foljden till transformen z/(z — \),
men for att komma vidare behdver vi ocksa identifiera den inversa foljden
till z-transformen z/(z — A)* for heltal k som ir storre #n 1. Foljande sats
hjélper oss med detta. Vi paminner om att binomialkoefficienterna (Z) ges

av formeln
n\ nn-1)---(n—k+1)
k) k!

Observera att denna formel dr meningsfull dven for naturliga tal n som &r
mindre &n k och att (Z) =0om0<n<k.

Sats 8.1.5. Antag att a = (an) dr en foljd i € med z-transform A(z) och

sdatt
by, = <Z> an,

dar k dr ett positivt heltal. Da ligger foljden b = (by)3° i € och dess z-

transform dr
_ kZ k
Z[b)(2) = ( ;') . %(zkilfl(z)).

Speciellt &r alltsa
Z[(nan)](z) = —2A4(2).

Bevis. Det foljer av binomialsatsen att (}) < (1 4+ 1)™ = 2", och denna
olikhet medfor forstas att f6ljden (by,)J° tillhor £. For att bestdmma foljdens
z-transform borjar vi med att derivera sambandet

zk—IA(Z) _ Z anz—(n—k—H)
n=0

k ganger; detta resulterar i formeln

C;Zc(zk—lA(Z)) = (—1>k i(n —k+ 1)(n —k+ 2) . nanz_(”ﬂ)
n=0

Genom att multiplicera bada sidorna i formeln ovan med (—1)*z och dividera
med k! erhalls den sokta formeln

> (n n k2 d*
Z<k>anz :( k') ﬁ(zk 1A(z)). O

n=0

Korollarium 8.1.6. Féljden ((Z))\”_k)zozo har z-transform (Z_ZW

Bevis. Vi anvénder foregaende sats pa foljden (1,1,1,...) bestaende av idel
ettor och som har z-transform z/(z — 1)~!. Detta ger att

n o DL LA ~1)rz dF k-1 1
Z[((k))](z):( k:') M(z—l):( k:') '@(z—lez—l)'
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Nu ar
k-1
z—1
ett polynom i z av grad k — 1, sa dérfor ar k:te derivatan av denna del lika
med noll. Det foljer att

. 1k gk 1 —1)k —1)kg!
2N =S () = S

e A AR SRR |

Detta visar korollariet i fallet A = 1. Det allménna fallet fas ur detta special-
fall med hjélp av sats 8.1.3, som ger

2N = 7y = (e

varur formeln i korollariet foljer efter division med A¥. O

Vi kan nu avgora vilka rationella funktioner som &r z-transformer och i
princip ocksa bestdmma motsvarande foljder.

Sats 8.1.7. En rationell funktion R(z) = P(z)/Q(z) dr z-transform till
en foljd i € om och endast om polynomet P(z) har ett gradtal som inte
dverstiger gradtalet hos polynomet Q(z).

Bewis. Vivet redan att villkoret pa gradtalen dr nédviandigt — for att bevisa
att det ocksa &r tillrackligt antar vi att P(z) har ett gradtal som hogst &r
lika med gradtalet hos @Q(z). Vi skriver den rationella funktionen R(z) pa
formen

och faktoriserar polynomet zQ(z):
2Q(z) = 2™ (z — A1) - (2 = Ap)™EL

Har ar 0, A1, ..., A\; de komplexa nollstéllena till polynomet zQ(z), och my,
mai, ..., my ar nollstdllenas multiplicitet.

Eftersom gradtalet hos ndmnaren zQ(z) &r strikt storre #n gradtalet
hos téljaren P(z), kan den rationella funktionen P(z)/zQ(z) skrivas som en
summa av partialbrak av typen

A A Amg
Z T T
och B
1 2 m;
z—)\i+(z—/\i)2+ +(Z—)\i)mi7

dér varje nollstélle \; ger en summa av det sistndmnda slaget.



178 8 Z-transformen

Genom att multiplicera tillbaka z ser vi att den rationella funktionen
R(z) &r en summa av uttryck av foljande slag:

A A
At = ook

Zmofl

och
Bz Boz B,z

z—Ai—i_(z—)\i)2+"'+7(z—)\i)mi'

Den forstndmnda summan &r z-transform till f6ljden

(8.1) (A1, As,..., Ay, 0,0,...)

medan den andra summan &r z-transform till en {6ljd vars n-te term &r
n -1 n —(m;—1)

(8.2) Bl)\?+Bg<1>)\? +...Bp, <m,~—1>)\? mi-1).

Pa grund av linearitet &r dérfor R(z) z-transform till den f6ljd som fas genom
att ldgga ihop foljden (8.1) med alla foljderna (8.2). O

EXEMPEL 8.1.3. Bestam f6ljden (a,)5° om dess z-transform &r

22+ 4z
(z=3)"
Lésning. Vi borjar med att bryta ut z ur téljaren och partialbraksuppdelar
sedan det resterande braket:
z+4 7 1 z z
—_— . = 7 . .
z—3)1 <(z—3)4+(z—3)3) G-3)t T z=_3)p

Det foljer nu av korollarium 8.1.6 att

mn mn
n:7 37173 37172
(g (3)

vilket kan forenklas till
(73 —12n% 4 5n) 374 O

A(z) =

A(z) ==z

N |

Ay =

EXEMPEL 8.1.4. Bestam foljden (a,)5° om dess z-transform &r

22+ 1
(z—2)(22 —22+5)

Az) =

Losning. Eftersom det inte finns nagon faktor z att bryta ut ur téljaren
borjar vi med att forlinga braket A(z) med z och skriver det pa formen

2241

Alz) == z2(z —2)(2%2 — 2z +5)
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med avsikten att forst partialbraksuppdela den andra faktorn i ovanstaende
uttryck. Polynomet z? — 2z 4+ 5 har komplexa nollstillena z = 1 4 2i, sa
dess faktorisering &r (z — 1 — 2i)(z — 1 + 2i). Detta betyder att att vi har en
partialbraksuppdelning av foljande slag

2 +1 A B C D

2(z—2)(22 =224 5) o S i o T

och koefficientbestdmning ger

A=-4 B=3 C=-%02+i), D=-%02-1)=C.
Foljaktligen &r
z z z

AR)=A+B — +C — o+ Do

och
an=Ab,+B2"+C(1+2i)"+ D (1-2i)",
dér 6 = (0,)5° betecknar foljden
5, = {1 for n =0,

0 for ovriga n.

C(1 —2i)" =
(

Foljden (ay)3® dr reell beroende pa att D(1 — 2i)" =
=2 Re(C(1 + 2i)"),

C(1 + 2i)", vilket medfor att C(1 + 2i)" + D(1 — 2i)"
och att saledes

an = 1500+ 2" — L Re((2+D)(1 +20)").

Vi kommer fram till en alternativ form f6r a, genom att férst skriva de
komplexa talen 1 4 2i och 2 4 i pa polar form:

142 =56 a=arg(l+2i)=arctan?2,
2+i=+5e" f=arg(2+i) = arctan%.
Det foljer att
(2+1)(1 4 2)" = V5ol . /5 e = /5" ellnath),
och att foljaktligen
Re((2+1)(1+21)") = 5" cos(na + )
= \/5n+1(cos na cos B — sin nasin 3)

2 1
= \/5n+1(— cos na — —= sin na)

V5 V5
= /5" (2 cosna — sin na).
Detta betyder att

-2
an:—%6n+2”_l—\/5n (2 cosna — sinna). O
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Ovningar
8.1 Bestdm z-transformen till foljande foljder (a,)§°:
a) ap =2"" b) a, =n-3" c) ap =n?-2"

8.2 Bestdm z-transformen till foljden (a,)3° om

a) agy = (—1)*1 for k > 1 och a, = 0 for Gvriga n;

b) aor = (k — 1)(—1)* for k > 1 och a,, = 0 for Gvriga n.
8.3 Bestém z-transformen till f6ljden (1/(n + 1))80.
8.4 Bestam foljden (ay,)3° om dess z-transform &r

) 2 b) 1 ) 323 — 822 + 162
* 322 z ¢ (z—=2)2(z+1)

8.2 Translation och differensekvationer

Tva viktiga operationer pa rummet av alla foljder (a,)3° dr vinstertransla-
tion L och hdgertranslation R, som definieras pa foljande vis:

L(ag,a1,a2,as,...) = (a1,as,a3,a4,...)

R(ao,al,ag,ag, . ) = (0,&0,@1,@2, .. )

Vanstertranslationen forskjuter foljden ett steg at vénster varvid forsta ele-
mentet ag faller bort, medan hogertranslationen forskjuter foljden ett steg
at hoger och introducerar en nolla pa den forsta platsen (dvs. platsen med
index 0).

Om vi sdtter a_; = 0, s &r tydligen

R(an)g” = (an-1)5°,

och for att slippa liknande papekanden i fortsdttningen infor vi nu féljande
konvention:

Féljder (ap)3° som fran bérjan bara dr definierade for icke-negativa index
n, utvidgas till att vara definierade for alla heltalsindex genom definitionen
an = 0 for alla negativa index n.

Vinster- och hogertranslation dr uppenbarligen linjéra avbildningar pa
rummet av alla foljder. Om a dr en foljd som véaxer hogst exponentiellt,
sa har givetvis ocksa de bada translaterade foljderna La och Ra samma
egenskap. (Om (a,)5° uppfyller tillvaxtvillkoret |a,| < K7™, sa uppfyller de
bada foljderna (an+1)g° och (an—1)7° villkoret med samma r men med K
ersatt av Kr resp. K/r.) Detta innebér att vi kan uppfatta translationerna
L och R som operatorer pa vektorrummet £.
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Genom att upprepa avbildningarna L resp. R flera ganger kan vi trans-
latera flera steg at vénster resp. hoger:

L¥(an)§° = (ansn)5® och R (an)§® = (an—i)§".
Var nésta sats beskriver hur z-transformen forhaller sig till translation.
Sats 8.2.1. For alla foljder a € € dr

Z[RFa](z) = 27 Z[a](2) och
Z[Lka] (Z) 1 k—2

K Z[a](2) —aps* — a1 2Pt — a2 — o — a2

Beuwis.

Z[Rka](z) = ianszin = i A2 " = zik i anisz(n*k)
n=0 n=~k n=~k

=27 z_:oamz_m = 27%2[d](2).

o0 o0 o
Z[LFd)(2) = Z anipz " = 2" Z Az PR = P Z amz" ™
n=0 n=0 m=k

=2* (Z[a](z) — :2__:1 amz_m>. O

Som tillaimpning pa foregaende sats visar vi hur man kan anvinda z-
transformen for att 16sa linjdra differensekvationer.

EXEMPEL 8.2.1. Los differensekvationen
Unt2 — Dany1 + 6a, = 4,

med begynnelsevillkoren ag = 1 och a; = 2.

Lésning. Med hjalp av de givna begynnelsevillkoren kan vi bestdmma talen
as, as, a4, ... rekursivt pa ett entydigt sitt, sa differensekvationen har en
entydig 16sning a = (a,)§°. Lat A(z) beteckna 16sningsfoljdens z-transform.
De bada vinstertranslaterade foljderna (an41)§° och (an+2)5° har da z-trans-
formerna zA(z) — z resp. 22A(z) — 2% — 2z. Z-transformen till foljden i dif-
ferensekvationens vénsterled &r darfor pa grund av linearitet lika med

22A(2) — 22 =22 = 5(2A(2) — 2) + 6A(2) = (22 — 52+ 6)A(2) — 22 + 32

medan z-transformen till den konstanta foljden 4 i hogerledet ges av exem-
pel 8.1.1 (med A = 1) och &r 4z/(z — 1). Foljaktligen &r

4z

(22 =524+6)A(2) — 22 + 32 = 1
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vilket leder till att

4 342247
(2 =52+ 6)A(z) = 2 3o+ o = sz z,

B 232 — 422 4+ 72 B 22— 422+ 72
A(z) = (z—1)(22=52+6) (z2—1)(z—2)(z—3)

I exempel 8.1.2 fann vi att A(z) dr z-transform till f5ljden

an=2-—3-2"+2.3"

som darfor ocksa dr differensekvationens 1osning. O
Ovningar
8.5 Bestédm foljden (ay)3° om ap = 2, a3 = 0 och ap42 —3an4+1+2a, = —1
for n=0,1,2,....

8.6 Bestam foljden (a,)§® om ag =1, a1 = 3 och ap42 + a, = 2n + 4 for
n=20,1,2,....

8.7 Los foljande system av linjéra differensekvationer med begynnelsevér-
dena ag = by = 1:
an+1 = 2ap — bn
{ bn+1 == *6041 + bn

8.3 Faltning

Nér tva potensserier

A(t) = ap + a1t + agt® + azt® + ...
och
B(t) = by + byt + bat® + bst® + ...

multipliceras med varandra blir resultatet en ny potensserie
C(t) = A(t)B(t) = co + 1t + cot® +c3t® + ...,
och koefficienterna i den nya serien ges av att
co = apby, c1 = agby +aiby, c2 = apgba + a1b; + azby,

och allmant

n
cn = aobp + a1bp—1 + ag2bp_o + -+ -+ anby = Z agbp_g.
k=0
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Detta sitt att av tva foljder a = (ay,)§° och b = (by,)3° bilda en ny f6ljd
¢ = (cn)Y kallas faltning och man skriver

c=axb.

Man kan visa att om tva potensserier A(t) och B(t) dr konvergenta i
en cirkelskiva [t| < R, sa #r sékert ocksa potensserien for deras produkt
C(t) = A(t)B(t) konvergent i samma cirkelskiva. Detta innebér att foljden
¢ = a * b vixer hogst exponentiellt om de bada féljderna a och b vixer
hogst exponentiellt. Eftersom vidare C(1/z) = A(1/z) - B(1/z) och A(1/z),
B(1/z) och C(1/z) ér z-transformerna till de tre fljderna a, b och a*b, har
vi kommit fram till féljande sats:

Sats 8.3.1. Om a = (an)§° och b = (by)3° dr tva foljder i &, sa ligger
faltningen a * b ocksa i &, och for de tre féljdernas z-transformer gdller
sambandet

Zlaxb](2) = Z[d)(2) - Z(2).

En faltning a * b kan ocksa skrivas som en linjirkombination av hoger-
translat till foljden b. Lat som tidigare R beteckna hodgertranslationsope-
ratorn; da #r b,_ = (RFb), och foljaktligen

(axb), = Z ar(R*b),

k=0

for alla index n. Med var konvention att (R¥b),, = b,_ = 0 for k > n kan
vi skriva denna summa som en oédndlig summa

(a*b)n = ar(RFb)n,
k=0

vilket betyder att
axb= Z akRkb.
k=0

Observera att det inte finns nagra problem med konvergensen eftersom sum-
man ovan i realiteten &r dndlig for varje fixt koordinatindex n.

Ovningar

8.8 Bestam foljden (z,)§° om

n
a) > 3 Fm, p=2", n=0,1,2,....
k=0

n
b) xn+2Z(n—k)xk:2n, n=0,1,2,....
k=0
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8.4 Diskreta kausala LTI-system

Diskreta svarta lador diskuterades redan i inledningskapitlet, men nu kan vi
siga lite mer om dem. Vi borjar med att repetera nagra definitioner.

Ett diskret dynamiskt system dr en funktion 7' som till varje f6ljd x =
()5 associerar en foljd T'(z) = y = (yn)3°. Systemet kallas

e linjdrt om
T(ax +d'2') = aT(z) + T (2).
for alla foljder = och ' och alla komplexa tal o och o/;

e tidsinvariant om
T(R*z) = R*T(z).

for alla foljder x och alla naturliga tal k;

e kausalt om det for alla foljder x och 2’ och alla index n giller att
zy = ), for 0 < k < n medfor att T'(x), = T(2')n.

Ett tidsinvariant system fungerar med andra ord likadant oavsett nar det
startas, och i ett kausalt system &r utsignalens virde vid varje tidpunkt
oberoende av insignalens framtida virden.

Diskreta kausala LTI-system karakteriseras fullstandigt av foljande sats.

Sats 8.4.1. Lat T vara ett diskret kausalt LTI-system och sditt a = T'(6), ddr
0 dr foljden (1,0,0,...). Da dr

T(x)=axz

for alla x.
Omuint dr varje system som ges av en faltning av ovanstaende slag ett
kausalt LTI-system.

I signalteorisammanhang kallas § en impuls och a ar impulssvaret.

Bevis. Vi ska visa att T'(z), = (a * z), for alla index n och berdknar da
forst T'(2') for foljden

/
' = (zg,21,...,2,,0,0,0,...

Pa grund av kausaliteten dr ndmligen T'(x), = T(2')p.
Eftersom RJ = (0,1,0,0,...), R*(§) = (0,0,1,0,...), osv., kan vi ut-
trycka féljden ' som en summa pa féljande vis:

2 =200 + 21 RS + 29R*5 + - - + x, R"S.
Linearitet och tidsinvarians medfor nu att

T(z") = zoT(8) + 21T (RS) + x2T(R%6) + - - - + 2, T(R"™))

= 20T (8) + 21 RT(8) + 22 R*T(8) + - - + 2, R"(T6) = > _ xR¥a,
k=0
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och for den n:te koordinaten géller darfor att

T(z), = T(:c’)n = Zﬂfk(Rka)n = Zazkan_k =(z*xa), = (a*xx)y.
k=0 k=0

Dérmed &r beviset for att T'(x) = a * x klart.
Omvéndningen, dvs. att faltning &r en linjér, tidsinvariant och kausal
operation ldmnas som Ovning at ldsaren. O

For diskreta kausala LTI-system har vi féljande karakterisering av BIBO-
stabilitet.

Sats 8.4.2. Systemet T'x = axx dr stabilt om och endast om Y .~ |an| < 00.

Bevis. For godtyckliga foljder z = (z,,)22, infér vi beteckningarna
oo
|zlloo = sup|za| och [|z]1 =" |z
n=20 n=0

For y = Tx = a x x géller da speciellt olikheten

yn] = ]Zakmn J <3 leullonid < 3 lael e < ol

k=0 k=0

som innebar att
la* z[loo < [lall1 ]|z

Om ||al|; < oo och insignalen x &r en begrinsad f6ljd (med |||/ = C) sa
dr foljaktligen utsignalen y ocksa en begriansad f6ljd (med ||y|/c < C|lall1).
Detta visar att ||a||; < oo medfér BIBO-stabilitet.

Antag omvint att ||al|y = oco. Vi ska visa att detta medfor BIBO-
instabilitet genom att konstruera en begrinsad insignal x med obegrinsad
utsignal y.

Om |ja]|c = o0, dvs. om foljden a = (an);e, 4r obegrénsad, sa ger
insignalen ¢ en obegridnsad utsignal, eftersom T9 = a * § = a.
Sa antag fortsittningsvis att ||all1 = Y _p—|ar| = 00 och |jalle < 0.

Eftersom serien &r divergent kan vi induktivt vélja en vixande f6ljd (np)p2
av naturliga tal med ng = 0 och som uppfyller olikheten

np—"np—1—1

Y larl = p+mnpallaleo
k=0

for p > 1.
Vi definierar nu var insignal = ()72, genom att sitta xo = 0 och
sedan vilja ovriga tal x s att deras absolutbelopp &r lika med 1 och

TR,k = |, k| for ny,_ 1 <k <ny.
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Foljden = ar givetvis begrinsad, men for utsignalen y = a * x géller att

Ny np np_1
|Yn, | = ‘Z anp—k:xk‘ = ‘ Z Qp,—k Tk + Z anp—kxk‘
k=0 k=np_1+1 k=0
Np np—1
= ‘ Z |anpfk’ + Z anpkak‘
k:np,1+1 k=1
np np—1
> Z |anp—k| - Z |anp—k33k‘
k:np_1+1 k=1
np—mnp_1—1 Np—1 np—np_1—1 np_1
= > = el = Y larl = D llalle
k=0 k=1 k=0 k=1

> p+np-1llallec — np-1llalle = p-

Eftersom detta giller for alla naturliga tal p > 1 ar féljden y obegriansad,
och dédrmed &r beviset klart. O

EXEMPEL 8.4.1. Ett system med impulssvaret ((n+ 1)_2):;0:0 ar stabilt, och
ett system med impulssvaret ((n + 1)_1)20:0 ar instabilt. O

Vi forutsdtter fortsdttningsvis att impulssvar och insignaler i vara dis-
kreta kausala LTI-system &r hogst exponentiellt vixande.
Z-transformen

A(z) = i anz "
n=0

till ett systems impulssvar a kallas systemets dverforingsfunktion. Det foljer
av satserna 8.3.1 och 8.4.1 att sambandet mellan insignalens z-transform
X (z) och utsignalens z-transform Y'(z) ges av ekvationen

Y(z) = A(2) X (2).

Lat nu p, beteckna det entydigt bestimda tal for vilket z-transformen
A(z) dr konvergent i omradet |z| > p, och divergent i omradet |z| < p,.
Nasta sats beskriver ett systems stabilitetsegenskaper i termer av konver-
gensradien pg.

Sats 8.4.3. Ett diskret kausalt LTI-system med éverforingsfunktion A(z) dr

(a) BIBO-stabilt om p, < 1;

(b) BIBO-instabilt om p, > 1, eller om pg, = 1 och dverforingsfunktionen dr
diskontinuerlig i nagon punkt pa randen |z| = 1 av konvergensomradet.

Bevis. (a) Antag att systemet &r instabilt. Da &r > "7 |an| = +oo vilket
medfor att att serien A(z) dr divergent for alla komplexa tal z med |z| < 1
och att foljaktligen p, > 1. Villkoret p, < 1 medfor saledes att systemet &r
stabilt.
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(b) Om systemet &r stabilt, dvs. om Y 7 la,| < oo, sa &r serien A(z)
absolutkonvergent for |z| > 1, vilket betyder att p, < 1. Dessutom &r z-
transformen A(z) sikert kontinuerlig for |z|] > 1. Om p, > 1 eller om p, = 1
och funktionen A(z) #r diskontinuerlig i nagon punkt pa cirkeln |z| = 1,
maste foljaktligen systemet vara instabilt. O

For diskreta kausala LTI-system med rationella 6verforingsfunktioner
har vi f6ljande korollarium till sats 8.4.3.

Korollarium 8.4.4. Ett diskret kausalt LTI-system med rationell éverforings-
funktion A(z) dr BIBO-stabilt om och endast om alla polerna till dverfo-
ringsfunktionen ligger strikt innanfor cirkeln |z| = 1.

Bevis. Lat p vara beloppet hos den av 6verféringsfunktionens poler som har
storst belopp. Da existerar éverféringsfunktionen A(z) for alla z med |z] > p
men inte for alla z med |z| = p, vilket betyder att konvergensradien p, = p.
I en pol zg till A(z) ar vidare lim,_,., |A(z)| = +o0, vilket speciellt innebér
att funktionen A(z) har en diskontinuitetspunkt pa cirkeln |z| = pg.

Om alla polerna ligger innanfér enhetscirkeln &r foljaktligen p, < 1.
Om det ddremot finns en pol pa eller utanfor enhetscirkeln sa ar p, > 1,
och i fallet p, = 1 har &verforingsfunktionen en diskontinuitetspunkt pa
enhetscirkeln. Pastaendet i korollariet foljer déarfor av sats 8.4.3. O

EXEMPEL 8.4.2. Ett system med A(2) = (22 +1)7! som 6verforingsfunktion
ar instabilt eftersom polerna +i ligger pa enhetscirkeln. Systemets impuls-
svar a = (a,)§° fis genom inverstransformering och ges av att agy, = (—1)%!
for k > 1 och a,, = 0 for alla 6vriga n. Observera att féljden a &r begréansad.

Med x = a som begrinsad insignal fas en utsignal y som har z-transfor-

men
1

Denna utsignalen dr obegriansad, ty genom inverstransformering erhalls

Y(2) =A(2)X(2) =

yor = (k= D)(=1)F fork>1

medan y, = 0 for alla 6vriga n. (Jamfor 6vning 8.2.) O

Ovningar
8.9 Visa att faltning &r en tidsinvariant operation genom att visa att
Ri(a*xx) = ax Ryx

for alla naturliga tal k.

8.10 Iett diskret kausalt LTI-system ges impulssvaret av foljden (sin §n)5°.
Bestdm utsignalen y till insignalen z = (cos §n)5°. Ar systemet sta-
bilt?
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. 1 00
8.11 Ar ett diskret LTI-system med impulssvar (ﬁ) stabilt?
Bestdm ocksa dverforingsfunktionen. (n+1(n+2)/0
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Fourierserier

Funktioner med period 2n:

£t fon =52 [ swea

Allménna regler
af(t) + Bg(t) af(n) + Bg(n)

et f(t) fn—m)

£t —to) e~iton f(n)

f(=1) f(=n)

@ f(=n)
f(t) inf(n)
f gt /_ F(u)g(t —u) f(m)a(n)

Trigonometrisk form

oo
f(t) ~ % + Z(an cosnt + by, sinnt),

n=1

= i/_ﬂ f(t)cosntdt = f(n) + f(—n)
= i/_ﬁ f(t)sinntdt:i(f(n)—f(_n))'

Parsevals formel:

o0

2
o [ swra= > (e =" # 3 2ol + ),

n=—oo

—_
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Funktioner med period P:

o oo
Z cne™¥ = % + Z(an cos nt + by, sin n€t),

n=—o0o n=1
dér
QO =2n/P,

P/2 .

- / —mQt dt,
P2
P/2

/ ) cos nSt dt,
P/2
P/2

/ ) sin nQ)t dt.
P/2

Parsevals formel:

a1
P /P/2 |2 dt = Z |Cn’2 = T + 5 Z(\an\Q + ‘bn|2)
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Fouriertransformen

f(t)

Allminna regler
af(t) + By(t)

e f(t)

f(t—to)

f(=t)

flat)  (a #0)

f®)

t—u du

ool /f

Speciella funktioner
X[-a,aq)(t) (a>0)

(@ = [t)X[-a,q(t) (a>0)
el

e 'H(t)

e'(1— H(t))

e Isgn(t)
1

14 ¢2

e~ t%/2

sin at
t

(a>0)

2 sin aw

W

4 sin? %aw
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Plancherels formler:
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Laplacetransformen

ft)

P(s) = £1fl(s) = [ (e

Allm&nna regler
af(t) + Bg(t)

e f(t)

f(at),a >0
ft—a)H(t—a),a>0
tf(t)

f'(@)

f(u)g(t —u) du
0

Speciella funktioner

1

t", n=20,1,2,...
t* a>—1

cat

e, n=0,1,2,...
t%% o > —1

cos at

sin at

tcosat

tsinat

aF(s)+ BG(s)
F(s—a)
a"1F(s/a)

e~ F(s)
(—1)P ) (s)
SF(s) - £(0)

—

Sn+1

Ia+1)
gatl

_?ﬂ
INa+1)

52 + a?

52 4 a?
s2—a?
(82 +a?)?
2as

(s2 4+ a?)?
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sint
— arctan —

t S

1
logt _M
S
ebt _ eat | (S _ a)
e o)
t & s—b

I(x) :/ t*le7tdt, x>0. T(z+1)=al(z).
0

"1
( - —log n) ~ 0.5772156.
k=1

~ = Eulers konstant = lim
n—oo
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Z-transformen

an A(z) = Z[a](z) = Z anz "
n=0
Allminna regler
aay + Bby, aA(z) + BB(2)
Aay, A(z/N)
ap—k, dér k > 1 och 2R A(2)
a_1:---:a_k:0
k—1
Aptk, dir k >1 FA(z) - Zajzk*]
j=0
nay, —zA(2)
(axb), = Z arbn_k A(2)B(z)
k=0
Speciella foljder
5, = 1 omn=0, 1
0 omn>1
1 z
z—1
" z
(z—1)
9 22+ z
n
(z—1)3
n z
k (z — 1)k+1
z
A'I’L
z—A
Az
)\n
! (= =27
n z
An—k
(+) =
2% — zcos o
cosan
22 —2zcosa+1
. Zsin «
sin an

22 —2zcosa+1
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2.3
2.4
3.1
3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.10

3.11
3.12
3.15

3.16

Bada serierna #r abelsummerbara for |o| < 1,a # 1, a) med summan

(1 —a)~! och b) med summan (1 — a)~2.

a) Absolutintegrabel med ||f|1 == b) Ej absolutintegrabel
c¢) Absolutintegrabel med || f||; = 2.

Utnyttja att sinwt = lwt;ie_lwt och cos wi — elwt 4 g—iwt
e

1/3

Varje rationellt tal &r en period.

Lat P vara en godtycklig period och skriv den pa formen P = nPy+r
dér n ar ett heltal och 0 < r < Py. Da &r ocksa r en period, sa det
foljer att r = 0 eftersom Py dr den minsta positiva perioden

8/3
2 - 2 -
M(l _ i)GQIt 4 ﬁ(l 4 i)e_2lt
4 4
1 3
1 sin(3t + g) +7 sin(t + g)
1 4 1 3 1 : 1 : 1 1 3
1—6641t — Zem + 3 Ze_m + 1—66_4lt resp. < cos 4t — 5 cos 2t + 3
N
142 Z cosnt
n=1
2N stycken
a) m/2 b) n?/3

2i resp. 1.

-2
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3.17

3.18

3.19

3.20

3.21
3.23

3.24

3.25

3.26

3.27

3.28

3.29

4.1

4.2

a) 2sint + 3 cos2t + 4sin 3t

n? 2'(_1)nit
gt —m "

n#0
(S
>

n=1

)

2

T

) 1 . t+1 cos 2nt
e) — sin - — _—
2 o in? —1
8 i n sin 2nt
b 4n? — 1

n=1

4
_;Z

n=1

2

T

cos 2nt
4n? — 1

.o

673(n72)1f(n _ 2)

—n2/12 (Vilj t = 0 i serien i
n?/6  (Viljt =n i serien i
1/2 (Valj t =0 i serien i

b
c

(
)
S
)
)
(1) = Ce

1
1—in

eint

e2"—lz

2) 1)~
nezZ

Fourierserien &r konvergent for

b) 3 + % cos6t
T

Z (_1)n eint

1—in
nez

e —e”
21

och b) Fourierserien konvergerar med summa f(t) for alla ¢.

3.23 a)
3.23 a)
3.23 b)

alla ¢, med summa f(t) for t # 2nn

och summa (e?™ +1)/2 da ¢ 4r en multipel av 2r.

1

2

T e 41

b
)2 -1

eQn

n
eint

fthinom (—1)
®) T %a—n

752

Zan

sin

u(x,t)

1 8 —
5sin2tsin2x+ 7‘7;)(

sinna

2 o0
— E sin nt sin nx
T n

n=1

2n +1)

1
= (cos(2n + 1)t sin(2n + 1))
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R >
4.3 u(z,t) =e 'sinz + — Z e @) gin(2n + 1)z
{owrd 2n+1

4.4 u(x,t) =1+ 3e Ot cosdx

o0

T 4 1 2
_ _ = - a—(2nt1)Re
4.5 u(x,t) = 5t 1 - ngo Gn 1) e " cos(2n + 1)z

8 < 1 —(2n+1)%t
16wt =20 e st e
b ulet) === g e

_1)»
(=1) e "t sinnx
n

2 o
4.7 u(z,t) = L sinz —etsing + - g
T T
n=1

(1+iw)e @ —1 ) —4iw 1+ e i
C
2 (14 w?)? 1—w?

(e —1)i b)

5.1 a)
w w

(e7w —1)i 2i sin mw w? +2

b 22—
w ) w?—1 ) wt+4

5.2 a)

5.3 a) f(w) = f(w)
L wCoSw — sinw 4iw

w2

p 1

5.6 f(w)g(w) = T frg(t) = el

3el omt <0,
%e_t/Q om t > 0.

5.7 £(8) = (1~ HH)e! + H{tye /2) = {

[Ledning: Integralekvationen kan skrivas f(t) = eIl + 1k« f(2), dér
k(t) = H(t)e '. Fouriertransformeral]

5.8 a) fx f(t) = (L+[the ' D) y(t) = —5(1 + [t))e™"
5.9 f(w) = ge_b‘“". Integralens vérde &r %e_ab (= f(a)).

510 =

sin w

ef‘w‘

511 f(w) =2n

w

514 b) f(w) = n(ec_w -1 c) n(e —1)
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515 )f( ) 4sin2w b) 2n
15 a) f(w) = —
w? 3
5.16 &
A sinw — wcosw 2n
5.20 j(w) = [f(w)P
591 ) f(w) =2 cos w —Zcos 2w (: 4 sin?w — S;n2(W/2)>
i w w
b) —
) 35 i
c) 4arctan 2 — g —log 5 (Anvind Plancherels formel pa poldr form.)
- plHw _ o= (1+iw) A 1
522 a) = b)gw)= = - 1
Ny Wi =" 9f@=grge 9
593 T eﬂ:/\/a + e_ﬂ/\/a 1
P 2Va en/Va _eg-niva 2
6.2 a) é#,g(w) = e imw—o?w?/2
D) Gy o1 * Pug.ocs = Pustps,or dir o = y/07 + o5. I sannolikhetsteore-
tiska termer betyder detta att summan av oberoende normalférdelade
stokastiska variabler dr normalférdelad och att summans medelvirde
resp. varians ir lika med summan av medelvirdena resp. varianserna
hos de i summan ingaende stokastiska variablerna.
2 1 1 1—e™*
7.1 — b - - d
2) s3 )(3—2)2 c) §2 —2s+2 ) s
1—(s+1)e® e —1—s
°) 52 ) s2(es — 1)
72 a) 512 b)gt* o) e —gt—1  d)txpa(t) +H(E-1)
&) $2x(o(1) + (t — H(t 1)
3 s s+ 2 e ?
76 a) —— b) —— —_ d) ——
2) s2+9 )82—|—9 °) (s+2)2+9 )8—2
2
) G )
7.7 a)1l—et b) te~2 sin 5t c) (3t+1)e* —etcost
d) 3(t—1)sin(t—1)- H(t — 1) e) (2D — et H(t — 1)
~ 1
7.8 f(s) = arctan —

S
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7.9 f(t) = e%;egt

7.10 f(t) =2cost — tsint

711 2(t) = —t+e —e™t, y(t)=—-1+e +e!
712 f(t) =4 — 3cost

713 y(t) =t + 2+ (2t — 2)et

7.15 f(s) = —w, déir C = — [“e 'logtdt.

Man kan visa att konstanten C &r lika med Eulers konstant ~.

7.16 z(t) = 2e! +sint, y(t) = cost

717 y(t) = 2(t) =

~ 1 1
718 f(s) =~ log(1+ )

2541
20 K(s) = ——————, k(t) = (3 — t)e~t — 3e2!. Stabilt.
7.20 K(s) TESE AT (t)=(3—t)e 3e Stabi
1 . .

721 K(s)= poRE k(t) = £ sin2¢. Instabilt.

7.22 a) Instabil b) Stabil c¢) Stabil d) Stabil

2T | gin t|
7.23 a) y(2nn) = —2nm — —00 b) y(2nn) = — ; dt — —
0

2e

7.24
2e5 —1

7.26 § + 201 resp. 1 4 2e~°

z 3z 222 4+ 4z
1 b
8la) =5 PieE 950
1 1
2 —_
828) 71 PWiETy

1
8.3 —zlog(l — ;)

n 0 omn #1, " "
8.4 a) 5 (3) b) a, = {1 o — 1 c) ap = n-2" 43 (=1

85 ap=n+5-3-2"
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8.6 an:n—l—l—i—l :n—|—1+sin%n
i

87 ap=2-4"+2.(=1)", b, = 44"+ 2. (—1)"

.(_
8.8 a) :z:ozl,xn:%-2"f6rn21
b) z, = %(2"+4cos%n—28ingn)

8.10 Systemet &r instabilt. yo, = 0 och yopy1 = (=1)F(k + 1).

.. 1
8.11 Systemet &r stabilt. Overforingsfunktion: (22 — z)log(1 — ;) + z.
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