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Del 1  Vektorgeometri

1 Inledning

For ca 2300 ar sedan sammanstéllde Euklides sin tids geometriska vetande och gav det
en axiomatisk framstdllning i verket Elementa. Euklides ansag sdkert att hans geometri
gav den sanna och enda mojliga rumsliga beskrivningen av "varlden", men sedan 1800-
talet vet man att det finns andra motsagelsefria geometrier, och att dessa kan vara lika
anvandbara som den euklidiska for att beskriva verkligheten.

P& 1600-talet revolutionerade Descartes och Fermat geometrin genom att inféra ko-
ordinatbegreppet. Koordinater gor det mojligt att dversatta geometriska fragestallningar
till ekvationer, som kan behandlas med verktyg fran algebran och analysen. Denna metod
att studera geometrin kallas analytisk geometri.

I det hir kapitlet skall vi studera euklidisk geometri med hjdlp av linjar algebra.
Utan att for den skull ga in i detalj behover vi forst rekapitulera ndgra viktiga begrepp
och resultat fradn euklidisk geometri.

Euklidisk geometri. Euklides geometri dr en geometri for det tredimensionella euklidiska
rummet, eller rummet som vi kort och konsist kommer att kalla det. Som méngd betraktad
bestdr rummet av punkter. Andra grundldggande punktméangder dr rummets linjer och
plan. Punkter, linjer och plan hor i Euklides” och ménga andra framstallningar till teorins
s.k. primitiva begrepp, dvs. de definieras inte i termer av andra begrepp. Deras betydelse
regleras istéllet av ett antal axiom. Axiomen &r grundldggande utsagor utifran vilka man
sedan harleder (bevisar) andra utsagor, teorins s.k. satser eller teorem.

Tva skilda punkter i rummet bestammer en unik linje, dvs. det finns en unik linje
som gdr genom (innehaller) de bada punkterna. Analogt bestimmer en linje och en
punkt utanfor linjen ett unikt plan, dvs. det finns ett unikt plan som innehaller linjen och
punkten.

Om tva skilda plan skdr varandra (dvs. har ndgon gemensam punkt), sa ar skar-
ningsméangden en linje. Tva plan som inte skdr varandra kallas parallella. Tva linjer kallas
parallella om de ligger i samma plan och inte har ndgon gemensam punkt. Det visar sig
bekvamt att i fraser av typen "planen 71; och 71, &r parallella” dven tilldta att 717 och 7,
dr samma plan, och analogt for linjer. Vi kommer darfor fortsattningsvis att kalla tva
sammanfallande plan parallella liksom tva sammanfallande linjer.

Det beromda parallellaxiomet i euklidisk geometri kan formuleras pa foljande satt:
Genom varje punkt utanfor en linje ¢ gdr det en unik linje som &ar parallell med £.

Tva linjer som inte ligger i ndgot gemensamt plan kallas korsande. Korsande linjer
saknar givetvis skdrningspunkt.
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Tva skilda punkter A och B bestimmer som redan sagts en linje; punkterna pa
denna linje mellan' A och B bildar strickan AB. A och B ir strackans dndpunkter.
Lingden av strickan AB betecknas |AB|. Tva strdckor kallas parallella om de ligger
utefter parallella linjer.

Ett fundamentalt begrepp &r kongruensbegreppet. Intuitivt &r tva objekt X och X’
kongruenta om det 4r mojligt att forflytta X utan deformering sa att X efter forflyttningen
helt sammanfaller med antingen X' eller spegelbilden till X’. T axiomatiska framstall-
ningar dr det brukligt att inféra kongruens som ett primitivt begrepp for strackor och
vinklar. Dérefter kan kongruens definieras for andra typer av geometriska objekt.

Langdbegreppet kan inforas via av kongruens. Forst fixeras helt godtyckligt en
stracka OP som tilldelas langden 1 och kallas enhetsstriickan. En stracka AB kallas kom-
mensurabel med enhetsstrackan OP och tilldelas ldangden m/n, om det finns en tredje
strdcka EF sa att strdckan AB kan delas i m delstrackor som &r kongruenta med EF och
enhetsstrackan kan delas i n delstrdackor som &r kongruenta med EF.

1 1 H
O P A B ETF
Figur1
Strickan AB dr kommensurabel med enhetsstrickan

OP och |AB| = 3.

Varje stracka som dr kommensurabel med enhetsstrackan tilldelas saledes ett ra-
tionellt tal som langd. Genom approximation och gransovergang kan sa strackor som
inte d&r kommensurabla med enhetsstrackan tilldelas lingd och dessa langder blir irratio-
nella tal.? Slutligen garanterar det s kallade kontinuitetsaxiomet att det for varje positivt
reellt tal finns strackor med den lingden. Detta har som konsekvens att det rdder en
ett-ett-motsvarighet mellan punkterna pa en linje och de reella talen. (Tallinjen "saknar
hal".)

P4 ett analogt sétt definieras métetal for vinklar, men till skillnad fran langdbegrep-
pet finns det en absolut enhet for vinkelmatt, den réta vinkeln.

2 Vektorer

Riktade strickor. En strdcka har ingen riktning utan AB och BA &r samma strdcka. Vi
kan emellertid forse strackan med riktning genom att utndmna den ena d&ndpunkten till
startpunkt och den andra till slutpunkt. Den riktade stricka som startari A och slutari B

—
betecknas AB.

Genom att fixera en riktad stracka utefter en linje har man ocksa givit linjen en
riktning.

I'mellan" &r ett primitivt begrepp.

2Det var pythagoréerna som upptickte att det finns inkommensurabla strickor, t. ex. ar sidan
och diagonalen i en kvadrat inkommensurabla. Existensen av inkommensurabla strackor vallade
pythagoréerna stora besvér, exempelvis blev deras likformighetslédra ofullsténdig. Problemet 16stes
av Eudoxos, som med en listig definition av likhet for forhallanden mellan strackor kom att féregripa
den moderna definitionen av reella tal.
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For tva riktade strickor AB och CD utefter samma linje &r det ocksa uppenbart
vad som menas med att strackorna ar lika resp. motsatt riktade. Om de tva strackorna ligger
utefter olika parallella linjer sdges de vara lika riktade ifall B och D ligger pd samma
sida om linjen genom A och C (i det plan som innehéller de fyra punkterna), och motsatt
riktade om B och D ligger pa olika sidor om linjen.

Definition 2.1 Tva riktade strackor ﬁ och @ kallas ekvivalenta om de dr parallella,
lika riktade och av samma langd.

Det visar sig praktiskt att &ven rdkna med riktade nollstrickor XX som bara bestar av
enpunkt A. Langden av en sddan strédcka satts forstds lika med noll. En riktad nollstracka
ar per definition parallell med varje riktad stracka, och de riktade nollstrackorna ar
inbordes ekvivalenta.

B
/ A\ /%

— = =/
/ E
/ /'5
C
Figur 2 Figur 3
Lika riktade striickor Ekvivalenta riktade strickor

. — — . . —
Om deriktade strackorna AB och CD iarekvivalenta, sa ar dven strackorna AC och

BD ekvivalenta, och vi kallar ABDC f{or en parallellogram. 1 traditionell mening ar forstés
ABDC bara en parallellogram om de fyra punkterna inte ligger i linje, men det visar sig
praktiskt att dven tillata de degenererade parallellogrammer som fds da punkterna ligger

— —
i linje eller rent av sammanfaller. Vi noterar att om de riktade strackorna AB och CD ar

. . —_ — . o —_—
ekvivalenta, och de riktade striackorna CD och EF &r ekvivalenta, sd dr 4ven AB och

ﬁ) ekvivalenta. Ekvivalens for riktade strackor ar med andra ord en ekvivalensrelation.

Definition 2.2 For parallella riktade strackor ﬁ och C—D> definieras, forutsatt att den

—_— =
sistndmnda inte dr en nollstrécka, forhillandet AB /CD av att

— - |AB|/|CD|, om AB och CD ér lika riktade
AB/CD = S,
—|AB|/|CD|, om AB och CD 4r motsatt riktade.

D‘/7

Figur 4

For de riktade strickorna i figuren dr forhillandet
—_— =
AB/CD =-3.
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Det ar latt att kontrollera att foljande tva rakneregler géller for forhdllandet mellan
parallella riktade strackor:

—_— = = — =
AB/CD - CD/EF = AB/EF
— = — =

AB/EF + BC/EF = AC/EF

En forflyttning av ett icke-deformerbart foremal (i fysiken kallas detta en stel for-
flyttning) kan i matematiska termer uppfattas som en funktion ¢ frdn rummet till sig
sjalvt: Om X ér ldget hos en punkt i kroppen fore forflyttningen, sé ar ¢(X) punktens
lage efter forflyttningen.

Funktioner som dr definierade pa rummet och vars virden ocksa ligger i rummet
kallas ofta for avbildningar, och funktionsvardena kallas bildpunkter.

Man kan visa att varje stel forflyttning 4r sammansatt av tva grundlaggande opera-
tioner: parallellforflyttning och vridning kring en axel. Parallellforflyttning innebér att
alla punkter i foremalet forflyttas parallellt, lika ldngt och i samma riktning, dvs. forflytt-
ningen ger upphov till ekvivalenta riktade strackor. Detta foranleder oss att gora foljande
matematiska definition.

Definition 2.3 En avbildning v, definierad pa hela det euklidiska rummet och med sina

varden i samma rum, kallas en parallellforflyttning eller translation om alla riktade strackor
T ——

Xv(X) fran X till bildpunkten v(X) dr ekvivalenta, dvs. parallella, lika riktade och lika
langa.

v(X)
X

Figur 5
En femhorning och dess bild under translationen v.

Vi skall nu notera ndgra egenskaper hos parallellforflyttningar och inféra ndgra
definitioner.

1. For varje riktad stracka AB finns det en unik parallellforflyttning v med egen-
skapen att v(A) = B. Vi uttrycker detta genom att sdga att den riktade strackan AB

bestimmer parallellforflyttningen v och kallar AB for en representant for parallellforflytt-
ningen v.

Parallellforflyttningen v definieras forstds entydigt av kravet att v(X) = Y om och
endast om den riktade striackan )W ar ekvivalent med zﬁ .

2. Tvériktade strackor representerar samma parallellférflyttning om och endast om
strackorna ar ekvivalenta.

3. Sammansittningen v o u av tva parallellforflyttningar u och v dr en ny paral-
lellforflyttning.

X, T~ - u+v
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For att verifiera detta pastdendet ldter vi X; och X, vara tva godtyckliga punkter
och sdtter Z; = vo u(X;). (Se figur 6.) Vi skall visa att de riktade strdackorna ﬁ
och m ar ekvivalenta. Sdtt V; = u(X;); da ar Z; = v(Y;), och enligt definitionen av
parallellforflyttning dr den riktade strackan 5(—1?? ekvivalent med 5(—23/;) och den riktade

— —
strackan Y7Z; ekvivalentmed Y,Z,,dvs. X;Y1Y>X; och Y1Z,1Z,Y, dr parallellogrammer.

Det foljer att X1Z,Z,X, dr en parallellogram, s X;Z; och X,Z, &r ekvivalenta.
Sammansédttningen v o u av tva parallellforflyttningar betecknas i fortsdttningen
u + v och kallas for summan av u och v.

4. Till nollstrdackorna hor den identiska avbildningen, som avbildar varje punkt pa sig
sjalv. Eftersom denna avbildningen inte "utrdttar ndgonting" dr det naturligt att beteckna
den 0.

Sammanséattningen mellan en godtycklig avbildning f och den identiska avbild-
ningen ger tillbaka avbildningen f. Speciellt géller detta forstas for parallellforflyttningar,
sd med vara nya beteckningar far vi rdkneregeln

v+0=v
for parallellforflyttningar v.

5. Om v é&r en parallellforflyttning med representerande stracka ﬁ, later vi —v

beteckna den parallellforflyttning som bestams av den motsatta riktade strackan BA.
(Definitionen av —v blir naturligtvis oberoende av valet av representerande strdcka for
v.) For summan v+(—v) géller dd att (v+(—v))(A) = —v(v(A)) = —v(B) = A, dvs. summan

V + (—V) representeras av nollstrackan AA och ir darfor lika med nollforflyttningen 0.
Vi har alltsa rakneregeln
v+ (—v)=0.

Parallellforflyttningen —v dr med andra ord invers till avbildningen v.

6. For godtyckliga parallellforflyttningar u, v och w galler den associativa lagen:

u+(v+w)=(u+v)+w
och den kommutativa lagen

u+v=v+u.

Den associativa lagen dr ett specialfall av den generella associativa regeln f o (g o h) =
(f 0 g) o h, som géller for godtyckliga funktioner.
Den kommutativa lagen géller ddremot naturligtvis inte generellt utan ar speciell

for parallellforflyttningar. Lat ABCD vara en parallellogram sddan att AB bestimmer
u och ﬁ bestimmer v; da bestimmer diagonalstrackan ﬁ sammansdttningen u + v
(se figur 7). Men v representeras ocksd av AD och u av ﬁ, sd samma diagonalstracka

—
AC bestimmer ocksd sammanséattningen v + u. Det foljer att u + v =v +u.

B v C
A
u u+v C
v+u u v B
A v D A
Figur 7 Figur 8

Kommutativa lagen for vektoraddition. 2v=v+v.
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7. Lat AB vara en representant for parallellforflyttningen v, och vélj punkten C

sa att A—C> / AB =2. B ligger med andra ord mitt pa strackan AC. (Se figur 8.) Da ar
(v+v)(A) = v(B) = C. Parallellforflyttningen v + v representeras séledes av den "dubbla"
riktade strdackan, och det dr darfor naturligt att beteckna den 2v.

Motiverade av detta skall vi nu definiera av for godtyckliga reella tal a. Antag

forst att v inte dr nollforflyttningen, och vélj en representant AB for v. Lat C vara den
punkt pa linjen genom A och B som uppfyller AC / AB = «, och definiera av som den
parallellforflyttning som hor till AC . Det ar latt att se att definitionen r oberoende av
vilken representant vi viljer for v; om m dr en annan representant och C; viljs pa

e —
motsvarande satt blir nimligen A;C; ekvivalent med AC.
For nollforflyttningen definieras a0 = 0 for alla reella tal «.

Figur 9

8. Den inforda multiplikationen med reella tal uppfyller foljande rakneregler:

(a) lv=v

(b) &(Bv) = (@B)v
(© (x+ B)v =av+ pv
(d) a(u+v) = au + av.

Det forsta pastdendet (a) ar trivialt, sa betrakta (b). Om v = 0 eller om nagot av talen
« och B &r lika med 0, sé dr bada sidorna av (b) lika med 0. Antag dérfor att v # 0 och

— — —

att bade a och S ar skilda fran 0. Lat AB representera v, AC representera pv och AD
—_— — —_— —

representera a(fv). Dddr AD/AC =« och AC/AB = B, sé det foljer av raknereglerna

— =
for forhallanden av striackor att AD /AB = af, dvs. strdckan AD representerar ocksd
(«B)v. Detta bevisar att (af)v = a(Bv).

Pastdende (c) dr ocksa trivialt om v = 0, sd antag att v # 0. Lat v representeras av

— — — —
straickan AB, av av CD och Bv av DE. D4 representeras av + v av CE . Vidare giller
att

_ s = = ——
CE/AB = CD/AE + DE/AB =ua + B,

sa CE representerar ocksa parallellforflyttningen («+B)v, som dérfor dr lika med av+pv.
Péstaende (d) &r trivialt om a = 0 eller u = 0. Om v = Bu foljer det med hjilp av
egenskaperna (a), (b) och (c) att a(u+v) = a(u+pu) = a((1+p)u) = (x(1+p))u = (x +apf)u =
au + («f)u = au + a(fu) = au + av.
Antag darfor att « # 0, u # 0 och att v ej &r ndgon multipel av u. Vdlj en paral-
lellogram ABCD s4 att AB representerar u och AD representerar v. Da representeras
u + v av diagonalen A—C> , och a(u + v) representeras av den riktade strackan AC;, dar

_— —
punkten C; ligger pa linjen genom A och C och AC;/AC = «. (Se figur 10.) Lat By
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och D; vara de punkter pa linjerna genom A och B resp. A och D som gor AB1C1D;
till en parallellogram. Likformighet ger d& att AB; / AB = AD; /AD = ACy/ AC =u,

— —
varfor AB; &r en representant for au och AD; &r en representant for av. Diagonalen

—
AC; representerar darfor ocksd summan au + av, sd det foljer att au + av =a(u+v). O

By

Figur 10

Vektorer. Ovan har vi tillordnat en parallellforflyttning till varje riktad strdcka och visat
att parallellforflyttningarna uppfyller ett antal regler. Det som visar sig vara vasentligt och
anvandbart dr inte sd mycket att de tillordnade objekten rakar vara parallellforflyttningar
utan sjdlva raknereglerna. Exempelvis uppfyller fysikaliska krafter samma regler; de kan
adderas och multipliceras med reella tal, och additionen &r associativ och kommutativ,
etc. Vi skall nu déarfor frigora oss fran parallellférflyttningarna och koncentrera oss pa
raknereglerna. Vi kallar de objekt som vi skall rakna med for vektorer.

Definition 2.4  Ett vektorrum ar en mangd av objekt, kallade vektorer, med foljande egen-
skaper:
() For alla vektorer u och v finns det en unik vektor u + v, kallad summan av u och v.
(B) For alla vektorer v och alla reella tal « finns det en unik vektor av.
() Det finns en nollvektor 0.
(0) For varje vektor v finns det en vektor —v. Man skriver u — v istéllet for u + (—v).
(e) Foljande rakneregler giller for vektorerna:

(1) u+v =v+u

(ii) u+(v+w) =(u+v)+w
(iii) v+0 =v

(iv) v—v =0

(V) v =v

(vi) a(pv) = (@p)v

(vii) (x +B)v =av+pv
(viii) a(u+v) =au+av

Vi skall dock inte sldppa den geometriska anknytningen eftersom vi har ett antal
geometriska tillimpningar i dtanke. Darfor infor vi foljande "konkreta" vektorrum V,
som vi kan tolka som rummet av alla parallellforflyttningar (eller som ekvivalensklasser
av riktade strackor eller "pilar" om vi sa vill).

Definition 2.5 Det konkreta vektorrummet V' &r ett vektorrum med foljande egenska-
per:
—
(i) Till varje riktad strdcka AB i rummet hor det en unik vektor v, ndgot som vi
uttrycker genom att sdga att strackan representerar vektorn, och tva riktade strackor

representerar samma vektor om och endast om strdackorna dr ekvivalenta, dvs.
parallella, lika riktade och lika langa.
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— —
(i) Om AB representerar vektorn u och BC representerar vektorn v, sa representerar

AC vektorn u +v.
— —
(iii) Om AB é&r en representant for v # 0 och CD &r en parallell riktad striacka som

—_— — —
uppfyller CD/AB = w, sé representerar CD vektorn av. (For nollvektorn giller
«0=0.)

Eftersom det &r sprakligt klumpigt med uttryck av typen "Lat v vara den vektor
—
som representeras av den riktade strickan AB ", kommer vi fortsdttningsvis att tillata

4 . - . - .
oss att tala om vektorn AB och skriva v = AB for att uttrycka att AB &r en representant
for vektorn v.

Definition 2.6 Tva konkreta vektorer kallas parallella resp. lika riktade om de represen-
teras av parallella resp. lika riktade strackor. En vektor sdges vara parallell med en linje
resp. med ett plan om vektorns representanter dr parallella med linjen resp. med planet.
Istéllet for att sdga att vektorn dr parallell med ett plan (eller en linje), sdger vi ocksd att
den ligger i eller utefter planet (eller linjen).

Ibland kommer vi inte att betrakta hela vektorrummet V' utan endast alla vektorer
som dr parallella med ett givet plan eller med en given linje. Vi infor darfor beteckningen
V, for miangden av alla vektorer som &r parallella med a, dér a &r ett givet plan eller en
given linje.

Observera att om u och v &r tvad vektorer i V,, dvs. tvd vektorer som ar parallella
med planet (linjen) a, sd dr d&ven summan u + v parallell med a, dvs. summan ligger i
V,. Pad motsvarande sitt medfor v € V, att av € V), for alla reella tal a. Det foljer darfor
att V, ocksa ar vektorrum.

EXEMPEL 1. O, A och B ér tre punkter i rummet, och M ar mittpunkten pd strackan
— — —

AB. Uttryck vektorn OM med hjélp av vektorerna a = OA och b= OB.

Losning: Vi har (jmf figur 11)

varfor
SAA AL AN 1 1 1 1
OM=0 +AM:a—§a+§b=§a+§b O
(0]
M
A M B
Figur 11 Figur 12

EXEMPEL 2. Visa att de strackor, som forenar motstdende sidors mittpunkter i en god-
tycklig fyrhorning, halverar varandra.
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Losning: Lat fyrhorningen vara ABCD, och lat P, Q, R och S beteckna mittpunkterna
pé sidorna AB, BC, CD respektive DA. (Se figur 12.) Om vi visar att mittpunkten T
pa strackan PR sammanfaller med mittpunkten U pa strackan QS, sa har vi visat vart

— —
pastaende. Lat déarfor O vara en godtycklig punkt i rummet, och satt a= OA, b= OB,

— =
¢ = OC och d = OD. Genom upprepad tillimpning av resultatet i exemplet ovan far vi

[N

och

o

+
SIS S

N

|

AR~ 1y 1y 1., 1
OR=ja+ b+ 7c+1d.

SISt
N[—= Nfli—l N[—=
+

o
!

1
2

+

Av symmetriskal fas forstas ocksa
~17_ 1 1 1 1
ou = Za+1b+ZC+1d,

dvs. de riktade strackorna OT och OU representerar samma vektor och dr darfor lika
eftersom de har en gemensam begynnelsepunkt. Det foljer att T = U. a

OVNINGAR
1. Visa med vektorrdkning att de bdda diagonalerna i en parallellogram delar varandra mitt itu.
2. LatiEx.2 M; och M, vara de bdda diagonalernas mittpunkter. Visa att punkten T ocksa &r
mittpunkt pa strackan M; M.
3. I triangeln ABC &r P mittpunkt pa sidan BC och Q mittpunkt pa sidan CA. Uttryck

—_— — — — —_—
vektorerna AB, BC och CA med hjilp av vektorerna a= AP och b= BQ.

3 Baser, koordinater och koordinatsystem

I det hdr avsnittet skall vi visa hur man genom att inféra koordinater kan dversatta rakning
med vektorer i vektorrummet V till radkning med reella tal.

Definition 3.1 Vi sédger att

(i) en med linjen ¢ parallell vektor e; dr en bas for vektorrummet V, (bestdende av
alla vektorer som dr parallella med linjen /) om det for varje vektor x € V; finns ett
entydigt bestamt tal x sa att

1) X = xey;

(ii) tvd med planet 7t parallella vektorer e, e, &r en bas for vektorrummet V, (besta-
ende av alla vektorer som &r parallella med planet 77) om det for varje vektor x € V
finns ett entydigt bestamt talpar x = (x1, x2) sa att

() X = X1€1 + Xo€;

(iii) tre vektorer e;, e», es dr en bas for rummet V av alla vektorer om det for varje
vektor x finns en entydigt bestamd taltrippel x = (x1, xp, x3) sd att

(3) X = X1€e1 + Xpep + X3e3.
Det entydigt bestamda talet, paret resp. trippeln x kallas koordinaterna f6r vektorn x med

avseende pa basen ifraga. Viskriver i fortsattningen x: (x1, x2, x3) for att ange att vektorn
x har koordinaterna (x1, x2, x3).

Vi kan karakterisera baser pa foljande sitt.
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Sats 3.2
(a) En vektor ey utefter linjen € ir en bas for V, om och endast om e; # 0.
(b) Tvid med planet 7 parallella vektorer ey, ey ir en bas for vektorrummet V, om och endast
om e och ey inte ir parallella med varandra.
(c) Vektorerna ey, ey, es dr en bas for rummet V om och endast om de tre vektorerna inte ir
parallella med ett plan.

Anm. Satsen innebdr att V har en bas med tre element. En godtycklig vektori V kan darfor beskri-
vas med tre koordinater. Av den anledningen sdger man att vektorrummet V dr tredimensionellt,
och pd motsvarande sitt 4r rummet V), tvadimensionellt och rummet V, endimensionellt.
Bevis. (a) Om e; = 0, sd dr nollvektorn den enda vektor x som har framstéllningen (1),
och e; kan darfor inte vara en bas for de med V,. Antag omvint att e; # 0. D4 foljer
det omedelbart ur definitionen av multiplikation med tal att det for varje med ¢ parallell
vektor x finns ett unikt reellt tal x; sd att (1) géller, dvs. e; &r en bas.

(b) Om e; och e, bdda ligger langs en linje, sd dr ocksa varje vektor xje; + xye;
parallell med samma linje. Saledes kan ingen med linjen icke-parallell vektor x i V.
skrivas pd formen (2). Vektorerna e, e, d&r med andra ord inte en bas for V', i detta fall.

P
X X2
e
: R ¢
Figur 13

Antag omvént att e; och e, inte dr parallella. Vilj en punkt O i planet 7w och en
med e; parallell linje £ genom O. Lat x vara en vektor i V,. D4 finns det en punkt P

i planet 7t sd att x = W Den med vektorn e, parallella linjen genom punkten P skdr

linjen ¢ ien punkt A. Se figur 13. Sétt x; = ﬁ och x; = ﬁ; da ar x = x; +x och enligt
(a) finns det tal x1, x, sd att x; = x7e; och x; = x,e,. Det foljer darfor att vektorn x har
framstdllningen (2).

For att visa att framstéllningen &dr entydig antar vi att vi ocksa har x = yie; + yoe;
med exempelvis x, # y». Av likheten xje; + xpe; = y1e1 + o€, far vida
_h—x

X2 — Y2

Detta innebér att vektorn e, &r parallell med e;, vilket dr en motsédgelse och visar att
framstillningen (2) ar entydig.

(c) Om vektorerna e, ey, ez ligger i ett plan, sd ar varje vektor x med framstall-
ningen (3) ocksd parallell med planet, sa e, e;, e3 dr i detta fall inte en bas for rummet
V av alla vektorer.

e er.

X3

Figur 14



3 Baser, koordinater och koordinatsystem 11

Antag omvéant att vektorerna e;, e, e3 inte dr parallella med ett plan. Fixera en
punkt O irummet, och lat 7t vara det med vektorerna e; och e, parallella planet genom

O. Lat x vara en godtycklig vektor, och 1dt P vara den punktirummet for vilken x = O—P) .
Se figur 14. Linjen genom P parallell med vektorn ez skir planet 77 i en punkt A. Lat x’

och x3 vara de vektorer som svarar mot O_—A) och IH}) ; dd dr x = X' + x3. Eftersom x’ ar
parallel med 7t finns det enligt (b) tal x7, x; sé att x’ = x;e; + xpe;, och eftersom vektorn
x3 dr parallell med vektorn e; dr x3 = x3e3. Det foljer att x har framstéllningen (3).
For att visa att framstdllningen (3) dr entydig antar vi att det finns tva olika sddana
framstallningar
X = X1e] + Xpey + X3e3 = Y11 + ey + lzes,

dar exempelvis x3 # y3. Ekvationen ovan kan da skrivas
1— X1 2 — X3

= Y e + Y
X3 — Y3 X3 — Y3

vilket innebdr att vektorn e; ocksa &r parallell med planet 7r. Detta strider emellertid
mot forutsittningarna att de tre givna vektorerna inte ar parallella med ett och samma
plan. Det foljer att framstédllningen ar unik. O

€3

€,

— —
EXeEMPEL 1. L&t ABC vara en triangel. Vektorerna u = AB och v = AC en bas

—
for vektorrummet av alla vektorer i triangelns plan. For vektorn x = AA;, ddr A; ar
mittpunkten pd sidan BC, giller enligt Ex. 1 i avsnitt 3.2 att x = %u + %v, sa x har

koordinaterna (%, %) . O
A
C B,
u \
B A C
Figur 15

EXEMPEL 2. Vi fortsdtter exemplet ovan och erinrar om att AA; kallas medianen frén
hornet A till sidan BC. Lat BB; och CC; vara de bdda andra medianerna. Vi skall med
vektorrdakning visar att de tre medianerna har en gemensam skarningspunkt. Strategin
bestdr i att visa att skdrningspunkten T till de tva medianerna BB; och CC; ocksa ligger
pa den tredje medianen AA;. Se figur 15.
— — P —

Med u = AB och v= AC, farvi BB; = —u+ %v och CCy = —v+ %u. Eftersom

skdrningspunkten T ligger badde pd strackan BBy och pd strackan CCy, finns det enligt

— —
definitionen av multiplikation ett tal « s att BT = « BB; = —au + yav. Av samma skal
finns det ocksa ett tal B s att CT = BCCy = —Bv + 3Bu.
— —_— —
Vi kan nu berdkna vektorn w = AT pa tva sdtt, delssom AB + BT =u—au+ %rxv =
(1 — a)u + jav, dels som AC + C—T>:v—[3v+ 1pu=1pu+(1—Pv.

Vektorn w har saledes bade koordinaterna (1 — &, %rx) och (% B,1 — B). Eftersom
koordinaterna &r entydigt bestimda av vektorn foljer det att

1
1—a==
o 2‘3

1
E[X:l_ﬁ
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Detta system har losningen a = g = % . Foljaktligen dr w = %(u+v). I foregdende exempel
visade viatt x = AA; = 1(u+v). Vektorerna w och x &r sdledes parallella. Detta betyder

att striackorna ﬁ och A—>Al ar parallella, och eftersom de har en gemensam startpunkt
maste T ligga pa AA;. Detta bevisar att de tre medianerna skér varandra i punkten T.
Skdrningspunkten kallas triangelns tyngdpunkt.

Observera att beviset ocksa ger att |AT|/|AA1| = |BT|/|BB:1| = |CT|/|CCq| = 2/3,
dvs. tyngdpunkten delar medianerna i forhallandet 2 : 1. O

Det framsta skélet att anvanda koordinater dr att rakning med vektorer blir rak-
ning med reella tal. For att exempelvis addera tvd vektorer behover man bara addera
vektorernas koordinater. Vi har namligen foljande resultat.

Sats 3.3 Antag att vektorerna u och v har koordinaterna (u1,uy,uz) resp. (v1,v2,v3) med
avseende pd en given bas. Dd har vektorn au koordinaterna («uq, auy, ausz) och vektorn u + v
koordinaterna (uy + v1, U + Vo, Uz + V3).

Bevis. Av u = uje; + upe; + uzez och v = vie; + vye; + vze3 foljer genom addition
resp. multiplikation med skaldr att u + v = (u1 + v1)e; + (U2 + v2)ey + (43 + v3)es och att
au = que) + alrer + xuses. O

Definition 3.4 Med hjilp av koordinatbegreppet for vektorer kan vi infora koordinater
for punkter i det euklidiska rummet. Fixera forst en punkt O i rummet. Varje punkt X

i rummet bestimmer nu en unik vektor x = OX. Det ar Klart att tillordningen X — x
ar en bijektiv avbildning mellan det euklidiska rummet och vektorrummet V. Om vi
nu dessutom fixerar en bas e;, ey, e; for V och later (xq,x,, x3) vara koordinaterna
for vektorn x med avseende pd denna bas, sd dr koordinaterna entydigt bestimda av
vektorn x och ddarmed ocksd av punkten X. Naturligtvis beror inte koordinaterna enbart
av punkten och basen utan ocksd av O, koordinatsystemets origo. De med basvektorerna
parallella linjerna genom origo kallas koordinataxlarna.

Vi anvénder i fortsdttningen beteckningen X: (x1, x2, x3) for att ange att X &r en
punkt med koordinaterna (xi, xo, x3).

EXEMPEL 3. Lat A och B vara punkter med koordinaterna (a1, a,, a3) resp. (b1, by, b3).

Da har vektorn v = ﬁ koordinaterna (by — a1, b2 — a», b3 — a3), och mittpunkten M pa
strackan AB har koordinaterna

(611+b1 a2+b7_ a3+b3)
27 2 72 )

— —
Vi har ndmligen v = b — a, dér vektorerna b = OB och a = OA har koordinaterna

(b1, by, b3) resp. (a1,a2,a3), och for vektorn x = OM giéller enligt Ex. 1 i avsnitt 3.2 att
X = %a + %b. a

EXEMPEL 4. Berdkna koordinaterna for tyngdpunkten T i triangeln ABC vars horn har
koordinaterna (a1, a;,a3), (b1, bs, b3) och (c1,c2,¢c3).

. — —_— L — —
Losning: 1Ex.2visadeviatt AT = 1 AB+3 AC,sévektorn AT har dérfor koordinaterna
1

(3 —a1+c1—m), 3(b—a2+c2 —a2), 3(bs —az+c3—az)) . Genom att addera koordinaterna
— —
(a1, a2, a3) for vektorn OA far vi koordinaterna for OT , dvs. koordinaterna for T, och

dessa blir (%(ﬂll + bl + C]), %(ﬂz + b2 + Cz), %((13 + bg + C3)) . O
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OVNINGAR

4.

L&t T vara tyngdpunkten i triangeln ABC och sitt a = ﬂ), b= TB. Bestim koordinaterna
for vektorerna ﬁ, ﬁ och ﬁ med avseende pd basen a, b.

Antag att a, b &r bas for vektorerna i ett plan, och sitt v=a+b och w =2a —3b. Visaatt v,
w dr en ny bas samt berdkna koordinaterna for vektorerna a, b och 3a + 2b med avseende
pé denna nya bas.

Med medianen frén hornet A i tetraedern ABCD menas linjen genom A och tyngdpunkten
A; imotstadende sidoyta BCD.

_— — —
a) Bestdm koordinaterna f6r vektorn v = AA; med avseende pabasen b = AB, ¢ = AC och
d=AD.

b) Visa att de fyra medianerna skir varandra i en gemensam punkt (tetraederns tyngdpunkt).

I parallellogrammen ABCD har de tre forsta hornen koordinaterna (1,2,3), (4,1,0) och
(5,6,4). Bestam koordinaterna for det fjarde hornet D.

En kub har sina horn i punkterna A, B, ..., H, dir AB &r en kant, AC &r en diagonal

. . . . - =4 -
i en sidoyta, och AG é&r en rymddiagonal. Man véljer e; = AB, e, = AC och e3 = AG
som basvektorer och punkten A som origo for ett koordinatsystem. Bestim de atta hornens
koordinater.

Bestdam koordinaterna for en tetraeders tyngdpunkt uttryckt i de fyra hornens koordinater.

4 Rata linjens ekvation

I det hér avsnittet anges alla koordinater relativt ett en gang for alla givet koordinatsystem
med origo O och basvektorer e;, e, e3.

En linje ar entydigt bestimd av tva punkter pa linjen. Den dr ocksa bestdmd av en

punkt A och en nollskild vektor v som &r parallell med linjen — varje sddan vektor kallas
en riktningsvektor for linjen. Givet tvd punkter A och B pa linjen kan vi naturligtvis latt

—
tillverka en riktningsvektor, ndmligen vektorn v= AB.

Figur 16

Lét nu ¢ vara linjen genom punkten A med riktningsvektorn v, och lat X vara en

godtycklig punkt i rummet. Sitt a = O_—X, X = O_—)Z> och z = A_—)Z> ; da dr x = a+z. Punkten
X ligger pa linjen ¢ om och endast om vektorn z dr parallell med riktningsvektorn v,
dvs. om och endast om z = tv for ndgot tal t. (Se figur 16.)

En punkt X ligger med andra ord pa linjen ¢ om och endast om det finns ett reellt

tal t s4 att vektorn x = OX uppfyller ekvationen

X =a+tv.
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Detta dr den réta linjens ekvation pa vektorform.

Lat nu X ha koordinaterna (x1, x», x3), A ha koordinaterna (a1, a,, a3) och vektorn
v ha koordinaterna (v, v, v3). Da far vektorerna x och a + tv koordinaterna (x1, x», x3)
resp. (a1 +1tv1, a, +tvy, a3 +1tv3), sd koordinatvis tolkning av linjens ekvation pa vektorform
ger foljande resultat.

Sats 4.1 (Rita linjens ekvation pa parameterform) Ldt A:(ay,ay,a3) vara en punkt pd
linjen £ och ldt v: (v1,v,, v3) vara en riktningsvektor for linjen. Dd ligger punkten X: (x1, x2, x3)

pd linjen ¢ om och endast om
X1 =daq +0qt
Xp = dp + Ut

X3 = d3 + vst

for ndgot reellt tal t.

Genom att for tva punkter A och B pa en linje vélja riktningsvektorn v = AB far
vi foljande korollarium.

Korollarium 4.2  Linjen genom punkterna (ay, ay,az) och (b1, by, b3) har ekvationen

x1=ay+ (by —a)t
Xy = ay + (by — ax)t
x3 = az + (b3 — a3)t

EXeEMPEL 1. Ekvationen for linjen genom de tva punkterna (1,2,3) och (3,2,1) ar
x=1+Q@—-Dt,y=2+2—2)t, z=3+ (1 — 3)t eller efter forenkling x =1+2t, y =2,
z=3—2t. O

EXEMPEL 2. Undersok om punkterna (1,2,3), (2,0,7) och (—1,6, —5) ligger i linje.

Losning: Linjen genom de tva forsta punkterna har ekvationen x = 1 +t¢, y = 2 — 2,
z = 3 +4t. Den tredje punkten ligger pa denna linje om och endast om det finns ett t som

uppfyller
—1=1+t
{ 6=2—2t
—5=3 +4t.
Eftersom t = —2 16ser samtliga tre ekvationer, ligger de tre punkterna i linje. O

EXEMPEL 3. Undersok om linjerna

.’X1=1+ t .’X1=3— t
{x2:2—2t och {x;_zl + 5t
X3=3+4t X3=8—7t

skér varandra.

Losning: Linjerna har en gemensam punkt med koordinaterna (ai, a», 43) om och endast
om det finns parametervirden ¢ och s for resp. linje som satisfierar ekvationssystemet

2—2t=1+b5s=a,

{1 + t=3— s=m
3 +4t=8—"7s=as.

(De tvd parametervirdena dr naturligtvis i allménhet olika, sa vi far inte sdtta s = t.) De
tva forsta ekvationerna ger t = 3 och s = —1, och eftersom dessa viarden dven satisfierar
den tredje ekvationen har linjerna en gemensam punkt, nimligen punkten (4, —4,15). O
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EXEMPEL 4. Undersok om linjerna
xp=1+ ¢ x1=3—t
{x2=2—2t och {x2=1 + 5t
X3 = 4— ¢ X3 = 1+t

skdr varandra i en punkt.
Losning: Vi skall undersoka huruvida ekvationssystemet

1+ t=3— s
{2—2t:1 + 5s

4— t=1+ s
ar losbart eller ej. De tva forsta ekvationerna ger t = 3, s = —1, och eftersom dessa
varden inte satisfierar den tredje ekvationen, saknar systemet 16sning. De tva linjerna
skéar sdledes inte varandra. O

Iett plan dr icke-skédrande linjer per definition parallella. Tvé linjer i rummetbehover
emellertid inte ligga i samma plan, sa darfor kan vi av resultatet i Ex. 4 inte dra slutsatsen
att de tva linjerna &r parallella. Nar dar da tva linjer parallella? Svaret dr enkelt; tva
linjer &r parallella om och endast om deras riktningsvektorer &r parallella, vilket galler
om och endast om den ena vektorn dr en multipel av den andra. Uttryckt med hjélp av
riktningsvektorernas koordinater far vi darfor foljande sats.

Sats 4.3 Linjerna

X1 =daqp +oqt x1:b1+w1t
Xp = dy + Uyt och Xy = bz + wot
X3 = az + vst X3=b3+ZU3t

dr parallella om och endast om det finns en konstant k sd att w, = kvy, wy = kvy och ws = kvs.

Bevis.  Om v och w dr de tva linjernas riktningsvektorer, sa innebér villkoret att w = kv,
dvs. att riktningsvektorerna ar parallella. ad

EXEMPEL 5. Linjerna i Ex. 4 &r inte parallella, ty riktningsvektorernas koordinater
(1,—2,—-1) och (—1,5,1) &r inte proportionella. Slutsatsen blir déarfor att linjerna inte
ligger i ndgot gemensamt plan utan &r korsande.

Déremot ar linjerna

X1=1+ t X1=3—2t
{x2=2—2t och {x2=1 + 4t
X3=4— t X3=1+2t
parallella, ty (—2,4,2) = —2(1, -2, -1). O

EXEMPEL 6. Vi erinrar om att vi som parallella linjer &ven rdknar sammanfallande

linjer. Exempelvis ar
X1 = 1+t X1 = 3 -2t
{x2:2—2t och {x2:—2 + 4t
X3 = 4 — ¢ X3 = 2 +2t
tva ekvationer for en och samma linje, ndgot som vi upptacker om vi forsdker bestimma
linjernas skdrningspunkt genom att 16sa systemet
1+ t= 3-2s
{2 —2t=-2 +4s
4— t= 2+2s
Systemet reduceras efter forenkling till £ +2s = 2, dvs. det har en16sning s for varje varde
pa t. Alla punkter pd den forstndimnda linjen ligger sdledes ocksa pa den andra linjen,
dvs. linjerna sammanfaller. O
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OVNINGAR
10. Bestam ekvationen for linjen genom punkterna (1,2,1) och (—1,1,3).

11. Bestdm ekvationen for den med linjen x; = 2, x, =1 — t, x3 = 3 + 4t parallella linjen genom
punkten (1,0, —2).

12. Bestdam skdrningspunkten mellan de badalinjerna x; = ¢, x, =5—2¢, x3 = —t och x; = —1+¢,
Xp=5—1t,x3=—-3+t.

13. Undersdk om linjerna x1 =2+, x,=1—t, x3 =2+t och x; =3+2f, x, =2+, x3=1—2¢
skir varandra.

14. Forvilka virden pa a skarlinjerna x; = 1+¢, x, =2 —t, x3 =3+t och x; =2 —at, x, = 1 +¢,
x3 =t varandra?

5 Planets ekvation

Vi forutsatter ocksa i det har avsnittet att alla koordinater tas med avseende pa ett givet
koordinatsystem for det euklidiska rummet med origo i punkten O.

A\

L'w

N

\

O

Figur 17

Ett plan &r bestimt av en punkt A i planet och tva icke-parallella vektorer v och
w lings med planet. Tva sddana vektorer kallas riktningsvektorer till planet. Lat X vara

en godtycklig punkt i rummet och sétt a = 5X , X = O_—}? och z = AX. (Se figur 17.) Vi
har da x = a+ z. Punkten X tillhor planet om och endast om vektorn z &r parallell med
planet, vilket intraffar om och endast om det finns tva reella tal s och t sd att z = sv +tw.
Punkten X ligger sdledes i planet om och endast om

X =a+sv+tw.

Genom att skriva ekvationen ovan pd koordinatform far vi foljande resultat — planets
ekvation pd parameterform.

Sats 5.1 (Planets ekvation pa parameterform) Lit A: (a1, ay,as) varaen punktiplanet 7,
och ldt (v1,v2,v3) och (w1, wa, w3) vara koordinaterna for tvd icke-parallella riktningsvektorer
till planet. Dd tillhor punkten X: (x1, X2, x3) planet 7T om och endast om det finns reella tal s
och t sd att

Xp = dy + SUy + tw;

{xl =aq +5sv; +tun
X3 = a3 + Sv3 + tws.
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EXEMPEL 1. Bestdm ekvationen for planet genom punkterna A: (1,3,1), B: (3,2,4) och
C:(4,0,2).

Losning: Av de tre punkterna far vi riktningsvektorerna v = AB och w = AC med
koordinaterna (2, —1, 3) resp. (3, —3,1). Planet har darfor ekvationen

X =3— s—23t

{xlzl +2s + 3t
x3=1+3s + t.

Systemet i 5.1 kan skrivas

VoS + wWot =X — ap

{015 +wit=x1 —m
U35 + w3t = x3 — as.

Koefficientmatrisen i detta system har rang 2 eftersom matrisens bada kolonnerna inte ar
proportionella. Om viloser systemet medelst elimination erhaller vi ddrfor ett ekvivalent
trappsystem, dir den sista ekvationen har formen

0=Ci(x1 —a1) + Co(xp — az) + C3(x3 — a3),

for lampliga konstanter C;, C,, Cs, och dédr minst en av dem &r nollskild. Ekvations-
systemet dr naturligtvis 16sbart precis for de (x1, x2, x3) som gor hogerledet i ekvationen
ovan lika med 0. Vi har dédrigenom visat den forsta halvan av foljande sats.

Sats 5.2 (Planets ekvation pa normalform) Ldt 7w vara ett plan genom en punkt A med
koordinaterna (a1, az,a3). Da finns det tre reella tal C1, Cy och Cs, som inte alla dr lika med 0,
sd att planet bestdr av alla punkter vars koordinater satisfierar ekvationen

Ci(x1 —a1) + Co(x2 — ap) + Ca(x3 — a3) = 0.

Omwiint dr losningsmingden till denna ekvation ett plan genom punkten A forutsatt att minst
en koefficient C; dr skild frdn noll.

Bevis. Det aterstar bara att bevisa omvandningen. Antag att exempelvis C3 # 0, och
sitt cg = —C1/Cs och ¢; = —C,/Cs. Med s = x; — a1 och t = x, — a, kan ekvationen nu
skrivas som

X2 =dp + Os+ t

{x1=a1+ s+ Ot
X3 = ds + €15 + Cot.

Losningsméangden adr darfor ett plan som gdr genom punkten A och som har vektorerna
med koordinaterna (1,0, c1) och (0,1, c2) som riktningsvektorer. O

I avsnitt 7 kommer vi att ge en forklaring till namnet normalform.
Genom att samla konstanttermerna till en enda term far vi foljande variant av
normalformen.

Korollarium 5.3  Ett godtyckligt plan har ekvationen
C1X1 + C2X2 + C3X3 =D,
ddr minst en koefficient C; dr nollskild.

EXEMPEL 2. Normalformen for planet i Ex. 1 far vi genom att 16sa ekvationssystemet

—s—3t=x—-3

{25 +3t=x—1
3s + t=x3—1.
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Systemet dr ekvivalent med foljande trappsystem

3t=—x1+2x+7

{s+3t:—x2+3
0=8x1+7x2—3x3—26.

Planets ekvation pd normalform &r dérfor

SX1 + 7XZ — 3X3 = 26. g

EXEMPEL 3. Bestdm skdrningspunkten mellan planet x; + 2x, — 3x3 = 4 och linjen
x1=1+t,x,=2—4t, x3=1— 3t.

Losning: Vi undersoker om linjepunkten P: (1 +¢,2 — 4t,1 — 3t) for ndgot parameter-
varde t ocksa ligger i planet, dvs. satisfierar planets ekvation. Insittning av punktens
koordinater ger ekvationen

(1+1)+2(2 — 4f) — 3(1 — 3t) = 4,

med l6sningen t = 1. Det finns ddrfor en skdrningspunkt, och den har koordinaterna
2,-2,-2). O

EXEMPEL 4. Undersok om linjen x; = 2 — ¢, xp = 2 — 4t, x3 = 1 — 3t skdr planet

X1 +2X2 —3X3 =4.

Losning: Parametervardet for en eventuell skarningspunkt satisfierar ekvationen
2 —t+2(2—4t)—3(1 — 3t) = 4.
Denna ekvation dr ekvivalent med att —1 = 0 och saknar ddrfor 16sning. Slutsatsen &r att
det inte finns ndgon skdrningspunkt, utan linjen dr parallell med planet. O
Genom att generalisera exemplet ovan far vi:
Sats 5.4 Vektorn v: (v1,va, v3) dr parallell med planet C1x1 + Cox2 + C3x3 = D om och endast
om Cll)l + CZUZ + C37)3 =0.

Bevis. Vektorn v &r parallell med planet om och endast om linjen x; = v, x; = vyt,
x3 = vst dr parallell med planet (vilket inkluderar mojligheten att linjen ligger i planet),
och detta dr ekvivalent med att ekvationen

Clvlt + C202t + C37)3t =D

antingen saknar 16sning eller har alla t som 16sning. Detta intrdffar om och endast om
C]U1 + Cz?]z + C3Ug =0. g

EXEMPEL 5. Undersok om planen x; +2x, —x3 = 3 och 2x; — x2+3x3 = 1 skér varandra
och bestdm i sd fall skarningslinjen.

Losning: Enpunkt tillhor skdrningslinjen om och endast om dess koordinater (x1, x2, x3)
satisfierar bada planens ekvationer, dvs. om och endast om

X1 +2x, — x3=3
2X1 — X2 +3X3 =1.

Detta system har 16sningen x; =1 — £, xo = 1 + ¢, x3 = t, som dérfor dr ekvationen for
skdrningslinjen. O
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Sats 5.5 Tuvi plan A1x1 + Axxy + Asxs = B och Cyx1 + Caxg + Caxz = D dr parallella om och
endast om det finns en konstant k sd att C; = kA, Co = kAy och C3 = kAs. Om dessutom
D = kB sd sammanfaller planen.

Bevis. Koordinaterna for en punkt i skarningsméngden satisfierar ekvationssystemet

A1X1 + A2X2 + A3X3 =B
C]X] + C2X2 + C3X3 =D.

Ekvationssystemet har antingen rang 2 eller rang 1. I det forstndmnda fallet beskrivs
losningsmédngden av en parameter och dr en linje. Om rangen ar 1, sa har motsvarande
radekvivalenta trappsystem formen

A1x1 + A2X2 + A3X3 =B
Ox1+ Oxp+ Ox3=E.

Om E # 0 saknas losning, vilket geometriskt innebar att planen &r parallella och skilda.
Om E = 0 ligger varje punkt i det forstndimnda planet ocksa i det andra, dvs. planen
sammanfaller. Rang 1-fallet intraffar om och endast om (C;, Cy, C3) = k(A1, Az, Az) for
nagon konstant k. O

Vi avslutar med ett resultat som beskriver samtliga plan som innehaller en given
linje.

Sats 5.6 (Planknippets ekvation) Lt A1x1+Axxo+Aszxs = B och Cix1+Coxp+Csxz = D
vara tvd plan som skir varandra utefter en linje £. Dd dr

(1) lX(A]Xl + A2X2 + A3X3 — B) + [3(C1x1 + C2X2 + C3X3 — D) =0

for varje val av konstanterna «, B, utom « = p = 0, ekvationen for ett plan genom £. Omuvint
har varje plan genom linjen ¢ en sidan ekvation.

Bevis. Beroende péd att de tva givna planen inte dr parallella och koefficienterna A; och C;
déarfor inte dr proportionella, 4r minst en av koefficienterna a A; + BC; nollskild. Ekvation
(1) betyder darfor ett plan. Vidare innehaller planet linjen ¢, ty varje punkt pa ¢ satisfierar
ju de bdda ursprungliga planens ekvationer.

Lat omvant Eqix; + Exxp + Esxs = F vara ekvationen for ett plan genom ¢. Da har
ekvationssystemet

C].’Xl + C2X2 + C3X3 =D

{A]Jq + Arxy + Asx3 = B
E1X1 + EzXz + E3X3 =F

linjen ¢ som sin 10sningsmangd, sa det foljer att systemets koefficient- och totalmatriser
ar av rang 2. Sista raden i motsvarande radekvivalenta trappsystem ar darfor identiskt
noll, och detta innebér att det finns konstanter «, 8, 7y, som inte alla &r lika med noll, sa
att

(2) [X(All AZ/ A3/ B) + ﬁ(cll CZ/ C3/ D) + ,Y(El/ EZ/ E3I F) = (O/ O/ 0/ 0)

Om v =0 sd ar fyrtiplarna (A4, Az, A3, B) och (Cy,C;, C3, D) proportionella, vilket
emellertid strider mot att de ursprungliga planen ar icke-parallella. Foljaktligen dr 7y # 0
och vi kan darfor genom att forst multiplicera ekvation (2) med —1/v antaga att v = —1.
Detta innebaér att

(Ell EZ/ E3I F) = “(Al/ AZ/ AS/ B) + ﬁ(cll CZ/ CS/ D)/

och det foljer att planet Eix; + Exx; + E3x3 = F har formen (1). O
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15. Bestdm pa normalform ekvationen for planet genom punkterna (1,1,1), (3,2,1) och (2,3,4).

16. Bestdim a sa att punkten (2,1,4) ligger i samma plan som de tre punkterna i féregdende
ovning.

17. Bestdam ekvationen for det plan som gar genom punkten (1, —1,2) och ar parallellt med planet
X1+ X, +x3=0.

18. Bestdam skdrningslinjen mellan planen x; + x, + 2x3 +3 =0 och 2x; — x, + x3+ 6 = 0.

19. Bestdm ekvationen for det plan som géar genom punkten (1, —1, —2) och innehaller skar-
ningslinjen till planen i féregdende 6vning.

20. Bestam skdrningspunkten mellan linjen x; = 1 — ¢, x, = 2+, x3 = 1 + 3t och planet
X1 —Xo+x3+4=0.

21. Bestdm ekvationen for det plan som innehaller linjen x; =2+, x, =1 —1t, x3 =2+t och ar
parallellt med linjen x; =3 +2t, x, =2 +1t, x3 =1 — 2t.

6 Skaldrprodukten

Langd och vinkel. Hittills har vi studerat egenskaper hos vektorer, linjer och plan som
har med parallellitet och skdrning att gora. Sddana egenskaper kallas affina. Nu skall vi
studera egenskaper som beror av lingd- och vinkelbegreppen.

Vi borjar med att fixera en enhetsstridcka i det euklidiska rummet. Langden |v| av

en vektor v definieras som lingden av en godtycklig representerant AB for vektorn; alla
sddana har ju samma langd. Nollvektorn far forstas langden 0.
Med vinkeln mellan tva nollskilda vektorer u och v menas vinkeln mellan tva rik-

tade strickor OA och OB som representerar vektorerna och har gemensam startpunkt.
Denna vinkel dr naturligtvis oberoende av valet av representerande strackor. Vinkeln
mellan tvd vektorer, matt i grader, blir ett tal i intervallet [0,180]. Om vektorerna ar
parallella och lika riktade blir vinkeln 0°, och om de dr motsatt riktade blir den 180°.

Om en eller bada vektorerna dr nollvektorn bildar motsvarande riktade strickor
inte nadgon vinkel i traditionell mening. For att slippa gora undantag for nollvektorn ar
det emellertid praktiskt att definiera vinkeln mellan nollvektorn och en godtycklig vektor
som 90°.

Definition 6.1 Om vinkeln mellan tva vektorer dr 90° sdges vektorerna vara ortogonala
eller vinkelrita mot varandra. Observera att nollvektorn med var definition blir ortogonal
mot Varje annan vektor.

Definition 6.2 Lat x vara en godtycklig och v en nollskild vektor. Vilj representerande

riktade strackor O_—)?> och O_—‘? med gemensam startpunkt for x resp. v. Normalen fran
X mot linjen genom strackan OV skér linjen i en punkt Y. Se figur 18. Den riktade

—
strickan OY representerar en vektor, som vi kallar den ortogonala projektionen av x pd v
och betecknar P,x.

X
l X
|
|

e -
Y Pyx 0 vV

Figur 18
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Projektionen har foljande egenskaper:
Sats 6.3 Vektorn x — Pyx dr ortogonal mot vektorn v.

— —
Bevis. Strackan YX, som representerar vektorn x — Pyx, dr vinkelrdt mot strackan OV .
O

Sats 6.4 For v #0, godtyckliga vektorer x, y samt godtyckliga reella tal A giller

@) Py(Ax) = APy(x)
(ii) Pv(x+Y) = Pv(x) +PV(Y)-

Bevis. Egenskap (i) foljer av likformighet (se figur 19 ) och for (ii) hanvisas till figur 20.

!
va Pv(/\X) Pv(X + y)
Figur 19 Figur 20

Definition 6.5 L&t u och v vara tva vektorer som bildar vinkeln 6 med varandra. Vi
satter
u-v = |u||v|cos6

och kallar kvantiteten u-v for skalidrprodukten av u och v.

Notera att skaldrprodukten u-v dr ett reellt tal ¢ i intervallet —|ul|v| < t < |u]|v],
och att skaldrprodukten &r O precis dd vektorerna u och v &r vinkelrdta mot varandra.
Skalarprodukten ar positivom 6 < 90° och negativom 6 > 90°.

Om vinkeln mellan de bdda vektorerna u och v &r 0, sd &r u-v = |u||v|. Speciellt 4r

vv = |v]%
Vi kan alltsa uttrycka langden av en vektor i termer av skaldrprodukten:

V| = Vv-v.

EXEMPEL 1. Om |u| =2, [v|] =1 och u-v = —1, s géller for vinkeln 6 mellan de tva
vektorerna att
u-v 1
cosf = =—c.
uflv] 2
Det foljer att 6 = 120°. O

Med hjdlp av skaldrprodukten far vi foljande formel for projektionen av en vektor
pa en annan vektor.
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Sats 6.6 Antagatt v #0. Dd dr

—
Bevis. Vi anvdnder samma beteckningar som dé projektionen infordes, dvs. x = OX,

v =0V och Py(x) = oY , och later # vara vinkeln mellan x och v. Se figur 18.
For 0 =90° galler pastdendet, eftersom Y = O, Pyx =0 och x-v=0. Om 0 #90° ar
OYX en réatvinklig triangel, och det foljer att

[Px| _ |OY] =j:]OX| cos 6 =j:]x|c059 =ix-_‘;’
vl vl M M vl

dér plustecknet skall viljas om 6 < 90° och minustecknet om 6 > 90°. Vektorerna Pyx
och v ar vidare lika riktade om 6 < 90° och motsatt riktade om 6 > 90°. I bdda fallen
galler darfor att

Px=—v. O

Sats 6.7  Skalirprodukten har foljande egenskaper:

(1) u-v=v-u

(ii) (up+uw) v=u;-v+uzv

(i) v-(up+w)=v-u +voup

(iii) (Aa)-v = A(u-v)

(iii") u-(Av) = A(u-v)

(iv) v-v>0 och likhet rader om och endast om v = 0.

Bevis. Egenskap (i) foljer omedelbart av definitionen av skaldrprodukt, ty vinkeln mellan
tva vektorer dr oberoende av i vilken ordning vektorerna tas.

Om v = 0, sd ar forstds bada sidorna av (ii) lika med 0. Om v # 0, sa far vi med
hjalp av satserna 6.4 och 6.6 att

(w1 +up)-v
|v|?

v = Py(ug +up) = Pyuy + Pyup = v+ v = Vv,

vilket implicerar (ii). Egenskap (ii") foljer forstas av (ii) och (i).
Péstadendena (iii) och (iii’) visas analogt, och (iv) &r en konsekvens av att v-v = |v|2.
O

EXEMPEL 2. Visa att

lu+v|* = |[uf* +2u-v+|v|? och

lu—v|? = [u]? - 2u-v+|v]:
Beuvis.

lu+vPiP=u+v)(U+v)=u-(U+V)+V-(U+V)=u-u+u-v+v-u+v-v
= [u]? +2u-v +|v|%.

Den andra formeln visas analogt. O
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EXEMPEL 3. Visa att de tre hojderna i en triangel i en triangel ABC skér varandra i en
punkt.

Figur 21

Losning: Lat P vara skdrningspunkten mellan hojderna fran B och C, och sétt u = ﬁ,
— — — —
v=AC,a= AP, b= BP och ¢ = CP. Enligt antagande &dr b vinkelrdt mot v och ¢

—
vinkelrdt mot u,dvs. b-v=c-u=0. Nudr BC=v—uocha=u+b=v+csa

a(v—u)=av—au=(u+b)v—(v+c)u
=uv+tbv—-vu—cu=uv+0—v-u—-0=0,

vilket innebar att vektorn a &r vinkelrdt mot vektorn v — u. Linjen genom A och P ar
med andra ord vinkelrdt mot sidan BC och dr darfor lika med hojden fran hornet A.
Punkten P ligger sdledes pa alla tre hojderna. ad

Definition 6.8 Enbas e, e,, e3 for vektorrummet V kallas ortonormerad eller en ON-bas
om basvektorerna dr parvis ortogonala och har langd 1, dvs. om

{0 fori #j,
€-e = .
J 1 fori=j.

Ett koordinatsystem for det euklidiska rummet kallas ortonormerat om basvektorerna ar
ortonormerade.

Lat nu e, e, e3 vara en godtycklig bas och lat u och v vara tva vektorer med
koordinaterna (u1, uz, u3z) och (v1,v2,v3). Genom upprepad anvdandning av skaldrpro-
duktsegenskaperna (i), (ii) och (iii) i sats 6.7 far vi

u-v = (uje1 + usey + uses)-(vi1ey + vy + vze3)
=ujvi(er-ey) + uivy(er-e) + uivs(er - e3) + upvi(er-eq) + urva(er-e)

+upv3(ez-e3) + uzvi(ez-er) + uzvz(ez-ez) + uzvz(es-es).

Denna formel visar att vi kan berdkna skaldrprodukten av tva godtyckliga vektorer om vi
kdnner deras koordinater och basvektorernas skaldrprodukter. Den stora fordelen med
ON-baser ar att basvektorernas skaldrprodukter &r O eller 1; for en ON-bas e;, ey, e;3
kollapsar formeln ovan till u-v = w101 + 1,0, + u3v3. Detta bevisar foljande sats.
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Sats 6.9 Antagatt e, ey, e3 iren ON-bas, och ldt u och v vara tvd vektorer med koordinaterna
(u1, Uz, uz) och (v1,v,v3). Dd dr

u-v =1uq101 + U0 + U303.
Vidare ges en vektors lingd av formeln

lv|? = v} + v3 + 03

Avstdndet mellan tvd punkter X och Y i det euklidiska rummet &r per definition

lika med langden av strackan XY/, vilket ju dr lika med léngden av vektorn v = XY . Vi
far darfor foljande korollarium till satsen ovan.

Korollarium 6.10 Antag att koordinatsystemet ir ortonormerat. Dd dr avstindet mellan punk-
terna X: (x1,x2,x3) och Y: (y1, Y2, Y3) lika med

\/(]/1 —x1)2 + (V2 — x2)? + (y3 — x3)%.

Koordinaterna for en vektor kan uttryckas med hjilp av skaldrprodukten pa féljande
Vis.

Sats 6.11 Koordinaterna (vy,v,,v3) for vektorn v med avseende pd en ON-bas ey, e;, e3 ges
av formeln
U =V-e;.

Bevis. Eftersom e; har koordinaterna (1,0,0), ger sats 6.9 att v-e; = v1, och de bada
ovriga koordinaterna fas analogt. O

EXEMPEL 4. Med avseende pa en ON-bas har ett plan 7 ekvationen x; + x, — 2x3 = 4.
Ange tva inbordes vinkelrdta vektorer utefter planet.

Losning: En vektor x: (x1, x2, x3) ligger enligt sats 5.4 utefter planet om och endast x; +
x2 — 2x3 = 0. Denna ekvation har 16sningen

(x1,x2,x3) = (—s+2t,5,t) =s(—1,1,0) + £(2,0,1).
For (s,t) = (1,0) resp. (0,1) far vi speciellt vektorerna u: (—1,1,0) och v:(2,0,1), som
utgor en bas for vektorrummet V,; eftersom varje annan vektor x utefter planet har den
entydiga framstdllningen x = su + tv.

Vektorerna u och v dr emellertid inte ortogonala, ty u-v = —2. Vi utnyttjar darfor
sats 6.3 och ersétter vektorn v med vektorn w = v — P, v, som liggeri V,; och &r ortogonal
mot u. Med hjdlp av sats 6.6 far vi att w har koordinaterna (2,0,1) + %(—1, 1,0)=(,1,1).
Tva vinkelrédta vektorer utefter planet ar saledes u: (—1,1,0) och w: (1,1,1).

Som alternativ till att anvdnda sats 6.3 kan vi utgd fran vektorn u och bestimma
vektorn x sa att den dels ligger utefter planet, dels ar vinkelrdt mot u, dvs. uppfyller
u-x = 0. Detta leder till ekvationssystemet

X1+XZ—23C3=0
—X1 + X2 =0

med 16sningen x; = x, = x3 = t. De mot u ortogonala vektorerna utefter planet har
sdledes koordinaterna (¢, t,t), och for t = 1 far vi speciellt vektorn w ovan. O
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22. Beridkna lingden av vektorn u + v och vinkeln mellan vektorerna u + v och v, om |u| =2,
[v|]=1och u-v=—-1.
23. Bestdm vinkeln mellan rymddiagonalen och en kantlinje i en kub.

24. Om a, b och c &r sidoldngderna i en triangel och om < é&r storleken av den mot sidan ¢
stdende vinkeln, sa séger cosinussatsen att ¢* = a®> + b> — 2ab cos 7y . Visa att cosinussatsen foljer
av den andra identiteten i Ex. 2.

25. Bevisa parallellogramlagen: Om de tva icke-parallella sidorna i en parallellogram har ldngd a
och b och de bdda diagonalerna har lingd d; och d,, sa dr d3 + d3 = 2(a® + b?).

26. Antag att e;, e, e3 dr en ON-bas, och 1t vy, v;, v3 och v vara vektorer med koordinaterna
12 2 2 21 21 2
(3.33). (5,-%3), (3,3, -3) och (1,-2,1).
a) Visa att vq, v,, v3 dr en ON-bas.
b) Bestdim koordinaterna for v i den nya basen.
27. Bestdam tvé vinkelrédta vektorer utefter planet x; — x, + x3 = 0. (ON-system forutsétts.)

28. Bestdm en ON-bas for rummet av alla vektorer som ar vinkelrdta mot vektorn n: (1,2,3).
(ON-bas forutsitts.)

7 Linjer och plan i ortonormerade koordinatsystem

I det hédr avsnittet forutsatts alla koordinater vara givna med avseende pa ett fixt ON-
system med origo O och basvektorer e;, e, e;3.

Normaler. Viborjar med en geometrisk tolkning av koefficienterna C; i planets ekvation

pé normalform.

Sats 7.1 Vektorn n med koordinaterna (Cy, Cy, C3) dr en normalvektor till planet C1x1+Coxa+
Csxs = D, dvs. vektorn n dr vinkelrit mot alla med planet parallella vektorer.

(Cll CZ/ C3)

Figur 22
Planet Cixg + Cz.X'z + C3.X'3 =D.

Bevis. Enligt sats 5.4 dr vektorn v: (v, v, v3) parallell med planet om och endast om
n-v = Cyv; + Covp + C3v3 = 0, dvs. om och endast om v dr vinkelrdt mot n. O

EXEMPEL 1. Normalen till planet 2x; — x, — 3x3 = 4 genom punkten (1, 2,4) har enligt
sats 7.1 ekvationen x; =1 +2f, xp =2 — t, x3 =4 — 3t. O

EXEMPEL 2. Detmotlinjen x; =2 —2t, x, = 3+4t, x3 = 1+2t vinkelrita planet genom
punkten (3, 1,5) har ekvationen —2(x; —3)+4(x, —1)+2(x3 —5) = 0, eller efter forenkling,
—2X1 + 4x2 + 2X3 = 8. O
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EXEMPEL 3. Bestdm ekvationen for spegelbilden av linjen ¢: x; =1+, x, = 2+ 3t,
x3:3—tiplanet X1 —x2+x3+4:O.

Losning: Spegelbilden P’ av en godtycklig punkt P: (1+£,2+3¢t,3 —t) palinjen ligger pa
normalen till planet genom punkten P, och eftersom n: (1, —1,1) &r en riktningsvektor
for normalen far P’ koordinaterna (1+f+s,2+3t —s,3 —t+s). Se figur 23. Spegelbilden
har vidare samma avstadnd till planet som P, och detta medfor att mittpunkten M pa
strackan PP’ ligger i planet. Mittpunktens koordinater (1 +t + 35,2+ 3t — 15,3 — t + 35)
satisfierar med andra ord planets ekvation. Vi far

(1+t+3s) —(2+3t—35)+(B—t+35)+4=0,

vilket ger s = 2t —4. Punkten P’ har sdledes koordinaterna (—3+3t,6+t, —1+t), och detta
betyder att spegelbilden till linjen ¢ &r en linje med ekvationen x; = =3 +3t, xo =6 +1,
X3 = —1+t. a

Al

Figur 23 Figur 24

EXEMPEL 4. Bestim den gemensamma normalen till linjerna

xXx1= 6+t x1= 7-—2t
612 Xy = 1+t och 621 Xy = —6+2t .
.’X3=—1—t X3=—13+4t

Losning: Lat ¢ vara en linje som skar den forsta linjen i punkten A: (6 +t,1+¢,—1 — 1)
och den andra linjen i punkten B: (7 —2s, —6+2s, —13+4s). Se figur 24. Riktningsvektorn

v = AB for linjen ¢ har koordinaterna (7—2s—(6+t), —6+2s—(1+t), —13+4s—(—1—t)) =
(=2s —t+1,2s —t — 7,45 +t — 12). For att ¢ skall vara en gemensam normal till de
bada linjerna ¢; och ¢, maste riktningsvektorn v vara vinkelrdt mot de bada sistnimnda
linjernas riktningsvektorer, dvs. motsvarande skaldrprodukter skall vara noll. Detta leder
till ekvationssystemet

—2s—t+1+2s—t—7—(4s+t—12)=0
—2(—2s —t+1)+2(2s —t —7)+4(4s+t —12) =0,

som efter forenkling reduceras till

{—45 —3t=-6
24s +4t = 64
med losningen s = 3, t = —2. Den gemensamma normalen gar saledes genom punkterna
A:(4,—1,1) och B: (1,0, —1), och dess ekvationen dr x; =4 —3t, x, = —1+t, x3 =1—2¢.

O

Vinklar. D4 tvd linjer skér varandra bildas tva vinklar vid skdrningspunkten. Den icke-
trubbiga vinkeln 6 av dessa bdda vinklar kallar vi vinkeln (i bestimd form) mellan de
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bada linjerna. Om linjernas riktningsvektorer dr v; resp. vy, sd blir vinkeln 6 bestimd

av att
cosf = ’vl‘vﬂ

vi][val]”

Vinkeln mellan tva skdrande plan dr lika med vinkeln mellan tvd normaler till planen
fran en punkt pa skiarningslinjen.
EXEMPEL 5. Bestdm vinkeln mellan planet x; +2x, +2x3 +4 = 0 och planet 2x; —2x, —
X3 — 3=0.
Losning: Vektorerna ni: (1,2,2) och ny: (2, —2, —1) dr normalvektorer till de tva planen,
varfor vinkeln 6 mellan planen bestdms av sambandet

cosf = -1y = | =4 :é.
’annz‘ 3-3 9

Vinkeln blir darfor arccos % ~ 63,6°. O

Avstandet fran en punkt till ett plan. Med avstandet fran en punkt A till ett plan menas
det kortaste avstandet fran A till ndgon punkt P i planet. Med hjilp av Pythagoras sats
far man latt att det kortaste avstandet erhdlles da P &r fotpunkten for normalen frdn A
till planet.

Sats 7.2 Avstindet frin punkten A: (a1,az,as) till planet Ci1x1 + Coxp + Caxz + D =0 dr

’C]ﬂ1 + C2612 + C3a3 + D‘

\/C2+C3+C3

Bevis. Normalen genom A till planet har ekvationen x; = a; + Cif, xo = ay + Cof,
x3 = a3 + Cst. Parameterviardet ¢( for normalens skarningspunkt P med planet satisfierar
ekvationen

C1(ﬂ1 + C1t0) + C2(ﬂ2 + C2t0) + C3(ﬂ3 + C3t0) +D =0.

Haérav fas
C]LZ] + CzﬂZ + C3El3 +D

C2+C3+C3

tg =

Avstandet |AP| frén A till planet dr darfor enligt avstdndsformeln lika med

’C]ﬂ1 + C2ﬂ2 + C3IZ3 + D‘

\/C2+C3+C3

V/(Cito)? + (Cato)? + (Csto)? = |to|/C2 + C3 + C3 =

OVNINGAR
29. Berdkna avstandet mellan planen 2x; +x, —2x3+1 =0 och 2x; + x, —2x3+7 = 0.

30. Berdkna avstdndet mellan de korsande linjerna x; = 1+¢, x, = 3—2t, x3 =1 —2f och x; = 4¢f,
X2 24—2t, X3=—2—5t.

31. Bestdm vinkelrdta projektionenavlinjen x; = 1+t, x, = 2—t, x3 = f pa planet 2x1+x,—3x3+2 =
0.

32. Bestdm i rummet ¥ en ON-bas som har tva av sina vektorer utefter planet 2x; — x, +2x3 = 0.
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8 Basbyte

En vektors koordinater beror forutom av vektorn ocksd av basen; om man byter bas sa
dndras koordinaterna. Vi skall utreda sambandet och borjar med ett exempel.

EXEMPEL 1. Antag att e;, e, dr en bas for vektorerna i ett plan, och 14t e/, e, vara
vektorerna med koordinaterna (2, —1) och (—3,2). Eftersom vektorerna e} och e} inte
ar parallella bildar de en ny bas. Vi skall bestimma sambandet mellan koordinaterna
(x1,x2) ibasen e;, e, och koordinaterna (x}, x5) i den nya basen e}, €, for en godtycklig
vektor x.

Genom att substituera

ef= 20—
e, = —3e; +2e;

i ekvationen
X = x1€1 + Xpep = Xj€] + xje)

far vi

X1€1 + Xpep = x§(2e1 — 62) + xé_(—3e1 + 282)
= (2x] — 3x))e; + (—x] + 2x))e;.

Eftersom koordinaterna i en given bas ar entydigt bestdimda, foljer det att

x1 = 2x) — 3%
Xp = —x) +2x5.

Detta samband uttrycker de gamla koordinaterna i termer av de nya. Genom att 16sa
systemet ovan med avseende pd variablerna x}, x5 erhéller vi ocksa systemet

xj =2x1 +3x2
Xy = x1+2x,
som explicit uttrycker de nya koordinaterna i termer av de gamla. O

Exemplet ovan kan generaliseras och vi far da foljande allmédnna resultat, som vi
formulerar i det tredimensionella fallet.

Sats 8.1 Lit ey, ey, e3 vara en bas for vektorrummet V', och lit e}, e}, e} vara tre vektorer
med koordinaterna (ai1,a2,a31), (a12,a2,a32) resp. (a13,a23,a33). (Observera numreringen!)
Sdtt
a1 di2 413
A= |axn axn ax
sz dsy  as3

Da bildar vektorerna €', €}, eg en bas for V om och endast om matrisen A dr inverterbar, i
vilket fall sambandet mellan koordinaterna x = [x1 x» x3 1" i basen e1, e,, e3 och koordinaterna
x'=[x] x x5] ibasen €|, €}, e, for en vektor x iir

x = Ax'.
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Anm. Har och i fortsattningen uppfattar vi alltsa koordinaterna som en kolonnmatris dér sa &r
lampligt. Matrisen A kallas transformationsmatrisen vid byte fran koordinaterna (xi,x),x3) till
koordinaterna (xi, x2, x3) eller frdn basen e}, e}, €} till basen e, e, e3.

Bevis. Vektorerna e}, e), e} bildar en bas om och endast om det for varje vektor x finns
entydigt bestimda tal (x], x5, x3) sd att

X = X1€1 + Xo€) + X3e3 = X|€] + xhe) + x5e;
! / /
= xy(ajer +axiey + azjez) + xp(appe; + axpe; +axpes) + x3(a;zeq + aer + aszes)
! ! / / ! / / / /
= (auxl + a12Xy + (113)(3)61 + (a21x1 + a22Xo + (123)(3)62 + (a31x1 + a3 Xy + (1333(3)63.

Eftersom koordinaterna med avseende pa basen e;, e;, e; dr unika, dr detta krav ekvi-
valent med att ekvationssystemet

— / / /
X1 =a11Xq +a12X, + a13X3
— / / /
Xp = d1Xq +axnX, +a23X;
— / / /
X3 = d31X7 + aA32X) + 433X35

skall ha entydig 16sning for varje vansterled (x1, x2, x3). Nodvandigt och tillrackligt for
detta &r att matrisen A dr inverterbar. Samtidigt ger systemet ovan sambandet x = Ax’
mellan de olika koordinaterna. O

Byte mellan ON-baser; ortogonala matriser. Antag nu speciellt att e;, e, e3 dr en ON-
bas, och 1dt som ovan A vara transformationsmatrisen vid 6vergangen mellan baserna.
Under vilka villkor pa matrisen A ar ocksa dennyabasen e, €, e; en ON-bas? Eftersom

N
€;-€; = M;d1j + Azidyj + A3iasj,

blir tydligen e}, €}, e; en ON-bas om och endast om

1) {1, fori=j
ai1ia1; + Apidn; + AzjAz; = . X
1itt1j 2i12j 3ik3j 0, fbrz#],

dari, j=1,2,3.

Definition 8.2 En matris
ajn a2 a3
A= |axn axn a3

az1 asy 4ass

som uppfyller villkoret (1) kallas en ortogonalmatris. Ortogonalmatriser av ordning 2
definieras pa motsvarande sétt.

Sammanfattningsvis galler alltsa.
Sats 8.3 Antag att e1, e, ez ir en ON-bas for vektorrummmet V', och lit e}, €, €} vara en

annan bas. Dd ir e}, €}, eg en ON-bas om och endast om transformationsmatrisen A i sats 8.1
dr en ortogonal matris.

Eftersom elementet c;; pa plats 7,j i matrisen A'A &r
Cij = A1id1j + Azifzj + A3ia3;,

blir villkoret (1) ekvivalent med att
A'A=E.

Detta ger oss foljande viktiga resultat om ortogonala matriser, som naturligtvis ocksa
galler for matriser av ordning 2.
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Sats 8.4 En ortogonal matris A iir inverterbar och A~' = A'. Den inversa matrisen ir ocksd
ortogonal.

Bevis. Av A'A =E foljer att A~! = A'. Vidare blir (A™')!A"1 = A"A"1= AA"1=E, <&
inversen A~! dr ocksd ortogonal. ad

EXEMPEL 2. Matriserna

R, = cosf —sinf
7 | sinf cosh

ar ortogonala for varje vdarde pa vinkeln 6, ty

(cos 0)? + (sin6)? =1,
(—sin6)? + (cos0)? = 1 och
—cosfsinf +sinfcosf = 0.
Det foljer att

R91=|: cos @ sm@} _R., .

—sinf® cos6

EXEMPEL 3. Matrisen

WIN WIN W=
WIN W= WIN
W= WIN WIN

ar ortogonal, som ldsaren ldtt kan verifiera. Det foljer att

N
~

1., 2.
X1 = §x1 + §x2 + 33(3
2.7 1.7 2./
2.0 2.0 1.
X3 = §x1 — §x2 + §X3
beskriver ett koordinatbyte mellan tvda ON-baser. O

Byte av koordinatsystem i det euklidiska rummet. En punktskoordinater beror férutom
av basvektorerna ocksd av valet av origo. Sambandet mellan en punkts koordinater i olika
koordinatsystem beskrivs i ndsta sats, som dr ett enkelt korollarium till sats 8.1

Sats 8.5 Antag att punkten O’ har koordinaterna b = [by by by | med avseende pd koordinat-
systemet O, eq,ey,e3, samt att A dr transformationsmatrisen vid dverging frin basen e}, €},
e} till basen eq, ey, e3. Sambandet mellan en punkts X koordinater x = [x1 X2 X3 1" i koor-
dinatsystemet O, eq,e;,e3 och koordinater x' =[x} x} x} I"i koordinatsystemet O', €}, €}, €,
dr da

x=Ax"+b.

) N T
Bevis. Vihar OX = OO’ + O’'X , och motsvarande vektorer har koordinaterna x, b resp.
Ax" ibasen eq, e;, e3, varfor x = b + Ax’. O

OVNINGAR

33. Ett plan har ekvationen x; + 3x, — 4x3 = 2 med avseende pé ett koordinatsystem. Man infor
nya basvektorer ej: (3,1,1), e5:(1,2,4), e;:(2,1,3) och ett nytt origo O’: (4,2,1). Bestim
planets ekvation i det nya koordinatsystemet.

34. Visa att produkten av tva ortogonala matriser &dr ortogonal.
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9 Kongruensavbildningar

Med en kongruensavbildning menas en avbildning som &r definierad pa det euklidiska
rummet och avbildar varje omrdde M pa ett kongruent omrdde M’. Man kan visa att
alla kongruensavbildningar dr sammansatta av translationer, rotationer och speglingar.
Det finns dédrfor anledning att beskriva dessa tre enkla klasser analytiskt.

Om vi fixerar ett origo O i rummet, svarar varje punkt X en-entydigt mot en vektor

X = O_—}? En avbildning definierad pd det euklidiska rummet av punkter kan darfor lika
gdrna uppfattas sdsom en avbildning definierad pd vektorrummet V. Vi kommer att
anvanda oss av bada tolkningarna.

Translation. Translationerna, eller parallellforflyttningarna, definierades i avsnitt 2, dar
vi till och med identifierade translationer med vektorer. Den mot vektorn a svarande
translationen T,: V — V definieras av att

T,x =x+ a.

Sambandet mellan koordinaterna for vektorn x och koordinaterna for den translaterade
vektorn y = T,x &r

Y1 =X1+a1
Yo =X +4ap
Y3 = X3 +43.

Rotation. Vi borjar med att betrakta rotationer kring origo O i ett plan. Lat vridnings-

vinkeln vara 6. Om x = O—X> , s& ar den roterade vektorn Rx = (W) , ddr punkten Y ar
bestamd av att |OY| = |OX| och av att vinkeln mellan OX och OY 4r 6 mitti positiv led.
Tv& vinklar 6 och 6’ ger uppenbarligen upphov till samma rotation om och endast om
6’ — 6 ar en multipel av 360°.

€
x
/D

€1

Figur 25
Rotation vinkeln 6.

Man kan beskriva rotationerna i planet analytiskt med hjdlp av matriserna

Ry = cosf —sinf
9= 1 sinf cosh
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Sats 9.1 Ldt R vara plan rotation vinkeln 6. Om vektorn x har koordinaterna x = [x1 X2 I
med avseende pd given ON-bas, sd har den roterade vektorn y = Rx koordinaterna y = [y1 y2]',
diir

y= Rgx .

Bevis. P4 grund av definitionen av sinus och cosinus kan vi skriva

(x1,x2) = (rcosw, rsina),

dér r dr langden av vektorn x och a dr den vinkel som vektorn bildar med den forsta
basvektorn. Koordinaterna for den roterade vektorn ar

(y1,2) = (rcos(6 + a),rsin(6 + a))
= (r(cos 6 cosa — sin 0 sin &), ¥(sin 6 cos & + cos 6 sin zx))
= (x1 cos0 — xpsin 6, x; sin 6 + x; cos 0).

Pa matrisform blir detta y = Ryx. O

EXEMPEL 1. Vid rotation 60° kring origo i ett ON-system avbildas en punkt med
koordinaterna (x1, x») pa punkten (y1,y,), dar

— 1 3
= dn—
— V3 1
yz—%xl + 35X U

Vi overgar nu till rotationer i rummet. En rotation i rummet har en rotationsaxel,
och det dr naturligtvis ingen inskrankning att anta att origo ligger pa rotationsaxeln. Vi
kan da specificera rotationsaxeln genom att ange en nollskild vektor n som &r parallell
med axeln. En rotation R kring n roterar vektorer som ar vinkelrdta mot n en given
vinkel 6 enligt beskrivningen ovan for plana rotationer, medan vektorer som &r parallella
med rotationsaxeln lamnas ordrda, och godtyckliga vektorer x avbildas enligt superpo-
sitionsprincipen, dvs. om x = x; + X2, dédr x; &r vinkelrdt mot och x, dr parallell med
rotationsaxeln, sa 4r Rx = Rx; + Rxy = Rxy + Xp.

Rx
X

|
|
n | |
I I

OF —I-~
\Na ,ﬁJ

Figur 26

Rotation kring en axel.

Rotationer i rummet kan beskrivas analytiskt med hjdlp av matriserna

cosf —sinf 0
Rg=|sinf cosf® O
0 0 1

(Vi anvander samma beteckning som i det plana fallet eftersom det framgér av samman-
hanget vilken matris som avses.) Av beskrivningen av plana rotationer foljer omedelbart
foljande resultat.
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Sats 9.2 Ldt R vara en rotationen i rummet vinkeln 0 kring es, dir e;, ey, ez ir en ON-bas,
och lit x vara en vektor med koordinaterna x = [x1 x» x3]'. Dd har den roterade vektorn y = Rx
koordinaterna
y= Rgx .
O

Matrisen Ry, som beskriver sambandet mellan en vektors och den roterade vektorns
koordinater, kallas rotationens matris med avseende pd den givna ON-basen.

Resultatet i sats 9.2 dr speciellt sdtillvida att rotationsaxeln sammanfaller med en av
basvektorerna. Detta kan man emellertid alltid 4stadkomma genom ett basbyte. Genom
att ta hansyn till hur koordinaterna transformeras under basbyte far man da foljande
uttryck for matrisen till en rotation kring en godtycklig axelriktning (och med avseende
pé en godtycklig bas).

Sats 9.3 Ldt R vara en rotation vinkeln 6 kring en godtycklig vektor, och ldt v, vo, v3 vara en
godtycklig bas for V. D finns det en inverterbar matris A sd att sambandet mellan koordinaterna
x for en vektor x och koordinaterna y for den roterade vektorn y = Rx ges av

y=ARgA 'x.

Bevis. Lat eq, ey, e3 vara en ON-bas vald s att e3 ligger utmed rotationsaxeln. Om x’
och i’ betecknar koordinaterna for x resp. y med avseende pa basen eq, e;, e3, sa finns
det enligt sats 8.1 en inverterbar matris A sa att x = Ax’ och y = Ay’, och sats 9.2 ger
y' = Rox’. Det foljer att y = Ay’ = ARgx’ = ARp A~ 'x, vilket bevisar satsen. O

EXEMPEL 2. En kub med ett horn i origo och de tre grannhodrnen i punkterna (1,0, 0),

(0,1,0) och (0,0,1) vrids 180° kring rymddiagonalen x; = x, = x3 = t. (ON-system
forutsatts.) Var hamnar hornet (1,0, 0) efter rotationen.

0,0,1)

AN
N
N
0,00 <Z A - 01O

e ~
~

(1,0,0)

Figur 27

Losning:  Vivéljer enny ON-bas e}, €}, €5 med den tredje basvektorn utefter rymddiago-
nalen. De bada andra basvektorerna maste dd vara parallella med planet x; + x, + x3 = 0.
i Pl 1 ro( L1 2 roe 11
Man verifierar enkelt att e]: (\/-, \/5,0), e): (\/g' N \/6) och ej: (\/3, 7 \/g) duger.

Transformationsmatrisen ar

med A l=Al=

hS

Il

|
S S i
S S 5
S 5 5
S S S
S 5 S
S5 o
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Rotationens matris dr i den nya basen

-1 0 0

Rigo.=| 0 -1 0

0 0 1

och i den ursprungliga basen

-1 2 2
3 3 3
ARigpA'=| 5 -3 3
2 2 _1
3 3 73

En punkt med koordinaterna (x1, x2, x3) avbildas saledes pa punkten (y1, y2, y3), dér

1 2 2

1 = —3X1 + 3X2 + 3X3
_ 2 1 2
y2 = gX] — §x2 + §X3
_ 2 2 1
Y3 = §X1 + §X2 — §X3.

Speciellt avbildas alltsa hornet (1,0, 0) pa punkten med koordinaterna (— %, %, %) . O
Spegling. Med spegelbilden Y = SX av en punkt X: (x1,x2,x3) i ett plan menas den
punkt Y: (y1,Y2,¥3) pa normalen fran X till planet som ligger pa motsatt sida och pa
samma avstdnd fran planet som X. For spegling i x1x;-planet med avseende pa ett

ON-system giller saledes

nh= x
Y= X2
Ys=—Xx3

vilket pa matrisform kan skrivas y = Sx, ddr x och y dr punkternas koordinater som
kolonnvektorer och

J1 0 o0
S=|0o 1 o0
0 0 -1

En spegling i ett godtyckligt plan kan latt reduceras till fallet ovan. Antag att S ar
en spegling i planet 77, att origo ligger i planet samt att koordinaterna x och y for X och
Y = SX ges med avseende pd en godtycklig bas e;, e;, e3. Vilj en ny ON-bas e}, €}, €}
sa att de tva forsta basvektorerna ar parallella med planet och e} &r vinkelrdt mot planet.
Lat A vara transformationsmatrisen vid basbyte frin e}, €}, €} till e, e, e3. Om x” och
y" betecknar koordinaterna i det nya koordinatsystemet, sa har vi féljande samband:

x=Ax, y=Ay och y =S¥,

varav foljer att y = ASA~1x. Sambandet mellan punktens och den speglade punktens

koordinater formedlas sdledes av matrisen ASA™!, som kallas speglingens matris med
avseende pa basen e, e;, e3.

EXEMPEL 3. Bestdm koordinatsambandet vid spegling i planet x; — x, — 2x3 = 3.
Koordinatsystemet forutsitts ortonormerat.

Losning: Det enklaste l1osningen far man genom att utga fran definitionen av en spegling
och resonera som i Ex. 3 i avsnitt 7, ddr vi bestimde spegelbilden av en linje. Det
ar emellertid instruktivt att folja gdngen i resonemanget ovan, sa darfor viljer vi en
alternativ losningsmetod. Vi borjar med att vilja en punkt i planet, t.ex. punkten A
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med koordinaterna a2 = [3 0 0] som nytt origo, samt en ny ON-bas e, €}, e, med e}
och e} parallella med planet och e} vinkelrdt mot planet. Lisaren kan l4tt kontrollera
ro L 1 ro 1 11 ro( 1L 1 2
att vektorerna ej: (\/5, \/—,O), e): (\/—, Vel \/3) och ej: (\/—, NG \/g) duger. Detta
innebér att transformationsmatrisen vid 6vergdng fran den nya basen till den gamla blir

11 1
V2 V3 Ve
A= | L L L
T V2 V3 NG
o L _2
V3 Ve

Om punkten X och spegelpunkten Y = SX har koordinaterna x och y i den ursprungliga
basen och koordinaterna x” och y’ i den nya basen, sa rader darfor foljande samband:

x=a+Ax, y=a+Ay och y =S5,

vilket ger
y=a+ASx' =a+ASA ' (x —a)=a — ASA la+ ASA x.

Eftersom matrisen A &r ortogonal far vi

1 1 0
V2 V2
1t | L 1 1
AT=A=15 "5 A
4 1 _2
Ve Ve o e
En enkel utrdkning ger att

. 503 3

-1 _ 2 _2

ASAT' = |3 5 -3

2 _2 _1

3 3 3

Det sokta koordinatsambandet blir darfor

yi= 1+3(Q2x +x+2x3)
Y2 = -1+ %(xl +2X2 — 2X3)
Yz =—2+3(2x; — 2x; — X3) g

OVNINGAR
I samtliga 6vningar forutsétts koordinatsystemet vara ortonormerat.
35. Bestdm matrisen for spegling i planet x; + x + x3 = 0.
36. Punkten (1,3,5) avbildas vid spegling i ett plan genom origo pa punkten (3,5,1). Bestdam
det speglande planets ekvation, speglingens matris samt spegelbilden av punkten (3,2,1).
37. 1 planet betecknar S; spegling i linjen x, = v/3x; och S, spegling i linjen x, = x;. Visa att
den sammansatta avbildningen S,S; 4r en rotation och bestam rotationsvinkeln.

38. Bestdm matrisen for rotation 60° kring linjen x; = x = x3.

10 Determinanter av ordning 2 och 3

I det hér avsnittet skall vi definiera determinanter av ordning 2 och 3 samt utveckla sa
mycket determinantteori som behdvs for begreppen area, volym och orientering.
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Definition 10.1 For reella 2 x 2-matriser

<[]
X2 Y2

definieras determinanten det A eller

X1 W
X2 Y2
som det reella talet
X1Y2 — X2Y1.

EXEMPEL 1. Iforegdende avsnitt visade vi att matriserna

R, = cosf —sinf
7 | sinf cosh

svarar mot plana Vridningar. Determinanterna av dessa matriser ar

cosf —sinf
sinf cos@

‘:c0529+sin29:1. O

Sats 10.2 Determinanten av 2 x 2-matriser har foljande egenskaper:
(a) Determinanten byter tecken nir de tvd matriskolonnerna byter plats:

X1 W
X2 Y2

__ |y x
Y X

(b) Determinanten dr lika med noll om de tvd kolonnerna dr lika:

X1 X1
X2 X2

(c) Determinanten dr linjir med avseende pd matriskolonnerna. Exempelvis ir

ax1+Pz1
KXo +‘BZ2 Y2

X1 N
X2 Y2

Z1 N
Z2 Y2

+p

(d) Determinantens viirde indras inte om en godtycklig multipel av den ena kolonnen adderas
till den andra. Exempelvis dr

X1 N
X2 Y2

X1+ayr Y1
Xo+a&Yr Yo

(e) Determinantens virde dndras inte om matrisen transponeras:

det A" = det A.

Anm. Av (e) foljer att alla determinantegenskaper som galler for kolonner ocksa géller
for rader. Exempelvis dr determinanten lika med noll om de tvé raderna &r identiska.

Bevis. Man verifierar litt de fem identiteterna genom att rdkna ut forekommande de-
terminanter med hjdlp av determinantdefinitionen och jamfora vanster- och hogerleden.
Detta ldmnas som enkel 6vning at ldsaren. Man bor emellertid observera att (b) dr en
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konsekvens av (a). Om vi sédtter y = x i (a) sd uppfyller ndmligen den resulterande
determinanten D ekvationen D = —D, dvs. D =0.
Vidare foljer egenskap (d) av (b) och linearitetsegenskapen (c), ty

Xitayr yi|_ | X1 Wi +a i yi|_|*x1 W 40 0
X2+a&Y2 Y2 X2 Y2 Yo 2 X2 Y
Definition 10.3 For reella 3 x 3-matriser
X1 Y1 21
A= X2 ]/2 V)
X3 Y3 Z3
definieras determinanten det A eller
X1 Y1 1
X2 Y2 Z2
X3 Y3z Z3

som det reella talet

X1Y22Z3 + X2Y3zy1 + X3Y122 — X1Y322 — X2Y123 — X3Y2Z27.

Varje produkt x;y;zx i ovanstdende summa innehaller ett element fran varje kolonn
och samtidigt ett element fran varje rad; eftersom det finns 6 permutationer av radindex
1, 2, 3 blir det 6 termer i summan. Dessutom skall varje produkt forses med ett tecken
enligt ett viss monster: permutationerna (1,2,3), (2,3,1) och (3,1,2) ger plustecken me-
dan ovriga tre ger minustecken. For att fa en bekvdam minnesregel kan man anvianda
Sarrus regel: upprepa forsta och andra kolonnerna efter den tredje och dra de sex "diago-
nalerna" enligt figur 28. Diagonalerna som lutar snett nedat hoger svarar mot produkter
med plustecken, och diagonaler som lutar snett uppat hoger svarar mot produkter med
minustecken.

+ + + - - =
N N N/ /U
X1 Yoz | x1 N
N X /

Xo Y2 zZp | X2 Y2
/S X AN

X3 Ys zz3 | X3 Y3

Figur 28
Sarrus regel.

En 3 x 3-determinanten kan uttryckas som en summa av determinanter av ordning
2 pa foljande vis:

Sats 10.4 (Utveckling efter tredje kolonnen)

X1 Y1 Z1
X2 Y2 22| =27
X3 Yz Z3

X2 Y2
X3 Y3

X1 N1
X3 Y3

X1 N1
X2 Y2

—Z + Z3
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Bevis. Genom att i determinantdefinitionen para ihop de tva termer som innehaller z,
de tva termer som innehaller z; och de tva termer som innehéller z3 far vi foljande uttryck
for determinanten i vinsterledet:

z1(x2y3 — x3Y2) — z2(x1Y3 — X3Y1) + 23(X1Y2 — X2Y1)

Termerna inom parentes svarar nu mot determinanter av ordning 2 precis somihogerledet
av satsen. O

Genom att istdllet para ihop de sex termerna tva och tvd med avseende pa x; far
man en formel for utveckling efter den forsta kolonnen, och hopparning med avseende
pa y; ger en formel for utveckling efter andra kolonnen. Lésaren uppmanas att sjalv
upptdcka dessa formler som 6vning.

Foljande egenskaper for determinanter av ordning 3 dr direkta generaliseringar av
motsvarande egenskaper i sats 10.2 for determinanter av ordning 2.

Sats 10.5
(a) Determinanten byter tecken niir tvd godtyckliga kolonner byter plats. Exempelvis dr

X1 Y1 1 Z1 1 o
X2 Y2 Z2|=—|22 Y2 X2
X3 Yz Z3 23 Ys X3

(b) Om tvd kolonner dr identiska sd ir determinanten lika med noll.
(c) Determinanten dr linjir med avseende pd varje kolonn. Exempelvis ir

aui+px1 Y1 71 ur Y1 21 X1 Y1z
1475 +‘BXZ Yo Zop|=a|Up Y2 Zp|+ ‘B X2 Y2 2o
auz+Pxs Y3 zs us Yz 23 X3 Y3 z3

(d) Determinanten dndras inte om en godtycklig multipel av en kolonn adderas till en annan

kolonn.
(e) Determinanten av en triangulir matris dr lika med produkten av diagonalelementen; exem-
pelvis ir
X1 0 0
X2 Y2 0| =x1122s.
X3 Yz Z3

Speciellt idr alltsd  detE = 1.
(f) Determinantens virde dndras inte om matrisen transponeras:

det A" = det A.

Bevis.  (a), (c) och (f) foljer genom direkt utrdkning av forekommande determinanter, och
precis som for determinanter av ordning 2 foljer egenskap (b) av (a) och egenskap (d)
av (b) och (c). Slutligen foljer (e) genom direkt utrdkning; alla produkter utom x1y,z3 ar 0.

O

Réakneregel (f) innebér att alla determinantegenskaper som galler for kolonner ocksa
galler for rader. Rédknereglerna (a), (c) och (d) innebar att vi har fullstindig kontroll 6ver
hur en determinant fordandras nar vi utfér elementira radoperationer eller elementira
kolonnoperationer, och med sddana operationer kan en godtycklig matris 6verforas i en
trianguldr matris. Vi illustrerar med ett exempel.
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EXEMPEL 2. Det dr naturligtvis ingen konst att berdkna determinanten

D =

W N =
O = N
R O\

direkt med hjdlp av Sarrus regel, men vi kan ocksa anvdnda sats 10.5 for att forenkla
determinanten. Addera forst den forsta kolonnen multiplicerad med —2 till den andra
kolonnen och multiplicerad med —1 till den tredje kolonnen; detta fordndrar inte deter-
minantens virde, dvs.

Det finns inget naturligt samband mellan determinanten for en summa av matriser
och de ingdende matrisernas determinanter. For produkter har vi daremot foljande enkla
samband.

Sats 10.6 Om A och B dr kvadratiska matriser av samma ordning sd dr

det AB=detA -detB.

Bevis.  Att verifiera formeln genom att bara utnyttja definitionen av matrisprodukt och
determinant dr inte ndgon rekommendabel metod, ty vansterledet kommer f6r matriser
av ordning 3 i sa fall fore forenkling att vara en summa av 162 termer, och varje term ar en
produkt av 6 element. Determinanten i vdnsterledet bor darfor forst forenklas med hjalp
av satserna 10.2 resp. 10.5. Vi nojer oss hér att utfora detta for matriser av ordning 2.

ay by X1 W _|axi +bixy ayr + by

det =
a; by X2 Y2 axx1 +baxa  azy1 + boyr

a; @ a1 b by a 1 by
= + + +
X1Y1 i X1Y2 4 by X2Y1 by ay X2Y2 by by
a1 b a1 b a1 b x
A B A LT A | R B

Sats 10.7 En kvadratisk matris A dr inverterbar om och endast om det A # 0, i vilket fall

det A~' =1/det A.

Bevis. Antag att inversen A~1 existerar. D3 4r pa grund av produktregeln for deter-
minanter detA - det A~! = det AA~! = detE = 1, vilket medfor att det A # 0 och att
detA™1=1/detA.

Antag omvant att A inte dr inverterbar. Genom att permutera rader i matrisen
och addera en multipel av en rad till andra rader kan vi overfora matrisen A till en
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radekvivalent trappmatris T, vars sista rad &dr en nollrad. Det foljer direkt av determi-
nantdefinitionen att detT = 0. Varje gdng rader permuteras byter determinanten tecken
och déd en multipel av en rad adderas till en annan dndras inte determinanterns vérde.
Foljaktligen dr det A = £detT =0. O

EXEMPEL 3. Enligt sats 9.3 beskrivs en rotation kring en godtycklig axel av en matris
av typen By = ARyA™!, dar

cosf —sinf O
Rg=|sinf cosf O
0 0 1

Utveckling utefter tredje kolonnen ger omedelbart att det Ry = 1, sa det foljer att
detBy =detA-detRy-detA ' =detA-1-(detA) !=1.

QOavsett vilken bas som anviands ar sdledes determinanten for matrisen svarande mot en
rotation lika med 1. O

EXEMPEL 4. Analogt beskrivs speglingar i plan av matriser av typen S = ABA !, dar

1 0 0

B={0 1 0

0 0 -1
Det foljer att detS = —1, oavsett vilken bas som anvdnds for att berdkna speglingens
matris S. O

Det ar ett valkant vardagligt faktum att det ar skillnad pé spegling och rotation. En
hogersko dr alltid en hogersko hur vi dn vrider och vander pa den, medan spegelbilden
av en hogersko ser ut som en vianstersko. Exemplen ovan visar att determinanten férmar
skilja pad hoger och vénster. I ndsta avsnitt skall vi utveckla detta vidare och infora
begreppet orientering.

Determinantvillkor for att vektorer skall bilda en bas. Lat e;, e;, e3 vara en given
bas for vektorrummet V. Om e}, e, e} ar tre vektorer i rummet med koordinaterna
(a11,a21,a31), (a12,a2,a3) och (ai3,az3,a33) (observera numreringen av koordinaterna),
sa definierar vi
ain a2 413
det(e], ey, e;) =detA = |ax axn ax
as1 dsz  4ass

Determinanten beror naturligtvis inte enbart av vektorerna e/, €}, e} utan ocksa av den
underliggande basen, men vi forutsitter att den &r fixerad en gang for alla.

Enligt sats 8.1 dr e}, e}, €} en bas om och endast om matrisen A 4r inverterbar,
och enligt sats 10.7 gédller detta om och endast om det A # 0. Vi far darfor f6ljande enkla
karakterisering av baser.

Sats 10.8 Vektorerna e, €}, €} ir en bas for vektorrummet V' om och endast om

det(ef, 3, €3) # 0.

P& motsvarande sitt sitter vi, om eq, e; dr en fix bas for rummet V,; av alla vektorer
som dr parallella med planet 7t och e/, €} &r tva vektoreri V; med koordinaterna (a1, a21)
resp. (a12,a2),
ain a4

det(e’, e)) = det A =
(e1,€3) b1
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Analogt med sats 10.8 far vi d4 foljande resultat:
Vektorerna e, €} ar en bas for vektorrummet V; om och endast om

det(e], e}) # 0.

EXEMPEL 5. Antag att vektorerna vy, vy, v3 har koordinaterna (1,2,1), (1, —1,1) och
(2,1,3). Da ar

1 1 2 1 0 0
det(V1,V2, V3) =12 —1 1/=|2 -3 =-3|=-3 #0
1 1 3 1 0 1
Vektorerna vy, v,, v3 bildar sidledes en bas for vektorrummet V. O

Sats 10.9 (Planets ekvation pa determinantform) Planet som dr parallellt med vektorerna
v: (v1,v2,03) och w: (w1, wo, w3) och gdr genom punkten A: (a1, ax,as) har ekvationen

X1 —ad1 01 W1
Xp —dp Uy Wy| = 0.
X3 —4az U3 W3

Bevis. Lat X: (x1, xp, x3) vara en godtycklig punkt och sitt u = X}?, som alltsa har koor-
dinaterna (x; — a1, xo — az, x3 — a3). Punkten X ligger i planet om och endast om vektorn
u &r parallell med planet, dvs. om och endast om u, v, w inte dr en bas for vektorrummet
V, och enligt foregdende sats dr detta ekvivalent med villkoret det(u, v, w) = 0, som ar
ekvationen i satsen. O

EXEMPEL 6. Planet genom punkterna (1,5,9), (3,4,2) och (6,5, 3) har ekvationen

xn—1 3—-1 6-—-1
Xx»—5 4—-5 5-5|=0,
x3—9 2—-9 3-9
vilket efter forenkling blir 6x; — 23x; + 5x3 + 64 = 0. O
OVNINGAR
39. Berdkna foljande determinanter
) 1 1 21 2 11 1 1 1
a)13‘ b) |3 6 1 o |2 1 3 d |a b ¢
2 41 5 a? b 2
40. Los ekvationerna
1 x 1 1 x 2
a) |2 1 3/=0 b) |1 2 4|=0
1 2 4 1 3 9

41. Haérled en formel for utveckling av en determinant efter férsta raden.

42. Bestam ekvationen for planet genom punkterna (0,1,2), (2,1,0) och (1,2, 3).

43. For vilka varden pa a &r vektorerna med koordinaterna (a,1,1), (2,1, —1) och (1,2, a) enbas.
44. Visa att om R vara en rotation i rummet sa dr det(Rv;, Rv,, Rv3) = det(vy, vo, v3).

45. Visa att om S dr en spegling sa ar det(Svy, Svy, Svs) = — det(vy, v, v3).
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11 Area, volym, vektorprodukt

Arean av en parallellogram. Vi sédger att tvd vektorer u och v spanner upp parallello-

grammen PORS om u = P—Q> ochv = ﬁ Parallellogrammen dr naturligtvis inte entydigt
bestamd av vektorerna, men alla uppspédnda parallellogrammer har férstds samma area.
For parallella vektorer u och v blir den uppspanda parallellogrammen degenererad och
arean ar noll.

Sats 11.1 Arean av en parallellogram som spinns upp av tvd vektorer u och v dr lika med

VIuPIvE — )2,

Bevis. Formeln stimmer om parallellogrammen &r degenererad, ty for parallella vekto-
rer u och v dr u-v = *|u||v|. S& antag darfor att vektorerna u och v bildar en riktig
parallellogram PQRS, och lat T vara fotpunkten pé sidan PQ for hojden fran hornet S.

Se figur 31.
S R
A v — Pyv /
P T u Q

Figur 31

For att berdkna hojden |TS| noterar vi v — Pyv = ﬁ, dér P,v ar den ortogonala projek-
tionen av av vektorn v pa vektorn u. Hojden ar darfor lika med |[v — Pyv|, och parallel-
logrammens area A dr foljaktligen lika med |u||v — P,v|. Eftersom P,v = (u-v)|u|2u

blir
uv | u-v uv)?
A2=|ufflv— —u| =[u?||v}-2—uv+ <—> lul?
|uf? |uf? uf?
= [uf*[v]* - (w-v). 0

Korollarium 11.2  Arean av en parallellogram som spinns upp av tvd vektorer w och v som ir
parallella med ett plan 7t dr lika med | det(u, v)|, dir determinanten beriknas med avseende pdi
en godtycklig ON-bas for rummet V. (av alla vektorer parallella med 7t.)

Bevis. Lat (uq,u,) och (v1,v,) beteckna vektorernas koordinater. Foregdende sats ger
nu

A? = (3 + 13) (0} + 13) — (U101 + Upva)? = U305 + UBVT — 2u 01U,

= (u10y — uzvl)z = (det(u, V))z. O

Orientering. Man kan inte ge en matematisk definition av begreppen hoger och vanster,
men med hjilp av determinanten kan man skilja pa hoger och vénster.
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Definition 11.3 Tva baser i rummet (eller planet) sdges ha samma orientering om trans-
formationsmatrisen vid byte fran den ena basen till den andra har en positiv determinant,
och olika orientering om determinanten dr negativ.

Anm. Det spelar naturligtvis ingen roll vilken av de bada transformationsmatriserna som vi be-
traktar eftersom den ena dr inversen till den andra och determinanten for inversen till en matris
har samma tecken som determinanten for matrisen. Daremot ar forstas ordningen mellan basvek-
torerna i de bada baserna vasentlig. Om vi kastar om ordningen mellan tva vektorer i en bas, sa far
vi en ny bas som inte har samma orientering som den ursprungliga.

Om tva baser har samma orientering sa dr det mojligt att kontinuerligt forandra den
ena basen sd att den — utan att upphora att vara en bas — 6vergar i den andra basen. Vi
gdr inte in pa beviset for detta hiar utan nojer oss med att betrakta ett enkelt exempel.

EXEMPEL 1. Lat (eq,ey) vara en ON-bas for vektorer i planet och 1at (f;, f,) vara den

bas som fds genom att definiera

fi = %(el +e)

f2 = %(—el + ez).

Dessa baser har samma orientering, ty determinanten for transformationsmatrisen &r

Observera att man far basen (f;, f;) genom att vrida basen (e;, e;) 45°, och vridning ar
naturligtvis en kontinuerlig forandring. a

Lika lite som man kan definiera hoger och véanster matematiskt kan man ge en
absolut matematisk innebord at begreppet positiv orientering, men precis som man kan
vélja en strdcka till enhetsstracka och sedan méta langden av andra stréckor relativt den,
kan man vélja en bas e, e,, e3 som referensbas och sedan ange orienteringen hos varje
annan bas f;, f,, f3 relativt referensbasen. Man sédger da att basen f;, f,, f3 &r positivt
orienterad om den har samma orientering som referensbasen, och att basen f;, f,, f3 dr
negativt orienterad om baserna har olika orientering.

I praktiska och fysikaliska tillimpningar viljer man som referensbas den bas e,
ey, e3 som fas genom att hdlla hogra handens tumme, pekfinger och langfinger utstrackta
med langfingret pekande upp fran handflatan; vektorerna e;, e;, ez dr da respektive
tummen, pekfingret och ldngfingret (och pekar i fingrarnas riktning). En bas som é&r
positivt orienterad relativt denna bas kallas ett hogersystem.

Definition 11.3 kan nu ges foljande formulering.

Definition 11.4 Basen f;, f,, f3 ar positivt orienterad relativt referensbasen om och
endast om

det(fl/ f2/ f3) > O/

dér determinanten berdknas med avseende pa referensbasen.

Bevis. Determinanten det(f;, f,, f3) 4r ndmligen lika med determinanten for transforma-
tionsmatrisen vid 6vergdng fran basen f;, f,, f5 till referensbasen. O

Analogt dr forstas en bas f;, f, for vektorer i ett plan positivt orienterad relativt en
referensbas om och endast om det(f{, f,) > 0.
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EXEMPEL 2. Basen e; — e, e, — e3, e; + 2e; — 4e3 dr negativt orienterad relativt
referensbasen e;, e, e3, ty motsvarande determinant &r

1 0 1
-1 1 2|=-1 O
0 -1 —4

Vektorprodukt. I det hidr delavsnittet behover vi begreppet orientering. Vi antar darfor
att ndgon bas for vektorrummet ) valts som referensbas och att andra basers orientering
ar relativt denna.

Definition 11.5 Lat u och v vara tva vektorer i rummet. Med vektorprodukten uxv av
vektorerna u och v menas den vektor som dr entydigt bestimd av foljande tre villkor:

(i) Langden |uxv| &r lika med arean av en parallellogram som spdnns upp av u och
V.
(ii) Vektorn uxv dr vinkelrdt mot sdvil u som v;
(iii) Ifall vektorerna u och v &ricke-parallella sa dr vektortrippeln u, v, uxv en positivt
orienterad bas.

Om vektorerna u och v &r parallella, sa dr den degenererade parallellogrammens
area noll, varfor villkor (i) ger att uxv = 0. I 6vriga fall innebér (ii) att vektorn uxv
ar en normalvektor till det plan som u och v spanner upp. Eftersom vektorns langd ar
bestamd av (i), bestaimmer de bada villkoren (i) och (ii) vektorn uxv entydigt sd nar som
till riktningen, och denna bestams av villkoret (iii).

Figur 32

Koordinaterna for vektorprodukten ges av foljande sats.

Sats 11.6  Antag att u och v har koordinaterna (u1, uy, us) resp. (vi,v2,v3) med avseende pa
en positivt orienterad ON-bas ey, e, e3. Dd ir

Uy 01
Uz 0y

Uy 01

es.
Uz 03 3

Formeln ovan dr analog med formeln for utveckling av en determinant efter den
tredje kolonnen. Vi anvdnder dérfor som minnesregel foljande skrivsétt for vektorpro-
dukten:

up 01 €
uUuxXv=|uUy 0y €
Uz 03 €3
Bevis. Om vi visar att vektorn
_|U2 02 U 0 Uy 01 e
Uz 03 Uz 03 Uy 0y 3
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uppfyller villkoren (i), (ii) och (iii) i definitionen av vektorprodukt, sa foljer det pa grund
av entydigheten att x = ux v, vilket visar satsen.
Lat A vara arean av den parallellogram som u och v spanner upp. Enligt sats 11.1
ar
A? = [uP|v]* — (u-v)* = (uf + 15 + u3)(0F + 05 +03) — (U101 + Up02 + U303)°

= ulv} + u%vg +usv + u%v% + u%v% + u%v% — 2U101U0y — 2U 101 U303 — 22UV U3T3

= (1203 — U302)” + (103 — U301)* + (U102 — Up01)
uip 7 2
Uz U

2
Uy 01
Uz v3

2
Uz 0y
Uz 03

= [x]2.

Detta visar att x har ratt langd.
Lat nu w vara en godtycklig vektor med koordinaterna (w1, w,, w3). Med hjdlp av
formeln for utveckling av en determinant utefter den tredje kolonnen far vi

U 01 Wi
w3 =|uUp vy wy|=det(u,v,w).
Uz U3 W3

Uy 0y
Uz 03

Uy 0
Us 03

Uy 0

(1) X-W = -

Om nu speciellt w = u, sa dr tva kolonner ovanstdende 3 x 3-determinant lika, varfor
x-u =det(u,v,u) =0

Detta visar att vektorn x dr vinkelrdt mot vektorn u, och analogt fas att den &r vinkelrat
mot v. Villkoret (ii) dr saledes ocksa uppfylit.

Antag slutligen att vektorerna u och v &r icke-parallella. Da dr x # 0, sd genom att
i(1) speciellt sdtta w = x far vi

det(u, v, x) = x-x = |x|* > 0.

Trippeln u, v, x &r sdledes positivt orienterad relativt basen e, e,, e3 och dirmed ocksa
relativt den givna referensbasen, sa vektorn x uppfyller 4ven det sista villkoret (iii). O

Korollarium 11.7 Ldit u, v och w vara tre godtyckliga vektorer. Di iir
(uxv)-w = det(u, v,w),
ddr determinanten forutsitts beriknad med avseende pd nigon positivt orienterad ON-bas.

Bevis. Detta dr bara en omskrivning av formeln (1) eftersom vi nu vet att x = uxv.
O

Genom att utnyttja koordinatframstillningen av i sats 11.6 visar man latt att f6ljande
rakneregler galler for vektorprodukten. Bevisen ldmnas som enkel 6vning.

Sats 11.8  For godtyckliga vektorer w, v, w och tal «, B giiller
(1) uxv=-vxu

(ii) (au + Bv) X w = a(uxw) + B(VvXW).

Observera speciellt att vektorprodukten inte 4r kommutativ.

Volym. Tre vektorer som inte ligger i ett plan spanner upp en parallellepiped. Volymen
av denna kan uttryckas med hjélp av determinanten pa foljande sitt.
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Sats 11.9  Volymen av en parallellepiped som spinns upp av vektorerna w, v, w dr lika med
| det(u, v, w)|, diir determinanten forutsiitts beriiknad med avseende pd en godtycklig ON-bas.

Bevis. Lat A vara arean av den parallellogram som spanns upp av u och v och lat h
vara parallellepipedens hojd. Da ar & lika med lingden av projektionen av vektorn w
pa en normalvektor till basplanet, och en sddan normalvektor d4r uxv. Se figur 33. Den
projicerade vektorn Py.,w ges av sats 6.6, och vi far darfor med hjalp av korollarium 11.7
foljande uttryck for volymen V':

V= Ah= |uxv|%]uxv| = |(uxv)-w| = | det(u, v, w)|.

(Basens orientering spelar inte ndgon roll eftersom vi tar absolutbeloppet av (uxv)-w.)

O
Figur 33
Volymen av en parallellepiped.
OVNINGAR
46. En triangel i planet har sina horn i punkterna (2,3), (5,1) och (4, —4). Bestdm triangelns
area.

47. Bestdam orienteringen hos basen e,, e; +e;, e; + e, + e3 relativt basen e;, e, e3.
48. Bestam orienteringen for varje permutation av de tre basvektorerna i referensbasen e, e;, e;.
49. ON-basen e, e;, e; forutsitts vara positivt orienterad. Berdkna e; xe;, e; X e3 och ez xe;.

50. Med avseende pa en positivt orienterad ON-bas har vektorerna u och v koordinaterna
(2,1,3) och (1,4,2). Bestim koordinaterna for vektorerna uxu och uxv.

51. Bestdm arean av triangeln med horn i punkterna (1, 2,3), (2,3,1) och (3,1,2).
52. Bestdm volymen av tetraedern med horni (0,0,0), (1,2,1), (2,1,2) och (3,4, 6)
53. Berdkna avstandet frdn punkten (2,1, 3) till linjen x; =1+, x, =3 —t, x3 =3 + 2¢.

54. Hirled en formel for avstandet fran punkten (by, by, bs) till linjen x1 = a3 + v1t, X2 = ap + vof,
X3 = as + vst.
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Losningsméangden till andragradsekvationen

n n
Z aijxix]- + Z bixi =C
i,j=1 i=1

i R”, dar vi forutsétter att den ingdende kvadratiska formen inte &r identiskt lika med
noll, kallas en andragradsyta om n > 3 och en andragradskurva om n = 2.

I kapitel 12 studerar vi ett antal specialfall av ekvationen i tvd och tre dimensioner,
och i kapitel 13 visar vi sedan att dessa specialfall beskriver samtliga andragradskurvor
och samtliga andragradsytor i det tredimensionella rummet. Specialfallen karakteriseras
av att de saknar blandade andragradstermer a;;x;x;, i # j, och innehéller hogst en linjar
term x;.

Kapitel 12 4r helt elementart, men for att forsta kapitel 13 krévs det att man beharskar
diagonalisering av kvadratiska former, ndgot som behandlas i grundldggande kurser i
linjar algebra.

12 Andragradskurvor och andragradsytor

12.1 Andragradskurvor
Ellipser. Andragradskurvan

dér a;, a; > 0, kallas en ellips. Kurvan dr symmetrisk med avseende pa bada koordi-
nataxlarna, som kallas ellipsens axlar, och med avseende pa origo, som kallas ellipsens
centrum. Ellipsen skdr axlarna i punkterna (441, 0) och (0, +a,) och ligger inom rektang-
eln |X1| < a, |X2| < a.

Den lingsta av de bdda strackorna mellan (—ay, 0) och (a1, 0) pa x; -axeln och mellan
(0, —a2) och (0, a2) pa x,-axeln kallas ellipsens storaxel och den kortaste kallas dess lillaxel.
Om a; = a, dr forstas ellipsen en cirkel med centrum i origo och radie a; .

I fortsdttningen antar vi att a, < a; sa att ellipsens storaxel alltsa ligger utefter

xp-axeln. Sdtt ¢ = y/a? —a3. Punkterna F; = (—¢,0) och F, = (¢,0) kallas ellipsens

brinnpunkter eller foci. For en godtycklig punkt P pa ellipsen dr |PF;| + |PF,| = 2a;, en
egenskap som karakteriserar ellipsen och brukar anvdndas for att definiera den geomet-
riskt. Ellipsen har vidare en viktig optisk egenskap; en ljusstrale som skickas fran den ena
brannpunkten reflekteras i ellipsen sd att att den gar genom den andra brannpunkten.
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Om P é&r en godtycklig punkt pd ellipsen sd dr med andra ord normalen till ellipsen i
punkten P en bisektris till vinkeln F; PF,.

Kvoten ay/a; &r ett matt pa ellipsens "platthet". Om kvoten &r lika med 1 ar
ellipsen en cirkel och ju mindre kvoten &r desto plattare &r ellipsen. Storheten e = c/a; =
/1 — (az/a1)? kallas ellipsens excentricitet; den miter avstdndet mellan brannpunkterna
relativt storaxelns langd. For excentriciteten géller 0 < e < 1. Cirkeln har forstas
excentricitet 0, och ju storre excentricitet desto plattare ellips.

P P
p
/ % r Z
Figur 34
Ellipsen, hyperbeln och parabeln karakteriseras
geometriskt av respektive villkoren

‘PF1|+|PF2‘ 2201, |PF1|—|PF2| = :t2a1 och |PF| =
IPA|.

Hyperbler. Andragradskurvan
X2 X3
2172
a? a2
1 2
kallas en hyperbel. Hyperbeln dr symmetrisk kring de bada koordinataxlarna, som kal-
las hyperbelns axlar, och kring origo, hyperbelns centrum. x;-axeln kallas hyperbelns
huvudaxel. Hyperbeln skdr huvudaxeln i i punkterna (+a;,0). Genom att skriva ekva-
tionen pd formen x3 = a3(x3 /a3 — 1), ser vi att hyperbeln bestdr av tvd sammanhéngande
delar eller grenar. Den ena grenen ligger i halvplanet x; > a; och mellan de bada réita
linjerna x, = %a,x1/a;, som ocksé dr asymptoter till hyperbeln. Den andra grenen fas
genom spegling av den forsta i x;-axeln.
Hyperbeln har geometriska och optiska egenskaper som motsvarar ellipsens. Punk-

terna F; = (—¢,0) och F, = (¢,0), dédr ¢ = /a2 + a3, kallas hyperbelns brinnpunkter eller

foci. For en godtycklig punkt P pé hyperbeln dr |PF;| — |PF,| = +2a;, vilket ockséd kan
anvandas for att definiera hyperbeln geometriskt. En ljusstrale som skickas fran hyper-
belns ena brannpunkt reflekteras av en godtycklig gren sa att stralen forefaller komma
frdn den andra brannpunkten. Om P ar en godtycklig punkt pa hyperbeln sa &r alltsa
normalen till hyperbeln i punkten P en yttre bisektris till vinkeln F;PF,.

Den synvinkel som en hyperbelgren upptar for en betraktare vars 6ga befinner sig
i origo dr lika med vinkeln mellan asymptoterna, och om denna betecknas med ¢, sé ar
tan¢/2 = ay/a; . Kvoten a,/a; miter siledes hyperbelns "platthet”, ju mindre kvot desto

plattare kurva. Kvoten e = ¢/a; = \/1 + (a2/a1)? kallas hyperbelns excentricitet.

Parabler. Andragradskurvan
X2 .
2
kallas en parabel. Den dar symmetrisk kring x;-axeln, parabelns axel, ligger i halvplanet
X > 0 och har sin topp i origo.
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Punkten F = (0,42/4) kallas parabelns brannpunkt och linjen x, = —a? /4 kallas
parabelns styrlinje. En godtycklig punkt pa parabeln har samma avstand till brann-
punkten som till styrlinjen, en egenskap som definierar parabeln. Aven parabeln har en
valkand optisk egenskap: en ljusstrale fran brannpunkten reflekteras av parabeln sd att
den reflekterade stralen blir parallell med parabelns axel.

Degenererade andragradskurvor. De likformiga ellipserna

krymper da parametern k gdr mot 0 ihop till en punkt, och vi far i gransldget den
degenererade andragradskurvan
x?  x2
1, 72

>t 5
ay a4

=0

som representerar punkten (0, 0). For att slippa undantagsfall kommer viibland att rdkna
punkter som degenererade ellipser.
Pa motsvarande satt degenererar hyperbler till andragradskurvan

som dr de tva skdrande linjerna (a;x, = fa5x;), och som vi ibland kommer att kalla en
degenererad hyperbel.

Forutom ovanstdende tva fall kallar vi dven foljande andragradskurvor, vars ekva-
tioner bara innehéller en variabel, for degenererade, namligen

2
il

2
ay

2
il

2
ay

=1 och =0.

Geometriskt betyder de forstas tva parallella linjer (x1 = %a;) resp. tvd sammanfallande
linjer (x1 = 0).

12.2 Andragradsytor

Ellipsoider. Andragradsytan
ML, 5

ai @ a3

kallas en ellipsoid. Ellipsoiden dr symmetrisk med avseende pa de tre koordinatplanen
och ligger inom parallellepipeden —a; < x; < a;. Om ett plan skér ellipsoiden, sa ar
skdrningsméngden en ellips; exempelvis skir planen x3 = b for |b| < a3 ellipsoiden

langs de likformiga ellipserna

x2 x5 , b?
2 a3 %’
Enmantlade hyperboloider. Andragradsytan
2,2 2
Xy X5 X
-
ap 4y a3

kallas en enmantlad hyperboloid. Ytan dr uppenbarligen symmetrisk med avseende pa de
tre koordinatplanen. Ytan kallas enmantlad pa grund av att den bestar av en samman-
hingande del. x3-axeln kallas hyperboloidens axel.
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Genom att skriva ekvationen pa formen

2
il

2
ay

b
a3
ser vi att den enmantlade hyperboloiden &dr obegrinsad och att planen x3 = b skar
ytan utefter likformiga ellipser, som &r minst da b = 0 och okar i utstrackning nér |b|
vaxer. Plan parallella med x3-axeln skdr hyperboloiden ldngs hyperbler (som ibland &r
degenererade). Exempelvis skar planet x, = b ytan langs kurvan

) 2 2
o5 _,
2 2 = ’
ay a3 as

som dr en dkta hyperbel for b # +a, och tva skdrande linjer for b = +a,.

>

& :

Figur 35
Ellipsoid, enmantlad hyperboloid och tvimantlad
hyperboloid.

Tvamantlade hyperboloider. Andragradsytan

kallas en tvdmantlad hyperboloid. Ytan dr symmetrisk med avseende pa koordinatplanen
och bestdr av tvd sammanhéngande delar, vilket forklarar ordet tvdmantlad. x;-axeln ar
hyperboloidens axel.

Genom att skriva om ytans ekvation som

2 2 2
L5 _N

2T 2T 5
a a3 @

ser vi att ingen del av ytan ligger inom bandet |x1| < a1, och att planen x; = b {or |b| > a3
skér hyperboloiden utefter likformiga ellipser, som vixer d& |b| véixer. Plan parallella
med x;-axeln skdr ytan utefter hyperbler; exempelvis skidr koordinatplanet x, = 0 ytan

utefter hyperbeln
2

2
q o4
a2 ak

1 3

Elliptiska paraboloider. Andragradsytan

2,2
a8
2 a2

1 B

kallas en elliptisk paraboloid. Ytan ligger i halvrummet x3 > 0 och dr symmetrisk med
avseende pd xqx3- och xyx3-planen, och dadrigenom foljaktligen ocksd med avseende pa
x3-axeln, som kallas paraboloidens axel. Plan som &r vinkelrdta mot paraboloidaxeln och
ligger i halvrummet x3 > 0 skdr paraboloiden utefter likformiga ellipser, och plan som
ar parallella med axeln skér den utefter parabler.
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Hyperboliska paraboloider. Andragradsytan

2
il

2
ay

2
%2

2
a3

— 2 =y,
kallas en hyperbolisk paraboloid. Ytan &r symmetrisk kring x1x3- och x,x3-planen och kring
x3-axeln, som kallas paraboloidens axel, men den har till skillnad fran den elliptiska
paraboloiden odndlig utstrackning i axelns bdda riktningar. De mot axeln vinkelrdta
planen x3 = b skar paraboloiden utefter hyperbler, som byter huvudaxel dd b passerar
0; for b = 0 ar skdrningskurvan tvd skdrande linjer. Plan som é&r parallella med axeln
skédr paraboloiden utefter parabler (utom planen a,x; + a1x, = ¢, som skér paraboloiden
utefter réta linjer).

Punkter. Om vi i ellipsoidens ekvation ersitter a; med ka; och later k g& mot O erhaller
vi foljande homogena andragradsekvation

2 2
1,5

2 2
a4

2
5

2
as

=0,

som forstas bara satisfieras av en punkt, origo, och som vi kan uppfatta som en degene-
rerad ellipsoid.

<

P
-
P

Figur 36
Elliptisk paraboloid, hyperbolisk paraboloid och
elliptisk kon.

Elliptiska koner. Den homogena motsvarigheten till den enmantlade hyperboloidens

ekvation ar
X2 X2 X2

1 2 3 _
1 2 3

Om denna ekvation satisfieras av punkten P = (x1, X, x3), sd satisfieras den ocksa av
punkterna (xit, x»t, x3t) for varje t. Geometriskt innebédr detta att hela linjen genom
origo och en utanfor origo liggande punkt P pa ytan ligger i ytan. En yta med denna
egenskap kallas en kon med origo som spets, och de i ytan liggande rita linjerna genom
origo kallas generatriser till konen.

Andragradsytan ovan kallas en elliptisk kon eftersom plan vinkelrdta mot x3-axeln,
konens axel, skdr ytan utefter likformiga ellipser. Vi genererar hela ytan genom att dra
alla rita linjer mellan origo och punkterna pa ellipsen a;%x? +a, *x% = 1 i planet x3 = a3.

Plan som &r parallella med axeln skér ytan utefter hyperbler (tvd skdrande linjer om
planet gar genom origo). Den elliptiska konen dr forstds symmetrisk med avseende pa
alla koordinatplanen.

Observera att den tvamantlade hyperboloiden inte ger upphov till ndgon ny typ av
degenererad yta, eftersom

efter multiplikation med —1 blir en ekvation med tva positiva och en negativ term och
sdledes svarar mot en elliptisk kon med x;-axeln som axel.
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Cylinderytor. En andragradsekvation i variablerna x; och x, kan uppfattas dels som
en andragradskurva i planet (R?), dels som en andragradsyta i rummet (R®). Om
punkten (x1,x;) satisfierar ekvationen (betraktad som ekvation i tvd variabler), sa sa-
tisfierar punkten (x1, x2,t) ekvationen (som ekvation i tre variabler) for varje viarde pa
t. Andragradsytan bestdr sdledes av alla mot x;x;-planet vinkelrdta translationer av
motsvarande andragradskurva. Sddana ytor kallas cylinderytor.

De tidigare studerade andragradskurvorna ger upphov till f6ljande cylinderytor.
Ytorna ) )
—+ 5 =1, 1%y och x—=x2

2 2
ay 4

L4220, L2229 1=1 och L=0

ar en linje (x3-axeln), tvd skdrande plan (a,x; £ a1x; = 0), tva parallella plan (x; = ta;)
resp. ett plan (x; = 0).

13 Reduktion till kanonisk ekvation

For varje andragradsyta® finns det ett ON-koordinatsystem i vilket ytans ekvation saknar
blandade andragradstermer av typen x;x; (i # j) och innehaller hogst en linjar term x;.
Vi illustrerar forst i ett exempel hur man konstruerar ett sddant koordinatsystem.

EXEMPEL 1. Betrakta andragradsytan
3x% — 4xyxp + 4x1x3 + 4x3 + 2x5 +36x1 — 12xp + 12x3 = 6
i R3. Till den kvadratiska formen hor den symmetriska matrisen

|

NN W
o RN
N O N

med egenvardena 3, 6 och 0, och en motsvarande ON-bas av egenvektorer bestdende av

vektorerna (%, %, %), (%, — %, %) och (%, %, —%). Det ortonormala koordinatbytet

X1 = %]/1 + %]/2 + %]/3
Xy = %]/1 - %yz + %ys
-2 1, _ 2
X3 = 3]/1 + 3]/2 3]/3
overfor den kvadratiska formen pa diagonalform
3y2 + 6y3 + 0y3.

Samtidigt transformeras det linjara uttrycket 36x; — 12x, + 12x3 till

36(3y1 + 52 + 5y3) — 12Gy1 — 5y2 + 3¥3) + 122Gy + 3y2 — 3y3) = 1241 + 36y, + 12y,

31 det hir avsnittet kommer vi att med andragradsyta 4ven att mena en andragradskurva i RZ.
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sd i det nya koordinatsystemet blir ytans ekvation

3y3 + 6y3 + 12y, + 361, + 12y3 = 6,
eller efter forenkling
V2 + 4y + 25 + 12y, + 4y = 2.
Kvadratkomplettering ger
(y1+2)° +2(y2 +3)> =4(6 — v3),

sd koordinatbytet
z1= Y1 +2
2= Y +3
Z3=—Y3+6,

som innebér byte av origo och omkastning av den tredje koordinataxeln, leder till ekva-
tionen

21 | %

—t + = =73,

4 2 7
som har den eftersdkta formen och som vi kdnner igen som ekvationen for en elliptisk
paraboloid. O

Lat oss sdga att en andragradsekvation dr kanonisk om den har ndgon av foljande tre
former

(elliptisk /hyperbolisk typ),
(konisk typ),

r

Z Aix? = X4 (parabolisk typ).

I det allménna fallet har vi foljande resultat.

Sats 13.1 Forvarje andragradsyta i R" finns det ett ortonormerat koordinatsystem i vilket ytans
ekvation dr kanonisk.

Bevis. Lat ytans ekvation vara

n n
(1) Z aijxixj + Z bixi =C.
i=1

ij=1

Vi skall visa att det finns en koordinattransformation x = A¢ + b med ortogonal matris
A, som Overfor ekvationen till kanonisk form.
Vi startar med ett ortonormalt koordinatbyte x = By som overfor den ingdende
kvadratiska formen
n
Y @Xixj

ij=1
till diagonalform

) Aiy?,
i-1
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ddr A; #0 for 1 <i <r och talet r forstas ar den kvadratiska formens rang. Den linjdra
formen Y ; bix; transformeras ddrvid till ett nytt linjart uttryck, Y; Biy; sdg. I det nya
ortonormerade koordinatsystemet far ekvation (1) darfor utseendet

Z /\,]/12 + Z ﬁi]/i =C.
i=1 i=1

Eftersom

N2 g
Ay; + Biyi = Ai <yi + 2'3—/\:) - f—/{i,

kan vi gora oss av med de linjdra termerna B1y; + - - - + B,, genom koordinatbytet

Bi .. .
i+ forl1<i<
. y+2/\i or1<i<r

Vi for ovriga i,

som innebar byte av origo medelst en translation. I det nya koordinatsystemet ar ytans
ekvation

2) Y Azi+ Y pizi=c.
i=1 i=r+1
Om r =n eller om r < n och B,.1 =... =B, =0, innehdller ekvation (2) inte ndgra
linjdra termer, utan den &r
r
Y Nizp=c.
i=1
Detta dr en kanonisk ekvation av elliptisk/hyperbolisk typ om ¢’ # 0 eftersom vi kan
dividera bada led med ¢’ och sedan dopa om de erhallna koefficienterna A;/c’ till A;, och
av konisk typ om ¢’ = 0. Sambandet mellan koordinaterna z och x har vidare formen
x = Bx + b, ddr matrisen B &r ortogonal.
Om r < n och B; # 0 for nadgot i > r, kan ekvation (2) forenklas ytterligare med
hjdlp av @&nnu ett ortonormerat koordinatbyte. Vi sétter

w;=z; forl1<i<r,

1
Wy = _E(,Br+1zr+1 +---+ ,ann)/

dar K = (B2,, +- - -+ B2)!/2, och definierar w,,s, ..., w, sd att koordinatbytet blir ett byte
mellan ON-system. Detta gar bra eftersom de r +1 forstaraderna (1,0,...,0,...,0), ...,
(0,0,...,1,...,0) och (0,0,...,0, =B /K,...,—Bu/K) i basbytesmatrisen dr normerade
och parvis ortogonala.

I de nya koordinaterna far (2) formen

r

2 /
ZAiwi — Kw,,1 =c.
i=1

Translationen )
: { w; fori #r+1
i=

W+ /K fori=r+1.

eliminerar konstanttermen och leder till ekvationen

3) Z A€} = K&,
i=1
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som efter division med K dr kanonisk av parabolisk typ. Sambandet mellan koordina-
terna ¢ och x har uppenbarligen formen x = A + b, ddr matrisen A &r ortogonal. Detta
bevisar satsen. 0

Om alla koefficienterna A; i den kanoniska ekvationen dr negativa saknar uppen-
barligen den elliptisk /hyperboliska ekvationen l16sningar, s motsvarande andragradsyta
ar tom. I alla 6vriga fall dr ytorna icke-tomma.

Sats 13.1 visar att katalogiseringen i det forra avsnittet av andragradskurvor och
andragradsytor i R3 ar fullstandig, dvs. att det inte finns ndgra andra typer av kurvor och
ytor. Ytor med elliptisk /hyperbolisk, konisk och parabolisk typ &r vidare fundamentalt
olika. Vidare ger olika vdrden pa r olika ytor, och ytans typ beror slutligen ockséd pa
antalet positiva koefficienter A; i den kanoniska ekvationen.

Vi skall nu allmént visa att om en ytas ekvation &r elliptisk/hyperbolisk i ett (ej
nodvandigtvis ortonormerat) koordinatsystem, sa dr den deti varje koordinatsystem, och
att motsvarande géller for de 6vriga typerna. Begreppen elliptisk/hyperbolisk, konisk
och parabolisk &r sdledes koordinatoberoende egenskaper och kan dérfor tillskrivas sjdlva
andragradsytorna.

For den skull definierar vi forst tva allmdnna koordinatoberoende begrepp.

En punkt med koordinaterna x kallas ett centrum till en icke-tom méngd M i R”
om X — x tillhor M sé snart X + x tillhor M.

En icke-tom médngd M &r konisk med avseende pa punkten X i M om hela linjen
tx+(1 — t)x (t € R) liggeri M sa snart x dr en punkt pa M.

Sats 13.2
(a) En (icke-tom) andragradsyta, vars kanoniska ekvation i nigot koordinatsystem dr av ellip-
tisk/hyperbolisk eller konisk typ, har ett centrum.
(b) En andragradsyta, vars kanoniska ekvation i ndgot koordinatsystem dr av parabolisk typ,
saknar centrum.

Bevis. (a) For en icke-tom andragradsyta med ekvationen

,
Y Aixf=c
i1

ar uppenbarligen origo ett centrum. (I sjdlva verket ar forstds varje punkt ¥ med x; = 0
for 1 < i <r ett centrum, och man kan visa att det inte finns ndgra andra centra.)
(b) Antag att x ar ett centrum till ytan

r
) Aix? = Xp41.
i=1
Antag vidare att X + x dr en punkt pa ytan, dvs. att

r
(4) Z Ai(yi + xi)2 = Xps1 + Xyl
i=1

Enligt definitionen pa centrum ligger da ocksa punkten X — x pa ytan, varfor
r
(5) Z Ai(yi - xi)2 = Xp41 — Xp41-
i=1
Addition av (4) och (5) ger
r r
Z /\if% + Z /\ix;?' = fr+1.
i i=1

Men detta innebér att ¥/_; A;x? dr konstant for alla x sidana att X + x ligger pa ytan.
Detta dr uppenbarligen orimligt eftersom vi kan tilldela variablerna x1, x5, ..., x, vilka
varden som helst (och sedan bestaimma x,,; sd att punkten satisfierar ekvationen). Ytan
kan sdledes inte ha nagot centrum. O
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Sats 13.3
(a) En andragradsyta, vars kanoniska ekvation i ndgot koordinatsytem dr av konisk typ, dr en
konisk miangd.
(b) En andragradsyta, vars kanoniska ekvation i nigot koordinatsystem dr av elliptisk/hyper-
bolisk eller parabolisk typ, ir ej en konisk mingd.

Bevis. (a) Ytan
.
Z /\I‘JC;2 =0
i=1
ar uppenbarligen konisk med avseende pé origo.
(b) Antag att ytan
/\,‘X;2 =1

I

o

ar konisk med avseende pa punkten X pd ytan och ldt x vara en godtycklig punkt pa
ytan. Da ligger speciellt punkten %Y + X pa ytan, vilket innebér att

—_

2

‘ (fl‘ +xi>2
2 i=1

—
I
N EMﬁ
=
I
NI
-
=
=
~N
+
N =
'M*
=
=l
ke
+
NI
-
=
=
N

varav foljer att
.
Z/\,«Y,«xi =1
i=1

for alla punkter x pa ytan. Detta dr uppenbarligen orimligt, ty punkten —x ligger ocksa
pa ytan och summan ovan byter tecken dd x byts mot —x. Ytan kan sdledes inte vara
konisk.

Helt analogt leder antagandet att ytan

,
Y Aixf =x
i=1

ar konisk med avseende pd punkten ¥ till slutsatsen att

.
2 Z AiXiXi = Xpi1 + Xpp1
i=1

for alla punkter x pa ytan. Genom att vilja x = 0 far vi forst x,,; = 0 och genom att
sedan vélja tva punkter x och x’ pd ytan med x; = —x; for 1 <i <r och x,,; = x,41 #0
far vi motsédgelsen x/,; = —x,,1. Ddrmed ar satsen bevisad. O

Vi far nu f6ljande sats som korollarium.

Sats 13.4 Huruvida en andragradsytas kanoniska ekvation dr elliptisk/hyperbolisk, konisk eller
parabolisk beror enbart pd ytan och inte av valet av koordinatsystem.

Bevis. Om ytan har ett centrum och inte dr konisk, s dr den kanoniska ekvationen pa
grund av satserna 13.2 och 13.3 elliptisk /hyprbolisk i varje koordinatsystem, om ytan har
ett centrum och &r konisk, sa dr den kanoniska ekvationen konisk, och om slutligen ytan
saknar centrum sd dr den kanoniska ekvationen alltid parabolisk. O

Vi har slutligen foljande entydighetssats.
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Sats 13.5
(a) Ien kanonisk ekvation for en elliptisk/hyperbolisk andragradsyta ir antalet positiva koeffici-
enter och antalet negativa koefficienter A; entydigt bestimda av ytan.
(b) I tvd kanoniska ekvationer for en konisk eller parabolisk andragradsyta ir antingen antalet
positiva koefficienter lika liksom antalet negativa koefficienter, eller ocksd ir antalet positiva
koefficienter i den ena ekvationen lika med antalet negativa i den andra och vice versa.

Bevis. Antalet nollskilda koefficienter ar lika med den kvadratiska formens rang, vil-
ken dr invariant under koordinatbyten. Enligt troghetssatsen dr vidare antalet positiva
koefficienter i en diagonalframstillnng av en kvadratisk form invariant, men eftersom
andragradsytans ekvation kan behova multipliceras med —1 for att fa kanonisk form
visar detta bara att i tvd kanoniska ekvationer dr antingen antalet positiva koefficienter
lika, eller ocksa dr antalet positiva koefficienter i den ena ekvationen lika med antalet
negativa i den andra. Detta dr ocksd allt som kan sdgas i det koniska fallet, eftersom
multiplikation med —1 overfor en kanonisk ekvation i en ny kanonisk ekvation, och i det
paraboliska fallet, eftersom en kanonisk ekvation efter multiplikation med —1 och byte
av riktning pa x,,;-axeln blir en ny kanonisk ekvation.

For elliptisk/hyperboliska ytor d&r dock antalet positiva koefficienter entydigt be-
stimt. Detta foljer av foljande lemma, som karakteriserar antalet positiva koefficienter
med hjilp av dimensionen hos det storsta delrum som inte skér ytan.

Lemma 13.6 Lit Y vara en elliptisk/hyperbolisk andragradsyta i R" med centrum i origo och
vars kanoniska ekvation i nigot koordinatsystem dr

Xr: Mg =1,
i=1

dir koefficienterna A; dr positiva for 1 < i < m och negativa for m+1 < i < r. Talet m ir dd
entydigt bestimt av foljande tvd villkor:

(i) Det finns ett (n — m)-dimensionellt delrum Wy av R" som inte skiir ytan Y .

(ii) Varje (n — m + 1)-dimensionellt delrum W skir ytan Y .

Bevis. Lat Wy vara det (n — m)-dimensionella delrummet ¢; = ... = ¢, = 0. For
varje punkti Wy &r Y/_; Aié? = Yi_,..4 Ai€? < 0, s& W, har ingen punkt gemensam med
andragradsytan Y.

For att visa (ii) later vi W; vara det m-dimensionella delrummet av alla punkter
med Cp+1 = Cus2 = ... = G = 0. Om W dr ett godtyckligt (n — m + 1)-dimensionellt
delrum, s &r WNW; # {0}, ty i motsatt fall vore summan W; + W direkt och vi skulle ha
dim(W; + W) = n + 1, vilket ar omojligt for ett delrum av R”. Delrummet W innehaller
alltsa en punkt vars koordinater uppfyller ¢; # 0 for ndgot 1 <i < m och ¢; = 0 for alla
i>m+1. Satt s =Y/ Aig? = Y Ai8%; dd dr s > 0 och punkten med koordinaterna
(s71/2¢,s71%E,,...,s71/2E,) ligger bdde i W och pa ytan Y. O

EXEMPEL 2. Som en illustration till lemmat betraktar vi de elliptisk/hyperboliska an-
dragradsytorna i R3. Varje linje genom origo skér ellipsoiden medan centrum {0} inte
skér ellipsoiden, s& darfor &r m = 3 for ellipsoiden. Den enmantlade hyperboloiden
skdrs inte av exempelvis hyperboloidens axel, medan dédremot varje plan genom origo
skdr hyperboloiden. Detta innebér att m = 2. For den tvdmantlade hyperboloiden kan
vi hitta plan genom origo som inte skdr den, exempelvis planet som &r vinkelrdtt mot
hyperboloidens axel, sa darfor ar m = 1 for den tvdmantlade hyperboloiden. Lasaren kan
ocksa ldtt kontrollera att lemmat staimmer for de elliptisk/hyperboliska cylinderytorna i
R3. O
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EXEMPEL 3. Viskall bestimma typen av ytan
X3+ 4x1x) — 2x1X3 +8x3 — x5 +4x, +8x3 = ¢

for olika vdrden pa parametern c.
For att transformera den kvadratiska formen till diagonal form gor vi forst en
kvadratkomplettering:

x{‘ +4x1%y — 2X1X3 + 8x§ — x% =(x1 +2x; — x3)2 + 4x§_ +4xyx3 — 2x§
= (x1 +2x0 — x3)% + (213 + x3)* — 3x3.

Koordinattransformationen
Y1 =x1 +ZX2 — X3
Y2 = 2.’Xf2 + X3
Y3 = X3

som fOrstds resulterar i ett icke ortonormerat koordinatsystem, 6verfér den kvadratiska
formen till y3 +13 —3y3, och eftersom 4x, +8x3 = 2(2x2 +X3)+6X3 = 2Y» +6y3 transformeras
ytans ekvation till

Y+ — 3y5+ 2y + 6ys =,

vilket efter kvadratkomplettering kan skrivas

Vot +1)?—3@ys — 1) =c—2.

Transformationen
Z1 =1 =x1+2x — X3
Zy = Yo +1= 2x + X3 +1
Z3 = Y3 — 1= X3 — 1

ger oss saledes den kanoniska ekvationen
A +z5 -3z =c—2.

Ytan dr en enmantlad hyperboloid fér ¢ > 2, en elliptisk kon for ¢ = 2 och en tvdmantlad
hyperboloid for ¢ < 2. Ytans centrum ligger i punkten med z-koordinaterna (0,0, 0),
dvs. i punkten med x-koordinaterna (3, —1,1). O

OVNINGAR

55. Bestdm typen av foljande ytor i R3, deras axlar och eventuella centrum:
a) 8x% +5x5 +5x35 — 4x1xy — 4x1X3 — 8xx3 = 0
b) x% + x5 + 3x3 + 2x1X3 + 2x2x3 + 2x1 = 0
C) X1Xp + X1X3 + XoX3 = 0
d) x5 — x3 +4x1x2 — 4x1x3 — 6x1 +4xp + 2x3 = 8
e) x5 — x5 +4x1x, — 4x1x3 =3
£) x3 +x3 +2x% +4x; — 6x, — 8x3 = —21
g) X2+ x3 +2x3 + 2x1x3 + 2200x3 = 1
h) x3 + x3 +2x3 + 2x1x3 + 2x2x3 — 2x3 = 0

56. Bestdm ekvationen for den andragradsyta i R3 som utgors av

a) planen x; + x, =0 och x; — x3 =0;
b) linjen X1+ Xp 20, X1 — X3 =0.



Facit

an_2 2 " _ 2 4 _ 4 2
AB—ga—gb, B —§a+§b, CA——ga—gb
AB: (-1,1), BC: (~1,-2), CA: (2,—1)

(l 1 l)

37373

2,7,7)

(010/0)1 (11010)/ (0/ 1/0)/ (_1/ 110)/ (0/ _1/ 1)/ (1/ _1/ 1)/ (0101 1)/ (_110/ 1)

Om hornen har koordinaterna (aq,4a,as), (b1, b2, b3), (c1,¢2,¢3) och (dq,d>,d3), sa
har tyngdpunkten koordinaterna (“tiratd atbyteyrd astbyicstds)
7 7 .

10. Tex. x1=1—2t, xp=2—1t, x3=1+2¢
11. T.ex. x1=1+2t, xo = —t, x3=—2+4¢
12. (1,3,-1)

13. Linjerna skir ej varandra.

O N Uk W

14. For a =1 skér linjerna varandra i punkten (0, 3, 2).

15. x1 —2x+x3=0

16. a=0

17. x1+x2+x3=2

18. Linjen xq = =3 —t, xo = —t, x3 =*.

19. 3x1+2x+5x3+9=0

20. (5,—2,—11)

21. x1 +4x, +3x3 =12

22. |u+v| = +/3. Vinkeln mellan vektorerna u + v och v &r 90°.
23. Vinkeln dr arccos 1/ V3 54.7°.

26.5) (~3,3,-2)

27. T. ex. vektorerna (med koordinaterna) (1,1,0) och (—1,1,2).
28. T. ex. vektorerna %(—2,1,0) och ﬁ(& 6, —5).

29. 2

30. 3

3l. xy =12 +9t, ;o= —6t, x3=19 +4t

32. T.ex. %(1,2, 0), ﬁ(—4,2,5), 12,-1,2)

33. 2x] —9x, —7x5+4=0



60 Facit
1 { 1 -2 2]
35. 3 -2 1 -2
-2 -2 1
1 [ 2 —1 2]
36. Plan: x1 + xo — 2x3 = 0, matris: 3 -1 2 2|,spegelpunkt: (2,1,3)
2 2 -1
37. —30°
1 { 2 —1 2]
38. 3 2 2 -1
-1 2 2
39. a)5 b) 0 c) —18 d) (b —a)(c —a)c—Db)
40. a) x=1/5 b) x =2 eller x =3
|20l m e a ]
X3 Y3 73 Y3 23 X3 Z3 X3 Y3
42, x1 —2x,+x3=0
43. Forallaa € R
46. 17/2
47. Negativt orienterad
49. e1Xey;=e3,e,Xe3 =@, e3xXe; =€
50. uxu=0,uxv=(—10,-1,7)
51. 3v/3/2
52. 3
53. \/14/2
oy | —a)xv
M
55. a) Linjen x; =t, xp = x3 = 2t.
b) Ellipsoid med centrum i (-2, —1,1) och axelriktningar (1, —-1,0), (1,1,1 + \/5)
och (1,1,1 — v/3).
c) Elliptisk (cirkuldr) kon med centrum i (0, 0,0) och axelriktning (1,1, 1)
d) Hyperbolisk paraboloid med vertex i (—%, %, %) och axelriktning (1, -2, —2).
e) Hyperbolisk cylinder med axeln x1 =t, xp = x3 = —2¢.
f) Punkten (—2,3,2).
g) Elliptisk cylinder med axeln x; = x, = ¢, x3 = —t.
h) Elliptisk paraboloid med vertex i (%, %, %) och axelriktning (1,1, —1).
56. a) X2 + x1X2 — X1X3 — X2x3 =0 b) 2x% + x3 + x5 + 2x1x% — 2x103 =0




