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1 Repetition

I det hér kapitlet gar vi igenom grundlaggande begrepp fran linjar algebra
som du stott pa i tidigare kurser. Dessa kommer att vara kritiska for resten
av kursen sa det ar mycket viktigt att du ar véal fortrogen med dem. Se till
att 16sa tillrackligt med 6vningsproblem, sa att begreppen och metoderna
sitter val.

1.1 Linjara ekvationssystem

Vildigt manga metoder i linjar algebra leder i slutdndan till ett linjart
ekvationssystem. Vi gar nu igenom hur dessa loses i allménhet. Var stra-
tegi ar alltid att skriva ner totalmatrisen for ekvationssystemet och gora
radoperationer pa den for att uppné en totalmatris (och motsvarande ekva-
tionssystem) av en lattare form. Vi borjar med ett exempel. For tydlighets
skull skriver vi ner bade ekvationssystemen och deras totalmatriser. I fort-
sattningen kommer vi bara skriva ner matriserna.

Exempel 1.1.1

Los ekvationssystemet
2e +y= 4
T —y=-1
Losning:
Koefficientmatris
—~ =
2r +y= 4 2 1| 4
{x—y:—] (1 —1—1)]
———
Totalmatris
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Vi ser att det sista systemet har precis en 16sning (z,y) = (1,2).
Geometriskt kan ekvationssystemet tolkas som skirningen mellan tva
linjer. Vi far alltsa att linjerna 2z +y = 4 och x —y = —1 skir i
punkten (1,2). Prova sjélv att rita linjerna i xy-planet och se om de
verkligen skér i punkten (1,2).

Nar vi loser ekvationssystem gor vi manga rakningar. Det ar da
létt hant att det blir fel nagonstans. Darfor ar det alltid bra att kolla
om l6sningen stdmmer. Sétter vi in (x,y) = (1,2) i systemet

2r+y= 4
zT—y=-1

sa far vi

2-1+2= 4
Il =%2= =1

S4 det stdmmer!

J

Vi forklarar nu matrisnotationen for allménna linjara ekvationssystem
och vilken form vi férséker uppna med radoperationer.

o Ett linjdart ekvationssystem med n obekanta xy,xs,..., 2, 1,2, och
m ekvationer har formen

a11%1 + a19Te + -+ + aypr, = by
a91T1 + A92T9 + - + Aonly — bg

Am1T1 + A2y + o + QGpupTyp = bm
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dér a;;,b; € R ar konstanter. Notera att koefficienterna a;; &r in-
dexerade sa att det forsta indexet ¢ anger ekvationen, och de andra
indexet j anger den obekanta som koefficienten tillhor. Hogerleden b;
ar indexerade efter vilken ekvation de tillhor.

e En [dsning till systemet ar en n-tippel (s1, Sa, . . ., s,) dér varje s; € R,
sadan att

(1'17"'7'2771) = (817"'a3n)
16ser alla ekvationerna i systemet.
o Att 10sa systemet innebér att hitta alla dess 16sningar.

e Tva ekvationssystem ar ekvivalenta om de har precis samma losning-
ar.

e Till systemet hor féljande matriser.

11 Q12 - Qip by
. . Q21 G2 -+ Q2 . . by
Koefficientmatris: ] ] . ] Hogerledsmatris:

Am1 Qm2 - Amn bm

aj; a2 - Qi | b

. a1 Gz -+ Qg | by

Totalmatris:
Am1 Am2 - Amn bm

Vi loser ekvationssystem med hjalp av omskrivningar till ekvivalenta
ekvationssystem. Dessa omskrivningar motsvarar radoperationer pa syste-
mens totalmatriser. Det finns tre elementéara radoperationer som vi kommer
att anvinda:

Definition 1.1: Elementéra radoperationer
() Multiplicera en rad med \ # 0.
] Byt plats pa tva rader.

g\) Lagg till A ganger en rad till en annan.



8 1 Repetition

Om vi kan fa en matris B fran en matris A med en féljd radopera-
tioner kallas A och B radekvivalenta. Vi skriver da A ~ B.

Vi kan alltid anvénda radoperationer for att na en speciell form pa var
matris som gor det latt att bestdmma losningarna till motsvarande ekva-
tionssystem. Denna form kallas radkanonisk.

Definition 1.2

En matris ségas att vara radkanonisk om
1. Eventuella nollrader star langst ner.

2. Det forsta nollskilda elementet i varje rad (nédr sadant forekom-
mer) dr 1. Dessa element kallas ledande ettor.

3. Om en rad har en ledande etta sa har raden ovanfér (om den
finns) ledande etta lingre till vénster.

4. Elementen ovanfor ledande ettor ar 0.

Innan vi forklarar hur man i allmédnhet kan na radkanonisk form gar vi
igenom nagra exempel.

Exempel 1.1.2

Los ekvationssystemet

$1+$2+3$C3:5
2$1+$2+3(L’3:1

Tog — X3 =3
T —|—£E3:4

Losning: Vi utfor radoperationer pa totalmatrisen for systemet.

11 3|5 1 3|5
21 3|1 —1—3—9]N
01 —1/3 1 —1] 3
10 1|4 1 —2| -1

1 1 315 11 315

0 1 -1 3 01 19
N0—1—3—9%DN00—4—6

0 -1 —2|—1 00 -3|2/)ED
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11 315 11 315
01 19 01 19
“lo o0 -1|-8]=3 (o0 —1]-8
00 —3|2 00 0126

Den sista raden sdger 0 = 26 eller snarare Ox; + Oxy + Oz3 = 26
vilket inte géller for nagra viarden pa xq, xo, 3. Alltsa saknar syste-
met l6sningar. Samma sak hénder alltid om det uppstar en nollrad
i koefficientmatrisen men nagot nollskilt star i hogerledet i samma
rad. Da saknar systemet 16sningar.

Vi tar ett exempel till

Exempel 1.1.3

Los ekvationssystemet

21’1 — 41’2 — X3 + 61’4 = -2
—x1 + 229 + 323 — 314 = 11
r1 — 2512'2 — 233'3 aly 31'4 = -7

Losning: Vi utfor radoperationer pa totalmatrisen for systemet.
2 -4 -1 6 |-2
-1 2 3 3|1 ] ~
1 -2 -2 3 |-7

1 -2 -2 3 |-7\0-=2
-1 2 3 =311 ~
2 —4 -1 6 |-2

1 -2 -2 3|-7
001o4~
0 0 3 0]12

1 -2 0 3|1

0 0 10/4

0 0 00|0

Den sista matrisen ar radkanonisk och motsvarar systemet

T1 — 229 + 3rs =1
T3 =4
0=0
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som vi kan skriva om till

1 =14 229 — 314
ZE3:4

Notera att de obekanta som motsvarar kolonner med ledande ettor
i den radkanoniska matrisen nu star i viansterledet, medan de andra
star i hogerledet. Vi sétter dessa till parametrar: o = s och z4 = t.
Ekvationerna ger oss da virden pa x; och x3:

r1 =1+2s—3t
T3 = 4

Med andra ord far vi precis en 16sning {or varje viarde pa s och t. Vi
kan alltsa skriva ner alla l6sningar som

T 1+2s—3t

2= o , s, teR.
I3 4

Ty t

Om till exempel s =5 och ¢t = 1 far vi 16sningen

Ty 8
i) . 5
T3 - 4
Ty 1

J

Losningsmetoden som vi beskrivit i exemplen kallas Gauss-Jordan-elimination.
I korthet bygger den pa foljande steg.

e Hitta totalmatrisen for ekvationssystemet.
e Anvind radoperationer for att na en radkanonisk matris.

e Ga tillbaka till motsvarande ekvationsystem och skriv ner 16sningar-
na.

Vi har sett hur metoden fungerar i exempel, men for att bli helt 6vertyga-
de om att metoden alltid fungerar gar vi igenom hur stegen kan genomforas
generellt. Lat T vara totalmatrisen till vart system. I princip kan 7T vara
vilken matris som helst. Hur kan vi vara sékra pa att vi alltid kan na en
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radkanonisk matris med radoperationer? Nedan visar vi hur det kan goras
systematiskt.

Betrakta de ledande elementen in T, det vill sdga de bland de nollskilda
som star langst till vinster. Vi borjar med att se till att den forsta raden
har ledande element ldngst till vinster. Om sa inte redan ar fallet byter
vi plats pa forsta raden och nagon annan rad som har det. Vi gér nu om
det ledande elementet i forsta raden till 1 genom att multiplicera med
dess invers. Vi anviander sedan forsta raden och dess ledande etta for att
eliminera alla element under den ledande ettan. Nu har vi natt en matris
som har foljande form

0 0 1 = *
0 0 0 = *
0 0 0 = *

dar * betecknar element som vi inte vet nagot om. Observera att det ofta
sker att den ledande ettan i forsta raden star direkt i forsta kolonnen, men
i allménhet kan ett godtyckligt antal nollor (inklusive inga alls) dyka upp
innan. Vi utfér nu samma procedur som vi gjorde pa T pa de rader som star
under den forsta raden. Observera att de inledande nollorna inte kommer
att paverkas av nagra av radoperationerna sa vi far nu en matris pa formen

0 000 -~ 01 % -+ x
0 o000 -- 00 % - =«

Genom att fortsitta pa samma sétt och justera rad for rad, nar vi till slut en
matris som uppfyller villkor 1, 2 och 3 i definitionen for radkanonisk matris.
For att uppna villkor 4 gar vi igenom raderna nedifran och eliminerar alla
element ovanfoér de ledande ettorna. Genom att borja nedifran ser vi till
att inte forstora nagot av den form vi bygger upp som till slut ger oss en
radkanonisk matris.

Lat oss till slut forklara hur vi finner 16sningarna. Om vi far en nollrad
i koeffcientmatrisen, men med ett nollskilt element i hogerledet pa samma
rad sa finns inga l6sningar. Annars finns antingen en entydig l6sning eller
flera beroende pa ett antal parametrar. Det finns i allmédnhet manga satt
att parametrisera losningarna, men ett siatt som alltid fungerar &r att gora
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som i exemplet: sédtt de obekanta som motsvarar kolonner utan ledande
ettor till parametrar. Den radkanoniska formen gor att ovriga obekanta
(alltsa de som motsvarar kolonner med ledande ettor) kan 16sas ut i termer
av parametrarna. For specifika virden pa parametrarna far vi darfor precis
en 16sning till ekvationssystemet.

Vi illustrerar med ytterligare exempel.

Exempel 1.1.4

Los ekvationssystemet

I1+2I2—$3+ 1'4:1
25(}1+6$2+ r3 — .174:3
$1+41‘2+21‘3—2£E4:2
3r1 + 8z, + z4=1

Losning: Vi utfor Gauss-Jordan elimination pa totalmatrisen.

12 -1 12 -1 111
2 6 1 02 3 =3|1|ED
14 2 “lo 2 3 -3|1 -
38 0 02 3 —2|-2
12 -1 111 12 -1 111
02 3 -3|1 02 3 -3|1

N000001N0001—3N
00 0 1]-3 00 0 010
12 -1 0] 4 10 —4 0|12

N0230—8N023O—8N
00 0 1|-3 00 0 1]-3
00 0 0]0O0 00 0 0|0
10 —4 0] 12
01 2 04

“lo o 0 1|-3
00 0 0|0

Notera att vi vantade till sista steget med att gora om 2 i andra
raden till 1. Det spelar ingen storre roll, men ibland ar det praktiskt
att vinta med att gora de ledande elementen till ettor for att undvika
brak.

Ekvationssystemet som motsvarar den sista matrisen har precis
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samma l6sningar som det ursprungliga och &r:

il - 21333 = 12 T =12+ 42173
.’132+§.'173 :—4® __4_3
_ T2 = 273
Ty = —3 Ty = —3
0= 0 e

Vi har isolerat de obekanta som motsvarar ledande ettor i vansterle-
det. Vi ser att for ett godtyckligt reellt x3 = ¢ har vi precis en 16sning
for x1, x5 och x4 sa alla 16sningar kan skrivas som:

T, 12 + 4t
3
Sl I L , teR.
T3 t
Ty -3

Vi kan som alltid kontrollera 16sningarna genom att sitta in i det
ursprungliga systemet:

(12+4t) +2(-4—-3%) — ¢t — 3=1
212+ 4t) + 6(—4—35t) + ¢+ 3=3
(12+4t) + 4(—4—3%t) + 2t + 2-3 =2
3(12 + 4t) + 8(—4 — 5¢) - 3=1

Det finns manga sitt att anvinda radoperationer for att na en radkano-
nisk matris. Men svaret blir alltid samma. Narmare bestamt géller foljande
sats.

Varje matris ar radekvivalent med precis en radkanonisk matris.

De ledande ettorna i en radkanonisk matris sdger mycket om losningar-
na till motsvarande linjara ekvationsysystem. Antalet ledande ettor kallas
matrisen rang. Mer allmént gor vi féljande definition.

Definition 1.4

Rangen av en matris A som betecknas rang(A) dr antalet ledande
ettor i den radkanoniska matris A’ som uppfyller A ~ A’
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1.2 Matris- och vektorrakning

I foregaende avsnitt anvinde vi matriser for att 16sa linjara ekvationsystem,
men matriser behovs i manga andra sammanhang. I det har avsnittet pa-
minner vi om grundldggande operationer som vi kan géra med matriser.

En (m x n)-matris A bestar av en uppséttning tal a;; ddr 1 < i < m och
1 < j < n, som ar ordnade rektangulart pa foljande vis:

a1; a2 Q1n

Q21 A22 Q2n
A= ]

Am1 Am2 - Amn

Notera att elementet som star pa rad ¢ och i kolonn j betecknas a;;. Pa
liknande sétt kallar vi ofta motsvarande element i en matris B for b;; och
i C for ¢;; och sa vidare.

Vi kan addera matriser av samma storlek och multiplicera matriser med
skaldrer. Detta sker elementvis. Till exempel har vi

1 2 3 3 1 0 143 241 3+0 4
o -1 -7]+1-1 -4 1)]=10-1 -1—-4 -7+1|={(-1 -5
2 14 4 10 -9 5 2+10 14—-9 4+5 12
och
1 2 3 4 8 12
410 -1 =71 =10 —4 -28
2 14 4 8 56 16

I allménhet galler

aip - Qip by - b ain +bu o0 At b
+ _ . .
Am1 - Amn bml e bmn Qm1 + bml ot Qmp Tt bmn
och
aip 0 Qin Aajr -0 Aar,
A =
Am1  *°  OQmn )\aml e )\amn

Matrismultiplikation fungerar lite annorlunda. Om A &r en (m x k)-
matris och B dr en (k X n)-matris kan vi multiplicera A med B och fa en
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(m x n)-matris AB. For att berdkna elementetet pé plats ij i matrisen AB
matchar vi de k£ elementen som star pa rad i i A med de k elementen i
kolonn 7 i B, multiplicerar dessa parvis, och adderar resultaten.

Om till exempel

3 4
a=(20) m=(3 2 2)
15
sa ar
3 4
AB={2 0 ((1) 2 _32)—
15
3-14+4-0 3-24+4-(—1) 3-34+4-(-2) 3 2 1
2:140-0 2:24+0-(=1) 2:34+0-(=2)| =2 4 6 |,
1-14+5-0 1-2+5-(—-1) 1-3+5-(-2) 1 -3 -7

Mer allméant géller att om

a1y A1k b11 bln
A= : : och B = :
A1 Ak br1 bn
C11 Cin
s ar AB = :
Coml ' Coum

dar Cij = aﬂblj -+ CLZ'Qij + -+ airbrj

r

= Z @by

k=1
Enhatsmatrisen I av storlek n x n ar matrisen

0 1 0
In: . .

Den beter sig ungefér som talet ett med avseende pa matrismultiplikation.
Nérmare bestdmt géller for en (m x n)-matris A att

Al,=A och I,A=A,
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Ofta utelamnar vi enhetsmatrisens storlek och skriver bara I. Det ar da
underforstatt att I = [, dar n ges av sammanhanget. Till exempel skulle
vi ovan skrivit Al = A och A = A.

En matris A kallas inverterbar om det finns en matris B sa att AB =1
och BA = I. Inverterbara matriser karakteriseras genom féljande sats.

En matris A ar inverterbar om och endast om den &r kvadratisk
av maximal rang, det vill siga A har storlek n x n och uppfyller
rang(A) = n for nagot n.

Med hjélp av matrismultiplikation kan vi skriva om linjara ekvationssy-
stem som matrisekvationer. Till exempel &ar

2r +y= 4
r—y=—1

ekvivalent med

(20) - ()= G ) 0)-()

Mer allmént géller att om

11 Q2 - Qip T by

Q21 Q22 -+ Q2 T2 by
A - . . . . ) X = . 5 B =

Am1 Am2 - Amn Ty, bm

sa motsvarar AX = B ekvationssystemet

a11T1 + Q12T + -+ + ApTy = b1
a1 + QT + -+ 4+ ATy, = by
Am1T1 + AmaTa + - + QppTy = bm

Med denna tolkning av linjara ekvationssystem ar det naturligt att skriva
l6sningarna som en kolonnmatris X pa det sétt vi gjort i foregaende avsnitt.
Geometriskt kan vi tolka X som en vektor i R", vilket gar att visualisera
for n = 2 och n = 3 och kan forstas mer abstrakt fér n > 3 som en vektor
i n dimensioner.
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Samma regler for addition av matriser och multiplikation av matris med
skaldr ger upphov till motsvarande operationer for vektorer i R”™.

U1 w1
Lat v = | . och w0 = ) vara vektorer 1 R".
Un, W,
U1 + wy
(%) + Wa

Daar v+ w=

For A € R géller att
V1 U1
a2 |
Up, )ﬂijn

Vi kan tolka matris ganger kolonn med hjalp av dessa operationer. Narmare
bestamt har vi

a1; Q12 - Qin T

ag1 QAg2 -+  Aa2p X2
AX =

Am1 Qm2 - Amn Tp

a11°1 + 12T + - - - + A1 Ty
a91X1 + Q29T + « - - + AopTy

Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn

ail 12 A1n

a1 22 A2p
= ) + 22 ) + T,

am1 Am2 Amn

Med andra ord far vi summan av A:s kolonner omskalade med z1, x5 ... x,.
Notera att vi kan aterskapa A om vi vet AX for alla kolonner X. Mer
specifikt far vi ut kolonn nummer ¢ genom att vélja x; = 1 och x; = 0 for
j # i. Denna observation leder till foljande sats.
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Lat A och B vara (m x n)-matriser. Om AX = BX for alla (n x 1)-
matriser sa ar A = B.

1.3 Determinanter

[ det hér avsnittet paAminner vi om determinanten det A av en (n x n)-
matris A. Vi borjar med fallet n = 2. Da ar

det (a b) = ad — be
c b

Observera att forsta termen ad ar produkten av diagonalelementen:

(@)

den andra termen —bc ar minus produkten av de andra tva elementen:

(60)

For att definiera determinanter av storre matriser infor vi lite terminologi.

e Ett monster i en (n x n)-matris A ar ett val av n element fran A,
bestaende av precis ett element fran varje rad och kolonn.

e Produkten av ett monster i A ar produkten av motsvarande element
iA.

e Vi sdger att tva element i ett monster bildar ett omuvdnt par om det
ena star ovanfoér och till héger om det andra.

e Visdger att ett monster ar jémnt om det har ett jamnt antal omvanda
par och udda om det har ett udda antal omvéanda par.

Definition 1.7

Determinanten det A av en kvadratisk matris A 4r summan av alla
produkter av jamna monster i A minus summan av alla produkter
av udda monster 1 A.
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For att beteckna determinanten av en matris A byter vi ut parenteserna
mot raka strick. Till exempel skriver vi

a b a b
det (c d) e d
Notera att det i detta fall n = 2 bara finns ett jamnt moénster med produkt
ad och ett udda med produkt be.

Vi ser vad definitionen ger oss fér en (3 x 3)-matris:

’:ad—bc.

A:

[SRSEER
o o
~ 0 W

Totalt har vi 6 monster som vi markerar med omvéanda par nedan:

@ y = @ y =

a @ c a b ©
d e d

ZL’Z a:z
c
d e (dre f
Ty (2 Ty (2
(@b /c ac
d @© f (dre f

Antalet omvanda par dr som vi ser 0, 1, 1, 2, 2 respektive 3. Alltsa &r

x Yy =z
detA=|a b c|=uabf—xce—yaf+ ycd+ zae — zbd
d e f
=z(bf — ce) —ylaf — cd) + z(ae — bd)
bl a ¢ n a b
“Tle 7Y 1T a el
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Observera att de tre (2 x 2)-matriserna vars determinanter dyker upp i
hogerledet fas genom att stryka forsta raden i

SRS
o o

z
Cc
f

och darefter stryka kolonn 1, 2 respektive 3.

Exempel 1.3.1

Berdkna determinanten av

1 2 0
A=12 -1 3
0 4 1

Losning: Vi anvander Sats 1.8 och finner att

1 2 0
2 =l 3:1‘
0 1

—1 3'_2‘2 3
4

2 —1
4 1" %o 1’+0‘ ’

0 4

=(-1-12)-2(2-0)+0(8-0)=—-13-44+0=—17
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Ett annat praktiskt sétt att rikna ut determinanten av en (3 x 3)-matris
ar att komma ihag de jamna monstren:

@ v = r Y) z x Yy (2
a® c a/b (© @ b/c
d e (e f d@® f

for sig och de och de udda monstren:

x Yy 2 @ v =z T (Y) 2
) B 6

e

for sig. Da far vi

= abf + yed + zae — zbd — xce — yaf.

QU R
o o
~ O W

Exempel 1.3.2

Berakna determinanten av

1 2 0
A=1(2 -1 3
0 4 1

Losning: Vi rdknar jdmna och udda monster var for sig och far

1 2 0
2 —1 3|=1-(=1)-1+2-3-0+0-2-4
0 4 1

—0-(-1)-0—4-3-1-1-2-2
=—1404+0-0—12—4=—-17.

Vid det hér laget borjar det kanske mérkas att forekomsten av nollor
i en matris forenklar utrédkningen av dess determinant. Det beror pa att
alla monster som valjer ut en nolla har produkt 0. Till exempel kommer en
matris med en nollrad alltid att ha determinant 0 eftersom varje monster
innehaller en av nollorna i den raden. Vi ska nu se pa ett annat exempel
da determinanten enkelt kan rdknas ut.
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Exempel 1.3.3

Berdkna determinanten av

1 10 18 23
0 2 —2 7
A4=10 0 3 10
00 0 4

Losning: Vi reder ut vilka monster som har nollskild produkt. Fran
forsta kolonnen maste vi vélja elementet 1 eftersom 6vriga ar 0. Om vi
nu fortsédtter med andra kolonnen ser vi att vi maste valja 2 eftersom
10 star i den forsta raden som redan &r upptagen och 6vriga element
ar 0. Pa liknande sétt ser vi att vi i tredje kolonnen maste vélja 3
och i fjarde 4. Alltsa finns bara ett monster vars produkt inte ar noll

namligen:
10 18 23

0 ® -2 7
00 3 11
00 0 @

Detta diagonalmonster har inga omvénda par och ar darfor jamnt.
Alltsa ar

1 10 18 23
0o 2 -2 7
00 3 1171.2.3,4724'
0O 0 0 4

En matris dér alla element under diagonalen &r 0 (som i exemplet ovan)
kallas for en Overtrianguldr matris. For en sadan kan vi uppenbarligen
rdkna ut determinanten genom att multiplicera diagonalelementen.

all a12 ... ... aln
0 a22 o e ... a2n
0 0 "o "o | = a11G22 -t Gpp
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1.3.1 Berakning av determinanter med radoperationer

Lat A vara en (n X n)-matris och B vara den matris som uppstar nér vi
utfor nagon viss radoperation pa A. I det har avsnittet ska vi undersdka vad
det finns for samband mellan determinanterna det A och det B. Vi borjar
med att studera fallet n = 2 och skriver

A:(g Z).

Da ar, som vi har sett, det A = ad — be. Om vi multiplicerar forsta raden i
A med en konstant k far vi matrisen

ka kb
o= )
vars determinant dr det B = kad — kbc = k(ad — bc) = kdet A. Om B
istallet matrisen ar som uppstar da vi multiplicerar andra raden i A med

k s& galler pa liknande sétt att det B = akd — bke = k(ad — bc) = k det A.

V1 har alltsa
a b

ke kd

Motsvarande géller for determinanter av storre matriser: om vi multiplice-
rar nagon viss rad i en matris med en konstant sa forédndras determinanten
genom multiplikation med samma konstant. Det beror pa att varje monster
innehaller precis ett element i raden, sa motsvarande produkt multipliceras
med konstanten precis en gang.

Lat nu istdllet B vara matrisen som uppstar da vi byter plats pa de tva

raderna i A:
c d
5= (i )

Da ar det B = ¢b — da = —(ad — bc) = —det A. For determinanter av
storre matriser galler pa liknande satt att om tva rader byter plats sa
byter determinanten tecken.

Lat till sist B vara matrisen som uppstar da vi lagger till k£ ganger férsta
raden i A till den andra. Det vill sdga

a b
b= (c+/m d+kb>'

Da ar det B = a(d + kb) — b(c + ka) = ad + akb — bc — bka = ad — bc =

det A. For determinanter av storre matriser géller mer allmént att om vi

c d

’:kc d

ka kb' _

ab‘
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lagger till en konstant ganger en rad till en annan rad, sa paverkas inte
determinantens vérde.

Vi sammanfattar hur radoperationer paverkar determinantens véarde i
foljande sats

Lat A och B vara (n x n)-matriser. Da géller att
1) om B fas fran A genom att multiplicera en rad med en konstant
k sa ar
det B = kdet A,

2) om B fas fran A genom att byta plats pa tva rader sa &r

det B = —det A,

3) om B fas fran A genom ldgga till en konstant ganger en rad
till en annan rad sa ar

det B = det A.

Vi kan nu berékna determinanter genom att utféra radoperationer och
halla reda pa hur determinantens varde forandras.

Exempel 1.3.4

Berdkna determinanten av

1 -1 01
2 2 2 3
A=109 1 23
1 1 57

Losning: Vi anvander radoperationer och haller koll pa hur determi-
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nanten forandras

1 -1 0 11@=D |1 -1 0 1 1 -1 01
-2 2 23 _0025]__0 1 2 3|2
0 1 23 001 23« 0 0 25
1 1 67 0 2 6 6 0 2 6 6
1 -1 0 1 1 -1 01
o1 23 o1 23
_0025]_0020
0 0 20 0 0 25
1 -1 0 1
0 1 23
=0 g o 5=l 285 =0
0 0 035

Den sista likheten géller eftersom determinanten av en 6vertrianguléar
matris ar produkten av diagonalelementen. Fran berdkningen kan vi
se att matrisen A har rang 4. Alltsa ar A inverterbar och mycket
riktigt dr det A = 10 # 0. Vi har nu fatt en ledtrad till beviset av
Sats 1.11 nedan.

Vi avslutar med tva viktiga satser om determinanter.

En kvadratisk matris A &r inverterbar om och endast om det A # 0.

\. J

Lat A och B vara (n x n)-matriser. Da ar det(AB) = det A det B.

.
\.

1.3.2 Utveckling efter rader och kolonner

I Sats 1.8 sag vi att determinanten av en (3 x 3)-matris A kan berdknas
utifran de tre deteminanter som dyker upp om vi stryker forsta raden
och var och en av de tre kolonnerna i A. I detta stycke presenterar vi en
generalisering av denna metod.

Lat A vara en godtycklig (nxn)-matris. Lat M,; beteckna determinanten
av den matris som vi far om vi stryker rad 7 och kolonn j i A med. En
sadan determinant kallas for en minor till A.
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Exempel 1.3.5

Lat
01 0 -4
12 -1 7
A= 10 0 -1
25 6 1

Minoren som motsvarar rad 2 och kolonn 3 ar da

01 —4
Mys=11 0 -1|=0—-2—-20—-0—-0—1=—-23.
2 5 1
Om
ail a2 ais
A={an ax as3
ag1p asz g3
sa ar enligt Sats 1.8
11 Qa2 Q13
. Q29 (23 21 Q23 21 Q22
Qo1 Q22 Qo3| = A11 — Q12 + aq
a3z 33 a31  as3 a31 a3z

a31 32 as3
eller mer kompakt
det A = a;1 M1 — a1aMia + a13Ms.

Detta satt att rdkna ut det A kallas for utveckling langs rad 1. Faktum
ar att man pa liknade sétt kan utveckla langs nagon av de andra raderna
eller till och med ldngs nagon kolonn. Det gar dven att hantera storre
determinanter pa liknande siatt. Mer precist géller foljande sats.

Lat A vara en (n xn)-matris. Kalla elementet i A pa rad i och kolonn
J for a;; och motsvarande minor fér M;;. Da géller foljande formler:

det A = Z 1) a;;M;;, utveckling efter rad 1.

det A = Z 1) a;;M;;, utveckling efter kolonn j.
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Uppgifter till Kapitel 1

Avsnitt 1.1

1.1) Los ekvationssystemet

w+2r+ y+2=0
w— x+2y+z=0

1.2) Beridkna foljande matris:
210 11 -1 1 -1 2
11 2 -11 3 +11 -2 —1
-1 2 1 2 2 1 0 —1 1

1.3) Bestém i foljande uppgifter villkor pa konstanterna b; sa att det linja-
ra ekvationssystemet har: (i) inga losningar, (ii) precis en lsning respektive
(iii) odndligt manga l6sningar.

2 +y— z=b
a) x — 2z = by
3x+y+ z=10bs

—r+ y+2z2=10b
b) ¢ 2+ 2y + z=b

Avsnitt 1.2
1.4) Lat
12 3 4 5
a=(0 o L)om=5 s g g]e=a,
4 5 6 7 8
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-1 2 -3 4 -5 6
2 -3 4 -5 6 -7
D=V_3 4 5 6 _7 8| b~

4 -5 6 -7 8 -9

—_ = = =

a) Berédkna alla mojliga matrisprodukter man kan géra med matriserna
A, B, C', D och E dir varje matris hogst &r faktor en gang.

1.5) Visa att matriserna

0 3 4 -3 1 9
A=11 0 3 och C=1[1-1 0 4
011 1 0 -3

ar varandras inverser.

1.6) Los matrisekvationen AX = B, diar A &r som i uppgift 1.5 och

3 5 2
B=12 -2 5
1 1 0

1.7) Lat A = (a;j)rxr vara den r X k matris som har a;; = 1 nér detta ger
mening och alla andra element ar 0. Har matrisekvationen AZ = 0 nagra
16sningar? Om ja, hur manga parametrar behovs i l6sningen (vid vanlig

16sning)?. (Ledning: svaret beror delvis pa r och k).

Avsnitt 1.3

1.8) Berikna i varje deluppgift determinanten

91 4 3
)1234
Y11 32 4
111 2
a 1 4 3
123 4
b)13a4
111 2
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1.9) Visa att matrisen

QW
w e ~Q
SIS V)
~Q N2

ar inverterbar oavsett vad ¢ € R ar.

1.10) For vilka viarden pa x € R 4r matrisen

=8

1 1
z 1
1 =z

inverterbar? Bestam dven A~! for dessa .

1.11) Berikna determinanten

d, a a a a
0 dy a a a
0 0 ds a a
0O 0 O dn_1 @
0 0 O 0 d,
1.12) Los ekvationen
1 x 22 23
S S 0
x b 2 x|
2 2?23 2t






2 Vektorrum

I tidigare kurser har du stott pa vektorer i planet och i rummet (det vill
siga R? och R3). Dessa kan generaliseras till vektorer i R”, som vi skriver
pa foljande sétt:

Som vi sag i foregaende kapitel finns det tva grundléggande operationer
som vi kan utfora pa vektorer i R™. Addition:

V1 w1 (%1 + w1
. U2 Wa Vg + Wa
v+ w = . + . =

Un Wy, Up, + Wy

och skalning (som #ven kallas multiplikation med skaldr A € R):

V1 AUy
v AU
AM=x| ="
Up, AV,

Det finns manga andra typer av objekt som gar att addera och skala om
pa liknande sétt. Till exempel kan vi ta tva polynom 1+ och 3 — 22 och
addera dem pa vanligt vis

(1+z)+B—-2*)=d4+z—2°
eller skala om polynomet 4 — x + x? med en faktor 3:
3(4 —x +2°) = 12 — 3z + 32°.

Mer generellt kan vi addera och skala om funktioner. Om f(x) = sinz och
g(z) = x sa ar

(f +9)(x) = f(z) + g(x) =sinz +
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och
(5f)(z) =5f(x) =5sinz
Matriser av nagon viss storlek gar ocksa att addera och skala. Till ex-
empel ar

630 B)=G 5 eas(o %)= w):

Vektorrum ar ett gemensamt begrepp for dessa baserat pa grundlaggande
rakneregler.

2.1 Definition och exempel

Definition 2.1

En mangd V kallas ett reellt vektorrum om den &r utrustad med tva
operationer
e addition, som till ¥, w € V tillordnar en vektor v + w € V,

o skalning eller multiplikation med skaldr som till A € R, v € V
tillordnar en vektor A\v € V.

som uppfyller foljande villkor:
1. 9+ w=w+7,
2. i+ (V4 w) = (d+ 9) + w,
3. det finns en nollvektor 0 € V som uppfyller v + 0=7,

4. till varje v € V finns en additiv invers —v € V som uppfyller
v+ (=9¥) =0,

5. 18 = 7,
A(ud) = (Aw)7,
(A4 )0 = A0+ pd,

g9 &N ©2

AU+ ¥) = Ad + A7,

for alla A\, € R och 4,9, w € V. De atta reglerna ovan kallas
vektorrumsaxiomen. De kan ses som krav pa V och operationerna
som ska gélla for att V ska fortjana beteckningen vektorrum.
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Observera att vi prioriterar skalning fore addition i uttryck dér bada
operationerna dyker upp. Med andra ord betyder till exempel A\i + uv =
(M) + (p0).

Vi kallar elementen i V for vektorer &ven om V # R™. Operationerna kan
vara definierade hur som helst sa linge vektorrumsaxiomen ar uppfyllda
Det betyder ocksé att vi inte vet nagot om nollvektorn 0 &n att ¥+ 0 = @
géller. Pa samma sétt dr det enda vi vet om den additiva inversen —v att
U+ (—9) = 0 gller.

Vi gar nu igenom nagra viktiga exempel pa vektorrum.

Exempel 2.1.1

Méangden R™ med + och - definierade som tidigare ar ett vektorrum.
Vektorrumsaxiomen géller i detta exempel pa grund av att de géller
for reella tal och kan verifieras i R” koordinatvis. Till exempel géller
axiom 1 pa grund av

(%1 w1 U1+w1 w1+v1
L U2 Wa Vg + Wo Wa + v S
V+w= . = . = . = . = w4+ .
Un w’l’b vn+wn wn+vn

Axiom 2 kan visas pa liknande sétt. For att verifiera axiom 3 behéver
vi pavisa ett nollelement 0 € R"™. Vi ser att

0
. 0
0=1.
0
ger
V1 0 ’U1—|-0 V1
. = (] 0 U2+0 V2 .
Up, 0 v, +0 Un,

For att visa axiom 4, beh6ver vi ange —9. Séitter vi

_fUn
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far vi att
(%1 —U1 V1 — U1 0
. . (%) —V2 V2 — V2 0 =
v + (—'U) =S —'— =S = A =S O
Un, —Up, Up, — Up, 0
Vi lamnar verifikationen av axiom 5, 6, 7 och 8 som 6vning.

Vektorrummet R™ &r i nagon mening vart huvudexempel, men det finns
som sagt manga andra.

Exempel 2.1.2

Méngden M,,x, av (m X n)-matriser med + och skalning (med
skaldr) definierade enligt vad som géller for matrisrakning &r ett
vektorrum (vi ignorerar alltsd helt matrisprodukten i denna sam-
manhang). Vektorrumsaxiomen &r faktiskt exempel pa regler som
galler for matrisriakning. Nollelementet i M,,,, 4r matrisen vars alla
element ar 0. Om till exempel m = n = 2 sa ar nollelementet

00

0 0/
Som vi ndmnde kan vi addera och skala polynom. Det ger upphov till
ett antal olika vektorrum som vi gar igenom i nésta exempel

Exempel 2.1.3

Lat P vara mangden av alla reella polynom, det vill sdga
P ={ag+ax+---ayz” | N >0,a; € R}.

Maéngden P med addition och skalning definierade pa vanligt séitt
ar ett vektorrum. Notera att N > 0 kan vara hur stort som helst.
Det finns alltsa ingen begrénsning pa hur manga tal vi kan behova
precisera for att ange ett element i P. Det gor att P ar ganska an-
norlunda jamfort med sig R0 dir varje vektor kan anges genom att
precisera 10 koordinater.

For att fa ett vektorrum som &r mer likt R™ kan vi inskrdnka oss
till polynom av begrénsad grad. Lat n > 0 vara nagot heltal och P,
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vara mangden av alla polynom av grad hogst n, det vill sidga
Pn = {a0+a1x+"‘an$€n ‘ a; € R}

Da ar P, ett vektorrum med samma operationer som P. Till exempel
ar
Py = {ap + a1z + az® | ag, a, as € R},

ett vektorrum. Notera att elementen i P, kan anges genom att pre-
cisera tre tal ag, ai, as. P& sa sitt dr P, ungefir som R3.

I exemplet ovan tar vi upp polynom som vi kan férsta som funktioner
fran R till R. Det finns manga likande exempel pa vektorrum vars element

ar funktioner fran nagon mangd till R.

Exempel 2.1.4

Lat M vara en méangd och F(M) vara méngden av funktioner fran
M till R, det vill sdga

F(M)={f: M > R}.

Vi kan addera funktioner och skala om funktioner genom att addera
och skala varje funktionsvirde. Narmare bestdmt definierar vi for
f,g € F(M) och A € R nya funktioner f+g € F(M)och A\f € F(M)

genom

(f +9)(@) = f(z) +g(z) och (\f)(z) = Af()

Ofta &r vi intresserade av fallet da M C R, till exempel M = [0, 1].
Da ar det ibland relevant att bara studera kontinuerliga funktioner.
Eftersom summan av tva kontinuerliga funktioner &r kontinuerlig
och en skalning av en kontinuerlig funktion ar kontinuerlig far vi ett
vektorrum:

C(M)={feFM)]| f: kontinuerlig}.

Ett annat intressant fall 4r da M &r en dndlig méngd, till exempel
M = {1,2,3}. I sa fall kan vi precisera elementen i F(M) genom
helt enkelt ange funktionsvirdena f(z) for alla z € M. Om igen
M = {1,2,3} sa bestdms f av tre tal f(1), f(2) och f(3). Med
andra ord ar F({1,2,3}) ungefir som R3.
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2.2 Viktiga egenskaper

Varje vektorrum uppfyller ytterligare rdkneregler som foljer av axiomen. I
det har avsnittet ska vi ga igenom nagra av de viktigaste. Men det finns
manga fler. Genom hela kursen kommer vi utveckla teorin for vektorrum
och pa sa sétt fa fler och fler verktyg att anvinda. Det fina med att visa allt
fran de atta vektorrumsaxiomen ar att vi kan vara sidkra pa att rédknereg-
lerna och andra resultat som vi visar kommer att gélla for alla vektorrum,
inklusive de som vi stétte pa i foregaende avsnitt.

Lat V vara ett vektorrum. Da géller féljande:
a) Nollvektorn &r unik. Det finns alltsa bara ett element 0 € V
som uppfyller v + 0 = v for alla v € V.

b) Om ¥+ 4 = w + 4 sa &r ¥ = w.

¢) Den additiva inversen till ¥ ar unik. Det finns alltsa bara ett
element —v € V som uppfyller ¥ + (—v) = 0.

d) 0% = 0 galler for alla T € V.
e) A0 = 0 giller for alla A € R.

f) (=

—

) = —4.

—_

Bevis: Eftersom V ér ett vektorrum finns 0 € V sa att @+ 0 = .
Antag nu 71 € V éar nagon vektor som uppfyller samma sak, 5+ = .
Vi behover da visa att 7 = 0. Vi gor det genom att rdkna ut 0 + 7

pa tva sitt. A ena sidan ger ¥+ 7 = T att
0+7=0
A andra sidan ger T+ 0 = © att

O+ni=n+0=1

+

Alltsa &r 71 = 0.
b) Vi ldgger till —4 i bada led av ekvationen ¥ + 4 = @ + u:

(UV+a)+ (—1u) = (0 +d) + (—1).
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Vansterledet ar
B+ @)+ (—0) =T+ (i + (1) =0+ 0=1.

Pa liknande sétt ar hogerledet

+
=
+
N
&
I
£
+
ol
I
£

(@ + 1)+ (—1) =

Alltsa ar v = .
¢) Denna del liknar a). Eftersom V ér ett vektorrum finns till
en vektor —7 si att ¥ + (—7) = 0. Antag nu @ € V ocksa uppfyller
#4d = 0. Vi behover visa att @ = —2. Vi far att 5+(—7) = 0 = U+d
och fran b) (och axiom 1) féljer nu —v = a.
d) Vi skriver
070 = (04 0)7 = 09 + 07.

Eftersom véinsterledet &r 07 = 0 + 07 far vi fran b) att 03 = 0.
e) Det hér liknar d). Vi skriver

A0 = A0+ 0) = A0+ A0

Som i d) féljer nu A0 = 0.
f) Vi kollar att (—1)¥ uppfyller definitionen av —u:

b+ (-0 =10+ (-1)T=(1—-1)8 =08 = 0.

Som vi ser i satsen fungerar rakning med vektorer i ett godtyckligt vek-
torrum mycket likt hur det fungerar i R™. Vi tar ett exempel for att illu-
strera detta.

Lat V vara ett vektorrum och ¢ € V. Hitta @ € V som uppfyller

T+27=0



38 2 Vektorrum

Losning: Vi anvéinder riknereglerna stegvis for att 16sa ut z.

T4+22=0=274+7=0

=2+ (V- 7)) =—0
=2%+0=—7
= 2Z = -7
1 1 1 1
—2_’:——_»:— —1_’:——_)
= 2@8) = 3(-7) = 5((-D) = (—3)
A andra sidan &r 127) =22 =17 =17, s
— ]'—)
95—(—5)

dr den enda mojligheten. Vi kan sétta in @ = (—3)0 i ekvationen

Har 2((—%)5) _ g (2(—%))@) G4 (—1)F=(1—1)F=05=0
och bekréafta att det verkligen &r en 16sning.

I 16sningen har vi skrivit implikationspilar hela vigen och hanterar
detta genom att till sist bekrafta var 16sning. Faktum &r att dessa
implikationspilar kan ersittas med ekvivalenspilar. Overtyga dig om
detta genom att ta reda pa vilka steg vi behover ta i varje fall for
att visa den omvénda implikationen.

En viktig skillnad mellan rdkning med reella tal och rikning i ett vektor-
rum ar att vi inte kan dela med vektorer. Men det finns nagra rédkneregler
som ar nastan lika bra som att dela. Vi gar igenom dem i nésta sats.

Lat V vara ett vektorrum och @ € V sé att ¥ # 0. Da galler fljande:
a) Om AMi=0saA=0

b) Om AU = pd s& A = p.
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Bevis: a) Antag att AT = 0. Om X\ # 0 sa far vi

1 1. -
U= — )\_’ = —U=
U )\( 0) )\0 0,
vilket motséger vart antagande @ # 0. Alltsa méste A = 0.
b) Fran a) far vi

= A\—w=0
S A—pu=
= A=pu

2.3 Delrum

Vi har sett flera exempel pa néar ett vektorrum ar en delméngd av ett annat
vektorrum. Till exempel ar Py C Ps:

{a0+a1x+a2x2 | ag,a1,as € R} C {ao+a1x+a2x2+a3x3 | ag, a1, as,a3 € R}.

Observera att p(z) = ag + a1x + asx? + azx® uppfyller p(z) € Py om och
endast om az = 0.

Ett annat exempel 4 C(R) C F(R). Hér géller att f € C(R) om och
endast om f ar en kontinuerlig funktion.

Som ett tredje exempel kan vi lata

xr
U= y|lz,ye R C R
0

Med andra ord ar U xy-planet som en delméngd av xyz-rummet. Om vi
adderar och skalar vektorer i &/ pa samma sitt som i R3 sa far vi ett
vektorrum. Vi kan forsta U som R? dér vi lagt till en tredje koordinat som
ar 0 for varje vektor. Nyckeln till att detta fungerar dr att om vi adderar
eller skalar om vektorer i U sa far vi aterigen vektorer i U.

De fall vi gick igenom ovan &r alla exempel pa delrum. Mer allmént
definieras de sahar:
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Definition 2.4

En icketom delméngd U av ett vektorrum V kallas ett delrum om
1. for u,v € U giller 4+ ¥ € U,

2. for A € R och u € U galler \u € U.

Fran de tva villkoren i definitionen foljer ytterligare egenskaper. Faktiskt
ar U sjalvt ett vektorrum.

Om V ér ett vektorrum och ¢« C V ar ett delrum sa géller foljande:
a) 0eclU.

b) Om & € U s —1i € U.

c) U &r ett vektorrum med samma operationer som i V.

Bevis: Lat u € Y. Vi har \d € U for alla A € R enligt villkor 2.

a) Vilj A = 0. Da far vi 0 = 0% € U enligt Sats 2.2 d).

b) Vélj A = —1. Da far vi —u = (—1)ud € U enligt Sats 2.2 f).

c¢) Villkoren ger oss att operationerna pa V ger oss operationer pa
U. Axiom 3 och 4 ir precis a) och b). Ovriga axiom féljer direkt for
U pa grund av att de géller for V.

I definitionen av delrum kravs att U ar en icketom méangd, alltsa att
det finns nagon vektor @ € U. Fran satsen ser vi att vi alltid har att
0 € U om U &r ett delrum. Sa for att pavisa att det finns &tminstone
en vektor i ¢ kan vi alltid ta nollvektorn. I praktiken ar det en bra
strategi for att kolla om en delméngd U &r ett underum. Kolla forst
om 0 € U. Om svaret &r nej kan vi direkt siga att U inte dr ett
delrum. Om svaret ar ja gar vi vidare och kollar de tva villkoren.

Styrkan i Sats 2.5 ¢) ar att det ar betydligt smidigare att kolla villkoren
for delrum &n att verifiera de atta vektorrumsaxiomen direkt. Genom att
beskriva ett vektorrum som ett delrum till ett redan kint vektorrum sparar
vi tid och kan tillimpa allt vi vet om vektorrum utan vidare eftertanke.
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Exempel 2.3.2

Lat

L1
U= i) l'1+21'2—1‘3:0
T3

Visa att U #r ett delrum av R3.
Losning: Vi borjar med att observera att 0 € . Om

x
i) =
X3

o O O

far vi i ekvationen
0+2-0—-0=0,

vilket stimmer sa 0 € U. Alltsa ir U inte tom.
Lat nu 4,v € Y och A € R. Vi vill visa 4+ ¥ € U och A\i € U. Vi
skriver

Uy U1
u= |us | ochv=1[wv
Us U3

Eftersom 4, v € U far vi
uy + 2us — u3 = 0 och vy + 2v9 — v3 = 0.

Vi sdtter nu in @+ U 1 ekvationen som beskriver U. I vansterledet far
vi

(U1—|—Ul)+2(UQ+U2)—(U3—|—Ug) = U1+2’LL2—U3+111+2’02—'U3 =040 =0.
Alltsa géller v + ¥ € U. Pa likande satt far vi for Au att
)\Ul + 2)\'&2 — )\Ug = )\(u1 + QUQ — Ug) =A0=0.

Alltsa géller &ven \u € U och vi far att U &r ett delrum.

Vi undersoker en snarlik delméngd (vad ar skillnaden?).
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Exempel 2.3.3

Lat

U= ) ZE1+25L‘2—CE3:4
T3

Visa att I/ inte dr ett delrum av R3.
Losning: Sétter vi in nollvektorn

X
To =
€3

e e e

i ekvationen s far vi 04+2-0—0 = 0 # 4, s vi ser att 0 & U. Allts
kan U/ inte vara ett delrum.

Observera att det &r tva mycket olika saker att visa att en delméngd &r
ett delrum respektive inte &ér ett delrum. For att verifiera att en delméngd
ar ett delrum behdver vi visa att villkoren i definitionen stimmer. For att
visa att en delméngd inte dr ett delrum behdver vi bara visa att nagonting
som galler for delrum gar fel.

Exempel 2.3.4

Visa att C(R) C F(R) é&r ett delrum.

Losning: Nollelementet ar funktionen som &r konstant lika med
0 och den tillhér C(R). Om f,g € C(R) sa ar f och g kontinuerliga
funktioner. D4 ar dven (f +g¢)(x) = f(x)+g(x) en kontinuerlig funk-
tion s f+g¢g € C(R). Dessutom &r varje skalning A f av f kontinuerlig
sa Af € C(R). Alltsa dr C(R) ett delrum.

Delrum kan ofta ges en geometrisk tolkning. Vi gar igenom alla méojliga
delrum i R? och R? som exempel.

2.3.1 Delrum i R?

Lat U vara ett delrum i R?, da finns foljande alternativ:
o U = {0}, alltsa bestar U endast av origo.

e U4 &r en linje genom origo.
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o U = R?, alltsa ér U hela planet.

2.3.2 Delrum i R3
Lat U vara ett delrum i R3, d& finns foljande alternativ:
e U = {0}, alltsa bestar U endast av origo.
e U{ &r en linje genom origo.
e U &r ett plan genom origo.
o U =R3, alltsi dr U hela rummet.

Notera att dessa exempel kan beskrivas som losningsméngder till linjara
ekvationssystem. Att vi alltid har med 0 i 16sningsméngden betyder att ho-
gerleden i ekvationssystemen maste vara 0. Sddana linjdra ekvationssystem
kallas homogena och ger i allménhet upphov till delrum.

Lat £ vara losningsméngden till ett homogent linjért ekvationssy-
stem:

a1121 + A12T9 9 coo F ATy = 0
a21T1 + 99T SO AonTy — 0
An1Z1 + GmaZe2 + -0+ GppZn = 0

Da ar £ C R"™ ett delrum.

Bevis: Om Z = @ och # = ¥ &r losningar till systemet &ar &ven
¥ = 14+ ¥ och ¥ = A\ l16sningar. Mycket riktigt far vi for & = 4 + ¢
i ekvation ¢ att
ail(ul -+ "Ul) + aig(’UQ + ’UQ) + -+ &m(un + 'Un) =
@11 + QigUz + =+ QinUp+
aﬂvl+ai2v2+--~—|—amvn:0+0:0.

Pa likande satt far vi for x = A4 1 ekvation 7 att

aﬂ)\m + aizAUQ + -+ am)\un =
Aairuy + apus + -+ + auy) = 0.
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Pa grund av denna sats kan vi vara sdkra pa att linjer genom origo ar
delrum av R2. Vi far dven att linjer och plan genom origo #r delrum i R3.
Men hur kan vi vara sikra pa att det inte finns nagra andra delrum i R?
och R? (bortsett fran origo sjilv och hela planet/rummet)? Det kommer
vi se 1 nasta avsnitt.

2.4 Linjarkombinationer
Lat oss ga tillbaka till exemplet som vi borjade med:

x
U= To | |x1 + 225 — 23 =0
I3

Vi har visat att U #r ett delrum av R® som kan forstas geometriskt som
ett plan genom origo. Vi har infért & som 16sningsméngden till ekvationen
1+ 29 — 23 = 0. Det visade sig vara en praktisk beskrivning for att se att
U ar ett delrum, men for andra syften kan det vara praktiskt att beskriva U
pa parameterform. Vi far denna form genom att parametrisera lésningarna
till 21 + 229 — 3 = 0. Sétter vi x5 = s och x3 =t sa far vi 1 = —2s + t.
Med andra ord ar losningarna

1 —2s5+1t —2 1
To | = S =s| 1 |1+¢t]0 dar s,t € R.
T3 t 0 1
Vi skriver
-2 1
?71 = 1 och 62 = 0 s
1

och far d& att
U= {st +tiy | s,t € R}.

Uttrycket sv; + tvy beskriver en vektor som fas genom att skala om ¥; och
Uy och sedan addera resultaten. Ett sant satt att kombinera tva vektorer
kallas for en linjarkombination. Mer allmént kan man ta linjarkombina-
tioner av godtyckligt antal vektorer i ett vektorrum. Definitionen ar som
foljer.
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2.4 Linjarkombinationer

Definition 2.7

Lat V vara ett vektorrum, v, ¥s, ..
Da kallas vektorn

., Up € Voch c,co,...,¢c, € R.

U =c101 + CoUp + - -+ + ¢, Uy,

en linjirkombination av Ui, ¥s,...,0,. Mingden av alla sadana
linjairkombinationer kallas spannet (ibland det linjara héljet) av
U1, U, ..., Uy, vilket betecknas

span {¥y, Ua, . .

.,671} = {6161—{—0262—}—"'—{—6”6” ‘ C1,C2,...,Cq € R}

Exempel 2.4.1

Fran var undersokning av ekvationen z; + 2x, — x3 = 0 far vi att
Iy
U= i) ZL‘1+2.’L'2—£B3:O

T3

-2 1

=<¢s| 1 | +t|0]]|s,teR

0 1

-2 1

= span 11,10

0 1

Spannet ar alltid ett delrum, mer precist har vi féljande sats.

a) span{;, s, ..

Lat V vara ett vektorrum och v, vo, . ..
., Up} CV ér ett delrum.

b) Om U C V é&r ett delrum sa att ¥y, Ua, . .

span {1, Ua, . .

, U, € V. Da géller att:

., Un €U, sa ar

LT} CU.

Bevis: a) Nollvektorn 0 &r en linjirkombination av varje uppsitt-
ning vektorer si 0 € span{¥y, Us, ..

., Up}. Alltsa &r spannet inte
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tomt (se Anmérkning 2.3.1).
Ta tva linjarkombinationer

a26161+02172+"'+0n17n, ﬁ:d161+d2172++dn17n
D& ar deras summa

U+ U =c0; + colg+ -+ + cpUp+
dlﬁl +d2§2—|— +dn’l_jn —
(Cl +d1)61 + (CQ +d2)52 + -+ (Cn —i—dn)@n ceU.

Pa liknande sétt ar skalningen av @ med A € R vektorn

AU = )\(6161 + 02?72 + -+ Cn’l_jn> =
()\01)61 + ()\62)62 + -+ ()\Cn)ﬁn eU.

b) Antag nu ¥y, ¥y, ..., 0, € U. Eftersom U ar ett delrum far vi
att 01171, 02172, R ,Cnl_jn € U och

61171+02172+"'+Cnﬁn€u.

Alltsa géller

span {¥y, U2, ..., 0, CU.
Del b) i satsen séger alltsa att om ¥y, U, ..., 0, € U sa giller
span {¥y, ¥a, ..., 0, CU.

Med andra ord ar spannet det minsta delrum som innehaller vektorerna
U1, Ugy v, Un.
Ifall inklusionen ovan &r en likhet, det vill sdga

span {¥y, Ua, ..., U, } =U

séger vi att vektorerna vy, ¥s, ..., ¥, spanner upp U.

Med hjalp av ovanstaende sats kan vi resonera oss fram till att det inte
finns nigra andra delrum i R? och R? &n de vi diskuterat.

Lat U C V vara ett delrum déir V = R? eller V = R3. Om U # {0}
sa finns 7 € U s& att 4 # 0. Da ér span{@} C U en linje genom origo.
Antingen ar da span{id} = U eller sa finns ¥ € U s& att ¥ ¢ span {u}.
I det andra fallet s& ar span{u, ¥} C U ett plan genom origo. Om V =
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R?, s& tar mojligheterna slut eftersom U = span {#, ¥} = R? da #r den
enda mojligheten. Om V = R3? s finns tvd mojligheter. Antingen ér U =
span {4, U} eller sa finns W € U sa att @ ¢ span{u,v}. Da maste vi ha
R3 = span {4, ¥, 0w} CU och U = R3.

Vi avslutar med att visa hur man avgoér om en vektor tillhor ett spann.

Exempel 2.4.2

Avgdr om
1 1 3
2| € span 21,11
3 1 1

Losning: Vi undersdker om det finns s, € R sa att

1 1 3 s+ 3t 1 3
ol =s| =2l +el1l =254t =[-2 1 (j)
3 1 1 s+t 1 1

Likheten motsvarar ett linjart ekvationssystem med totalmatris

1 31\ Q=D 1 3|1
1 13 0—22@]
1 3] 1 1 3] 1
01/-1|E~[0 1]|-1
074? 0 011

Den sista raden motsvarar 0 = 11. Alltsa saknas l6sning. Det betyder

1 1 3
2| € span —21,11
3 1 1

2.5 Linjart oberoende

I foregaende avsnitt gick vi igenom det spannet av en uppséttning vektorer,
det vill sdga méngden av alla vektorer som kan fas genom att ta linjérkom-
binationer av vektorerna i uppséttningen. Ju fler vektorer vi har desto fler
linjarkombinationer kan vi bilda, sa vi kan forvianta oss att spannet véxer
om vi lagger till fler vektorer i var uppsattning. Om sa faktiskt sker beror
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pa hur vektorerna forhaller sig till varandra. I det hér avsnittet ska vi reda
ut hur detta fungerar. Vi borjar med att se pa tva exempel av spann av
tre vektorer i R3.

Exempel 2.5.1

4
Skriv ¥ = | 5 | som en linjarkombination av
3
1 1 1
?71 - 0 172 S 1 63 = 1
0 0 1

Beskriv #ven spannet span {¥, U, U3} som delrum av R3.
Losning: Vi soker ¢y, o, c3 € R sa att

U = C1V1 + CaVg + C3V3,

vilket ar ekvivalent med matrisekvationen

4 1 11 1
51]=10 1 1 Co
3 0 01 3
som ger
1 1 1|4 1 1 01 1 0 0]—-1
01 1|5 ~ |01 0|2|CED~|0 1 0] 2
00 1|3 00 1|3 00 1] 3
Vi far en 16sning ¢; = —1, ¢o = 2 och ¢3 = 3. Det vill sidga
U= —U; + 295 + 3Us.

Notera att vi inte har nagra nollrader i den sista koefficientmatrisen.
Det betyder att om vi &ndrar ¥ till nagon annan vektor
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kommer systemet alltid ga att 16sa. For tydlighets skull l6ser vi mot-
svarande ekvationssystem igen:

11 1|2 11 0jlxz—=¢

01 1|y ~ 01 0|ly—z]|ED~
0 0 1]z 0 01 z

1 0 0jlxz—y

01 0ly—=

0 01 z

Alltsa géller ¥ = (x —y)¥; + (y — 2) Uy + 2U3. Sétter viinz =4,y =5
och z = 3 far vi samma losning som tidigare. I synnerhet tillhor varje
vektor ¥ € R? spannet span {1, U, U3}. Med andra ord r

Span {’l_jl, 172, 173} = Rg.

Vi tar ett till exempel pa att beskriva spannet.

Exempel 2.5.2

75
Vilka vektorer ¥ = | y | tillhor span {¥;, ¥, U3}, dér
z
1 —1 3
171 = 0 62 = 2 173 = 4 ?
1 0 5)

Losning: Vi vill bestamma de vektorer o, for vilka det finns
c1,Co,c3 € R sa att

U= C1171 + 02172 + 03173.

Det leder till ett linjéart ekvationssystem med féljande totalmatris

1 -1 3|z 1 -1 3 x

1 0 5]z 0 1 2|—xz+z2

1 -1 3 x 1 -1 3 x

0 1 2|—-z+z2 N 0o 1 2 —Z+ 2
0 2 4 Yy 0 0 O|22+y—22
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Fran sista raden ser vi att det finns l6sning om och endast om 2x +
y — 2z = 0. Med andra ord &r

z
span { ¥y, U9, U3} = yl|2x+y—22=0,,
z

vilket &r ett plan genom origo. Alltsa ligger alla tre vektorerna
U1, Ug, U3 1 planet som ges av ekvationen 2z + y — 2z = 0. Men
detta plan &r ocksa spannet av de tva forsta vektorerna, det vill sdga

z
span {¥y, Ua} = span {¥y, Us, U3} = yl|22+y—22=0
z

Sarskilt géller att ¥ € span {, Ua}. Mycket riktigt ar

1 =1l 3
1 0 5

vilket ger en annan forklaring till varfor span{¥;, Uy} =
span {¥1, U3, Us}. Hur kan vi hitta ett sadant forhallande? Ett satt ar
faktiskt genom att skriva 0 som en linjarkombination av ¥y, Us, U3,
det vill saga

0161 9 C262 -+ 6363 = 6
Det ger samma system som ovan fast nu dr x = 0,y = 0,2z = 0. Vi
far alltsa

1 -1 3]0\ D 1—130

0 2 4]0 ~ 0 40>]~
1 0 5[0 0 210
1 -1 3]0 1050
o120~ 01 20
0 2 4]0 00 0]0

Satter vi den sista obekanta till ¢ far vi ¢; = —5t, ¢co = —2t och
cg =t, dar t € R. Losningen da ¢ = 0 &r inte sa spannande:

0% + 0, + 073 = 0.
Men valjer vi till exempel ¢t = 1 sa far vi
—5T1 — 20y + U3 = 0,

som vi kan skriva om till v5 = 501 + 27,.
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[ exemplet ovan sag vi tre vektorer vars spann ar det samma som spannet
av bara tva av dem. Det berodde pa att den tredje vektorn var en linjar-
kombination av de tva forsta. I en sadan situation sédger vi att vektorerna
ar linjart beroende. Mer allmént gor vi féljande definition.

Definition 2.9

Lat V vara ett vektorrum. D& kallas en uppséittning vektorer
U1, U9y ..., Uy € V lingdrt oberoende om ekvationen

$1§1+$2§2+"'+$n6n:0

bara har 16sningen z; = 0,29 = 0, ..., 2, = 0. Annars kallas vekto-
rerna linjdrt beroende.

Ekvationen i definitionen kallas beroendeekvationen och l6sningen x; =
0,20 =0,...,2, =0, som alltid finns kallas for den triviala losningen. For
att testa om en uppséttning vektorer ar linjart beroende kan vi alltsa 16sa
beroendeekvationen. Om vi hittar en 16sning som inte &r den triviala &r
de linjért beroende. Om bara den triviala 16sningen finns sa &r de linjért
oberoende.

Vi aterbesoker nu exemplen som vi borjade med.

Exempel 2.5.3

Vektorerna
1 1 1
=10 Uy =11 vz = 1|1
0 0 1

ar linjart oberoende.
Beroendeekvationen x,v; + x99 + 2303 = 0 ger

11 10 11 0]0 100]0
01 10 ~ o1 o0lo]CD~[0 1 0]0
00 1|0/ CED=D 00 10 00 10

Vi har bara en 16sning z; = 0, x5 = 0 och 3 = 0. Alltsa ar vektorerna
linjart oberoende.
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Vektorerna
1 -1 3
=10 Uy = | 2 U3= |4
1 0 5

ar linjart beroende.
Beroendeekvationen x19; + w205 + x303 = 0 ger

1 -1 3|0 1 —1 310
0 2 410 ~ 0 410 ] ~
1 0 5|0 0 210
1 -1 3|0 1 0 5/0
0 1 210 ~ 01 2|0
0 2 410 0 0 0|0
Vi har odndligt manga 16sningar 1 = —5t, 19 = —2t och x3 = t, dar

t € R. Alltsa &r vektorerna linjért beroende.

Observera vad som gjorde skillnaden i exemplen ovan. Skillnaden
kan ses i koefficientmatrisen fér den radkanoniska formen vi nar i
slutet av 16sningen. I det fosta exemplet hade varje kolonn en ledande
etta. Vi fick darfor inga parametrar och saledes bara den triviala
l6sningen. I det andra exemplet saknade den sista kolonnen ledande
etta och vi fick darfér parameterlésningar.

Att en uppséttning vektorer ar linjart beroende innebér att vi kan skriva
nagon av vektorerna (eller kanske flera) som en linjarkombination av de
andra. Mer precist géller foljande sats.

Lat V vara ett vektorrum och vy, ¥s, ..., U, € V. Da ar vektorerna
linjart beroende om och endast om nagon av vektorerna v; ar en
lindrkombination av de andra, det vill sdga

U; € span{¥y, ..., Vi1, Vip1,-- -, Un} -
Da giller att

span {¥1, U, ..., U} =span{¥y,..., i1, Vit1, ..., Un}
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Den sista likheten i satsen séager att vi kan stryka vektorn ¥; utan att
paverka spannet. Notera att satsen inte sdger nagot om vilken av vektorerna
som kan strykas. Ofta kan flera vektorer strykas utan att paverka spannet.
Det satsen sédger att det maste finnas minst en sadan vektor. I beviset far
vi en ledtrad om vilka vektorer som kan strykas.

Bevis: Om vektorerna ér linjart beroende sa har vi
T U1+ -+ x4+ 20, =0

dér nagot av talen z; maste vara skilt fran noll. Vi kan da 16sa ut v,
fran ekvationen ovan pa foljande vis. Vi far

TiVi = —T1V1 " — Lj—1Vi—1 — Li+1Vit1 " * — TnUn.

Eftersom z; # 0 kan vi dela med x; och far da

s - Li-1, Lit1 Ln
Vi = ——"U1" — Vi1 — Vit1 " — ——Un,

det vill sdga

U; € span{vl, ey Vi1, Uity - ey /Un} .
Eftersom span{@,...,¥;_1, Uiy1,..., U} ar ett delrum av V som
innehaller vektorerna vy, Us, ..., U,, sa giller
span {¥y, U2, ..., U} Cspan{¥y,..., U1, Vir1,.-., Un}-

Men den omvanda inklusionen géller ocksa, sa inklusionen maste vara
en likhet.
Pa liknande sétt kan vi se att villkoret

U; € span{¥i,..., Vi1, Uit1, ..., Un}.
ger en losning till ekvationen

dér x; = 1 sa vektorerna ar linjart beroende i detta fall.
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Exempel 2.5.4

Avgor om ¥y, Us, Uz ar linjart oberoende. Skriv om mdojligt var och
en av vektorerna som en linjirkombination av de andra.
Losning: Beroendeekvationen x19, + 29Uy + 2303 = 0 ger

1 0 2|0 10 210
21 1|0 ~ 01 =30 ~
4 1 5|0 01 =30 9
10 210
01 =30
00 010
Vi har odndligt manga losningar x1 = —2t, xo = 3t och x3 = t, dar

t € R. Alltsa ar vektorerna linjart beroende. Losningen da ¢t = 1 ger
— 9% + 3Ty + U3 = 0.

Eftersom alla z; # 0 i detta fall kan vi 16sa ut varje vektor ur ekva-
tionen och far pa sa sitt:

L3, 1,
’1}125’02"—5'03,
L2, 1,
U2=§Ul—§v3a
U3 = 20, — 37,

I det har fallet ar alltsa

span {¥1, U9, U3} = span {¥s, U3} = span {¥;, U3} = span {v;, Us} .

I exemplen ovan har vi sett pa vektorer i R?, sa vi tar nu nagra exempel
med andra vektorrum.
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Exempel 2.5.5

Lat p1, pa, ps € Ps vara polynomen

pl(t) =1 + t37 pZ(t) =t+ t37 p3(t) =1 + t27

Avgor om pq, po, p3 ar linjart oberoende.
Losning: Som tidigare undersdker vi ekvationen

T1p1(t) + o2 (t) + w3ps(t) = 0

Denna ekvation ska gilla for alla ¢ sa vi skriver om vénsterledet och
samlar termer av samma grad for sig:

T1(1483) + 2o (t + %) + 23(1 4+ %) = 2y + 23 + 2ot + 238> + (1 + 22) 1

Ekvationen giller da for alla ¢ om och endast om

T +5133:0
i) =0
+IE3:0

T, + 2 =0

vilket ger ett linjart ekvationssystem med totalmatris

10 10\ D 10 110

0100 01 0/0|CED
00 1|0 ~ 00 110 ~
1100 01 —1]|0/+
10 110 10 0/0
01 010 0100
00 1|0o]@=D"™ 00 1]0
00 —1]0 0000

Vi har entydig 16sning x1 = 0, 5 = 0, x3 = 0. Alltsa ar polynomen
linjart oberoende. Observera att aterigen fick vi resultatet linjért
oberoende pa grund av att vi har ledande ettor i varje kolonn.
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Exempel 2.5.6

Lat C(R) vara vektorrummet av kontinuerliga funktioner fran R till
R.

Vi borjar med att studera funktionerna f, g € C(R) givna av f(t) =
e! och g = sint. Vi undersoker om f, g € C(R) &r linjart oberoende.
Som tidigare ser vi pa ekvationen

z1f(t) + 229(t) =0

som ska galla for alla t. Det betyder att vi kan vélja varden pa t och
pa s& sitt fa villkor pa x; och xo. Viljer vit = 0sé ér f(0) = e =1

och g(0) = sin0 = 0, vilket ger z; = 0. Viljer vi t = 7 sa &r

f(5) =e2 och g(3) =sin§ = 1, vilket ger z1e2 + x5 = 0. I och med
att vi vet att z; = 0 far vi da x5 = 0 sa f, g ar linjart oberoende.

Lat nu f,g,h € C(R) vara tre andra funktioner, namligen
f(t) =sin®t, g(t) =cos’t, h(t) = cos(2t),

Eftersom h(t) = cos(2t) = cos?t — sin’t = g(t) — f(t) giller for alla
t € R, ser vi att f, g, h ar linjart beroende.

J

—

Vi avslutar med att undersoka vad det betyder att tva vektorer ¥, w i
ett vektorrum W ér linjart beroende. Beroendeekvationen ar

513177 + .I’Q’LT) = 0.

Om ¥ =0sdkan vitaz; =1 och 2o =0. Om @ = 0 sd kan vi ta 2, = 0
och zo = 1. I dessa fall ar alltsa vektorerna alltid linjart beroende.

Om bade ¥ # 0 och w # 0, sa & z; = 0 om och endast om z5 = 0.
Om vi har en icketrival 16sning maste da v = —72@ och @ = —210, med
andra ord ar ¥ och @ omskalningar av varandra. Vi har da span {7, 0} =
span {w} = span {¥}.

2.6 Bas och dimension

Vi har sett manga exempel pa vektorrum dar vektorerna kan beskrivas
genom att ange ett visst antal reella tal. Ofta kan antalet ses som rummets
dimension. Vi ska nu reda ut vad som pagar i dessa exempel och definiera
vad exakt vi menar med dimensionen av ett vektorrum. Vi borjar med att
ta upp nagra av exemplen som vi sett.
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Exempel 2.6.1

a) Vektorrumet R? = {(xl)
T2

la planet. Eftersom

(5= () () = (o) += ()

T1,Ty € R} ar det tvadimensionel-

ser vi att
= { o). (1)
sl
b) Vektorrumet R? = To | | T1, 20,23 € R » dr det tredimen-
Zs3
sionella rummet. Pa liknande sitt som for R? har vi att
1 0 0
R3>=span [O0].,{1].,[0
0 0 1
X
c¢) Vektorrumet U = To | |21+ 219 — 23 =0 p &ar ett plan
I3

och bor ses som tvadimensionellt. Genom att parametrisera
l6sningarna till 1 + 229 — 3 = 0 ser vi att

—25+1 -2 1
U= s s,t € R } = span 11,10
t 0 1
d) Lat
1 0 2
171 = 2 772 == 1 173 = 1
4 1 5
Vi har tidigare sett att dessa vektorer &r linjart beroen-
de eftersom U3 = 2v; — 37y. Alltsd ar span{¥;, v, U3} =

span {¥1, U5}. Déremot dr inte ¥y, ¥y linjart beroende (de &r
inte omskalningar av varandra). Delrummet span {91, ¥, U3}
ar ett plan som vi bor se som tvadimensionellt.
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Notera att vi i vart och ett av exemplen kan skriva vektorrummet som
spannet av nagra linjart oberoende vektorer. Dessutom &r antalet vektorer
det vi uppfattar som rummets dimension. En sadan uppséttning vektorer
kallas en bas. I nasta delavsnitt gar vi igenom baser och deras egenskaper
innan vi definierar dimension.

2.6.1 Baser och koordinater

Motiverade av exemplen ovan gor vi féljande definition

Definition 2.11

Lat V vara ett vektorrum. Da kallas en ordnad uppséattning vektorer

u = (Uy, dg,...,U,) 1V en bas om
1. span {iy, g, ..., Uy} =V,
2. Uy, Us, ..., Uy, ar linjirt oberoende.

Exempel 2.6.2

a) (Uy, Uy) dir Uy = (é) och 1y = ((1)) ar en bas i R?. Vektorerna

ar linjart oberoende och spanner upp R2.

b) (ﬁl, ?jQ, 1_,23) dar 1_1:1 = <(1)>, ﬁQ = ((1)> och ﬁg = (i) ar inte en

bas i R?. Vektorerna #r ej linjirt oberoende, men spianner upp

R2.
— .. — 1 .. . . 2 .. . ..
c) (uy) dar 4, = o) dr inte en bas i R*. Som uppséttning &r
den enstaka vektorn linjart oberoende, men spanner inte upp
hela R2.
1 1 1
d) (T_jl,’l—ig,ﬁg) dar ’171 = 0 9 ’172 = 1 och ﬁg = 1 ar en
0 0 1
bas i R3. Vektorerna r linjéirt oberoende och spinner upp R?.
1 0 2
e) (U, Ug, uz) dir dy = | 2], de = | 1] och i3 = | 1] &r inte

4 1 )
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en bas i R®. Som vi sett i tidigare exempel dr vektorerna linjirt
beroende och spinner bara upp ett plan i R3.

I exempel b) spanner vektorerna upp hela vektorrummet, men de &r
linjart beroende. I nagon mening &r de fér manga for att vara en
bas: om vi plockar bort en av vektorerna far vi en bas. I exempel c)
har vi istéllet for fa vektorer: vi kan fa en bas genom att lidgga till
en vektor. I exempel e) har vi samma antal vektorer som i d), men
de ar dnda inte en bas. De uppfyller inget av villkoren i definitionen.
Dessa exempel visar pa typiska fall for ndr en uppséattning vektorer
inte ar en bas.

\ 7

I vektorrummet R™ finns en speciell bas som kallas standardbasen. Den
bestar av foljande vektorer

1 0 0
0 1 0
é’1 - 0 ,52 = 0 ) 7871 = 0
0 0 1
Vi skriver e = (€1, €s, ..., €,). Det som gor basen speciell ar att
T T 0 0
. ) 0 T 0
7= = - o
T 0 0 Ty
1 0 0
0 1 0
=1, + 9 : +...+x, :
0 0 1
Med andra ord ar = x1€; 42265+ - -+ 2, €,. Koordinaterna x, zo, ..., x,

ar precis de tal som vi skalar om basvektorerna med for att fa 7.
Nagot likande sker i vektorrummet

Pn=A{ag+ait +---+apt" | a; € R}.

Om vi sétter po(t) = 1,p1(t) =t,...,pa(t) = t" sd ser vi att ett godtyckligt
polynom

p(t) =ao+art + - + apt”" = aopo(t) + ar1pi(t) + - - - + anpn(t)
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For att komma ihag polynomet p(t) racker det med att komma ihag talen
g, at, . . ., a, och vi kan forsta dessa tal som ett slags koordinater for p(t). I
likhet med R™ kallar vi basen bestaende av po(t) = 1,p1(t) =t,...,pu(t) =
t" for standardbasen i P,. Denna standardbas &r inte lika vedertagen som
den for R™, men ar praktiskt for vara syften.

Pa samma satt som med standardbaserna i R™ och P,, kan man i varje
vektorrum med en bas representera vektorerna med koordinater.

Lat u = (uy, Ug,...,U,) vara en bas i ett vektorrum V. For varje
v € YV finns entydigt bestamda tal z1, o, ...z, sa att

U= 1131171 +$2ﬂ2 S oo +1Cn’l_in

Bevis: Att span {uy, ds, ..., d,} = V séger precis att det finns tal
T1,To,...T, S4 att

U= xlﬁl +x2ﬁ2 + -+ C(fn?jn
Vi vill nu visa att de dr entydiga. Antag dérfor att
U:ylﬁl—l—yzﬁg—i----—i-ynﬁn

for nagra tal yi,vs,...,y, € R. Vi tar differensen av vinsterled re-
spektive hogerled och far da

0= (21— y)ts + (w2 — y2)liz + -+ + (Tn — Y) U
Att 1y, Uo, ..., U, ar linjart oberoende, sdger nu att:

1 —y1 =0 T =Y
Ty —Yo =0 To = Yo
. =

In_yn:O Tpn = YUn

Talen x4, xo, ...z, kallas koordinaterna fér ¥ i basen u. Kolonnvektorn
som innehaller dessa tal kallas for koordinatvektorn av ¥ i basen uw och
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betecknas 7,. Med andra ord har vi

x1

€2
S VU =T1U] + TolUg + -+ + Ty Uy

U
|2
I

Ln

Att talen xq, o, ...z, ar entydigt bestdmda av ¥ gor att vi kan oversitta
fran vektorer i V till koordinater i R™ och tillbaka. Vi kan pa sa sétt fora
over fragor om vektorer i V till férhoppningsvis mer hanterbara fragor om
koordinatvektorer i R™. Néar vi 6verséitter pa detta kan vi berdkna addition
och skalning av vektorer i V genom att utféra motsvarande operationer pa
deras koordinater.

Lat u vara en bas i ett vektorrum V. Da géller féljande for v, w € V
och A € R.

Bevis: Kalla basen u = (i, s, . . ., Uy). Skriv

x1

Z2
Vy = . & UV =T1Up + ToUg + + -+ + TpUp.

1S

Tn

A

Wy = . < W= YU + YUz + - -+ + YpUp.
Yn

Da ar

U4 W = (21 + 1)Uy + (02 + y2) U + - + (@ + Yn) Un
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S8
1+ Y 1 Y1
o T2 + Y2 Ta Yo . .
(v—i—w)ﬂz . = . + . :Ug"i_wﬂ
Tn + Yn Tp Yn

P& liknande satt ar

o

)\ZL‘l I
AT x

W), =" =2 =
ALy, Tn

Vi gar nu igenom ett exempel pa hur vi kan 6versédtta mellan vektorer
och koordinater i R?,

Exempel 2.6.3

Vi undersoker en bas och motsvarande koordinater i R2.

. =1
och Uy = ar en bas

a) Visa att u = (U, Ug) dér 4 = i )

i R2
T = e 1
b) Hitta v, dér ¥ = (3)

c) Vilken vektor w uppfyller w, = <1> ?

Losning: a) Vi studerar ekvationen

213 +xa—($>
1U1 2 U2 y

Den ger ett ekvationssystem med totalmatris

1 1|z 1 -1 7
(1 1 y)?” (0 2 —x—i—y)N
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(1 -1 x )&3 (1 og+g>
0 1 |—2+% 0 1]-3+3%

Eftersom vi har losning for varje viarde pa x och y ser vi att
span {1, iy} = R?. Dessutom &r 16sningen entydig, si fallet x =
0,y = 0 visar att 4y, s ar linjart oberoende.

b) Vi soker x1, 25 i fallet da z = 1 och y = 3. Detta motsvarar

1 -1|1 1 0]2
1 113 0 1|1
e A 2
Vi far alltsa v, = (1)

C) Wy = G) betyder precis att

7 @zl.ulﬂ.m:G)+(‘11):(g).

I detta exempel ser vi hur vektorerna @ och w kan beskrivas med
sina standardkoordinater

(). +-()

eller med sina koordinater i basen wu.

Nedan ritar vi vektorerna @ och @ i R? med koordinater fran basen
e markerade i svart och koordinater fran basen u markerade i rott.

(%) €o (51
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Det finns tva grundlédggande strategier for att hitta en bas i ett vektorrum
V. Den forsta ar att forst hitta vektorer som spénner upp hela V. Om de
ar linjart oberoende far vi en bas. Om inte kan vi ta bort minst en vektor
utan att paverka spannet. Vi kan fortséitta att ta bort vektorer tills vi nar
en linjart oberoende uppséttning med samma spann vilket da &r en bas.

Den andra strategin ar att utga fran en linjért oberoende méngd vek-
torer. Om de spanner upp hela V har vi en bas. Om inte kan vi ldgga till
en vektor i V utanfor spannet. Som nista sats visar far vi da en linjart
oberoende méngd igen, men som nu har ett storre spann. Vi kan upprepa
denna process sa ldnge vektorerna inte spanner upp hela V. Om processen
tar slut betyder det att vi nar en basi V.

Lat V vara ett vektorrum och 4, Uo, . .., U, € V. Om Uy, Uo, . . . , Up_1
ar linjart oberoende och u, ¢ span{uj,ds,...,d,_1} s ar ocksa
Uy, Us, . . . , Uy linjart oberoende.

Bevis: Vi skriver upp beroendeekvationen
.’L’lﬁl +$2ﬁ2 + - +Z’nﬁn = 0.

Vi maste ha x,, = 0, for annars skulle vi kunna 16sa ut , vilket
skulle ge

Uy, € span {ty, g, ..., Up_1}-
Alltsa ar
1’1ﬁ1 + $2a2 + -+ Z’nflﬁnfl = O,
vilket ger att alla x; = 0 eftersom 1y, o, ..., U,_1 ar linjart obero-
ende.

Exempel 2.6.4

Hitta en bas i

Ty
U= To | |21 — 20— 223 =0
T3

Utvidga denna till en bas i hela R3.
Losning: Vi sétter 9 = s och x3 = t. Da ger 1 — 29 — 223 = 0 att
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r1 = S+ 2t och

Ty s+ 2t 1 2
To | = s =s|1]+¢t]0
T3 t 0 1
Satt
1 2
771 = 1 5 ?_Jig = O
0 1

D& &r (uy, uy) en bas i U. Vi véljer nu nagon vektor iz ¢ U, till
exempel

—

g = (Hur vet vi att i3 & U?)

S O =

D& ar u (1q, do, d3) linjart oberoende. Dessutom &r
span { iy, Us, Uz} ett delrum i R? som &r strikt stérre dn planet U.
Den enda méjligheten ér span { @, Uy, Uz} = R3. Allts dr u en bas i
R3.

I det sista exemplet ar det kanske inte helt klart att span {1, Uz, Uz} =
R3. Hur kan vi vara sikra pa att vi inte kan hitta nigon ytterligare vek-

tor iy € R? som dr utanfor spannet. Da skulle iy, Uy, s, Uy vara linj
oberoende i R?, vilket dr omdjligt. Mer allmént giller foljande sats.

art

Lat w = (4y, g, ..., Uy) vara en bas i ett vektorrum V. Da géller
féljande for 1_51, 272, 000 g ﬁn eV.
a) Vektorerna ¥y, Us, ..., U, ar linjart oberoende i ¥ om och en-
dast om deras koordinater (v4),, (v2),,- - ., (Un), &r linjart obe-
roende i R”. - ; ;

b) Om n > m sa ar vy, Vs, . . ., U, linjart beroende.

Bevis: Vi skriver upp beroendeekvationen

.Z'1§1+$2172+"'+$n17n:0
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och tar koordinater i basen u av vinsterled och hogerled:

—

(:clﬁl + $262 +-+ l’ni_jn)g = Uy
Vansterledet ar

(Ilﬁl + I2172 +- xn@)n>g =
(2101), + (2202), + - + (TnTUn), =
1131(61)@ + $2<62)£ +---+ xn(ﬂn)

enligt Sats 2.13. Den ursprungliga beroendeekvationen har da samma
16sningar som den for vektorernas koordinater:

561(51)2 -+ $2<62)H+ R xn(z_}n)H =0

Vi far a) som en konsekvens.

Vi kan skriva om den nya beroendeekvationen som AZ = 0, dér A
ar matrisen vars kolonner &r (v1),,, (¥2),, -, (Un),. I synnerhet ar A
en (m x n)-matris, sd om n > m har A fler kolonner #n rader. Men
det betyder att ekvationen AZ = 0 méste ha parameterldsningar och
vi far att ¥y, s, ..., U, ar linjart beroende i detta fall. Alltsa géller

b).

Exempel 2.6.5

Vektorerna
1 1 0 1
O, (1,11}, (1
1 0 1 1

i R? &r linjért beroende eftersom R? har en bas med tre element, men
vi har fyra vektorer. Vi kan ocksa se det fran beroendeekvationen som
ger ett ekvationssystem med totalmatris

1 10 1|0
01110
1 00 1]0

Vi har alltsa ett homogent system med tre ekvationer och fyra obe-
kanta. Det har garanterat oéndligt manga 16sningar. Jamfor denna
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motivering med beviset till Sats 2.15. Det ar faktist samma resone-
mang i fallet da u standardbasen i R3.

Fran Sats 2.15 b) foljer nésta viktiga resultat:

Lat u och v vara baser i ett vektorrum V. Da har u och v samma
antal element.

Bevis: Ség att u har m element och v har n element. Da &r m <
n omojligt eftersom v bestar av n linjart oberoende vektorer, men
basen u har m element. Pa samma satt ar m > n omdojlligt. Darmed
ar enda mojligheten att m = n.

Eftersom alla baser har samma antal element kan vi gora foljande defi-
nition.

Definition 2.17

Om ett vektorrum V har en bas u = (4, da, . . ., U,) med n element
sa sager vi att V har dimension n. Vi skriver da dimV = n. Om
ingen sadan éndlig bas finns sa séger vi att ) har oédndlig dimension
och skriver dimV = oo. Ett speciellt fall ar da V bara bestar av
nollvektorn. Da skiver vi dimV = 0.

Hur ska vi tolka vad det betyder att ) inte har nagon éndlig bas? Vara
strategier for att hitta en bas misslyckas da. Alltsa finns inte ens en dndlig
uppséttning vektorer som spéanner upp V. Fran den skulle vi kunna fa en
bas genom att stryka vektorer tills vi nar en linjart oberoende uppséittning
vektorer som spanner upp V. Det betyder dven att var andra strategi kom-
mer att misslyckas. Om vi borjar med 4, € V, sa att 4y # 0 s& ar (d;)
linjart oberoende, men inte en bas. Da finns iy € V linjart oberoende med
;. Eftersom inte heller (Ui, uy) &r en bas i V finns 43 linjért oberoende
med 7 och s. Fortsitter vi pa samma sétt far vi fler och fler linjart obe-
roende vektorer, men nar aldrig en bas. Det verkar kanske som en marklig
situation, men som vi ska se lite senare finns manga exempel pa vektorrum
av odndlig dimension. De som vi studerar oftast i de hér kursen &ar dock av
andlig dimension.
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Exempel 2.6.6

a) dimR? = 2, planet #r tvadimensionellt som forvintat.

b) dimR?® = 3, rummet &r tredimensionellt som forvintat.

¢) dimR"™ = n, foljer av att betrakta standardbasen.
)

d) dim P, = n+ 1, foljer av att betrakta standardbasen.

Det ar vettigt att tdnka pa dimensionen som nagon slags storlek. Ur det
perspektivet ar foljande sats rimlig.

Lat V vara ett vektorrum av dndlig dimension och&d C V ett delrum.
Da géller dimU < dim V. Dessutom géller dim&/ = dim ) om och
endast om U = V.

Bevis: Skriv dimV = n. Vi bygger upp en linjart oberoende upp-
sattning vektorer iy, s,... € U pa det sitt vi beskrivit tidigare.
Processen maste ta slut efter m < n steg. Annars skulle vi fa fler
an n linjart oberoende vektorer i V, vilket &r omojligt. Det betyder

att (dy,ds,...,Uy,) ar en bas i U och dimU = m < n = dim V.
Om U = V giller m = n eftersom alla baser har samma antal
element. Om U # V sa finns 4,,,1 € V som inte ar i U. Da ar
Uy, Ug, .-« y Upy, U1 linjdrt oberoende och m + 1 < n. Alltsa ar

dimi =m < n=dimV i detta fall.

Exempel 2.6.7

a) Lat
I
U= T $1+2$2—ZL’3:0 QR:S
x3

Da &r U ett plan och dimi = 2 < 3 = dim R3.

b) Vi har dimP = oco. Om vi hade dimP = n for nagot n sa
skulle det motsédga P,, C P eftersom dim P, =n+ 1 > n.

c¢) Det ar viktigt att V har dndlig dimension i Sats 2.18. For odnd-
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ligt dimensionella vektorrum &r det mer komplcierat. Till ex-
empel finns i P delrummet U = {p € P|p(0) = 0} som ocksa
har dimU = oo (visa det!) men U # P.

Om vi soker en bas i ett vektorrum V sant att dim V) = n, sa vet vi att vi
behover n vektorer. Nasta sats visar att om vi har den situationen behover
vi bara kolla ett av de tva villkoren {or att vara en bas.

Lat V vara ett vektorrum med dim V = n och en uppséttning vekto-

rer iy, s, ..., U, € V. Da ir féljande ekvivalent
a) span {iy, Uz, ..., Up} =V,
b) i, ds,. .., U, ar linjart oberoende,
c) (4, g, ..., 1U,) ar en bas i V.

Bevis: Vi visar att a) dr ekvivalent med b). D4 &r bada ekvivalenta
med c).

Antag a). Om 1y, Uo, . . ., U, ar linjdrt beroende kan vi stryka vek-
torer tills vi nar en linjart oberoende uppséttning vektorer som spén-
ner upp V och diarmed &r en bas med farre &n n element, vilket ar
omojligt, sd b) maste gélla.

Antag b). Om span{uy,is,...,d,} # V sa finns en vektor
Upt1 € V som uppfyller d,.; ¢ span{dy,s,...,U,}. Da &r
Uy, Ugy - - -, Up, Upyr1 linjart oberoende vilket inte kan stdamma da
n+1>n=dimU. Alltsa géller a).

Vi avslutar med foljande sats om att utvidga en bas i ett delrum till bas
i hela rummet.

Lat V vara ett vektorrum med dim)VY = n och U vara ett del-

rum av med en bas (uy, dsg,. .., Un) dir m < n. D& finns vektorer
U1, Umta, - - -, Upn S& att (dq, Ug, ..., U,) 4r en bas i V.
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Bevis: Eftersom m < n éar U # V. Vi kan darfor vélja 4,1 € U
vilket ger att i, U, ..., Upyq ar linjart oberoende. Om n = m + 1
sa ar vi klara. Annars kan vi fortsédtta och vélja ytterligare vektorer
Uma2, Umas, - - - utanfor spannet av de tidigare tills vi nar n linjart
oberoende vektorer som ar en bas da dimV = n.

2.6.2 Basbyte

I foregaende avsnitt har vi sett att om vi har ett vektorrum ¥V med en
bas u kan varje vektor Z € V beskrivas av sin koordinatvektor Z,. Om vi
nu véljer en annan bas v kan Z ocksa beskrivas med Z,. Hur &versétter vi
mellan koordinater i basen u och i basen v, det vill sédga hur far vi 7, fran
7, och vice versa? Det ska vi ga igenom i detta avsnitt. Vi borjar med ett
exempel i R? som vi sett tidigare.

Exempel 2.6.8

[ R? later vi e = (€1, €;) vara standardbasen

(). +- ()
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Lat ¥ € R? vara en godtycklig vektor, sig med u-koordinater

Hg: (J?;) @6:$ﬁ1+yﬁ2

Om vi tar e-koordinaterna av vansterled och hogerled i den sista
ekvationen sa far vi

() (1) ) 0

Vi sétter A = (1 _11) och far

Notera att kolonnerna i A &r precis vektorerna i; och iy (i stan-
dardkoordinater).

Om till exempel v, = (?) sa far vi

U, = AT, = G _11> @ - @

. . 4\ . . .
Om vi istéllet vet att v, = <O> sa far vi att

N B\
(0)—Avu(:)A (0)—vu

Inversen till A ar A~ = % <_11 1) s& vi far

Uy = % (—11 D @ - (—22> |

Som i exemplet ovan kan vi alltid byta koordinater med hjilp av en viss
matris.
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Definition 2.21

Lat V vara ett vektorrum med tva baser u = (4, s, ..., U,) och
v = (¥, U, ..., U,). Da ar basbytesmatrisen fran u till v den (n xn)-
matris T3+ som uppfyller:

T,

<2

Ty = Ty

Den fas genom att sitta koordinatvektorerna (), (42),,. .. (Un)
som kolonner.

Vi kollar att formeln stammer med hur vi definierade kolonnerna i TQM.
Skriv

Ty = | & T =2Ur + Tl + -+ Ty Uy,
Da ar

= (xlﬁl)g—'— (.IQ{ZQ)E‘}_ U (mnﬁn)g
= (1), + 22(la), + -+ + zn(n)

Lat V vara ett vektorrum med baser u, v, w. Da géller féljande.
a) Basbytesmatrisen T &r inverterbar med invers (7%)~' = T2,

b) TyTy =Ty

Bevis:

a) vektorerna i basen u &r linjédrt oberoende. Déarfor &r dven ko-
lonnerna i T3 linjdrt oberoende enligt Sats 2.15 a). Eftersom T3 ar
kvadratisk foljer att T3+ ar inverterbar. Vidare har vi

Tii, =Ty & Ty = (T3) 12,
Men det géller ocksé& att 7, = T;7,. Eftersom detta giller for alla
vektorer 7 far vi att (T4)~' = T%, enligt Sats 1.6.

b) Vi beréknar ToT7, = TS, = Ty = Tidy. Aterigen giller

detta for alla vektorer 7 sa vi far att TTt = T




73

2.6 Bas och dimension

Exempel 2.6.9

I R? betraktar vi tre baser e = (&, &), u = (U, Us) och v = (T, V)

dar e ar standardbasen

- (1 - (0

€1 = 0/’ €2 = 1)/

och baserna u, v ges av

N S (1 L (1 . (0
Uy = 1/ Uy = 1/ U1 = 1/ Vg = 1)
Berdkna basbytesmatriserna

a) T¢,

b) T¢,
c) T3

Losning:
a) Kolonnerna i T3* &r (), och (i), Eftersom e &r standardbasen

far vi
. (21
(i)

b) Pa samma sétt som i a) far vi

10
=0 1)

c) Vi kan anvéinda a) och b) for att fa fram T = TT3. Vi berdknar

r-a=(1 9 = (4 )

v meru (1 0\ (2 1\ (2 1
Tv_TvTe_(—l 1) (1 1)‘(—1 0)‘

Lat oss dubbelkolla att svaret i ¢) i exemplet ovan stdmmer med den di-

s& vi far

J
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rekta formeln. Kolonnerna i T} ska vara (1), och (2),. Vara berdkningar
sager oss att

och

vilket stdmmer i bada fall.
Vi avslutar med ett exempel i P5.

Exempel 2.6.10

Lat p vara standardbasen i Py, alltsd den som bestar av po(t) = 1,
p1(t) = t och py(t) = 2. Lat g vara basen som bestar av qo(t) = 1+,
q1(t) = 142t och ¢o(t) = t+12. Bestam koordinaterna av f(t) = 2+t
1 basen g.

Losning: Eftersom p ar standardbasen far vi snabbt fram Tpg genom
att sitta in koordinaterna for ¢o, ¢ och ¢» som kolonner:

1
TEi= |1
0

O N =
e )

Vi kan nu bestamma T, QB genom att invertera Tg (berdkna pa valfritt
sétt)

2
(), =Tif), = -1 1 —1][o]=]-3
1 1

Som koll beraknar vi

5q0(t) —3q1(t) + qo(t) =5+ 5t =3 — 6t +t +t* =2+ 1° = f(¢t).
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2.7 Kolonnrum, radrum och nollrum

I det hér avsnittet gar vi igenom tre vektorrum som kan associeras till en
matris. Vi visar hur en berdkning kan anvindas for att fa fram baser i alla
tre vektorrummen.

Definition 2.23

Lat A vara en (m X n)-martis. Da ar
1. kolonnrummet av A spannet av kolonnerna i A (alltsa ett del-
rum av R™),

2. radrummet av A spannet av raderna i A (alltsa ett delrum av

R™),

3. nollrummet av A l6sningarna till AZ = 0 (alltsa ett delrum av

R™),

Radrummet bestar av vektorer i R"™ skrivna som rader. Vill vi skriva
dem som kolonnvektorer pa vanligt sitt sa kan vi identifiera radrummet av
A med kolonnrummet av A’

Vi gar nu igenom hur vi kan hitta baser i alla tre rummen med hjalp
av samma berdkning. Notera att varje rum har manga andra baser. Var
metod ar bara ett sdtt att hitta nagra baser. Vi borjar med ett exempel.

Exempel 2.7.1

1 =210
Lat A= | 2 —4 3 1]. Viborjar med att bestdmma en bas i
-1 2 5 6

nollrummet av A genom att 16sa AZ = 0. Vi far ett ekvationssysstem
med totalmatris

1 -2 1 0|0\ (2D 1 -2 1 0|0

2 —4 3 10 ~ 00110~
1 2 5 60 0 0 6 6|0

1 -2 0 —-1]0

0 0 1 1]0

0 0 0 0]0

Vi har ledande ettor i kolonn 1 och kolonn 3. Alltsa satter vi x5 = s
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och x4 =t vilket ger x1 = 2s +t och x3 = —t. Alltsa ar

Ty 2s +t 2 1
T | s _ 1 0
o | T =t [T o] T 2
Ty t 0 1
V1 satter
2 1
S |1 o 0
U]_— O 9 U2— _1
0 1

vilket ger en bas i nollrummet. Notera att parametrisering pa detta
sitt alltid ger linjirt oberoende vektorer. Sitter vi sty + tty = 0 far
vi genom att se pa rad 2 och rad 4 (alltsd dar parametrarna dyker
upp) att s =0 och ¢t = 0.

Vi undersoker nu kolonnrummet. Kalla kolonnerna i A for @, vs,
U3 och v4. Dessa spanner enligt definition upp kolonnrummet. Men
att vi fick parameterlosningar till ekvationen AZ = 0 séiger att de &r
linjart beroende. Det betyder att vi kan stryka nagra av kolonnerna
och pa sa satt fa en bas. Det finns ofta flera sétt att stryka kolon-
ner, men har ar ett sitt som alltid fungerar. Vi ser pa tva speciella
l6sningar till beroendeekvationen. Forst tar vi s = 1 och ¢ = 0. Da
far vi 27, + Uy = 0. Det betyder att vi kan 16sa ut

Uy = —27;.
Sedan tar vi s = 0 och ¢t = 1. Da far vi v, — U3+ 14 = 0. Det betyder
att vi kan 10sa ut
U4 = —U1 + U3
Notera att vi loste ut kolonnerna som motsvarar de obekanta vi satte
till parametrar. Eftersom ¥y, ¥4 € span {7, U3} kan vi stryka bade
Uy och ¥4. Med andra ord ar kolonnrummet

span {?717 g, U3, 174} = Span {?71, 173}

Notera att v, U3 ér linjart oberoende eftersom vi tagit bort de ko-
lonner som gav oss parametrar i l6sningarna till AZ = 0. Loser vi
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samma system igen fast med kolonn 2 och kolonn 4 strukna far vi
inga parametrar. Sammanfattningsvis ar

en bas i kolonnrummet.

Vi undersoker nu radrummet av A. Vi skulle kunna gora en ny
berikning for att ta reda pa en bas i kolonnrummet av A", men vi
kan faktiskt ateranvinda samma berdkning som vi gjorde ovan. Vi
later B vara den radkanoniska formen av A, det vill sdga

—2
0
0

1 -1
B=10 1

0 0
Vi hévdar att B har samma radrum som A. Om vi gor en rado-
peration pa A och far en matris A’ s byter vi en rad i A mot en
linjarkombination av rader i A. Dessa kommer alltid att tillhoéra rad-
rummet av A, s alla vektorer i radrummet av A’ tillhor radrummet i
A. Eftersom vi kan ta oss tillbaka till A med en radoperation, sa har
A och A’ precis samma radrum. Radekvivalenta matriser har allt-
sa samma radrum. For matrisen B ar det latt att hitta en bas. De
forsta tva forsta raderna ar linjart oberoende pa grund av trappstegs-

formen. Den sista raden ar en nollrad och bidrar inget till spannet.
Vi far alltsa att

(1 =2 0 =1) och (0 0 1 1)
utgor en bas i radrummet. Skrivna som kolonner ar dessa vektorer

1

0
-1

och Wy =

§1
\

_ = O O

Metoden i exemplet ovan fungerar i allménhet pa foljande vis. Lat A

vara en (m x m)-martis. Anvind Gauss-Jordan elimination for att hitta
A ~ B, dar B ar radkanonisk.
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1. Kolonnerna i A som motsvarar ledande ettor i B ger en bas i kolonn-
rummet av A.

2. Raderna i B som har ledande ettor ger en bas i radrummet av A.

3. Iekvationen AZ = 0 kan vi sétta de obekanta som motsvarar kolonner
utan ledande ettor i B till parametrar. Fran B kan vi l6sa ut évriga
obekanta och far en bas med en basvektor fér varje parameter.

Antalet ledande ettor i B kallas for rangen av A och betecknas rang (A).
Fran metoden far vi féljande sats.

Lat A vara en (mxn)-matris. Beteckna A:s kolonnrum K (A), radrum
R(A) och nollrum N(A). Da géller:
a) dim K(A) = rang (A)

b) dim R(A) = rang (A)
c) dim N(A) =n —rang (A)

Bevis: Metoden som beskrevs ovan ger en bas déar antalet element
ar rang (A) i fallet av K(A) och R(A). Fér N(A) ar dimensionen
antalet parametrar. Eftersom vi far en parameter for varje kolonn
utan ledande etta har vi n — rang (A) parametrar.

En konsekvens av denna sats dr att rad- och kolonnoperationer inte pa-
verkar rangen eftersom de inte paverkar radrummet respektive kolonnrum-
met och dérfor inte heller deras dimensioner som bada &r lika med rangen.

Exempel 2.7.2

I Exempel 2.7.1 sag vi att den forsta och tredje kolonnen i

=% 1l
A=\ 2 -4 3
-1 2 5

S = O

utgor en bas i kolonnrummet. Kalla denna bas for v = (4, ds), det
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vill sdga
1 1
ﬁl == 2 y ag = 3
—1 )

Eftersom andra och fjarde kolonnen tillhor kolonnrummet kan de
beskrivas med koordinater med avseende pa u. Dessa kolonner ar

—2 0
’(72 - —4 y 1_})4 - 1
2 6

Fér att hitta motsvarande koordinatvektorer, det vill sdga (7,), och
(¥4),, behdver vi 16sa ekvationerna

T1U1 + ToUg = Vg Y1Uy + YolUs = Uy

Dessa ekvationer motsvarar linjara ekvationssystem dar koefficient-
matrisen har basvektorerna i, iy som kolonner. Hogerleden ges av
Uy respektive ¥4. Vi kan alltsa 16sa dessa parallellt:

1 1]|-2 0\ (20D 1 1]-2 0

2 3|-4 1 ~ 01| 0 1|CE0=H~
~1 5[2 6 06/ 0 6

1 0|-2 -1

01/0 1

00[0 0

Vi laser nu av koordinaterna

Notera att vi gor samma radoperationer som i Exempel 2.7.1. Déar
sag vi att

1 -2 10 =2 0 =l
2 43 1|~10 0 1 1
-1 2 5 6 0 0 0 O

Det enda som skiljer fran detta exempel ar at kolonnerna &r i en an-
nan ordning (vilken?). Rétt tolkat kan vi alltsi ldsa av koordinaterna
fran den radkanoniska formen av A.
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Pa samma sétt som i exemplet ovan kan vi alltid gora féljande tolkning
av den radkanoniska formen B av en godtycklig matris A i férhallande
till kolonnrummet av A. Vi bygger upp en bas i kolonnrummet genom
att ga igenom kolonnerna fran vénster till hoger. Vi tar med en kolonn i
var bas om den ar linjart oberoende med de tidigare, annars tar vi bort
den. De ledande ettorna i B talar om vilka vektorer som viljs ut pa detta
satt. Vad betyder de 6vriga kolonnerna i B? Dar star precis koordinaterna
for motsvarande kolonner i A med avseende pa basen vi véljer ut. Denna
observation ger faktist ett bevis for att den radkanoniska formen &r unik.
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Uppgifter till Kapitel 2

Avsnitt 2.1

2.1)

Ange i varje uppgift om méangden med + och skalning ar ett vektor-

rum (du behover inte motivera - men du kan gora det med senare avsnitt
om delrum genom att se att de faktiskt &r delrum). I fall det inte ar ge ett
exempel pa nagot som gar fel i Definition 2.1.

I alla deluppgifterna ér + och skalning de vanliga (for funktioner, vek-
torer eller matriser).

a)

Mingden av reella polynom déir enbart jimna exponentar x%* fore-
kommer.

b) Méngden av reella polynom dér enbart exponentar z? dér p ar ett
primtal forekommer!.

¢) Méngden av n x n matriser A déar det(4) =1 (n > 2).

d) Méngden av reella polynom med p(0) = 1.

e) Méngden av reella polynom med p(1) = 0.

f) Méangden av deriverbara funktioner f: R — R.

g) funktioner f :]0,1[U]2,3[— R som har f’(t) = 0 for alla ¢ i defini-
tionsméngden. (Har &ar |a, b] det 6ppna intervalet fran a till b - skrivas
ocksa ibland (a,b)).

2.2) Samma uppgift som Uppgift 2.1.
a) C
b) Lat X vara en godtycklig méngd. Mangden av funktioner
{f: X =R f(z) # 0 for hogst dndligt manga = € X}.
Inotera att da O inte &r ett primtal dr p(r) = 1 = 12° inte ett polynom i denna

méngd, men eftersom p(xz) = 0 kan tolkas som att inte ha nigra termer &r denna
med i miingden - eller man kan tolka det som p(x) = 0z2 och da fortfarande med i
méngden
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¢) {Z# €R® | zy +xy+ Tag # 0}
Avsnitt 2.2

2.3) Lat V vara ett vektorrum och visa att —(—9) = ¥ géller for varje
v € V. Anvind endast rékneregler fran Definition 2.1.

—

2.4) Visa samma sak som i foregdende uppgift, alltsa att —(—9) = U
giller for varje ¥ € V (ett vektorrum). Anvind denna gang Sats 2.2 och

Definition 2.1.

2.5) Lat V vara ett vektorrum och ¥ € V. Hitta den vektor Z € V som
uppfyller
30+42 =0

2.6)

a) Nollvektorn 0 € V har en intressant egenskap, nimligen att 0 =
—0. Anviand axiomen for vektorrum for att visa att denna egenskap
verkligen galler.

b) Visa att ingen annan vektor uppfyller samma egenskap. Med andra
ord, visa att om ¥ € V uppfyller ¥ = —7 sa géller ¥ = 0.

Avsnitt 2.3

2.7) Avgor om foljande dr delrum i respektive vektorrum

8

a) 20 +3y+z=1p CR3

IS

8

b)

2 {()

r—y+z=0p CR3

<

avy:O} C R2.
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0 1(;)
2 {()

f) Delméngden av polynom i P med —2 som rot.

xQ—yQZO}QRQ.

x2+y220} C R%

g) Udda funktioner i F(R) (udda: f(—x) = —f(z)).

h) Funktioner med period 27 i F(R). (period 27: f(z) = f(z + 2m) for
alla x € R).

i) Svar: Alla periodiska funktioner i F(R). (periodisk: det finns nagot
teRsaatt f(z+t) = f(x) for alla 2 € R).

2.8) Lat L C R" vara losningsméngden till ett homogent linjart ekvations-
system. Lat L’ vara losningsméangden till samma ekvationssystem, men med
en extra homogen ekvation tillagt. Vad kan man sdga om L’ jamfort med

L?

2.9) Lat W; och W, vara delrum i V. Visa att
WinWy,={d|0eW;, och veW,}

ar ett delrum 1 V.

2.10) Lat W; och W, vara delrum i V. Visa att
Wi + W, :{17}1+1712 | 17]1 EWl,Z_[JQ EWQ}

ar ett delrum i V.

2.11) I uppgifterna 6ver definierade vi tva olika delrum fran tva givna
delrum. Kan man séga nagot generellt om vilka av dessa 4 rum &ar delrum

av varandra?
Avsnitt 2.4
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2.12) Skriv 16sningsméngden L till

r+ y+2=0
x4+ 2y +2=0

som ett spann.

2.13) Vilka av foljande méingder spénner upp R3?

1 1 1
a) o,(1],(1
0 0 1

—_
o

2.14) Hitta villkor pa b e R* for att denna ligger i spannet

1 1 0
wpand | 2 —1 1
31 ] ]o
4 —1 1

(Obs: svaret &r i princip ett homogent linjéart ekvationssystem i koordina-

torna for b som beskriver spannet som en l6sningsméngd.)

2.15) Delrummet M C R?* spinns upp av vektorerna

1 2 0 1 1
. -1 - 1 . 3 . 2 . -1
= [E= = [ W=, och us = 9
1 -1 -3 1 4
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Avgor for vilka a € R vektorn

tillhor delrummet M.

2.16) Avgor om f(x) = e &r en linjart kombination av g(z) = sin(z) och

h(x) = cos(x) (alla &r vektorer i vektorrummet F(R)).

Avsnitt 2.5
2.17) Avgor om de tre vektorer som definierade spannet i Uppgift 2.14 &r

linjart beroende eller oberoende.
2.18) For vilka virden pa b € R &r vektorerna

1
240
—-1-0
2

och

—_ O
—_ == DN

—1

i R* linjart oberoende?

2.19) Visa att polynomen 1,z, 2% — 1,23 — 1,22 +1 #r linjért beroende. P4
vilka sétt kan man ta bort ett eller flera polynom utan att dndra spannet,
men sa att de resterande polynom blir linjart oberoende. (Ledning: Forsta
delen: Exempel 2.5.5. Andra delen: hitta alla linjara relationer och anvéand

Sats 2.10.

2.20) Lite svar: Lat p : R — R vara ett polynom av grad storre dn 0. Visa

att 1,p,p?, p3,...,p" ar linjirt oberoende.

Avsnitt 2.6
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2.21) Lat
L{:{:fGR4|xl—:v3—|—2:v4:Oochx1—x2+$3—x4:0}§R4.

Hitta en bas i .

0
7) hitta alla @ € R® si att (4, v, @) ar en

3

1
2.22) Givet u = (2) och 7 = (
1

bas i R3.

2.23) Delrummet U C R? spénns upp av vektorerna

2 -1 -7 3
= =11 . 1 . ) . -2
1 —1 -5 2

a) Bestdm en bas i U bland de givna vektorerna.

—2a —5
b) Bestam a € R s att vektorn ¥ = ( "'23 ) tillhor U.

a—1
c) Med konstanten a € R som i b), bestdm koordinaterna for v € U.

d) Utvidga basen i U till en bas i R%.

1
2.24) Lat 4 = (1) € R® och 14t ¥ € R? vara den vektor som har

1 5 o o
koordinater v, = ( 1 ) i basen b = (by, by, by) dér

) 1\ 2\ 1
=2 0=[1].5=[0
p 1 1

Bestam koordinaterna till 4 — ¥ 1 standardbasen.

2.25) Bestam en bas i delrummet & C P3 som spanns upp av

@) = 2?1, pa(e) = +2, ps(a) = 2 —x och py(x) = 20° — 1.
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Utvidga denna till en bas i Ps.

2.26) Lat 4, v, w vara linjart oberoende vektorer i ett vektorrum V. Lat
U = span{Z, 7, Z}

dar

Bestdm dimensionen pa U for varje varde pa a € R.

2.27) I de foljande tva deluppgifterna dr U C M3y ett delrum i vektor-
rummet av 3 X 3 matriser. Bestam i bada deluppgifterna dim /.

a) U={AE Mg | A= AT)
b) Z/[:{AGM3X3|A:—AT}

2.28) Lat U C P, vara delméngden av polynom som &r delbara med
polynomet z? + 1. Visa att U dr ett delrum och hitta en bas for detta

delrum.

2.29) Lat
b=(1+z—2*1—-2+2% -1+z+27)
V=(0+mz2+2%1+2%).

Dessa ar bada baser for Ps.

a) Hitta basbytesmatrisen 7, Qb*/
b) Hitta koordinaterna for p(xr) = 1 + z + z? i bida baserna.

c) Hitta tva olika baser si att koordinaterna fér 1+x+ 2?2 ér den samma

1 bada.
Avsnitt 2.7

2.30) Hitta bas for nollrum, kolonnrum respektive radrum av foljande
matriser.
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8

1 5 11

<t 0 10
o o <t

AN AN AN



3 Linjara avbildningar

I det hér avsnittet ska vi ga igenom linjara avbildningar. Kort sagt &r lin-
jara avbildningar funktioner mellan vektorrum som ar kompatibla med de
tva grundlaggande vektorrumsoperationerna: addition och skalning. Manga
viktiga funktioner visar sig vara linjara och allt vi gar igenom i det har av-
snittet kan anvindas pa dem. Man kan ocksa anvianda linjara avbildningar
for att koppla ihop tva olika vektorrum och pa sa sitt jamféra dem med
varandra.

3.1 Definition och egenskaper

Vi borjar med ett exempel.

Exempel 3.1.1

Lat a € R och F : R — R vara funktionen som ges av F(x) = az.
Grafen y = F(x) beskriver en linje genom origo.
)

A = axr

(1,a)

Om vi tar tva tal x1, 29 € R och utviarderar F' pa deras summa far
vi

F(xy 4+ 22) = a(zy + 22) = axy + axg = F(z1) + F(x2).

Om vi skalar om ett tal x med en faktor A och utviarderar F' pa
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resultatet si far vi
F(A\z) = alx = dax = AF(x).

Dessa tva egenskaper gor det sarskilt enkelt att rdkna med funktionen
F'. Funktioner mellan vektorrum som uppfyller liknande rakneregler
kallas linjéra.

Notera att det ar viktigt att linjen gar genom origo. Om vi istéllet
skulle betrakta F(z) = ax + b, dar b # 0 sa skulle grafen fortfarande
beskriva en linje, men inte uppfylla reglerna. Vi skulle da inte kalla
F linjar trots att grafen ar en linje.

Definition 3.1

Lat V och W vara vektorrum. En funktion F : V — W kallas en
linjar avbildning om den uppfyller
1. F(+ ) = F(v) + F(w) for alla 9, w € V,

2. F(\Y) = AF(¥) for alla A € R och ¥ € V.

Ibland anvénds bendmningarna linjér funktion, linjar transformation,
linjér operator for samma sak. Kért barn har manga namn. Notera att i
gymnasiet betyder ibland linjéar funktion helt enkelt funktionen fér en linje.
Som vi sag i exemplet dr var terminologi annorlunda. For oss maste linjen
ga genom origo, det vill sdga vi har en funktion F' : R — R, dar F(z) = ax.
Vi kan generalisera detta exempel genom att ersidtta a med en matris.

Exempel 3.1.2

Lat A vara en (m X n)-matris och lat F' : R™ — R™ vara funktionen
som ges av F(Z) = AZ. Notera att A har m rader och n kolonner.
Alltsa ska 7 tolkas som en kolonn med n element och AZ &r da en
kolonn med m element. Reglerna for matrisrdkning ger att

F(Z1 + B) = A(T1 + T) = ATy + ATy = F(71) + F(Zs)

och
F(A\Z) = A(\Z) = M(AZ) = \F(Z).

Alltsa ér F' en linjar avbildning.
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For att gora exemplet konkret ser vi pa F : R? — R? dar

1

. T+ X9 1 T
F <x1> =| 2z, —29 | = 2 —1 (xl) .
2 —x1 + 3z9 — 2

I det har fallet ar alltsd A = Vi raknar ut tre viarden

av funktionen F'

o W

)
)0 ) o

Vi tar ett till exempel av geometriskt ursprung.

Exempel 3.1.3

Lat F : R? — R? vara funktionen som roterar varje vektor v € R?
moturs med vinkeln 7.
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Vi observerar att F' ges av en matris

r(2)=0G)=0 )6

Alltsa ér F' en linjar avbildning. Vi kan ocksa forsta varfér geomet-
riskt. Om vi adderar tvé vektorer och roterar far vi samma sak som
om vi forst roterar varje vektor och sedan adderar. Pa liknande sétt
far vi samma resultat om vi skalar om en vektor och sedan roterar
som om vi forst roterar och sedan skalar om.

Som i exemplen visar det sig att vi alltid kan beskriva linjira avbildningar
fran R™ till R™ med hjélp av matriser.

Om F : R — R™ &r en linjar avbildning, sa finns en entydigt
bestdmd (m X n)-matris A sa att F(Z) = Az. Narmare bestdmt har
A vektorerna F(é,), F(és),..., F(é,) som kolonner.

Vi kallar matrisen A i satsen for F':s matris i standardbasen (eller stan-
dardmatrisen). Vi ska senare se hur vi kan beskriva linjara avbildningar
med avseende pa andra baser.

Bevis: Skriv
T T 0 0
. X2 0 ) 0
7= — + 4+
Ty, 0 0 Ty
1 0 0
0 1 0
=2 : —|—l‘2 : _’_..._f_xn '
0 0 1
= xlé’l + Igég + -+ $n§n
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Da ar
F(f) = F(.’Elgl + xgé'Q + -+ xnén)
= AZ.

Att det bara finns en matris A som uppfyller F'(Z) = AZ foljer av
Sats 1.6.

Exempel 3.1.4

Lat F : R?® — R3 vara den linjira avbildningen som ges av

L1 T2
F i) = T3
T3 1 — T2

Hitta F':s matris i standardbasen.
Losning: Vi avbildar standardbasvektorerna i R?

1 0
Fe)=F|o]={o0],

0 1

0 1
F)=F|1]={ 0],

0 ~1

0 0
F@E)=F|o]| =1

1 0

Alltsa ar I':s matris i standardbasen

0 1 0
A=(0 0 1
1 -1 0

Vi kan kontrollera att matrisen stammer

0 1 0 T T3
Ar = |0 0 1 T2 = T3
1 -1 0 T3 T1 — T2
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Vi undersoker nu rotation med godtycklig vinkel.

Exempel 3.1.5

Lat F : R?> — R? vara funktionen som roterar varje vektor ¥ € R?
moturs med vinkeln o. Bestdm F":s matris i standardbasen.
Losning: Den forsta basvektorn €; har langd 1 och pekar i z-axelns
riktning. Roterar vi é; moturs med vinkeln « far vi en vektor F(€;)
som ocksa har ldngd 1. Med andra ord pekar F'(é;) pa enhetscirkeln.
Dessutom &r vinkeln mellan z-axeln och F(€;) precis a. Alltsa &r

.\ _ [cosa
Fé) = (sina) '
Den andra basvektorn é; har langd 1 och pekar i y-axelns riktning.

Vinkeln mellan €; och z-axeln ar alltsi 7. Efter att vi roterar €; med
vinkeln « far vi da vinkeln o + . Det ger oss

F(&,) = CQS(a + 7%) _ (—sina .
sin(a + %) cos a
Alltsa ar F:s matris i standardbasen
A (cgsa —sina) .
sina cosa
Om vi till exempel viljer a = 7, sé ér cosa = 0 och sina = 1, vilket

ger matrisen
0 —1
=(09)

Det finns manga funktioner fran R™ till R som inte &r linjara. Dessa kan
inte beskrivas med matriser. Vi tar nagra exempel pa sadana funktioner
nedan.

som vi hittade tidigare.

Foljande funktioner &r inte linjéra. For att se det kravs bara ett mo-
texempel mot de tva egenskaperna i definitionen. Efter varje funktion
ges ett sadant motexempel.
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a) F:R— R, F(x) =2% Dadr F(2-1) =4, men 2F(1) = 2.

b) F:R— R, F(x) =2x+1.Dadr F(0-1) =1, men 0F(1) = 0.

¢) F:RSR, F (2) — (I;;f) Da ir F (3) - (i), men
or (1) =2(3) - ()

Fran definitionen foljer manga viktiga egenskaper for linjara avbildning-
ar. Vi tar nu upp tva grundlaggande egenskaper.

Om F :V — W ér en linjar avbildning sa géller
a) F(-7) = —F(v),

b) F(0) = 0.

Bevis: Vi berdknar

och

Linjara avbildningar dyker upp i manga olika sammanhang. Har kommer
ett exempel fran analys.

Lat
VYV =C'(R)={f:R— R| f deriverbar med f’ kontinuerlig}.
och
W=C(R)={f:R— R| f kontinuerlig}.

Definiera F': V — W genom F(f) = f'.
Da ér F en linjir avbildning. Om till exempel f(x) = e** och
g(x) =2 sd ar (f + g)(z) = e* 4+ 2 och

flx) =2¢*,  ¢'(z) =322 (f+9)(z)=2e" 432>
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Mer allméant géller

F(f+9)=(+9)' =f+4¢=F(f)+F(g)

och

FAf) = (M) = A= AF(f).

Kom ihag att en funktion f : X — Y kallas inverterbar om det finns
en funktion f~':Y — X som uppfyller att f(x) = y om och endast om
r = f(y) for alla z € X och y € Y. Funktionen f~! kallas inversen till
f. Om en linjar avbildning ar inverterbar sa ar &ven dess invers linjér.

Om F : YV — W ir en inverterbar linjir avbildning s& dr £~ : W —
V ocksa linjar.

Bevis: Att I ar linjar ger
F(F7H(0) + F~H (@) = F(F7H(¥)) + F(F~Y(@)) = ¥ + .

Tar vi F~! av bada led far vi

att

Vi illustrerar satsen genom att ater se pa rotationer.

Exempel 3.1.8

Lat R, : R? — R? vara funktionen som roterar varje vektor ¢ € R?
moturs med vinkeln a. Vi sag tidigare att matrisen till R,, ar

cosa —sino
sine cosa )
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Om vi roterar med vinkeln « kan vi aterskapa var ursprungliga vektor
genom att rotera med vinkeln —a. Alltsa &r R, inverterbar med
invers R_,. Matrisen till R_, ar

cos(—a) —sin(—a)\ [ cosa sina
sin(—a)  cos(—a) —sina cosa )’
Notera att matrisen till R_, ar precis inversen av matrisen till R,:
cosa —sina cosa  sina\
sina  cos« —sina  cosa

cos? o + sin® cosasina —sinacosa) (1 0
2 0 1/)°

Sin ov CoS v — COS (¢ S1n & sin? & + cos?

I allménhet &r matrisen av inversen till en avbildning just inversen
av avbildnings matris. Vi kommer se det i nésta avsnitt.

Kom ihag att sammanséttningen av en funktion f : X — Y och en
funktion ¢ : Y — Z &r funktionen go f : X — Y som ges av (g o
f)(xz) = g(f(x)). Sammanséittningen av tva linjdra avbildningar &r en linjar
avbildning

Om F : U — V och G : V — W ér linjara avbildningar sa &r
Go F:U — W ocksa linjar.

Bevis: Vi berdknar
GF(t+w))=G(F(¥)+ F(w)) =G(F()) + G(F(w))

och

G(F(\D)) = GOAF(3)) = AG(F(D)).

Aterigen illustrerar vi satsen genom att se pa rotationer.

Exempel 3.1.9

Lat R, : R? — R? vara funktionen som roterar varje vektor 7 € R?
moturs med vinkeln a. Om vi sammansatter R, med Rg sa far vi
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en funktion som forst roterar med a och sedan [ vilket totalt ger
rotation med B+ a. Alltsa dr Rgo R, = Rpg+,. Notera att matriserna
for dessa avbildningar ar

(cos g —sin ﬂ) (cos a —sin a> <COS(6 +a) —sin(f+ a)) .

sinf  cosf sina cos sin(8 +a) cos(fB + )

Multiplicerar vi de tva forsta matriserna sa far vi den tredje:

cosf —sinf\ fcosa —sina)
sinf3 cosf sina cosa )
cos fcosa —sin Bsina  —cos Bsina —sin fcosa|
sin Scosa + cos Bsina —sinBsina +cosScosa)

G )

I allménhet dr matrisen av sammanséttningen av tva avbildningar
just produkten av avbildningarnas matriser. Precis som med inversen
kommer vi bevisa detta i nista avsnitt.

Notera att i detta exempel spelar ordningen som vi multiplicerar
matriserna ingen roll. Det beror pa att vi kan utféra rotationerna
i godtycklig ordning och dnda fa samma resultat. Samma sak gél-
ler inte i allménhet. Nér vi sammansétter avbildningar och nér vi
multiplicerar matriser spelar ordningen roll!

3.2 Matrisen till en linjar avbildning

I detta avsnitt gar vi igenom hur linjara avbildningar kan beskrivas med
hjalp av matriser mer allmént &n tidigare.

Vi boérjar med att undersoka en speciell sorts linjara avbildningar som
kallas koordinatavbildningar. Lat V vara ett vektorrum och 4, i1, . .., U, €
V. Da far vi en linjar avbildning

X1

T
FZR”-)V, F '2 :Ilﬁl—f-l'g’ljg—f—"'—f—xnﬁn.

Tn
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Vi kollar att F' ar linjér:

1+

To + Yo B ., .
. =(x1 +y1)ts + (z2+y2)ls + -+ + (Tn + Yn) Un

Tn + Yn
=x1Uy + XUy + -+ + T, Uy
+ oyt + yolia + -+ + Ynliy
=F(Z) + F(y),

= N1y + zolls + - -+ + xp )

= \F(Z).

Observera att om u = (g, Uy, ..., U,) ar en bas i V sa ar
F(f):17<:>$1ﬁ1+$2172++l’nﬁn:1_}’<:>§f:1_})2

Allts& &r F inverterbar i detta fall och F~(%¥) = ©,. Eftersom F ér linjir
ar aven I linjar. Det vill siga

(T+ @), = Uy + Wy, (AT), = Ay
Notera att detta ger ett nytt bevis for Sats 2.13.
Avbildningen F~! : V — R", ¥ — ¥, kallas for koordinatavbildningen
till basen u. Att den &r inverterbar séger precis att vi kan Oversétta mellan
vektorer i V och koordinater i R™ utan att forlora nagon information.

Lat V = P3 och u vara basen i V som bestar av

up(t) =1, wi(t) =t, wus(t) =12, wus(t) =1t
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D4 ges avbildningen F' : R* — P5 som vi definierade ovan av

Lo
Iy
o)
T3

= xo + 1t + Tot% + 55

Dess invers #r koordinatavbildningen F=! : P — R* som ges av

F(CL() + (llt + (Igtz + a3t3) =

Funktionerna F och F~! kan alltsa anviindas for att 6versiatta mellan
P5 och R%.

Vi ska nu anvinda koordinatavbildningar for att definiera matrisen till
en linjar avbildning med avseende pa ett val av baser. Lat VV och W vara
vektorrum med baser v = (¥, Ua,...,0,) 1 V och w = (W, Wy, ..., Wy,)
i W. Da har vi tva koordinatavbildningar V — R", Z — %, och W —
R™ ¥ — ¥, Lat nu F : V — W vara en linjar avbildning. Betrakta
foljande diagram av avbildningar:

y —£ ow

L]

R?» —— R™

dar de vertikala pilarna motsvarar koordinatavbildningarna och avbild-
ningen R” — R™ ges av att forst ta inversen till koordinatavbildningen
R"™ — V), sedan tillampa F': V — W och till sist ta koordinatavbildningen
W — R™. Eftersom resultatet ar en linjar avbildning R™ — R™ sa ges den
av en (m x n)-matris. Vi kallar denna fér matrisen till F' med avseende pa
baserna v 1 V och w i W och betecknar den med (F')%. Matrisen uppfyller
(F)3, = F(3)

w:
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Definition 3.6
Givet

e ett vektorrum V med en bas v = (9, Ua,

ey Tn),
e ett vektorrum YW med en bas w = (01, W,,

e en linjar avbildning F' : V — W,

sa ar matrisen till /' med avseende pa baserna v iV och w i W den
(m x n)-matris (F)g som uppfyller

(F)ypTy = F(T),
Kolonnerna i (F)g &r F(U1),,, F(T2),, - F(Un),
Lat oss verifiera att (F)y = A dér A har kolonnerna
F (V1) s F(T2) s -, F(U0) -
Skriv
T

Tn

Vi beréiknar hégerledet i ekvationen (F))3 7, = F(Z),:

F(;_é>£ = F(;Uli_}l + wgi_}g + -+ xnﬁn)g

= (21 F (V1) + 22 F(Vg) + -+ - + 2, (V) ,

= $1F(61)£+ ZL‘ZF(Q_)’Q)& + 4 l‘nF(ﬂn)ﬁ = Afg
Exempel 3.2.2

Lat F : P3 — P, dir F(p) = p'. Vilj baser v = (1,¢,t%,t3) i P3 och
w = (1,t,t%) i Py. D& ér

F(1)=0, F(@)=1,

F(t*) =2t, F(t%) =3t

1
0|, F(#*), =
X w
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Alltsa ar
01 00
(FL=[00 20
000 3
Om vi till exempel villjer p(t) = 4 + 2t — t* + 3 s4 &r
;l 01 00 ;l 2
e och (F)zp, =10 0 2 0 1 -2
1 000 3 1 3

A andra sidan kan vi rikna ut koordinaterna av F(p) = p'. Eftersom
P/(t) = 2 — 2t + 3t* far vi att

Med andra ord har vi kollat att (F)zp, = F(p),, verkligen stimmer.

Vi visar nu att matrisen av en sammansattning av avbildningar ges av
produkten av avbildningarnas matriser.

Lat FF: U — V och G : V — W vara linjara avbildningar. Givet
baser uild, vi) och wiWV sa ar

vlu Wl (7), = G(F(T)),, = (G o F)yTy.

Denna likhet géller for alla € U och darmed for alla kolonnvektorer
Ty Det foljer att (G)y(F)y = (G o F)g enligt Sats 1.6.
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Exempel 3.2.3

Lat F' : P3 — P, F(p) = p/ och G : Py — Ps3, G((]) = tq(t) Vilj
baser v = (1,¢,t%,¢3) 1 P3 och w = (1,¢,t%) i Py. Som beriknat
tidigare ar

och
0 0 0
|1 10 9 0
0 0 1
sa ar
000
w_ |1 00
@=101 0
001
Enligt satsen ar
R VT EEY
(GoF)s = (G)2(F): = 00 20])|=
L T 010 000 3 0020
00 1 000 3

Alltsa ger kolonnerna i den sista matrisen precis koordinaterna for
G o F utvarderat pa polynomen i basen v. Vi kollar att det stdmmer:

G(F(1) =G(0)=0, GFQ®)=G601)=t,

G(F(t?) = G(2t) = 2t*, G(F(t*)) = G(3t*) = 3t>.

Till exempel stammer tredje kolonnen eftersom

G(F(t?)) = 0+ 0t + 2t* + 0t°.

Vi tar ett liknande exempel.
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Exempel 3.2.4

Lat F : Py — Py, F(p) = p'. Vilj basen v = (1,¢,t%) i Py. Vi
raknar ut matrisen till F' i basen v som tidigare. Eftersom vi valt att
definiera F' fran ett vektorrum till samma vektorrum kan vi anvénda
samma, koordinater for bade input och output.

I det hér fallet kan vi sammanséatta F' med sig sjélv och far

010 010 0 0 2
(FoF)=(FF)r=1{00 2] (oo 2]={000
000 000 000
Notera att (FoF')(p) = F(F(p)) ( =p/". Alltsd ar (FoF)(1) =
0, (FoF)(t) =0 och (F o F)(t ) 2, vilket stdmmer med matrisen

vi beraknade ovan.

For en inverterbar linjar avbildning géller att matrisen av dess invers ar
inversen av dess matris, vilket vi nu visar.

Lat F' : V — W vara en linjar avbildning, v en bas i V och w en
bas i W. Da dr I inverterbar om och endast om matrisen (F)g &r
inverterbar. I sa fall &r dim V' = dim W och

Bevis: Om F ér inverterbar s dr (F~'o F)(Z) = 7 for alla 7 € V.
Alltsa ar
By = (F o F)(Z), = (F "o F)yiy, = (F)p(F)y,.

v

Eftersom likheten giller for alla kolonner #, far vi att (F~1)2(F)2
ar enhetsmatrisen enligt Sats 1.6. Pa liknande sétt far vi genom att
underséka (F'o F~') att (F)%(F~')% ocksa ar enhetsmatrisen. Alltsa
dr (F)2 &r inverterbar med invers (F~')%. D& maste (F)4 vara en

kvadratisk matris och dim V = dim W. B




3.2 Matrisen till en linjar avbildning 105

Antag nu att (F)% dr inverterbar med invers A. Koordinatavbild-
ningar ar inverterbara sa det finns en linjér avbildning G : W — V
som uppfyller (G)% = A. Eftersom A ar inversen till (F)% far vi att
(G o F)? = (G)2(F)Y #r enhetsmatrisen. Pa liknande sitt far vi att
(F o G)2 ocksa #r enhetsmatrisen. Men da foljer (G o F)(Z) = 7 for
alla 7 € V och (FoG)(y) = ¥ for alla i € W. Alltsa ér F inverterbar
med F~ = G.

Exempel 3.2.5

Lat F : Py — Py, F(p) = p(t+1). D4 &r F inverterbar med F~!(q) =
q(t—1). Mycket riktigt ar F~1(F(p)) = F~'(p(t+1)) = p(t—1+1) =
p(t) och F(F7Y(q)) = F(q(t —1)) = q(t +1—1) = ¢(¢). Vi beriiknar
matriserna till F' och G med avseende pa basen v = (1,¢,1?).

ger

—_

, F(t%), =

v

T
—~
—_
~—
I
S O =
=
—~
~
~—
I
—
=N =

Alltsa ar
11

1
(Fg=10 1
0 01

P4 likande satt far vi matrisen till inversen.

F')=1, F't)=t—-1, F'¥)=@t—-12=t>*-2t+1,

ger
1 —1l 1
F',=10]),F't),=(1]|, F'(#),=|-2
~\0 - 0 - 1
Alltsa ar

1 =1 1

(Fhe=(0 1 -2

0 0 1
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Vi kollar att dessa matriser ar varandras inverser

1 11 1 -1 1 1 00
01 2 0 1 -2]=1(01§2O0
0 01 0 0 1 0 01

Det stammer!

Vi avslutar med ett till exempel som anknyter till basbyte.

Exempel 3.2.6

Lat V vara ett vektorrum och F': V — V vara identitetsavbildningen,
det vill siga F'(¥) = U. Verifiera sjalv att F' ar en linjar avbildning,.

Om vi véljer tva baser v och w i V sa far vi en matris (F)% som
uppfyller

(F)ygxy = F(f)& = Ty

Detta villkor &r precis det som giller for basbytesmatrisen fran
till w, alltsa (F)%z, = Thx,, eftersom det géller for alla vektorer
maste vi ha (F)2 = T2 (jamfér med beviset till Sats 3.8).
Matrisen for identitetsavbildningen &r alltsa precis basbytesmatri-
sen (F)2 =T% Om vi véljer v = w sé ér (F)% = T2 enhetsmatrisen.

v
Z

3.3 Basbyte for linjara avbildningar

Som vi sag i foregaende avsnitt kan vi beskriva linjéra avbildningar med
hjalp av matriser genom att vélja baser i vektorrummen som ar inblandade.
Vilken matris vi far beror pa vilka baser vi véljer. Vi kan alltsa fa olika
matriser for samma avbildning genom att vilja olika baser. Hur jamfor vi
dessa matriser? De visar sig vara relaterade via basbytesmatriser. For att
forsta hur ar det bra att komma ihag hur en matris A ger upphov till en
linjir avbildning F'. Sambandet ar F(Z) = AZ. Alltsd multiplicerar vi A
med 7 fran hoger och gar fran Z till AZ. Om vi dérefter vill &ndra pa
AZ kan vi multiplicera med en annan matris B och far d4 BAZ. Notera
att det ar lattast att forsta formlerna om vi léser fran hoger till vanster.
Forst kommer Z som blir till AZ och sedan till BAZ. Med detta i atanke
ar foljande sats rimlig.
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Givet
e ett vektorrum V med baser e och v,

e ctt vektorrum W med baser f och w,
e en linjar avbildning F' : V — W,

sa giller (F); = Ty (F)yTs

Om vi laser hogerledet fran hoger till vanster sa utfors tre steg:
e TF: byt fran e-koordinater till v-koordinater,

e (F)y: tillimpa I’ pa en vektor given i v-koordinater och ge resultatet
i w-koordinater,

° Tf&: byt frén w-koordinater till f-koordinater.

Totalt sett motsvarar det vénsterledet (F )? tillampa F' pa en vektor given
i e-koordinater och ge resultatet i i—koordfnater.

Bevis: Lat # € V. Vi berdknar vénsterled och hogerled i ekvationen
multiplicerat med Z.. Vi far da

(F)Ezg = F(‘%)i

respektive

@g

PF)LTER, = TH(F)SE, = TPF(3), = F(3),.

Eftersom resultat &r det samma for varje kolonn 7. sa géller enligt
Sats 1.6 att
(F)E = T%(F)iTi

Ett sétt att anvinda ovanstaende sats dr lata e och f vara baserna som
vi vill hitta matrisen till F f6r. Vi véljer sedan baserna v och w pa ett
satt sa att (F)% &r latt att rikna ut och anvénder formeln for att rikna ut
(F)7. Nedan utfors strategin i tre geometriska exempel.
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Exempel 3.3.1

Lat F : R?® — R? vara den linjira avbildningen som roterar varje
1

vektor med vinkeln 7 runt vektorn 77 = | 2 |. Bestdm matrisen till
3

F' i standardbasen.

Losning: Precis som rotation i planet ger en linjar avbildning sa
ger rotation i rummet kring en axel en linjar avbildning. Fér att
bestdmma matrisen i standardbasen borjar vi med att bestdmma
matrisen i en lattare bas. Sedan hittar vi den sckta matrisen genom
att byta bas.

Det finns nagra vektorer som ar lattare att rotera &n andra. Till
att borja med kan vi ta ¥; = 7. Eftersom rotationen sker runt 7i far
viatt F'(?¥;) = ¥1. Nu behover vi vélja tva ytterligare vektorer for att
fa en bas. Det riacker att se till att vektorerna &r linjart oberoende
eftersom vi d& har tre linjéirt oberoende vektorer i R?, vilket ger en
bas. Vektorerna som ar vinkelrdta mot 7 bildar ett plan som ges av
ekvationen

r+2y+32=0.

Om ¥ tillhor planet kommer F(¥) = —9 eftersom rotationen &r med
vinkel 7. Vi véljer déarfor ¥, och 5 i planet. Till exempel kan vi ta

(@)
S




3.3 Basbyte for linjara avbildningar 109

Fran hur vi valde basen v ser vi att
1 -2 -3
T:=|(2 1 0
3 0 1
Dessutom ar
1 -2 -3\ " 1 2 3
Te=(TH =2 1 0 =172 10 6
3 0 1 -3 —6 5
Har berdknas inversen med valfri metod.
Vi riknar nu ut (F)§ = TH(F)gTy:
1 -2 -3 1 0 0 1 1 2 3
(Fg=(2 1 0 0 -1 0 71 -2 10 —6
3 0 1 0o 0 -1 -3 —6 5
1 2 3 1 2 3 1 —-12 4 6
=12 -1 0 |—1|-2 10 -6)=—1| 4 -6 12
3 0 -1/ ™\ 3 6 5/) M\6 12 4
Vi kan testa genom att multiplicera med basvektorerna i v:
1 —-12 4 6 1 1 14
(F)e(v1), = 0 4 -6 12 2| = T 28 | = (171)2,
- 6 12 4 3 42
1 —12 4 6 —2 1 28
(P =gg| 4 -6 2] (1 J=q|-14)=-(),
N 6 12 4 0 0 -
1 —12 4 6 -3 1 42
(F)&(Us), = 71 4 -6 12 01| = 71 0 = —(63)g
- 6 12 4 1 —14

Lat G : R?® — R? vara den linjira

avbildningen som speglar varje
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vektor i planet
98 <= 291 F 9z — U,

Planet ar samma som i forra exemplet och vi véljer basen pa sam-
ma satt. Vektorn v; = 7n ar vinkelrdt mot planet sa den speglas pa
minus sig sjilv: G(U;) = —¥;. Vektorerna i planet speglas pa sig
sjalva: G(Uy) = Vs, G(U3) = ¥3. Sammanfattningsvis har vi

G(?_h) S —171, G(’l_jg) = ?72, G(ﬁg) S 173

Basbytesmatriserna ar de samma som i forra exemplet. Vi raknar nu

ut (G)2 = THG)LT:

1 -2 -3\ /-1 00\ /-1 2 3
@e=1[2 1 o0 0 10)—|-2 10 —6
3.0 1 0 0 1 3 —6 5
-1 -2 -3\ /1 2 3
=21 0] -2 10 -6
-3 0 1 —3 —6 5
L (12 -4 -6
= |4 6 -1
—6 —12 -4

Observera att (G)s = —(F), vilket vi kunde ha sett direkt i basen
V.

En tolkning &r att rotation runt en axel foljt av spegling i origo &r
det samma som spegling i planet som &r vinkelratt mot axeln.
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Exempel 3.3.3

Lat H : R? — R3 vara den linjéra avbildningen som projicerar varje
vektor ortogonalt pa planet

r+2y+32z=0.

Aterigen viljer vi basen pa samma sitt. Vektorn ¥, = 7 ér vinkel-
rat mot planet sa den projiceras pa 0. Vektorerna i planet projiceras
pa sig sjalva. Alltsa far vi

H(Th) = 6: H(T&) = ?727 H(773) = 773

Basbytesmatriserna adr de samma som i forra exemplet. Vi rdknar nu
ut (H)e =TZ(H);Ts:

1 -2 -3\ 000\, /-1 2 3
(te=(2 1 o)fo10]—[-2 10 -6
30 1/\0o0 1 3 —6 5

0 -2 -3\ , (1 2 3 13 -2 -3

— (o 0l—(-2 10 —6|=—1[-2 10 —6

0o 0o 1/)M\3 6 5 3 —6 5

Avslutningsvis kommer ett exempel med polynom.

Exempel 3.3.4

Lat F': Py — Py vara den linjéra avbildningen som uppfyller
F(l+t)=3t+t*, F(1l-t)=1+2t

Bestdm matrisen fér F' med avseende pa baserna e = (1,t) och f =
(1,¢,t%).
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Losning: Vi véljer basen v = (1 +¢,1 —t) 1 Py. Da ar
0 1

Fl+t),= (3], Fa-0,= 2

B 1 0

Alltsa ar
01
(F)% =13 2
N 1 0

Eftersom ;
(F)5 = THE)TE = (P72

soker vi T¢ = (T2)~". Pa grund av hur vi valde vér bas v = (1+t, 1—t)

ar
. (1 1
ﬂ_<1—J
. (1 1\ _1/1 1
v=\1 —-1) T2\ —1)

I/t 1\ 1 é‘f
2\1 =1/ 2 1

Som tidigare kan vi testa vart svar

sa

Till slut far vi

(F)% = (F)4T2 =

= w O
O N =

e
f

ARAWE 0
(F)5A+t),=515 1 =[3] =6Bt+t?),
- 2 Yoo\ :
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3.4 Karna och bild

Vi har tidigare ndmnt att linjara avbildningar kan anvéndas for att jamfora
olika vektorrum. Men hur mycket information som bevaras vid en sadan
jamforelse beror pa vilken linjar avbildning det ror sig om. Till exempel
kan vi definiera en linjar avbildning F': ¥V — W som avbildar varje vektor
pa nollvektorn, det vill siga F(Z) = 0. I sa fall gar all information forlorad
nir vi passerar fran Z till F'(Z) och ingen vidare koppling mellan V' och
W har egentligen gjorts. I det har avsnittet ska vi introducera kdrnan och
bilden av F'. Dessa ar vektorrum som sager nagot om hur stark koppling
F' ger oss.

3.4.1 Definition

Definition 3.10

Lat F':V — W vara en linjar avbildning.
1. Kéarnan av F' ar

ker F={Z € V| F(Z) =0} C V.
2. Bilden av F' ar
imF ={yeW|F(Z) =y, for nagot Z € V} CW.
Alltsa bestar ker F' av alla vektorer i )V som avbildas pa nollvektorn och
im F' av alla vektorer i YW som blir triaffade av F' (ibland kallas bilden ocksa

viirderummet). Till exempel visar F(0) = 0 att bade kirnan och bilden
innehaller nollvektorn (i V respektive W). Vi kan illustrera situationen

@ @

F
1% W

Figur 1: Karna och bild
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Figur 1 ska endast tolkas schematisk, dar méngderna V', W, ker I’ och
im F' beskrivs som punkterna inuti vissa cirklar. I sjélva verket dr V och
W vektorrum. Det ar &ven ker F' och im F', mer precist har vi foljande.

Lat F: VYV — W vara en linjir avbildning.
a) Kérnan av F' &r ett delrum ker 7 C V.

b) Bilden av F ar ett delrum im ' C W.

Bevis:
a) Lat 4,0 € ker . D& &r

F(i+7)=F(@)+ F@) =0+0=0.

Alltsa ér 4 + v € ker F'. Pa liknande sétt géller for A € R att

=
Il
oL

F(AG) = AF(@) = A

Alltsa ar Ad € ker F. Vi har nu visat att ker F¥ C V ar ett
delrum.

b) Lat 4,7 € im F. Da finns 71,7 € V sa att & = F(Z;) och

IS
+

U= F(%) + F(Zy) = F(Z1 + Z2),
vilket ger 4 + ¥ € im F. Dessutom &r
Ad = A\F(Z) = F(\?y),

vilket ger A\d € im F. Alltsa dr im F' C W ett delrum.

Vi rdknar nu ut kirnan och bilden i nagra exempel. Vi borjar med geo-
metriska exempel.

Lat F: R? — R3 vara ortogonal projektion pa planet

T+ 2y+32=0.
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Geometriskt kan vi illustrera F' si har

8

En vektor T projiceras pa nollvektorn om och endast om den &r
parallell med planets normallinje, det vill sdga T = t7n, dar

1

Med andra ord ar
ker F' = span {7} .

For att bestamma bilden noterar vi att F(Z) tillhor planet for
varje Z. Alltsa ar bilden en delmingd av planet. Faktiskt dr bilden
precis lika med planet. For att se det kan vi notera att F/(Z) = 2 for
alla 7 som tillhor planet. Alltsa &ar

x
imF =U= yllz+2y+32=0
z

I detta exempel ar dimker F' = 1 och dimim F' = 2.

Exempel 3.4.2

Lat F : R® — R3 vara spegling i planet
r+2y+32=0.

Geometrisk kan vi illustrera F' sa har
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/
¢

I\F@)

Den enda vektor som speglas pa nollvektorn ar nollvektorn sjalv.
Alltsa ar
ker I = {0}.

Om vi speglar en vektor i planet tva ganger far vi tillbaka vektorn
vi borjade med. Med andra ord géller F'(F(Z)) = Z for varje Z. Alltsa
tillhér varje vektor bilden, det vill siga im F' = R3.

Notera att i detta exempel ar dimker ' = 0 och dimim F' = 3.

Lat oss nu ta ett exempel som inte ar direkt kopplat till geometri.

Exempel 3.4.3

Lat F: P3 — Ps ges av F(p) = p/. Om vi skriver p(t) = ag + a1t +
agt® + agt?® sa far vi

F(ao + alt + a2t2 + agt?’) =a; + 2a2t -+ 3a3t2

Det ger oss att F'(p) = 0 om och endast om p(t) = ag. Alltsa ar
ker F' = Py, mangden av konstanta polynom. Vi ser ocksa att a; +
2ast + 3ast? kan vara vilket polynom av grad hogst tva som helst.
Alltsa ar im F' = P,. I detta exempel har vi att dimker F = 1 och
dimim F' = 3.

Vi tar nu ett lite mer allmént exempel.

Exempel 3.4.4

Lat F': R" — R™ ges av F(Z) = AZ dér A &r nagon (m X n)-matris.
Da ér F(Z) = 0 om och endast om AZ = 0. Alltsa dr ker F' precis
nollrummet av A.
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Lat y € R™. Da giller y € im F' om och endast om y = AZ for
nagon vektor . Men vektorer pa formen AZ &r precis linjarkombi-
nationer av kolonnerna i A, sa vi far att im F' ar kolonnrummet av

A.

Ovanstaende exempel &r ett specialfall av foljande sats.

Lat F': ¥V — W vara en linjar avbildning, v en bas i VV och w en bas
iW. Satt A= (F)L.

a) 7 € ker I om och endast om 7, tillhor nollrummet av A.

b) ¥ € im I om och endast om 7,, tillhdr kolonnrummet av A.

Bevis:
a) Vi har att Z € ker F om och endast om F(Z) = 0, vilket &r
ekvivalent med F(%), = 0 och A%, = 0. Det sista villkoret
séiger precis att 7, tillhor nollrummet av A.

b) Vi har att § € im F' om och endast om y§ = F(Z) for nagot 7,
vilket ar ekvivalent med y, = F(2), och 3, = AZ,. Eftersom
7, kan vara vilken vektor som helst far vi att det sista villkoret
ar ekvivalent med att y,, tillhor kolonnrummet av A.

3.4.2 Dimensionssatsen

Kérnan motsvarar information som gar forlorad da vi tillaimpar F (alla
vektorer i kirnan avbildas ju pa samma sak, namligen nollvektorn). Bilden
motsvarar den information som finns kvar efter att vi tillampat F'. Det &r
dérfor rimligt att storlekarna av kirnan och bilden pa nagot séatt balanserar
ut varandra. Om kdrnan &ér stor borde bilden vara liten och vice versa. Sa
ar ocksa fallet som vi kan se i foljande sats

Lat V, W vara andligt dimensionella vektorrum och F': )V — W en
linjar avbildning. Da galler

dim V = dim ker ' 4+ dimim F




118 3 Linjara avbildningar

Bevis: Eftersom V, W ar andligt dimensionella vektorrum kan vi

vélja baser viV och wiWW, sa att F' beskrivs av en matris A = (F)%

Enligt Sats 3.12, ger koordinatavbildningen tillhérande w en linjar
avbildning fran im F’ till kolonnrummet av A. Koordinatavbildningar
ar inverterbara sa vi far att im F' har samma dimension som kolonn-

rummet av A, alltsa rangen r av A. Vi har ddrmed
dimim F' = r.

Pa liknande satt ger oss koordinatavbildningen tillhorande v att
ker F' har samma dimension som nollrummet av A. Denna dimen-
sion ar antalet kolonner i A (det vill siga dim })) minus rangen av A
(det vill sidga r). Alltsa har vi

dimker F' = dimV — r.

Nu lagger vi till ekvationen dimim F' = r till ovnstaende och far

dimker F +dimim FF =dimVY —r +r = dim V.

Exempel 3.4.5

Vi kan illustrera Dimensionssatsen genom att aterbestka exemplen
som vi gick igenom innan. Lat F : R® — R3. Da dr V = R? och
dimV = 3. Om till exempel F' ar ortogonal projektion pa ett plan
sa har vi dimker /' = 1 och dimim F' = 2. Detta stimmer med
Dimensionssatsen eftersom 3 = 14 2. Om i stéllet I’ ar spegling i ett
plan sa har vi dim ker /' = 0 och dimim F' = 3, vilket ocksa stdmmer
da 3 =0+ 3.

Lat oss nu undersoka F' : Py — Ps dir F(p) = p'. Da ar dim P3 =
4. Vi sag att dimker F' = 1 och dimim F' = 3, vilket stimmer da
4=1+3.

3.4.3 Injektiva, surjektiva och bijektiva avbildningar

Vi ska nu koppla begreppen kirna och bild till begreppen injektiv, surjektiv
och bijektiv. Vi paminner férst om vad dessa ord betyder.
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Definition 3.14

Lat A, B vara méngder och f : A — B vara en funktion. For varje
y € B far vi en ekvation f(x) = y. Funktionen f kallas
1. injektiv om f(x) = y har som mest en l6sning x € A {6r varje
y € B,

2. surjektiv om f(x) = y har minst en 16sning = € A for varje
y € B,

3. bijektiv om f(z) = y har precis en l6sning © € A for varje
y € B.

Att funktionen f inte ar injektiv betyder alltsa att det finns olika element
x1,x9 € A sa att f(xy) = f(xg). Att f inte ar surjektiv betyder att det
finns nagot y € B som inte dr ett funktionsvirde f(x). Det ar fullt mojligt
att f varken &r injektiv eller surjektiv.

Att funktionen f &ar bijektiv betyder att f ar bade injektiv och surjektiv.
Alltsa finns fyra alternativ:

e f bijektiv, till exempel f: R — R, f(z) =2z + 1,

xT

e f injektiv men inte surjektiv, till exempel f: R = R, f(x) = €*,

e [ surjektiv men inte injektiv, till exempel f: R — R, f(x) = 2® —x,

e [ varken injektiv eller surjektiv, till exempel f: R — R, f(z) = 2.

Att f &r bijektiv innebér att f ar inverterbar, det vill sdga, vi kan defi-
niera en inversfunktion f~!: B — A, dir f~!(y) = = om och endast om
y = f(x). Att en sadan funktion gar att definiera pa hela B betyder just
att y = f(x) har entydig 16sning for varje y € B. Alltsa ar f bijektiv om
och endast om f &r inverterbar.

Lat oss nu ga tillbaka till vara geometriska exempel.

Exempel 3.4.6

Lat F : R® — R3 vara ortogonal projektion pa ett plan. Da avbildas
alla vektorer parallella med normallinjen till planet pa samma sak,
namligen nollvektorn, sa F' ar inte injektiv. En vektor utanfor planet
kan inte traffas av F' sa F' ar inte heller surjektiv.

Om vi istéllet later F' : R® — R? vara spegling i ett plan si &r
F(%) = y om och endast om Z = F(¥). Vi har alltsa precis en 16sning
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Z for varje y. Med andra ord ar F' bijektiv i detta fall. Faktiskt &r
F' sin egen invers.

Vi ska nu se pa hur det ligger till med matrisavbildningar.

Lat A vara en (m X n)-matris med rang r och F': R* — R™ avbild-
ningen som ges av F(Z) = AZ. Da &r
a) F injektiv om och endast om r = n,

b) F surjektiv om och endast om r = m,

c¢) F bijektiv om och endast om r = m = n.

Bevis:
a) F injektiv betyder att AZ = ¥ har som mest en 16sning for varje
y. Vi kan forsta AZ = y som ett linjart ekvationssystem med
hogerled 3. Det har som mest en 16sning for varje hogerled om
och endast om rangen av A &dr antalet kolonner, det vill siga
r=n.

b) F surjektiv betyder pa liknande sétt att AZ = 3 ska ha minst
en l6sning for varje 3. Det géller precis da rangen av A ar lika
med antalet rader, det vill siga r = m.

c¢) F ar bijektiv om och endast om F' &ar bade injektiv och surjektiv
alltsa r =m =n.

Observera att i satsen ovan géller r < m och r < n alltid. Om m < n,
det vill séga A &r en bred matris, sa kan F' inte vara injektiv eftersom vi
da har r < m < n. Om m > n, det vill sdga A ar en smal matris, sa kan F
inte vara surjektiv eftersom r < n < m.

[ allménhet kan vi koppla begreppen injektiv och surjektiv till kiirna och
bild. Narmare bestamt géller foljande sats.

Lat F: VYV — W vara en linjar avbildning. Da &r
a) F injektiv om och endast om ker F' = {0},
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b) F surjektiv om och endast om im F' = W.

Bevis:

a) Om F &r injektiv s& har F(Z) = 0 bara en 16sning # = 0 och
ker ' = {0}. Antag nu ker ' = {0}. For att visa att F &r
injektiv tar vi tva vektorer 71, Zs € V som har samma bild, det
vill siiga F(Z1) = F(Z3). Det vi behover visa ér att 7y = Zs.
Vi skriver om vart antagande

oL

F(fl):F(fg)@F(fl)—F(fg):O)@F(i"l—fg):

Nu kan vi anvénda ker ' = {0} som ger oss att ¥; — 7y = 0
och ddrmed 7y = 7.

b) F &r surjektiv om och endast om varje vektor i W triffas av
nagon vektor, men det ar precis vad im F' = W séger.

Exempel 3.4.7

a) Lat F : P3 — P3 ges av F(p) = p/. Da ér ker F = Py # {0}
och F &r inte injektiv. Till exempel ar F(t) = 1 = F(t + 1).
Vidare &r im F' = Py # P53 sa F ar inte heller surjektiv.

b) Vi éndrar lite pa4 exemplet och definierar G : P3 — Py dar
G(p) = p'. Da ar G inte heller injektiv, men surjektiv eftersom
vi har im G = P,. For att avgora om en funktion ar surjektiv
maste malméangden specificeras!

c) Lat H : Py — P3 ges av H(p) = tp(t). Da ar H(p) = 0 om och
endast om p(t) = 0, sa ker H = {0} och H &r injektiv. Daremot
ar H inte surjektiv, eftersom inga konstanta nollskilda polynom
tillhor im H.

\ 7

Vi kan nu koppla ihop ovanstaende sats med Dimensionssatsen. Om V, W
ar andligt dimensionella vektorrum och F' : V — W en linjir avbildning,
sa géller

dimV = dimker F' + dim im F'

Vihar att im F' C W ar ett delrum sa dim im /' < dim W. Likhet dimim F' =
dim W géller om och endast om im F' = W, det vill sdga F' ar surjektiv.
Vi har nu nagra olika alternativ



122 3 Linjara avbildningar

Om dimV < dim W, sa ar dimim F' = dim V — dim ker F' < dim dim W.
Alltsa kan F' inte vara surjektiv i detta fall.

Om dimV > dimW, sa ar dimker F = dimV — dimim F > dimV —
dim W > 0. Alltsa ar ker F' # {0} och F' &r inte injektiv i detta fall.

Det aterstar att undersoka fallet dim)V = dim W. Da kan F' vara bade
injektiv och surjektiv, men dven hér ger Dimensionssatsen en begransning.

Lat F : V — W vara en linjar avbildning antag dimV = dim W <
oco. Da ar F' injektiv om och endast om F' &r surjektiv. I detta fall
ar alltsa I’ bijektiv.

Bevis: F ér injektiv om och endast om ker I’ = {0}, det vill sidga
dimker F' = 0. Dimensionssatsen ger att detta ar ekvivalent med
dimim F' = dim V. Enligt antagande ar dimV = dim W, sa vi far att
ker F' = {0} om och endast om dimim F' = dim W, det vill sidga da
F' &r surjektiv.

Det ovanstaende sats séger dr att om F' &r en linjar avbildning mellan
vektorrum av samma (&ndliga) dimension s& &r antingen F' bijektiv eller
sa ar F varken injektiv eller surjektiv. Som exempel kan vi ater ta spegling
respektive ortogonal projektion pa plan i R3. Speglingen édr bijektiv, men
den ortogonala projektionen ar varken injektiv eller surjektiv.

3.5 Egenvarden och egenvektorer

Egenvirden och egenvektorer ar verktyg for att analysera linjara avbild-
ningar F' : YV — V), alltsa dar F' tar in och ger ut vektorer fran samma
vekorrum V. I en sadan situation kan vi tdnka oss att varje vektor i V
pa nagot satt transformeras av F' till nagon annan vektor i V. Genom att
vilja en bas i V kan vi beskriva F’ med hjalp av en kvadratisk matris A. Pa
grund av detta samband mellan avbildningar och matriser kan vi ocksa an-
vanda egenvirden och egenvektorer for att analysera kvadratiska matriser.
Det finns manga anvandningsomraden for egenviarden och egenvektorer, till
exempel i kvantmekanik och transformteori. I slutet av kursen kommer vi
stota pa nagra specifika tillimpningar. Men innan dess borjar vi med ett
geometrisk exempel.
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3.5.1 Motiverande exempel

Vi har tidigare sett att det gar att bestdmma matriser for vissa geometriska
avbildningar, som speglingar och projektioner genom att vélja en viss bas.
Vi ska nu se hur vi kan ga at andra hallet: givet matrisen for en avbildning,
tolka den geometriskt.

Exempel 3.5.1

Den linjira avbildningen S : R?* — R? ér spegling i ett plan I/ genom
origo. Matrisen till S i standardbasen &r

A:

W

Bestdm planet U.
Eftersom S &r spegling i planet U/, bestar U precis av de vektorer
Z som uppfyller
S(Z)=1

Vi uttrycker samma likhet med matrisen A och skriver om pa foljande
satt:

I ovanstéaende omskrivning ersitter vi # med 7 (vilket vi kan gora
da [ &ar enhetsmatrisen) sa att vi kan bryta ut 7 enligt regler for
matrisrikning. Likheten (A—1I)Z = 0 motsvarar ett homogent linjért
ekvationssystem med koefficientmatris

1 2 2
(-1 2 2 100 —1_q Z 2
A-I=z|2 2 -1f-{010]= 2 2_p 4
2 1 2
2 -1 2 00 1 z L 27
_4 2 2
3 3 3
_ 2 _1 _1
- 3 3 3
81 1
3 3 3
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4 2 2 1 1
RN
31 _ig 31 _i|
3 3 73 3 3 73

1 1
I =3 =510
~(0 0 0|0
0O 0 0|0
1 1 1 1
3513t P 3
Losningar: & = 5 =s|1]+4+t|0 s,t € R.
t 0 1
Alltsa ar planet
1 1
2 2
U = span 11,10
0 1

Ett alternativt sitt att losa uppgiften ar att istdllet bestdmma
normallinjen till planet /. Normallinjen bestar precis av de vektorer
7 som uppfyller S(Z) = —Z. Vi skulle da istéllet fa ekvationen AZ =
—7 som &r ekvivalent med (A + I)Z = 0. Det leder till en linkande
berdkning som i forsta losningen:

(-1 2 2 100 -1+1 2 z
A+I_§ 2 2 —1|+(f0o10]f= § 241 -4
2 -1 2 001 g — 241
2 2 2
(z L
3 3 3
2 _1 5
3 3 3
Vi loser (A 4 1)7 = 0.
2 2 2
R 0\ CD=I=3) 1 1 110
g 5, 3 0 ~ 10 —1|0 ] =100
: -1 20 0 -1 110
10 20
~10 1 —1/0
00 010
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—2t —2
Losningar: 7 = t =t| 1 t e R.
1

Kom ihag att vektorerna Z ar ortogonala med planet. Om vi till
exempel valjer 16sningen da ¢t = —1 som normalvektor, sa far vi att
planet U ges av ekvationen

g == 2 = .

3.5.2 Definition och grundliggande metoder

I féregaende exempel hittade vi planet U genom att studera de vektorer
som avbildas pa sig sjdlva, alltsa de som &r sin egen bild. Som alternativ
l16sning hittade vi normalen till planet genom att studera de vektorer som
avbildas pa minus sig sjalva. Sadana vektorer, som &ar sin egen bild upp till
omskalning med nagon skalar \ kallas for egenvektorer. Narmare bestamt
gor vi foljande definition.

Definition 3.18

Lat F':V — V vara en linjar avbildning.
a) En vektor ¥ € V kallas en egenvektor till F' om 9 # 0 och

F(v) = A0
for nagot A € R.

b) Om det finns en sddan vektor v kallas A for ett egenvérde till
F.

¢) Egenrummet till ' med avseende pa \ ar

E(F) = {B € V| F(T) = At}

Notera att E\(F') bestar precis av alla egenvektorer ¥ med egenvérde
A samt nollvektorn ¥ = 0, som enligt definition inte dr en egenvektor.
Anledningen till att 0 dr undantagen &r att F (6) = X0 giller for varje \,
och vi vill att varje egenvektor ska ha ett entydigt egenvérde for att fa en
smidig terminologi.
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Exempel 3.5.2

Lat S : R* — R? vara den linjira avbildningen fran foregaende
exempel. Det vill sdga S ar spegling i planet U som ges av 2z —y—2z =
0. Vara tidigare berdkningar ger oss att S har tva egenvérden:

1 1
2 2
A1 =1 med &(S) =U = span 11,10
0 1
2
Ay =—1med £_4(S) =spang | —1
—1l

J

Om vi kéinner till egenvirdena kan vi rdkna ut motsvarande egenvektorer
pa samma satt som i exemplet ovan. Men det finns ocksa metoder for att
ta fram sjdlva egenvirdena. Ett sétt ges i foljande sats.

Lat F':V — V vara en linjir avbildning, v en bas i)V och A = (F)3.
Da galler:

a) Ex(F) = ker(F — \id),

b) Z € E(F) om och endast om (A — AI)Z, = 0,

c) A &r ett egenvérde till F' om och endast om det(A — /) = 0.

I del a) ovan ska F' — \id tolkas pa foljande sitt. Till att borja med &r
id : ¥V — V identitetsavbildningen, alltsa den som avbildar varje vektor Z
pa Z. Avbildningen F'—\id : V — V ér da den som uppfyller (F—\id)(Z) =
F(Z) — \Z.

Del b) ar mycket lik del a). Det som skiljer dr att vi nu ser pa koordi-
natvektorer med avseende pa basen v, for vilka F' beskrivs av matrisen A.
I en sadan situation talar vi &ven om egenvirden och egenvektorer till A,
vilket enligt satsen ar ekvivalent med egenviarden och egenvektorer till F'.

Bevis:
a) Vi har att Z € £,(F) om och endast om F(Z) = \Z, vilket ar
ekvivalent med F(Z) — AZ = 0 och (F — \id)(Z) = 0. Alltsa
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ar E\(F) = ker(F — \id).

b) Genom att ta koordinater i basen v har vi att Z € £,(F) om
och endast om AZ = A%, som é&r ekvivalent med AZ — A7, = 0
och (A — \I)Z, = 0.

c) Fran b) far vi att A &r ett egenvérde till /' om och endast om
(A —\)Z, = 0 har nagon 16sning 7, # 0. Eftersom A — \I ér
en kvadratisk matris finns en sadan l6sning om och endast om
A — A inte &r inverterbar, det vill sdga det(A — AI) = 0.

3.5.3 Karaktaristiskt polynom

Uttrycket det(A—A\I) i Sats 3.19 &r ett polynom av grad n = dim V. For att
se varfor kan vi resonera pa folande sétt. Elementen i A — AI pa diagonalen
ar polynom a;; — A av grad 1, och de utanfor diagonalen ér konstanter a;;.
Enligt determinantens definition &ar det(A— AI) en summa av produkter av
sadana element (med olika tecken). Detta ger att det(A—ATI) ar ett polynom
i A. Termen av hogst grad far vi da vi multiplicerar diagonalelementen vilket
ger [ (ai; — A) = (=A)" 4 -+, dér - -- &r termer av ldgre grad.

Eftersom nollstéllena till polynomet det(A — AI) &r precis egenvirdena
till A fortjanar polynomet ett namn.

Definition 3.20

Lat A vara en (n x n)-matris. Det karaktéristiska polynomet till A
ar
Xa(A) =det(A — \I).

Sats 3.19 c) sédger alltsa att A dr ett egenvérde till A om och endast
om xa(A) = 0. Eftersom y4(\) &r ett polynom av grad n har y(A) = 0
som mest n olika l6sningar. Det foljer alltsa att en (n x n)-matris A har
som mest n olika egenviirden. Det karaktéristiska polynomet x () kallas
ibland Sekularpolynomet.
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Exempel 3.5.3

Lat F: R3 — R3 ges av F(7) = AT, dar

2 1 1
A=1|1 2 -1
o=l 2

1. Berdkna alla egenvérden till F'.
2. Beriakna alla egenvektorer till F'.
3. Visa att vektorer fran olika egenrum till F alltid ar ortogonala.

4. Beskriv F' geometriskt.

Losning: For att bestdmma egenvérdena till F' 16ser vi y4(A) = 0.

Eftersom x4(\) = det(A — AI), borjar vi med att rdkna ut
2 1 1 A0 O 2— A 1 1
A-X=(1 2 —-1]—-10 X 0] = 1 2—-X -1
1 -1 2 0 0 A 1 -1 2-X

Vi réaknar nu ut determinanten av ovanstaende matris med hjélp av
rad- och kolonnoperationer. Vart mal ar att forsoka faktorisera sa
mycket som méjligt da det gor det lattare att hitta nollstidllena som
vi ar efter. Om vi ser nagon gemensam faktor i en rad eller kolonn
kommer vi darfér bryta ut den, vilket &r mdojligt pa grund av sam-
banden mellan determinater och rad- respektive kolonnoperationer.
Repetera dessa samband om du kénner dig oséker pa vad som géller.

2\ 1 1 92—\ 1 1
xaA) =] 1 2-x -1 : 1 2\ -1
1 1 2—2) 0 —3+X 3—2\
2-\ 1 1 2-x 2 1
=B=XN] 1 2-Xx -1=B=-A| 1 1-x -1
0 -1 1 0 0 1
2-Xx 2

=<3—A>' '=<3—A><<2—A><1—A>—2)

1 1=
=B-ANM\=32+2-2)=(3-AN)(A?-3))
= —(A=3)(A—3)A.
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Alltsa dr xya(A\) = 0 om och endast om A = 3 eller A = 0. Det
betyder att vi har tva egenvirden A\; = 3 och Ay = 0. Vi bestdmmer
nu egenvektorerna till vart och ett av dessa egenviarden A, genom att
losa (A — N7 = 0.

Vi bérjar med Ay = 3. Egenrummet till 3 bestar av losningarna
till (A — 31)7 = O:

-1 1 1 ]0\@I=D 1 -1 —-11/0
1 -1 -110 ~10 0 010
1 -1 —-110 0 0 010
SaF i 1 1
Losningar: 7 = S =s|1]+¢t(0 s,t € R.
t 0 1

Att vi far parameterlosningar bor inte komma som en Overraskning,
vi bestdmde ju A just sa att A— Al inte ar invertebar. Entydig 16sning
skulle ddrmed betyda att vi rdknat fel antingen pa egenvéardet eller
nar vi 1oste ekvationssystemet. Vi ser nu att:

1 1
E;(F) = span 11,10
0 1
Vi kan latt kontrollera svaret
2 1 1 1 3 1
1 -1 11=13]=31]1
1 -1 2 0
2 1 1 1 3 1
1 -1 0]l =(0] =3
1 -1 2 1 3 1

Vi gor pa samma séitt med med A\; = 0. Notera att i detta fall ar
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egenvektorerna precis kiarnan till F":

2 1 110 j 1 2 -1]0
1 2 -1 ~12 1 110
1 -1 2|0 1 -1 210
1 2 -110 1 2 =110
~[0 -3 3 |0)cED=D)~ [0 1 -1|0])=D
0 -3 310 00 010
10 110
~|10 1 —-1(0].
00 010
—t —1
Losningar: 2= | t | =t | 1 teR.
t 1
Alltsa ar
-1
Eo(F) = span 1
1
Aterigen kan vi kontrollera svaret
2 1 1 -1 0 —1
1 2 -1 1 1=10]=0{1
1 -1 2 1 0 1
Sammanfattningsvis har vi féljande egenrum
1 1 -1
E3(F) = span 11,10 ,  &(F) = span 1
0 1 1

Vi ska nu visa att vektorerna fran & (F') ar ortogonala med de fran
Eo(F). Vi sitter

1 1 — Il
171 = ]. 5 172 = 0 y 63 = 1
0 1 1

Det racker att visa v, @ U3 = 0, Uy @ U3 = 0. Vi berdknar

61.63:—1+1—|—0:0, 62.63:—1—{—04—1:0
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Geometriskt kan vi nu tolka situationen pa foljande satt. Egen-
rummet E(F) = span {¥;, U2} &r ett plan och egenrummet & (F) =
span {¥s} ar dess normallinje. Varje vektor Z kan skrivas ¥ = 4 + ¥,
dér 4 € &(F) och ¥ € &(F). Vi kan forsta @ som den ortogonala
projektionen av Z pa planet span {¥;, ¥o}. Eftersom F' &r linjar far
vi F(Z) = F(@ +9) = F(id) + F(%) = 34+ 0 = 3. Alltsa kan
vi tolka F' som ortogonal projektion pa planet span {¥;, ¥2} f6ljt av
omskalning med en faktor 3.

Notera att v = (U1, Uy, U3) dr en bas i R3. Eftersom

F(0,) =30, F(¥,) =30, F(ts)=0,

far vi
300 100
(F)g=10 3 0] =3[0 10
0 00 000
Fran denna matrisbeskrivning kan vi géra samma tolkning.

Att matrisen (F')% i exemplet ovan har en sa enkel form (jamfort med A)
beror pa att v bestar av egenvektorer till F. I néista avsnitt ska vi studera
sadana baser mer ingaende. Men innan dess tar vi nagra exempel pa ett
annat vektorrum.

Exempel 3.5.4

Lat V vara vektorrummet av alla funktioner f : R — R som gar att
derivera godtyckligt manga ganger. Med andra ord ar f € V om alla
dess derivator f’, f”,... existerar.
a) Lt FF : V — V ges av F(f) = f. Om f(z) = e si ér
f'(z) = X = \f(x). Alltsa éir f en egenvektor med egenvirde
A. Det betyder att alla A € R ar egenvéirden till F'. Att vi har
odandligt manga egenviarden ar mojligt pa grund av att V har
odndlig dimension.

b) Lat G : V — V ges av G(f) = f”. Om f(z) = e, sa &r
f'(z) = ce och f"(x) = c®e® = ?f(x). Alltsa dr \ = ¢? ett
egenvirde med egenvektor f(x) = e (dven f(z) = e~ &r
en egenvektor med samma egenvirde da (—c)? = ¢?). Alltsa
ar alla A > 0 egenviarden. Men dven A < 0 ar egenvérden.
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For att se det kan vi ta f(x) = sincx. Da ar f'(z) = ccoscx
och f"(x) = —csincx = —cf(z), vilket ger oss egenviirdet
A = —c?. Pa liknande sitt dr f(z) = cos cx ocksa en egenvektor
med samma egenvirde. Som i foregaende fall har vi att alla
A € R ar egenvarden till G.

Dessa exempel pa egenvarden och egenvektorer har du nog utnyttjat
(kanske utan att veta att de var det) vid 16sning av differential-
ekvationer. Faktum &r att egenvirden och egenvektorer dyker upp i
massor av olika sammanhang, ibland pa ovantade sétt. Hall utkik!

3.6 Diagonalisering

Vi har tidigare sett flera exempel pa hur vi kan utnyttja egenvirden och
egenvektorer for att understka linjara avbildningar. I det har avsnittet
kommer vi géra samma sak fast mer systematiskt med hjélp av basbyten.
Lat oss paminna om hur basbyte fungerar i fallet da F' : VV — V é&r en linjar
avbildning. Antag att vi har tva baser e och v i V. Det kan vara vilka baser
som helst, men det kan underldtta att tdnka pa e som nagon given bas vi
utgar ifran da vi beskriver vektorerna i ¥ och v som en vald bas anpassad
till /. Vi kan da beskriva F' med tva matriser

(F):=A, (F)2=B.
Notera att A och B &ar kvadratiska matriser. Mer precis har de storlek
(n x n), dir n = dim V. Skriv nu 72 = T'. Da ér T¢ = T~'. Sambandet
TS(F)eTy = (F)y ger oss da

T'AT = B och A=TBT™".

Vi kan nu anviinda A eller B for att undersoka egenvirden och egenvektorer
till F'. Egenvérden &ar precis nollstéllena till y 4(A) som ocksa ar nollstéllena
till xp(A). Faktum &r att xa(A\) = x(\), enligt f6ljande sats.

Lat A, B och T vara (n x n)-matriser sa att 7" &r inverterbar och
T~YAT = B. Da dr ya(A\) = xs()).
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Bevis: Enligt definition dr x4(\) = det(A — M) och xp(\) =
det(B — AI). Observera nu att T-1(A— AT =T AT —\T'IT =
B — M. Alltsa ar

det(B — M) =det(T(A — A)T) = det(T1) det(A — ) det(T)
=det(T) ' det(A — X ) det(T) = det(A — \I),

sa xa(A) = xB(A).

Pa grund av ovanstaende ger varje matrisbeskrivning av en linjar avbild-
ning F': V — V upphov till samma karaktéristiska polynom, som vi dérfor
betecknar med xp(A). Alltsa dr xp(A) = xa()), dir A = (F)¢ for nagon
bas e.

3.6.1 Motiverade exempel

Vi ska nu undersoka fallet da v &r en bas bestaende av egenvektorer till F'.
Vi illustrerar med exemplet fran foregaende avsnitt.

Exempel 3.6.1

Lat F : R® — R? ges av F(¥) = AZ, dar

2 1 1
A=11 2 -1
1 -1 2
Da édr (F)g = A, dér e dr standardbasen. Vi berdknade tidigare att
v = (617 627 63) dar
1 1 -1
=11, T=1[(0]|, ¥3=1]1
0 1 1

ar en bas av egenvektorer till /. Narmare bestamt sag vi att

—

F(vy) =341, F(Uy) =34y, F(¥3)=0,

vilket ger oss att
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Vi berdknade ya(A\) = —(A — 3)(A — 3)A genom en f6ljd radopera-
tioner. For B ar berdkningen mycket enklare:

3-X 0 0
x5 =] 0 3=X 0|=B-NE=N)(=A) =—(A-3)(A=3)\.
0 0 -

Det har ar ett exempel pa hur matrisen B ar lattare att rdkna med
an A.

Matrisen 1" = T* &r ocksa latt att skriva ner eftersom vektorerna
i v &r givna i standardbasen. Vi skriver helt enkelt @y, ¥s, U3 som
kolonner

11 -1
T=1|10 1
01 1
Matrisen 7! = T, kan vi berdkna om vi behdver den genom att
invertera T'.

3.6.2 Definition och exempel
Baserat pa exemplet i foregaende avsnitt gor vi foljande definitioner.

Definition 3.22

En diagonalmartis D &r en (n X n)-matris vars element utanfor dia-
gonalen ar 0. Det vill sdga

A0 0
De 0 )\'2 0
0 0 An

Definition 3.23

Lat F:V — V vara en linjar avbildning.
a) En bas v = (Uy1,7y,...,7,) kallas en egenbas till F om
Uy, Vg, ..., 0, ar egenvektorer till F. Da ar F(v;) = \¥; for
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nagot \; € R, vilket dr det samma som

M O - 0

) 0 XAy --- 0
(Fg=1. . . .

0 O An

det vill sédga (F)y ér en diagonalmatris.

b) Vi séger att F' ar diagonaliserbar om det finns en siddan egen-
bas.

Om F : R" — R" ges av F(Z) = AZ sa ar I diagonaliserbar om
och endast om det finns en inverterbar matris T s& att T 'AT #r
diagonal. I sa fall sdger vi att A ar en diagonaliserbar matris.

Att hitta T inverterbar och D diagonal si att T-'AT = D kallas for att
diagonalisera A. Vi ser hur det gar till i ett exempel.

Exempel 3.6.2

Lat F: R? — R? ges av F(Z) = AT dir

a) Bestdm en egenbas till F.
b) Hitta T inverterbar och D diagonal s& att T-*AT = D.
Losning: Vi borjar med att bestdmma egenvérden till F'. Vi berdknar

6\ —
XA(A):‘64 6_8)\‘:(—6—)\)(6—>\)+32:)\2—36+32

= —4=(A-2)(A+2).

Alltsa har vi tva egenviarden \; = 2 och \y = —2.
a) Vi bestdmmer nu egenvektorerna till varje egenvirde A genom
att 16sa (A — A)Z = 0 . Vi borjar med A} = 2:

(_8 —8 0) e’ ~ (1 1 8) losningar 7 =t <_1) , teR.

4 410 0 0 1
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Vi fortsatter med Ay = —2:

—4 —-8|0\(=3=0 (1 2]0) . . (=2
<4 80) N(O 00) losnlngarx—s(1>,s€R.

Vi sétter v = (91, U2) dér

Da ar v en egenbas. Narmare bestamt ar Av, = 29, och Aty = —27,.
(Kontrollrdkna att det stdmmer!).
b) Vi sétter

o 1 —2 (2 0
T_Te_<1 1), D_(O _2).

Eftersom vi satt egenvérdena till ©; och U5 pa diagonalen i D i sam-
ma ordning som de kommer i basen v s& i T 'AT = D. Vi kan
kontrollrakna genom att forst bestdmma inversen

1 2
=i
w4 )
och sedan multiplicera

= (5 2) (0 6) (00 )
)

Strategin for att hitta T och D si att T-*AT = D vi anviinde i ovansta-
ende exempel ar generell.

e T': Sitt kolonnerna till en bas av egenvektorer till A.
e D: Satt motsvarande egenvirden pa diagonalen i samma ordning.

Det enda som kan gora att strategin misslyckas dr att om nagon sadan
egenbas inte finns, det vill sdga A ar inte diagonaliserbar. Nér sa ar fallet
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ska vi reda ut i nasta avsnitt.

3.6.3 Algebraisk och geometrisk multiplicitet

I det hér avsnittet ska vi ge ett svar pa fragan nér det finns en egenbas. Vi
boérjar med ett grundlaggande begrepp.

Definition 3.24

Lat F': V — V vara en linjar avbildning med ett egenvarde A. Den
geometriska multipliciteten av A dr dim E,(F).

Att A ar ett egenvirde ger att £\(F') # {0} sa vi har att den geometriska
multipliciteten av A dr minst 1.

Vi har foljande strategi for att hitta en egenbas. Vilj baser i varje egen-
rum och sla ihop till en samling vektorer u = (g, Us, ..., Uy,) i V. Notera
att antalet vektorer m &r precis summan av alla geometriska multiplicite-
ter. For att u ska ha en chans att vara en bas maste m = dim ). Detta
visar sig vara den enda begransningen pa grund av foljande sats som mer
eller mindre séger att vektorer fran olika egenrum &r linjart oberoende.

Vektorer 4y, ds, ..., U, valda som ovan ar alltid linjart oberoende.
De bildar ddarmed en bas om och endast om m = dim ). Annars &r
m < dim V.

Bevis: Vi skriver F'(d;) = A\i; och genomfor ett motsdgelsebe-

vis. Antag darfor att u, us,..., U, ar linjart beroende. Da finns
k < m sa att Ui, 1ds,..., U, ar linjart oberoende, men 1, €
span {uy, Us, ..., Ux_1}, det vill séga

ﬁk = Cl’l_jl —+ CQﬁQ + 4 Ckflﬁkfl. (31)

Vi tillampar nu (F — Apid) pa vénsterled och hogerled i Ekva-
tion (3.1). Vi observerar forst att

I viinsterledet far vi (F — \yid)(@) = 0 och i hogerledet far vi

(F = Apid)(c1ty + coti + - -+ + Cpo1Up—1) =
Cl()\l — )\k)ﬁl + CQ()\Q — )\k)ﬁg + -+ Ck—l()\k—l — Ak)ﬁk—l-
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Alltsa har vi
6 = Cl()\l — )\k>a1 + CQ()\Q — )\k)ﬁg + -+ Ckfl()\kfl — )\k)ﬁkfl

och eftersom 1y, Uy, ..., Uy—; &r linjart oberoende maste c¢; = 0 eller
Aj — A = 0 for varje j < k—1. Om ¢; = 0 kan vi bortse fran termen
c;u; i Ekvation (3.1). Om ¢; # 0 sa &r \; = \;, vilket betyder att
d; kommer fran samma egenrum som 1. Men da ger Ekvation (3.1)
att U ar en linjarkombination av egenvektorer fran samma egenrum,
vilket &r omojligt eftersom vi valde en bas i varje egenrum.

Om vi kénner till de geometriska multipliciteterna kan vi alltsa ta reda pa
om [ ar diagonaliserbar eller inte. En svarighet ar att dessa multipliciteter
kan vara kravande att berdkna. Men det finns ett relaterat begrepp som
ofta dr lattare att rédkna ut.

Definition 3.26

Lat F':V — V vara en linjar avbildning med ett egenviarde \q. Den
algebraiska multipliciteten av Ay antalet ganger )y férekommer som
rot till ekvationen yg(A) = 0. Med andra ord &r den algebraiska
multipliciteten m om xg(\) = (A— Xg)™q(\) for ndgot polynom ¢(\)
sa att g(A\g) # 0.

Vi jamfor algebraiska och geometriska multipliciteter i nagra exempel.

Exempel 3.6.3

Lat F : R® — R3? ges av F(7) = AZ. Bestdm algebraiska och geo-
metriska multipliciteter av alla egenviarden da

2 1 1 -1 2 1
a)A=[1 2 —1| b)A=[-2 3 2
1 -1 2 0 03

Losning: Fallet a) ar precis exemplet vi sag i avsnitt 3.6.1. Vi sig
att xa(A) = —(A —3)(A — 3)\, s& vi har tva egenvirden A; = 3 och
Ao = 0 med algebraisk multiplicitet 2 respektive 1. Dessutom &ar
1 1 -1
E3(F) = span 1,10 ,  &(F) = span 1
0 1 1
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sd dim &(F') = 2 och dim & (F) = 1. Alltsé ar de geometriska multi-
pliciteterna ocksa 2 respektive 1. Sammanfattningsvis har vi foljande:
Egenvérde ‘ algebraisk multiplicitet ‘ geometrisk multiplicitet
)\1 = 3 2 2
A2 =0 1 1
Summan av de geometriska multipliciteterna dr 14+2 = 3 = dim R?
och matrisen ar diagonaliserbar.
b) Vi underscker nu den andra matrisen. Vi borjar med att hitta
egenvarden.
-1-Xx 2 1
xaA) =] =2 3—-X 2 :(3—/\)‘
0 0 3-2A
=B=XN(-1=-XB=-N+4)=B-NN-22-3+4)
=B-NAN-22+1)=B-NAX -1~
Aven i detta fall har vi tva egenvirden A\; = 1 med algebraisk multi-
plicitet 2 och A\s = 3 med algebraisk multiplicitet 1. For att ta reda

pa geometriska multipliciteter behover vi underscka egenrummen.
Vi borjar med A; = 1 och berdknar

—2 2 1]0 1-1-105@
—2220@]~—22 0

—1-A 2
—7 3—A

1
0 0 2|0 0o 0 2|0
1 =1 =110 1 =1 010
~[0 0 -1|/0]@=I=D~ |0 0 1(0],
0 0 20 0 0 010
S 1
Losningar: 7= s | =s | 1 s € R.
0 0

Alltsa dr den geometriska multipliciteten dim & (F') = 1.
Vi fortsatter nu med Ay = 3 och berdknar

—4 2 1]0 10—10?
—2020@]~ —4 2 110
0 000 0 0 010
10 —1]0 10 —1]0

~0230~01§0)
00 010 0 0 0




140 3 Linjara avbildningar

2t 2
Losningar: Z= [ 3t | =t | 3 s € R.
2t 2

Alltsa ar den geometriska multipliciteten dim &(F') = 1. Samman-
fattningsvis har vi féljande:

Egenvéirde ‘ algebraisk multiplicitet ‘ geometrisk multiplicitet.
A =1 2 1
)\2 = 3 1 1

Summan av de geometriska multipliciteterna ér 1 +1 =2 < 3 =
dim R? och matrisen #r inte diagonaliserbar.

I bada exemplen ovan ar de geometrisk multipliciteterna mindre én eller
lika med de algebraisk multipliciteterna. Det géller i allménhet.

For varje egenvérde till en linjar avbildning F' : V — V giller att

1 < geometrisk multiplicitet < algebraisk multiplicitet

Bevis: Lat m vara den geometriska multipliciteten av ett egenvar-
de N\ till F. Att Ao dr ett egenvéirde ger att 1 < m. Vilj en bas
(V1,...,0m) 1 Ex(F) och utvidga till en bas v = (vy,...,7,) 1 V.
Sétt B = (F)%. Eftersom F(9;) = Ao; for 1 < i < m, sa dr de m
forsta kolonnerna i B samma som i Al,,. Darmed kan vi skriva B
som en matris uppdelad i fyra block

(ol X
o= )

dar X ar nadgon (m x (n —m))-matris och Y &r nagon ((n —m) X
(n — m))-matris. Nu &r

Noly —M,, X -
XB(A)Zdet( ol - Y_Mn_m) ~ (o= ™MV,

Det foljer att den algebraiska multipliciteten &r minst m. Notera att
den skulle kunna vara storre eftersom det kan hénda att xy (Ag) = 0.
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En viktig konsekvens av ovanstaende sats ar att om den algebraiska mul-
tipliciteten av ett egenvirde Ay dr 1 sa ar den geometriska multipliciteten
av Ag ocksa 1.

Vi dr nu redo att karaktérisera nér en linjar avbildning &r diagonaliserbar

Lat F' : V — V vara en linjar avbildning. Da &r foljande villkor
ekvivalenta
a) I ar diagonaliserbar,

b) summan av alla geometriska multipliciteter &r dim V),

¢) xr(A) har endast reella nollstéllen och for varje nollstélle (det
vill séiga egenvérde) A ar den geometriska multipliciteten sam-
ma som den algebraiska multipliciteten.

Bevis: Antag c¢). Vi har tidigare sett att xg(\) ar ett polynom av
grad n = dim V. Eftersom x () endast har reella nollstéllen &r sum-
man av antalet reella nollstillen rdknade med multipliciteter precis
n. Alltsa ar summan av alla algebraiska multipliciteter av egenvirden
lika med n. Men eftersom geometriska och algebraiska multipliciteter
ar lika foljer b).

Antag b). Da fungerar var strategi for att diagonalisera F' enligt
Sats 3.25, sa a) foljer.

Antag a). Da finns en egenbas v till F, det vill sdga B = (F)% ar
diagonal. Eftersom y#(A\) = xp(\) far vi att nollstéllena till xz(\) ar
precis diagonalelementen i B, vilka ar reella. Lat nu Ay vara ett noll-
stille med algebraisk multiplicitet mg. Det betyder att Ay forekom-
mer mg ganger pa diagonalen i B. Alltsa finns det m vektorer i basen
v som tillhor &y, (F'). Dessa ar linjart oberoende sa my < dim &y, (F).
Men eftersom den geometriska multipliciteten dim &y, (F') ocksa upp-
fyller dim &y, (F) < myg har vi dim &,,(F) = my. Egenvéirdet Ay var
godtyckligt s c) foljer.

Av ovanstaende tre fall foljer att alla villkoren &r ekvivalenta.

Ovanstaende sats ar formulerad for reella vektorrum, man kan ocksa han-
tera egenvérden, egenvektorer och diagonaliserbarhet for vektorrum med
komplexa skalédrer. I sa fall dr villkoret i del ¢) att xr(\) endast har reella
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nollstéllen inte relevant. De komplexa nollstéllena blir da ocksa egenvérden.

Exempel 3.6.4

Avgor vilka av foljande matriser som ar diagonaliserbara:

1 0 00
0 —1 1 2 -5 7 00
a>A‘(1 o> b)A_(o 1) JA=110 2 9 0
1 2 3 4
Losning: a) Vi berdknar det karaktéristiska polynomet
C=A =1
xa(A) = ) _)\‘—)\ +1

Alltsa har A inga reella egenviarden och vi kan dra slutsatsen att A
inte ar diagonaliserbar .
b) Vi berdknar det karaktaristiska polynomet

1—)\ 2‘

_ o 2
0 1-A=1—-N

xa(A) =

Alltsa har vi ett egenvirde \; = 1 med algebraisk multiplicitet 2.
For att berdkna geometrisk multiplicitet ser vi pa

0 2 0 1
A_[_<0 0)”(0 0)
Alltsa har (A — I)Z = 0 losningarna 7 = t <%>, t € R och den
geometriska multipliciteten av \; = 1 ar 1. Eftersom det &r mindre

an den algebraiska multipliciteten dr A inte diagonaliserbar.
c¢) Vi berdknar det karaktéristiska polynomet

1-x 0 0 0
5 7-A 0 0
aM=119 2 9-x o0
1 2 3 4-)

=1=XNT=-MNO9-N4-N

Alltsa har vi fyra egenvirden A\y = 1, \y = 7, \3 = 9 och \y =
4. Dessa har alla algebraisk multiplicitet 1 som déarfér &r samma
som den geometriska. Vi ser ocksa att summan av de geometriska
multipliciteterna dr 1 +1 4+ 1+ 1 = 4. Alltsa dr A diagonaliserbar.
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Det sista exemplet gar att generalisera till foljande sats som foljer direkt
fran Sats 3.28.

Lat F : ¥V — V vara en linjar avbildning med dim V olika egenvérden.
Da ar F diagonaliserbar.
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Uppgifter till Kapitel 3

Avsnitt 3.1

3.1) Vilka av foljande avbildningar &r linjara?

3.2) Visa att avbildningen F : P — P givet av F(p)(z) = (z* — 1)p(x) &

linjér.

—

3.3) Avbildningen F : R? — R? ges av

r+y
=|-2r+y—=z
y+z

F

IS

a) Verifiera att F' dr linjér.

b) Bestim den matris A som uppfyller F(¥) = A for alla ¢ € R? (alltsa
den som kallas standardmatrisen for F).

c) Forklara hur man kan se F'(é;) direkt fran matrisen.
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3.4) Hitta den linjira avbildning F : R? — R? som uppfyller
1 2000 1 0
) - e r(o)-0)

3.5) Lat F':V — W vara linjar och U C W ett delrum. Visa att

U ={TeV|F{) ecu}

ar ett delrum.

Avsnitt 3.2

3.6) Den linjira avbildning F : R® — R? uppfyller att
1 0
Fl1l]|= (?) och Fl1]|= ((1)) .
0 1

1 10+7
a) Hitta F(Q) och F(10+7r>.
1 0

b) Finns det fler &n en mojlig F' med dessa villkor?

3.7) Lat R, : R? — R? vara rotation med vinkel o moturs. Lat S : R? —
R* vara spegling i z-axeln. Det vill sdga S (u) = (7v>
a) Hitta standardmatriserna fér S o R, och R, 0 S.

b) Varfor ar dessa inte samma sak?

3.8) De komplexa talen C utgor ett (reellt) vektorrum av dimension tva.
Lat for z € C avbildningen M, : C — C vara definierad genom

M,(z) = zx

dar zzx ar komplex multiplikation.
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a) Visa att M, ar linjér.

b) Hitta matrisen for M, i basen b = (1,1).
3.9) Lat F' : Py — Ps vara funktionen definierad genom

a) Visa att F' &r linjér.

b) Bestam standardmatrisen for F' (det vill sdga matrisen for F' i stan-
dardbaserna (1, z,z%) och (1, z, 22 x3)).

Avsnitt 3.3

3.10) Lat L : R? — R? vara den linjira avbildningen given av multiplika-
tion med matrisen
-3 1
-(3)
Lat
=3\ (1
= 2 ) \o

och lat e beteckna standardbasen i R?.

a) Hitta T2, T¢, T2 och T2

b) Hitta (L), (L)

< (L)g och (L)j.

3.11)

a) Hitta standardmatrisen (matrisen med avseende pa standardbasen
e = (1,t,t%)) for F : Py — P, definierad genom F(p) = (£* +1)p"(¢).

b) Hitta basbytesmatrisen som byter fran standardbasen i P, till basen
b=({*—1,t—1,1).



3.6 Diagonalisering 147

c¢) Hitta matrisen fér F' med avseende péa basen b.

Avsnitt 3.4

3.12) Lat F : R* — R? vara den linjéira avbildning som ges av

T1+ X9+ T3+ x4
F(f)z $1+JZ2+$3—ZL’4

T4
a) Avgor vilka av vektorerna
—2 0 3
-3 0 4 och —O 1
5 |7 01’ —1 1
0 1 0
ligger i kirnan ker F'?
b) Avgor vilka av vektorerna
5 3 6 8
51, 31, 4 och 0
0 2 1 0

ligger i bilden im F'?

3.13) Lat F : R® — R? vara givet av F/(Z) = AZ dar

2 1 3
A=|-2 -1 4
2 1 5

Hitta baser for kdrnan och bilden av F'.

3.14) Vad éar kirnan och bilden av den linjira funktionen F': P5 — P dér

/

F &r definierat genom F(p) = p'.
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3.15) Vad éar kdrnan och bilden av den linjira avbildningen F' : Pg — P

dar F ar definierat genom F'(p) = p”.
3.16) Vad ér kiirnan och bilden av den linjira avbildningen F : Pg — R?
definierat genom

3.17) Vad ér kiirnan och bilden av den linjira avbildningen F : P3 — R*
definierat genom

3.18) Vad ér kiirnan och bilden av den linjira avbildningen F : P, — R*
definierat genom

3.19) Verifiera dimension satsen (3.13) I varje uppgift: 3.14, 3.15, 3.16,
3.17 och 3.18.
3.20) Hitta en linjir abildning F' : R? — R? som har

ker F =im F = span{ ((1))}

Ledning: Hitta matrisen for F' sa att kolonnrum och nollrum &ar dessa.

3.21) Finns det en linjir avbildning F' : R® — R? som har ker F' = im F'?

3.22) Lat F :V — W vara linjar diar bada V och W ar dndligt dimensio-
nella. Visa att
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a) Om F &r injektiv &r dimV < dim W.

b) Om F &r surjektiv &r dimV > dim W.

3.23) Visa att tva dndligt dimensionella vektorrum har samma dimension
om och endast om det finns en linjart bijektion mellan dem.

3.24) Avgor i varje uppgift: 3.14, 3.15, 3.16, 3.17 och 3.18 om avbildning-
arna &r (i) injektiva (ii) surjektiva (iii) bijektiva.

Avsnitt 3.5

3.25) I varje deluppgift verifiera att ¥ ar en egenvektor for den linjara
avbildning F' och hitta egenvéardet.

(;) ochF:]R2—>R2déirF<>:< 3 )

- X
a) U ! S0y

-1

1 00 -2
b) ﬁz(O)OChF(f)zAfdérAz(l 2 )
10

¢) U = e ivektorrummet V i rummet av odndligt deriverbara funktio-

neroch F: V= Vdar F(f)=f—f
d) 9=1+z+2?och F:P — P dir F(p)(x) = xp(x) + p(0)(1 — 23).

3.26) I varje deluppgift verifiera att talet a ar ett egenvérde for F' genom
att hitta alla egenvektorer for detta egenvéirde.

a) a =242 och F(Z)z G ;))(T)

Y

T T+ 2y+ 2z
b) a =5 och F(y) = (21’+y+22).

z 20+ 2y + 2
c) a€{0,1,...,n} och F: P, = P, dir F(p)(z) = xp'(x).
d) a=0o0ch F:V — V dar F inte ar inverterbar.

3.27) I varje deluppgift hitta alla egenvirden och egenvektorer for matri-
serna
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1 2
4
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oo
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b)
c)
d)
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e

B
(

Q
)
)

3.28) Lat @ och ¥ vara linjart oberoende egenvektorer, med egenvirden
A respektive p, till en linjér avbildning F. For vilka varden pa A och p ar
dven 4 + U en egenvektor, och vad ar i sa fall dess egenvéirde?

3.29) Visa att varje 2 X 2 matris med negativ determinant har ett egen-

varde.

3.30) Hitta for varje virde pa a € R alla egenvirden och egenrummen for
matrisen

BN
I
o =2
oo =
SPRCEN

Avsnitt 3.6

3.31) Lat

o O O+
S O Ot N
S 00 Oy W
QL O J

for nagon konstant a € R (som alla svar i uppgiften beror pa).
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a) Hitta alla egenvérden for A.
b) Hitta egenviirdenas algebraiska och geometriska multiplicitet.

c) Nér ar A diagonaliserbar?

3.32) Lét F: R?* — R? vara den linjéra avbildning

) xr 2y
a) Hitta alla egenvéirden for F.

b) Hitta en bas b i R? bestiende av egenvektorer for F.

¢) Bestam basbytesmatriserna Tg och Tf.

d) Bestam (F')

[=alliSal

e) Forklara i ord varfor matrisen fran foregaende deluppgift &r diagonal.






4 Langder och vinklar

En vektor i rummet har en lingd och en riktning. Vi kan darmed stude-
ra vinkeln mellan tva vektorer eller se pa avstandet mellan tva vektorer,
som &r lingden av deras differens. An sa linge har vi inte gjort nagot lik-
nande i godtyckliga vektorrum. Det beror pa att vi behover en ytterligare
ingrediens, namligen skalarprodukter.

4.1 Skalarprodukter

Skalarprodukten av vektorer i rummet (eller planet) &r ett praktiskt verk-
tyg for att hantera langer och vinklar. Vi ska nu generalisera detta begrepp
till godtyckliga vektorrum, sa att vi kan prata om langder och vinklar &ven
for dessa. Till skillnad fran den vanliga skaldrprodukten som studerats i
tidigare kurser kommer vi tillata olika skaldrprodukter (till och med pa
samma vektorrum) sa ldnge de uppfyller vissa rikneregler. Vilken skalér-
produkt som ar lamplig beror pa sammanhanget. I fortsattningen kommer
vi darfor alltid specificera vilken skalarprodukt vi syftar pa. Bade langder
och vinklar kommer att bero pa vilken skaldrprodukt vi anvander. Vi borjar
med att paminna om de vanliga skaldrprodukten i planet och rummet.

4.1.1 Standardskalarprodukt i planet och rummet

Skalarprodukten av tva vektorer ar

dar 0 < o < 7 ar vinkeln mellan % och v.

Eftersom cos0 =1, cosm = —1, och cos T = 0 far vi

2
.« 5.3 =3][7

o U-(=7) =—[7|7|
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e Oma=7,sddr u-79=0.

Langden |¥] av en vektor ¥ och vinkeln o mellan tva nollskilda vektorer
u och ¥ kan rdknas ut med hjélp av skaldrprodukten:

— — — —1 /Z_,)L * /l_])
|U] =VU-U, a=cos —_
|||
For att rikna ut skaldrprodukten finns av tva vektorer i rummet R finns
en enkel formel.

(51 (%1
Omud=|uy |, = [ve | s& -0 =uv + usvg + usvs
Us U3

Exempel 4.1.2

Enligt formeln ovan &r

1 2
0] [-1]=2+0-6=-4
3 2

Eftersom skaldprodukten &r negativ maste vinkeln o mellan vekto-
rerna uppfylla cosa < 0. Alltsa ar det trubbig vinkel mellan vekto-
rerna.

J

En av anledningarna till att det &ar ldtt att rdkna med skaldrprodukten
ar att den uppfyller praktiska rdkneregler. Dessa liknar ridkneregler for
produkt av reella tal, vilket &r skilet att vi kallar skalarprodukten for en
produkt.

e Om @i #0sd @-u>0.
Reglerna ovan ligger till grund for definitionen av skalarprodukter pa all-
méanna vektorrum, vilka vi nu ska ga igenom.

4.1.2 Skalarprodukter pa allmanna vektorrum
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Definition 4.1

Lat V vara ett vektorrum. En skaldrprodukt pa V &r en operation
som tillordnar varje par av vektorer 4,9 € V en skalar (u|7) € R sa
att foljande villkor géller:

a) (U + vw) = (dw) + (¥|w), (@[T + @) = (@|7) + (@),

b) (AG|T) = \@|D) = (GAD),

)
c) (u|v) = (9]u),
d) Om 4 # 0 sa (i|a) > 0.

En operation som uppfyller a) och b) ségs vara bilinjar. Uppfyller
den ¢) kallas den symmetrisk. Observera att om c) géller behover
vi bara kolla en av likheterna i a) respektive b) (den andra foljer
da automatiskt). Om den sista egenskapen d) giller kallas operatio-
nen for positivt definit. Med andra ord ar en skalarprodukt bilinjéar,
symmetrisk och positivt definit.

Pa V = R? ger den vanliga skaldrprodukten en skaldrprodukt i den
nya bemérkelsen (4|7) = 4 - ©.

Vi har en likande operation pa R™ for varje n > 1 som kallas stan-
dardskaldrprodukten.

Definition 4.2

Standardskaldrprodukten pa R™ definieras som

Uy U1

Sl
I

(U|0) =wgvy + - +uyv, dairu=| : |,
Up, Un,

Observera att vi kan beridkna standardskaldrprodukten genom ma-
trismultiplikation:
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Egentligen far vi ovan en (1 x 1)-matris, men vi kommer identifie-
ra sadana med tal i fortsdttning da ovanstaende formel ar mycket
praktisk.

Exempel 4.1.4

Vi ska nu ga igenom nagra exempel pa skalarprodukter pa funktions-
rum.
a) Lat M vara en dndlig méngd och V = {f : M — R}. Da ges
en skalarprodukt av

(flg) = D fm)g(m).

meM

b) Lat V = C([a,b]), det vill sdga vektorrummet av alla kontinu-
erliga funktioner pa intervallet [a,b]. D& ges en skaldrprodukt
av

b
<f|9>=/ f(z)g(z)dx.

c) Lat V = P, det vill sdga vektorrummet av alla polynom. Da
ges en skalarprodukt av

1

(floy = | flz)g(x)dz.
~1
d) Lat ¥V = P igen, men nu med en annan skaldrprodukt
(flg) = / f(z)g(x)e *du.
0

I exempel ¢) och d) har vi introducerat tva olika skaldrprodukter
pa samma vektorrum. Vilken ska man vélja? Svaret ar att det beror
pa sammanhang. Den forsta skaldrprodukten beror bara pa viardena
som polynomen antar da —1 < x < 1, om det dr det enda vi bryr oss
om sa ar det en rimlig skalarprodukt. Den andra skalarprodukten tar
hénsyn till virden da 0 < z < oo, men det finns en viktfunktion e™*
som gor att virdena for storre och storre x har mindre och mindre
betydelse. Denna skaldrprodukt kan vara anvindbar om vardena néara
x = 0 bor ges storre betydelse. Observera att detta bara ar tva
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mojliga val av skalarprodukt. Varje vektorrum (bortsett fran det
som bara har nollvektorn) har oéndligt manga skalédrprodukter som
vi kan vélja bland.

4.1.3 Langder, vinklar och trianglar

I ett vektorrum utrustat med en skaldrprodukt kan vi prata om langder
och vinklar. Dessa definieras pa foljande satt.

Definition 4.3

Lat V vara ett vektorrum med en skaldrprodukt och 4, v € V.
a) Léngden av  &r talet

|| = /(|d).
b) Om 4 # 0 och ¥ # 0 definieras vinkeln mellan 4% och ¥ som
cos ! (M) .
kil
c) Vi séger att 4 och ¥ &r ortogonala om
(d]v) = 0.
Eftersom skaldrprodukten &r posititivt definit &r (u|d) > 0 for varje

i # 0. Det garanterar att || = +/([i) ger ett vildefinierat positivt tal.
For 7 = 0 far vi

Alltsa har nollvektorn langd 0 och alla andra vektorer positiv langd.
Hur vet vi att vinkeln ar véldefinierad? Det vill sdga, hur vet vi att

—1<

=
=

Det foljer av Cauchy-Schwarz olikhet som ges i nedanstaende sats.
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Lat V vara ett vektorrum med en skaldrprodukt och 4,7 € V. Da
galler

|(@]9))] < [al] ]

och [(u|0)| = |i||¥| om och endast om % och ¥ &r parallella.

Vi kommer att bevisa Cauchy-Schwarz olikhet i slutet av detta avsnitt.

Exempel 4.1.5

Utrusta vektorrummet av alla polynom V = P med skalarprodukten

1

(flg) = g f(z)g(x)dx.

Satt f(x) =1, g(z) = x och h(z) = 1 + x, det vill sdga h = f + g.
Vi berdknar langderna av polynom f, g, h.

1
(1f) = / 1z =2 ger |f] = V2.

! 2 \/5
2
(9lg) /_133 T =3 ger |g]| 3
! 8 2
<h|h>:/ (+oPde=3  gor il =22
—1

Genom att berdkna ytterligare skaldrprodukter kan vi bestdmma
vinklarna mellan f, g och h.

1
(flg) = / xdx = 0 ger att vinkeln mellan f och ¢ ar
1l

cos ' | ———= | =cosH0) =

0
1
(flh) = / (14 x)dx = 2 ger att vinkeln mellan f och h &r
-1

-1 2 1 (\/§> s
CcOSs —_— = COS 7 = 6
2

™
B a
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1
2
(glh) = / (14 x)dr = 3 8er att vinkeln mellan g och h &r
-1

2 1 T
cos ' | —2—— | =cos7! (—) = —.
NN 2) "3

3 3

Notera nu forhallandet f+ g = h. Dessutom &ar det riat vinkel mellan
f och g. Om f, g och h hade varit vektorer i planet skulle de dérfor
bilda en ratvinklig triangel dar kateterna ges av f och g medan hy-
potenusan av h. Faktiskt finns en sadan triangel med just de langder
och vinklar som vi rdknade ut.

a=+2

Vi kan bekréfta det genom Pythagoras sats:

2 8 2 8
21 =24+-=-, F=4-=-.
a” + —1—3 3’ c 3 3

Faktiskt ar triangeln hélften av en liksidig triangel med sidlangd
2\/§ . Alltsé ér de ickerdta vinklarna ¢ respektive .

\ 7

Exemplet ovan antyder att vi kan tdnka pa 4, ¥ och 4+ ¥ som sidorna i
en triangel trots att vektorerna #r i ett helt annat vektorrum #én planet R?
eller rummet R3. Vi kan jimfora lingderna av 4, ¥ och % + ¥ med hjilp
av foljande formel som paminner om cosinussatsen:

1@+ B)* = |a]* + |9)* + 2(a| D)

Den foljer fran att skaldrprodukten &r bilinjar:

= (d|d) + (u|v) + (v
b
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I fallet da @ och ¥ ar ortogonala ger formeln ovan Pythagoras sats.

Lat V vara ett vektorrum med en skaldrprodukt och u, v € V orto-
gonala. Da galler

|@+ o> = |@]* + |9]%

I en triangel kan inte nagon sida vara langre &n summan av de tva andra
sidorna. Samma sak géller for vara trianglar av vektorer enligt foljande
sats.

Lat V vara ett vektorrum med en skaldrprodukt och 4,7 € V. D&
galler
|4+ 9| < [d] + |9].

Bevis: Formeln for |4 + 9|? ger tillsammans med Cauchy-Schwarz
olikhet att

i 4 3* = |d]* + |9)* + 2(a|7)
< [a)* + |9]* + 2| |7]
(@] + 19

Da foljer att |u + ¥| < |u| + |d].

4.1.4 Ortogonal projektion

Vi har tidigare studerat ortogonal projektion i planet och rummet. Vi ge-
neraliserar nu dessa begrepp till vektorrum utrustade med skalarprodukt.

Lat V vara ett vektorrum med en skaldrprodukt och 4,7 € V sa att
u # 0. Da finns entydigt bestdmda vektorer Z,y € V sa att
a) 7 ar parallel med 4.

b) ¥ &r ortogonal med 4.

c)

—

=Z+7.

L
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Bevis: Villkor a) betyder att Z = tu for nagot t. Da géller ¢) om
och endast om § = ¥ — ti. Det aterstaende villkoret b) sidger da

0= (glu) = (v — tulu) = (v]u) — ¢(ald)

vilket ar uppfyllt om och endast om

Beviset ger en formel for Z, namligen

@)

@)

—
=
<l

r= u.

Sl

{

Denna vektor kallas den ortogonala projektionen av ¥ pa 4. Vi skriver

darfor
(

(

=
|
S~

projy v =

=
&

Notera att y = ¥ — proj; v.
Vi anvander nu ortogonal projektion for att bevisa Cauchy-Schwarz olik-
het, det vill sidga

191,

!

[(@l)] < |

—

Om 4 = 0 s& ar |(4|v)| = 0 och |i||J] = 0. Annars ger Pythagoras sats
att

|77| > | projg 6|

Men
S il e (I
| projg ¥ = ===l = =
b jal? [l
Sa
|W[[ul = |(2]d)]
Likhet géller om och endast om [U] = | proj; 7|, det vill séga [0 —proj; U] =

0 vilket &r det samma som ¥ — proj; ¥ = 0. Men det &r precis fallet da
U = projy v, alltsa da v ar parallell med .



162 4 Léangder och vinklar

4.2 Symmetriska och positivt definita
matriser

Kom ihag standardskalarprodukten av tva vektorer

x1 (1
N ENE
Tn Yn
i R" ges av
Y1
@) =2+ A xyn= (21 - a) | 1 | =77
Yn

I det hér avsnittet ska vi ga igenom vilka andra mojliga skaldrprodukter
det gar att definiera pa R™. Innan vi gor det paminner vi om transponatet
av en matris som vi redan anvéint for enskilda kolonnvektorer.

Definition 4.8

ai; - Qip
OmA=| : .. ar en (m X m)-matris,
m1 - Gmp
ai; -t Gml
sakallas A= | : .. transponatet av A.
Aip - Amn

Notera att kolonnerna i A star som rader i A" och vice versa.

Tt~ W

(123)15
345 ;

Vi paminner d&ven om féljande rakneregler for transponatet av en matris.
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Lat A och A’ vara (m x k)-matriser, och B vara en (k x n)-matris.
Da géller
a) (AT) =4

b) (A+A) =A"+ 47
¢) (AA) = xAT
) (

d) (AB)' = B"A4"

4.2.1 Skalarprodukter pa R"

Vi ska nu undersoka vilka skalarprodukter som kan definieras pa R™. Vi
inleder med ett exempel.

Exempel 4.2.2

Ar foljande en skaldrprodukt pa R2?

—_ | = 5 m .
(Z|g) = 2z1y1 + 222y2 + T1Y2 + Toy1, T = ( 1) Y= <y1> .

Losning: Vi borjar med att skriva om (Z|y) pa foljande séitt

Om (Z|7) = 21(2y1 + y2) + x2(v1 + 2y2)
_ 2y1 + Yo
= (fl?l IEQ) (yl + 2y2)
_ 2 1 Y1
=@ =) (3 5) (3)
2 1
1= (1)

sa att (Z|7) = 7' A. Vi kan utnyttja att varje (1 x 1)-matris &r lika
med sitt transponat for att visa att (Z|y) ar en symmetrisk operation:

Vi skriver

(@l7) = 77AZ = (§TAZ) = (A7) ("),
= FTATG = T A7 = (7]7)




164 4 Léangder och vinklar

Pa grund av symmetri racker det att kolla bilinjéritet i ett argument:
(F|J+2) =AY+ 2) = FAY + ' AZ = (F(Y) + (F|2)
(ZAg) = T'ANG) = AT A7) = MZ(7)
Da aterstar att undersdka om operationen ar positivt definit, det vill

siga 7 # 0 medfor (Z|7) > 0. For att gora det kvadratkompletterar
vi

(:ﬂ@ = 25(71513’1 —+ 21}21’2 + X129 + T2y
= 2(z? + 2120 + 22)

1
= 2((z1 + 322)% — ng + z2)

3
=2((z1 + 220)* + ng) > 0.

I den sista olikheten géller likhet om och endast om

I + %1’2 = 0,
x2:07

vilket bara sker da @ = 0. Allts& &r operationen positivt definit och
dérmed en skalarprodukt.

Motiverade av exemplet ovan gor vi féljande definition.

Definition 4.10

Lat A vara en (n x n)-matris. Da kallas A
a) symmetrisk om A" = A,

b) positivt definit om Z'AZ > 0 for alla Z € R", T # 0.

Da ar
(@) = &' Ay

en skalarprodukt pa R”™.
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Exempel 4.2.3

2 1 . e .
1 92 ar symmetrisk och positivt definit. Den
ger upphov till skaldrprodukten vi sag i foregaende exempel.

a) Matrisen A =

0 (1) ar symmetrisk och positivt de-
finit. Denna ger upphov till standardskaldrprodukten pa R2.
Pa liknande sétt motsvarar enhetsmatrisen av storlek n stan-

dardskalarprodukten pa R".

b) Enhetsmatrisen I = (1

c) Matrisen A = ((2) g) ar inte symmetrisk.

2 0
01

ST 4 -
tersom T AZ = 2% + 2.

d) Matrisen A = > ar symmetrisk och positivt definit ef-

2

0 -1
nit eftersom z' A% = 222 — 23 som &r negativt till exempel da
I1:OOCh$2:1.

. v

e) Matrisen A = ( > ar symmetrisk men inte positivt defi-

[ exemplen ovan dér A &r en diagonalmatris ser vi att egenvirdena (alltsa
elementen pa diagonalen) spelar roll for om A &r positivt definit eller inte.
Detta samband géller generellt. Om Z &r en egenvektor till A med egenvérde
A sa ar

ITAT = 7T(\T) = AT 7.

Om A dessutom ar positivt definit géller alltsa A > 0.

Exempel 4.2.4

Matrisen A = <(1) (1]) ar inte positivt definit eftersom A = —1 &r ett

negativt egenvarde.

Faktiskt giller &ven det omvénda pastaendet.
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Lat A vara en symmetrisk (n x n)-matris. Da &r A positivt definit
om och endast om alla egenvarden for A &ér positiva.

Enligt resonemanget ovan ar det klart att A positivt definit implicerar
att alla egenvirden for A &r positiva. Den andra implikationen foljer av
spektralsatsen som vi ska ga igenom senare.

4.2.2 Matrisen for en skaldrprodukt

Vi har sett att matriser ger upphov till skalarprodukter pa R™. Nu ska vi
se att alla skaldrprodukter kan beskrivas med matriser sa lange vi valjer
en bas i vart vektorrum.

Lat V vara ett vektorrum med en skaldrprodukt och b = (51, ooy by)
vara en bas 1 V. Satt

a1 - Qip

Qp1  **+ Qnp
Da ar A en symmetrisk positivt definit matris och

(@) = (ip) Ay,

Bevis: Vi genomfor beviset for n = 2. Beviset for ovriga n ar
likande. Skriv @, = (xl) Ty = (yl)
- T2 - Y2

== - — _’ — x
(U|v) = (2101 + w2b2|y1 by + yabo) = . ~
11 Q12 0 S \T 4 —
=(r1 = (up) AU
( ! 2) (a21 azz) (yz) ( b> b

j
aj;. Att A ar positivt definit foljer av att ()" Aty = (i|d) > 0, da
u # 0, vilket &r det samma som ;, # 0.
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Exempel 4.2.5

Ar foljande en skaldrprodukt pa R3?
(Z|9) = 3z1y1 + 422y + 3ys3 + 2T2y3 + 22319

Losning: Vi borjar med att skriva (Z|y) = 2' Ay dér

A:

S O W
N =~ O

0
2
1
Eftersom A dr symmetrisk behover vi bara undersoka positivt definit.

Vi anvénder aterigen kvadratkomplettering.

(B|Z) = 327 + 4x5 + 25 + 42073
= 323 + 4(x3 + z2x3) + T3
1
= 327 + 4((z2 + 1z3)° — Zl:cg) + 23
= 3z7 + 4(z2 + 323)° > 0.

I den sista olikheten géller likhet om och endast om

T = ()
I2+%$3:0

vilket &r mojligt d&ven om 7 # 0, till exempel for

Alltsa ar operationen inte positivt definit och darmed inte en skaldr-
produkt.

Utrusta vektorrummet av alla polynom V = P, med skalarprodukten

(rlo) = [ fa)gta)ds
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och vilj basen b = (1, z, 2?).
a) Hitta matrisen A si att (f|g) = fo' Ags.

b) Berikna (1 + z + 22|1 — 2?).

a) Vi utnyttjar att f_ll z"dr = [fnm—ﬁ]l_l =g+ (;BT och far att
(=2 (1z)=0 (1|2 =1
(@) =0 (zlz) =3 (z[z?) =0
(@) =3 (*|z) =0 (2*a?) =%
Alltsa ar
2 0 2
A={o0 2 0],
5 03
b) Vi kan nu berékna (1+z + z2|1 — %) med hjélp av koordinaterna
i basen b:
2 0 2\ /1
(l+z+2’1-2)=(1 1 1)[0 2 0 0
2 0 2 -1
3 5
4
3 4 4
—11 D)0 =C40+—-=2.
( ) (i 370 1575
15

Alternativt kan vi berdkna direkt att

1

{1+ z+ %1 — 2% —/ (1+z+2*)(1 — 2°)dz

-1

1
:/ 1+x—2°—2%dx

1

Att réakna ut matrisen A bara for att berdkna skalarprodukten av tva
vektorer &r inte sa praktiskt, men om vi vill rékna ut skalarprodukten
av manga olika vektorer sa récker det att bara rdkna ut A en gang.
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4.3 ON-baser

Standardbasen i R? bestar av tre vektorer,

1 0 0
61: 0 , 62: 1 5 53: O ;
0 0 1

som har langd 1 och ar ortogonala mot varandra. Vi kan uttrycka detta pa
ett komprimerat séitt genom att skriva

Lo I 1=y,
€; €5 =
710 i #g

Att anviénda koordinater fran en sadan bas gor det smidigt att berdkna
langder och vinklar. Vi kommer darfor generalisera ovanstaende situation
till godtyckliga vektorrum med skaldrprodukt.

4.3.1 Ortonormala vektorer

Definition 4.13

Lat V vara ett vektorrum med en skalarprodukt. En uppséttning

vektorer Uy, ..., U, € V kallas ortonormal (eller ortonormerad) (ON)
om
(Wil d;) = o
0 ©#7.

[ fallet da i = j s séiger definitionen att |;|* = 1, det vill siiga vektorerna
u; har langd 1. Sadana vektorer kallas normerade. I fallet i # j sdger
definitionen att (#;|i;) = 0, det vill séga #; och 4; &r ortogonala. Eftersom
bada villkoren &ar uppfyllda séger vi att vektorerna dr ortonormerade eller
ortonormala.

Givet en vektor ¥ # 0 s dr det litt att ta fram en vektor med samma
riktning och langd 1 genom att sitta

I
U= 570.
0]
D4 ér |i| = % || = 1. Detta kallas for att normera vektorn .

7]
Mycket blir lattare av att anvinda ortonormerade vektorer. En av de
viktigaste anledningarna ar foljande.
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Om y,...,u, ar ON, sa ar

<Cll_i1 A 000 qF Cll_l:nl’l_ii> = Cl<ﬁllai> S Cn<1_in”l_2i> = C;.

Den sista likheten foljer av att ¢;(u;|u;) = ¢; och ¢;(i;]|d;) = 0 om

i j.

Om y,...,u, € V ar ON sa ar uy, ..., iU, linjirt oberoende.

Bevis: Vi studerar beroendeekvationen
x1ﬁ1+---~|—mnﬁn = 0.

Tar vi skaldrprodukt med u; av bada led och anvinder Anmérk-
ning 4.3.1 sa far vi

Alltsa ar iy, . .., U, linjirt oberoende.

Satsen ovan ar praktisk da vi vill visa att en uppséattningar ortonormala
vektorer utgor en bas. Narmare bestamt har vi foljande sats.

OII] ﬁl ° 0

..., U, €V ar ON sa ar foljande pastaenden ekvivalenta
a) (Uy,...,U,) ar en bas iV,

b) span{iy,..., U} =V,

¢) n=dim).

Bevis: Satt U = span {iy,...,4,} € V. Eftersom 1y, ..., 4, ar
linjart oberoende sa utgor de en bas i U, vilket ger dimUf = n. Nu
foljer

dimi =dimV < U=V & (Uy,...,1U,) dr en basi V.
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I denna situation kallas u = (y, ..., 4,) en ON-bas i V.

Lat ¥V = R™ med standardskaldrprodukten. Da &r standardbasen en
ON-bas.

4.3.2 Koordinater i en ON-bas

Genom att vilja en bas i ett vektorrum V kan vektorerna i V beskrivas
med koordinater,x vilket gér det mojligt att oversatta fragestéllningar om
vektorer i V till motsvarande fragestéllningar om vektorer i R”. Om vi nu
utrustar )V med en skalarprodukt och R™ med standardskalarprodukten sa
kan vi dven stélla fragor om ldnger och vinklar i V respektive R™. Om vi
ser till att vélja en ON-bas i V sa kan dven dessa fragor foras 6ver fran V
till R™, med hjalp av foljande sat.

Lat u = (U, ..., U,) vara en ON-bas i V och ¥, w € V. Da ar
(0t1)
a) 62 =
(U] i)

Bevis: Skriv ¥ = xyuy + - - - + 2, U,. Enligt Anmérkning 4.3.1 ar
(U|ts) = (w1ty + - -+ + 2pln|Us) = 25

vilket ger a). Dessutom far vi

Del a) gor det enkelt att rdkna ut koordinater med avseende pa en ON-
bas, vi berdknar helt enkelt skaldrprodukten med varje basvektor for att
fa motsvarande koordinat. Enligt b) kan vi med dessa koordinater sedan
beridkna skaldrprodukter genom att ta standadskalarprodukter av motsva-
rande koordinatvektorer. Vi genomfor detta i ett konkret exempel.
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Exempel 4.3.3

Utrusta vektorrummet ¥V = P; av alla polynom av grad hogst 1, med

skalarprodukten X
(o) = | f@lgla)da

Da ar fi(z) = \/LE och fo(z) = \/gx ortonormala. For att se det

berdknar vi

(filfr) :/1

(filf2) :/ ? alltsa fi, fo ortogonala.

= alltsd |fi| = 1.

l\DI»—t

2
(ol fa) = /—x2dx—§ 21 alltsa |fu] = 1.
2 23

Om vi nu tar ett annat polynom g € V, till exempel g(z) = 1+ z s&
galler g = (g]f1) /1 + (g|f1) f2- Vi bekriftar det genom att rdkna ut

' 1
(9| f1) = _1f<1+w)dx_\/§ 29— 32

(9lf2) = / \/733+9C =

(glf1) fr + (gl fi) fo = V2

2_ /2
3 V3

DO o

som ger

3
Jr =142 = g(a).

* 2

i

1
V2

4.3.3 Ortogonal projektion

Vi har tidigare sett hur skaldrprodukter kan anvindas for att introducera
ortogonal projektion av en vektor pa en annan vektor. Vi ska nu gene-
ralisera detta till ortogonal projektion pa ett delrum. Vi bérjar med att
introducera det ortogonala komplementet till /.
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Definition 4.17

Lat V vara ett vektorrum med en skalarprodukt och &4 C V ett
delrum. Da ar

Ut ={B eV | (i) =0 for alla & € U}
ett delrum som kallas det ortogonala komplementet till /.
Vi bekriftar att U+ ér ett delrum. Om @, @ € U+ s ar
(U]v + w) = (u|v) + (u[w) =0+0

s& U4 @ € UL, Dessutom ar

sd AT e U+,

Da ar
T
= |29 | €Ut om och endast om 0 = 7 - 4 = z1 + 229 + 3z3.
Z3

Dirmed #r U+ planet genom origo med normallinje /. Vi har tidi-
gare observerat att varje vektor Z kan skrivas som en summa av tva
vektorer ¥ = ¥ + @, dir ¥ tillhor linjen U och @ tillhér planet U+
Nedan bevisar vi en mer generell version av detta pastaende.

Lat V vara ett vektorrum med en skalarprodukt och U C V ett
delrum. Antag att (dy,..., d,) &r en ON-bas i Y. Da finns for varje
U € V entydigt bestdmda vektorer Z,y € V sa att
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) T=7+7.

S

L
S
NS

L
S

Dessutom ar 2 = (0|t1)ty + -« - +

Bevis: Sétt 7 = (U|ty)ty + - - - + (0|Up) Uy, och § = 0 — Z. Da géller
a) och c¢). For att visa b) rédcker det att visa (Y|
Det foljer av Anmérkning 4.3.1 att (Z|4d;) = (U

&

-~
I
]
H
]
<
&

=
¢]
.®.

(gl = (|d;) — (Z(w;) = (v]@) — (|@;) = 0.

For att visa entydighet antar vi nu att ¥ = ' + 7' for ¥’ € U och
7eUt.Dadar+7y=2+7 och ¥ — 7 =7 — 7. Men det betyder
att vektorn @ = 7 — 7 = ¢ — § uppfyller @ € U och @ € U*. 1
synnerhet dr (w|w) = 0 och @ = 0 da skalarprodukten &r positivt
definit. Alltsa #r 2’ = Z och ' = 7.

Vektorn @ = (¥|Uy) Uy +- - -+ (¥|d,) U, kallas den ortogonala projektionen
av U pa U. Vi skriver

Exempel 4.3.5

Utrusta vektorrummet ¥V = C([—1,1]) av alla kontinuerliga funktio-
ner pa intervallet [—1, 1] med skalarprodukten

(flg) = /lf(x)g(:x)d:v.

Vi kan betrakta 4/ = P; som ett delrum av )V genom att identifie-
ra varje polynom med motsvarande polynomfunktion pa intervallet
[—1,1].

Vi har sett tidigare att fi(x) = \% och fo(x) = \/gx ar ortonor-
mala. Eftersom fi, fo € U och dimU = 2 &r (f1, fo) en ON-bas i
U

Lat nu h € V ges av h(xz) = €. Den ortogonala projektionen av h
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pa U &r polynomet

f(x) = (h|f1) fr + (hlf2) fo-

Vi beradknar

(W) = [ Feerdn = (e~ ) =
(h|fo) = /1 ;xemdx = % 27t = Ve L.

Alltsa ar

_ 1 1 3 1
f(x):l-—2+\/66_1-\/;x:€ 26 +3e7lx

Den ortogonala projektionen f &r det polynom av grad 1 som har
minst avstand till b, det vill sdga s& att |h— f| ar sa litet som mojligt.
For att illustrera plottar vi f, h och r = h — f pa intervallet [—1,1].

(] y = h(z)
y = f(x)
® ((), 2)
y=r(z)
4 > I

Notera att y = r(z) ar forhallandevis néra x-axeln, vilket beror pa
att linjen y = f(x) ar en god approximation av kurvan y = h(zx).
Utanfor intervallet [—1, 1] kommer h(x) och f(x) avvika mer och mer
fran varandra. Det ar forvantat eftersom var skalarprodukt bara tar
hénsyn till z € [—1,1]. Om vi vill f4 en god approximation pa ett
annat intervall behover vi dndra till en annan skaldrprodukt.

\ 7

Ovanstaende exempel visar pa vikten av att kunna bestdmma en ON-bas
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i ett delrum. Det finns en allmédn metod for det som kallas Gram-Schmidt
ortonormalisering. Metoden gar ut pa att fran en given bas (g, ..., d,) 1
ett delrum U steg for steg byta ut vektorerna 1y, iy, ... mot ortonormala
vektorer fl, ;”2, ... s& att deras spann inte dndras. Att metoden fungerar
beror pa foljande sats, som forklarar hur vi tar oss fran steg £ till £ + 1.

Lat V vara ett vektorrum med en skalarprodukt och 4y,..., 4, € V
linjart oberoende. For varje k < n géller att om

—

Fir--o) fx 8r en ON-bas i span {4, ..., 1}

sa ar
fio--os fro frqp1, r en ON-bas i span {uy,. .., Uy, Ukt1}

dar

— 1 5 5 5 5 — — 5 — —

frrn= m% U= Upyr — (U] f1) [1 = = (Wl fr) fre
Bevis: Att 4y, ..., 4, ar linjart oberoende garanterar att 4 # 0 sa
fr41 ér véldefinierad och har langd 1. Notera att f,,..., fi, fii1 €
span {11, ..., U, Ups1}, sa det récker att visa att f,..., fy, fry &r
ortonormala. Vi har enligt antagande att f,,..., f, dr ortonormala,

sa det aterstar att visa att <J?k+1 |f.) = 0féri < k. Men det foljer fréan
(1| f;) = 0 som &r en konsekvens av att @ &r g, minus projektionen

av Up41 pa spany fq,..., fk7 fk+1}~

Metoden éar ldttast att forsta genom ett exempel.

Exempel 4.3.6

Lat U C R* vara delrummet som ges av U = span { i, Uy, Uz} dir

O = = =
i~
[\

I
N O =
:

w
|
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Nu anvander vi satsen for £ = 1 och berdknar

1
s o] 1+0+2+0
U2—<U2|f1>f1: 2 _T
1
1 1 0
o] ] [t
|2 1|1
1 0 1

vi normerar for att fa

0
- 1| -1
f2_\/§ 1
1

Nu anvander vi satsen {or £ = 2 och berdknar

Vi anvinder Gram-Schmidt ortonormalisering for att hitta en ON-

bas i U.
Den forsta basvektorn far vi genom att normera u; sa vi sitter
1
- 1 1 |1
fi=xti = —
L V3|1
0

Denna vektor dr ortogonal mot ?1, vilket ar latt att kontrollera sa

Uy — (Us| F1) F1 — (W3] o) o
0 1 0

B 0 O+0+1+0 1 1 O+0+1+1 1 =1l
1 e 5 |1 /3 AR
1 0 1
0 1 0 -1

U N N e I

1 311 3l 1] 0
1 0 1 1

1

w
O ==
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Denna vektor ar ortogonal mot ;‘1 och fQ, vilket igen ar latt att
kontrollera. Det aterstar bara att normera vilket ger oss

Sammanfattningsvis har vi

1 0 —1
- 1 11 - 1 | -1 - 1 1
fl_\/g 1 ) f2_\/§ 1 ) f3_\/§ 0
0 1 1

vilket ar tre ortonormala vektorer som spanner upp U. Alltsa ar

(f1, ]?2, ?3) en ON-bas i U.

En viktig konsekvens av Gram-Schmidt ortonormalisering &r att varje
vektorrum av dndlig dimension med en skaldrprodukt har en ON-bas. Det
foljer av att vi kan ta vilken bas som helst och ortonormalisera.

Lat V vara ett vektorrum med en skaldrprodukt sa att dimV < oo.
Da finns en ON-bas i V.

Det betyder ocksa att vi kan stryka antagandet om ON-bas i Sats 4.18
sa lange V har éndlig dimension. Med andra ord har vi féljande version av
Sats 4.18.

Lat V vara ett vektorrum med en skaldrprodukt sa att dimV < oo
och U C V ett delrum. Da finns for varje v € V entydigt bestdmda
vektorer Z,y € V sa att

a) ¥ €U,
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Vi kan anvénda satsen for att visa hur en ON-bas kan konstrueras genom
att sdtta ithop en ON-bas i ett delrum med one ON-bas i dess ortogonala
komplement.

Lat V vara ett vektorrum med en skaldrprodukt sa att dimV < oc.
Lat U C V vara ett delrum och U+ C V dess ortogonala kom-
plement. D& géller att om (%, ds, ..., u) dr en ON-bas i U och
(U1, Ugso, - - -, Up) ar en ON-bas i UL, s& dr (Uy, Uy, . . . , Uy,) en ON-
bas i V.

Bevis: Vi borjar med att visa att uq, uo, ..., 4, ar ortonormala.
Eftersom 1y, is, ..., ur ar ON och ki1, Ui, ..., U, dr ON far vi
att (U;|d;) = 1 och (4;|d;) = 0 om antingen 7,5 < k eller 4,5 > k.
Det aterstar da att visa (;|d;) = 0f6r ¢ <k < j. Men i detta fall &r
U; € U och t; € Ut s vi far enligt definition av U+ att (i;]d;) = 0
aven i detta fall.

Nu behover vi visa att (4, s, ..., 4,) ar en bas i V. Eftersom
vektorerna d&r ON behover bara visa att de spanner upp V. Lat U €
V. Da finns 7 € U och y € U+ sa att T = T + 7. Eftersom 7 €
span {1y, Us, ..., Ui} och ¥ € span {Ugi1, Uk, - .., Uy} far vi att

U =247y € span {iy, U, ..., Un}.

Vektorn ¥ var godtycklig sa V = span {4y, Ua, . . ., Uy}

Sats 2.20 séger att vi kan utvidga en bas i ett delrum till hela rummet
om det har dndlig dimension. Vi kan vi gora det samma med ON-baser.

Lat V vara ett vektorrum med dim V = n och & C V vara ett delrum
av med en ON-bas (11, Ua, ..., Uy) ddr m < n. Da finns vektorer
U1, Umta, - - -, Un € V s& att (U, Ug, ..., U,) d en ON-bas i V.

Bevis: Vi viiljer en ON-bas (41, Umio, - - -, Un) i U och tillimpar
foregaende sats.
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4.4 Isometrier och spektralsatsen

Vi har sett att tva vektorrum V och W kan kopplas samman med hjilp av
en linjar avbildning F' : V — W. Vi antar nu att  och W har utrustats
med varsin skalarprodukt, sa att vi kan prata om ldngder och vinklar i
bade V och W. For att kunna jamfoéra dessa langder och vinklar maste F'
pa nagot siatt vara kompatibel med skaldrprodukterna. I det har avsnittet
reder vi ut mer precist hur det fungerar.

4.4.1 Isometrier

En avbildning som bevarar avstand kallas en isometri (eller isometrisk). I
den hér kursen studerar vi linjara avbildningar och for dessa &r att bevara
avstand det samma som att bevara langder. Mer precist gor vi foljande
definition.

Definition 4.24

Lat V och W vara vektorrum med skalarprodukter. En linjar avbild-
ning

F:V—-W

kallas en isometri om |F'(7)| = |9].

En linjér isometri bevarar dven skaldrprodukter och ddrmed &ven vinklar.
Mer precist har vi foljande sats.

F' ar en isometri om och endast om

vilket ger |F'(¥)| = |9| s& F &r en isometri.
Vi har tidigare stott pa formeln

|t + B)* = |a|* + |9)* + 2(1| ).
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Vi anvinder nu samma formel for att berikna |F (i + )|
|F(i+9)* = |F(d) + F(O)]* = [F(@)]* + [F(0)]* + 2(F (@) |F (7))

Om F ir en isometri s& giller |F (i + U)|? = |4+ U|%, |F(u)* = |u]?
och |F(¥)|* = |¥|?, s genom att jamfora ovanstdende ekvationer far
Vi

2(F(u)|F(v) = 2(i[) och (F(4)|F (7)) = (u[v).

Exempel 4.4.1

a) Lat ¥V = W = R? med standardskaldrprodukten. Da ér avbild-
ningen F : R? — R? som roterar varje vektor med vinkeln o
en isometri.

b) Lat ¥V = W = R? med standardskaldrprodukten. Lat F : R® —
R3 vara spegling i planet z; + 229 + 3x3 = 0. D& ar F en
isometri.

c) Lat V = R? och W = R?® med standardskaldrprodukterna. Da
ar F : R? — R? som ges av

en isometri. Denna avbildning realiserar helt enkelt varje vektor
i R? som motsvarande vektor i z;xo-planet.

Notera att i exemplen ovan dr avbildningarna i a) och b) bijektiva, medan
den i ¢) ar injektiv. I allménhet géller f6ljande.

Lat F' : V — W vara en isometri. Da ar F injektiv. Om dessutom
dimV = dim W < oo, sa ar F' bijektiv.

Bevis: Om F(?¥) = 0 sa ar || = |F(¥)| = 0 och ¥ = 0. Alltsa ar
kidrnan till F' noll, vilket ger att F' ar injektiv.

Vi har dven foljande satser som é&r latta att bevisa.
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Lat F : YV — W vara en inverterbar isometri. Da ar F~! : W — V
en isometri.

Bevis: |F~'(3)| = |F(F~'(3))| = |7].

7
| \

Lat F: U — Voch G : VYV — W vara isometrier. D4 ar GoF : U — W
en isometri.

Bevis: |G(F(@))| = |F(@)| = |-

En koordinatavbildning som kommer fan ON-bas ger ett viktigt exempel
pa en isometri.

Lat V vara ett vektorrum med en skaldrprodukt och en ON-bas
u = (Uy,...,U,). Utrusta R” med standardskaldrprodukten. D& é&r
koordinatavbildningen

F: V>R, F@&) =i

en isometri.

Bevis: Enligt Sats 4.16 ar
(U]w) = Uy - W,

vilket ger att F' dr en isometri.

Vi avslutar detta avsnitt med att studera isometrier pa R™ med stan-
dardskaldrprodukten.

Lat F': R" — R" vara en linjar avbildning med matris A i standard-
basen. Da ar foljande pastaenden ekvivalenta
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a) F &r en isometri,

b) ATA=1.

Bevis: Kom ihag att standardskalarprodukten R™ kan berdknas
genom
{

j) =7

Hl

Da géller dven
(F(2)|F(9)) = (AZ) (Ay) = 7T A"Ag.

Alltsa &r F &r en isometri om och endast om Z'ATAY = 7', vilket
giller for varje  och 7 om och endast om A'A = I. For att se det
kan vi ta Z = €; och § = €;. Da blir Z' ATAjj elementet pa plats (7, 5)
i ATA.

Motiverade av ovanstaende sats infor vi foljande definition.

Definition 4.31

En (n x n)-matris A kallas ortonormal om ATA = I.

Namnet ortonormal kommer fran féljande sats som ger ett antal villkor
ekvivalenta med A'A = 1.

For en (n x n)-matris A &r foljande pastaenden ekvivalenta.
a) ATA=1.

b) AAT=1.

d

)
)
¢) Kolonnerna i A bildar en ON-bas.
) Raderna i A bildar en ON-bas.

)

e) A ar inverterbar med invers AT = A1,

Bevis: Kolonnerna i A #r raderna i A", sa nér vi berdknar ATA far
vi precis alla skaldrprodukter av kolonnerna i A. Villkoret ATA = I
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dr da precis att kolonnerna dr ortonormala. Diarmed &r a) ekvivalent
med c). Pa liknande sétt dr b) ekvivalent med d). Eftersom A ar
kvadratisk siger ATA = I (eller AAT = I) att A" = A~%. Alltsa ér
a) ekvivalent med d) och b) ekvivalent med d). Nu foljer att alla
villkoren ar ekvivalenta.

I vissa sammanhang kallas ortonormala matriser for ortogonala, vilket
kan vara forvirrande da det dven i dessa sammanhang ingar att kolonnerna
(respektive raderna) ska ha langd 1.

Exempel 4.4.2

Lat aterigen F' : R? — R? vara rotation med vinkeln «. D4 dr F en
isometri. Vi har sett att matrisen for F' i standardbasen ar

A cosa —Ssino
sina  cos«

och
ATA— [ cosa sina) fcosa —sino
—sina cosw sinaw  cos«
B cos? a + sin® o — €OS & sin «v + Sin & cos «
— sin v cos & + cos v sin « sin® o + cos® a

(1 0

S\ 0 1)
Alltsa giller ATA = I. Ovriga villkor i Sats 4.32 #r ocksa litta att
kolla.

Vi kan generalisera situationen ovan lite genom att undersdka pa matri-
sen for en godtycklig avbildning i en ON-bas.

Lat V vara ett vektorrum med en skaldarprodukt och en ON-bas u =
(t1,...,1y,). Lat F': V — V vara en linjar avbildning med (F')g = A.
D& ar F en isometri om och endast om A ar ortonormal.
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Bevis: Vi har sett att koordinatavbildningen fran V till R" &r en
isometri. Darmed &r dess invers ocksa en isometri. Genom att sam-
mansétta med dessa avbildningar kan vi oversiatta mellan F': YV — V
och G : R" —» R", G(Z) = AZ. Eftersom sammanséttning av iso-
metrier ger en isometri foljer det att F' dr en isometri om och endast
om (G ar det, vilket 4r det samma som att A &r ortonormal.

4.4.2 Symmetriska avbildningar

I forgaende avsnitt sag vi hur isometrier forhaller sig till ortonormala matri-
ser. Samma forhallande géller mellan symmetriska avbildningar och sym-
metriska matriser. Kom ihag att en matris A kallas symmetrisk om A" = A.
Det foljer att A maste vara kvadratisk. Vi borjar med att oversétta villkoret
AT = A till ett villkor som involverar skaldrprodukter.

En matris A dr symmetrisk om och endast om
(AZ)-j =2 - (AY)

for alla Z,y € R™.

Bevis: Vi berdknar vinsterled
(AZ)- 7 = (AZ) = 7' ATy
och hogerled
7 (A7) = 7 A7

Denna likhet giller for alla Z och 3 om och endast om A" = A.
Ett sitt att se detta ar att vilja Z = €; och § = €;, vilket ger att
Ay = a;j, det vill séga elementet i A pa rad ¢ i kolonn j.

Motiverade av denna sats gor vi foljande definition.
Definition 4.35

Lat V vara ett vektorrum med en skaldrprodukt. En linjér avbildning

F: V-V
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kallas symmetrisk om (F(4)|0) = (4|F(¥)) for alla 4,9 € V.

Lat u = (43, ..., 14,) vara en ON-bas i V och F : ¥V — V vara en
linjdr avbildning med (F'); = A. Da dr F' symmetrisk om och endast
om A adr symmetrisk.

Bevis: Som tidigare har vi att koordinatavbildningen fran V till R"

—\ | =

dr en isometri. Via den 6versétts villkoret (F'(u)|7) = (u|F(v)) till
(AZ) -7 =7 - (AY), vilket dr ekvivalent med att AT = A.

Vi avslutar med spektralsatsen som ger en karaktérisering av symmet-
riska avbildningar respektive matriser. Vi formulerar den pa tva sétt, men
de ar i stort sett ekvivalenta da vi kan Gversdtta mellan symmetriska av-
bildningar och symmetriska matriser genom att vélja en ON-bas.

Lat V vara ett dndligt dimensionellt vektorrum med en skaldrprodukt
och F' : V — V en linjir avbildning. Da &r féljande villkor ekvivalenta
a) F ar symmetrisk,

b) V har en ON-bas bestaende av egenvektorer till F'.

Lat A vara en (n X n)-matris. D& ar f6ljande villkor ekvivalenta
a) A dr symmetrisk,

b) Det finns en ortonormal matris T s& att D = T AT &r en
diagonalmatris.

Bevis: Vi visar forst b) implicerar a). Observera att T-' = T
eftersom T #r ortonormal. Villkoret D = T AT ger A =TDT~! =
TDT'". Nu far vi att

A" = (TDT") = (T")'D'T" = TDT" = A.

Hir foljer D' = D eftersom D ér en diagonalmatris.
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Extra: Beviset for att a) implicerar b) ar lite verkurs, men for
fullstédndighet inkluderar vi foljande bevis, som anvénder lite flerva-
riabel analys. Forsta och svaraste delen av beviset gar ut pa att visa
att A maste ha ett (reellt!) egenvirde. Lat Q(Z) = Z' AZ. Da en-
hetssfiaren S"~' = {Z € R" | |Z| = 1} &r sluten och begrinsad antar
Q ett minimum a pa S™!'. Vi ser nu pa matrisen B = A — al och
visar att denna har 0 som egenvérde vilket visat att A har a som
egenvarde. Betrakta nu

P(Z)=7'Bi =1 (A—al)? =2 AZ + 7' alZ = Q(Z) — a|Z|*.
Pa enhetssfaren ar alltsd P(Z) = Q(Z) + a s& minimum fér P pa
Sl dr 0. D& P(kZ) = k*P(Z) ér alltsd P(Z) > 0 for alla ¥ € R".
Lat nu ¥ vara en enhetsvektor som uppfyller P(7) = 0. Vi visar att

B% = 0 genom ett motsigelsebevis. Antag dirfor motsatsen, alltsa
att BY = w # 0. Betrakta nu vektorn

b(t) =t + T

beroende pa t € R. Nu ger oss P(b(t)) en funktion som skickar t € R
till R, mer precist funktionen P o b: R — R som skickar ¢ € R pa

P(ti + ¥) =t BT + t*@' B = t|w|* + t*&' Bw.
Denna skickar 0 pa 0. Derivatan av denna i ¢t = 0 &r
|@|* # 0
Sa 0 #r inte ett minimum for P o b och dirfor maste P anta negativa
varden - vilket motséger med att P > 0.
Nu vet vi att A har minst ett egenvirde a. Ta en egenvektor v, av
lingd 1 med detta egenvirde och utvidga till en ON-bas v for R”.

Om vi da byter till denna bas sa dndras A till en ny symmetriskt
matris pa formen

a 0 0
0o 7 ?
R

Om vi (formellt induktion) d& antar satsen stammer for n — 1 vet vi
att den (n — 1) x (n — 1) matris vi ser nér vi tar bort forsta raden
och kolonnen har en ortonormal egenbas. Séttas denna ihop med ¥;
far vi en ortonormal egenbas for A i hela R™.
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Lat A vara symmetrisk. Hur hittar vi 7" ortonormal och D diagonal sa
att TYAT = D (vilket ér det samma som T AT = D)? Process att ta fram
T och D kallas ortonormal diagonalisering och kan genomforas i foljande
steg.

a) Bestdm egenvirdena Aq, ..., g till A. D& fas D genom att sitta egen-
vardena med multipliciteter pa diagonalen.

b) Bestam for varje i en bas i varje egenrummet &y, (A).

c) Anvind Gram-Schmidt ortonormalisering for att hitta en ON-bas i

Ex(A).
d) Sétt de resulterande vektorerna som kolonner i 7'

Spektralsatsen garanterar att matrisen ar diagonaliserbar sa den alge-
braiska och geometriska multipliciteten for \; &r samma. Om denna multi-
plicitet dr 1 har vi dim &), (A) = 1. I sa fall ar steg b) latt: ta en godtycklig
nollskild egenvektor och normera. Hur kan vi vara sékra pa att vi till slut
far en ON-bas, det vill siga att T &r ortonormal? Det &ar beror pa att
AT = A garanterar att egenvektorer fran olika egenrum &r ortogonala. Att
det ar sa ar en konsekvens av foljande sats.

Lat F' : V — V vara en symmetrisk avbildning, F'(@) = A\ och
F(¥) = pd. Om X # p s& ar (u|v) = 0.

Bevis: Vi har att
(F(0)|7) = (Ai[g) = Ma|v) (a|F(v)) = (t|pv) = p(ilv).

Eftersom F &r symmetrisk dr alltsa A(@|9) = p(u|v), vilket ger 0 =
M a|0) — p(u|v) = (A — p){(u|¥). Fran X # p foljer nu (4]9) = 0.

Exempel 4.4.3

Lat
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Vi ser att AT = A. Spektralsatsen garanterar dirmed att det finns en
ON-bas av egenvektorer till A, det vill sdga vi kan hitta T" ortonormal
och D diagonal si att T-*AT = D. Vi bérjar med att bestimma
egenvardena till A.

5—A 1 -2 6-X 6-A 0
xaN =1 5-x 2 &): 1 5-X 2
—2 22— —2 22—

11 0 1 0 0

—6-N|1 5-X 2 |=06-N|1 4=x 2

2 2 2] 2 42—

T

:(6—)\)'42)\ QEA‘:(G—A)((ZL—)\)(Q—)\)—S)
=(6—-A)(A—6A+8—8)=(6—A)(\?—6))
=-AA—6)>

Alltsa har vi tva egenviarden A\; = 6 med multiplicitet 2 och Ay = 0
med multiplicitet 1.

Nu bestdmmer vi en ON-bas i varje egenrum. Vi borjar med A\; = 6
och berdknar

-1 1 =210 1 =1 2|0
1 -1 210 @]N 0 0 0(0],
-2 2 —4|0 0 0 00
§—2t 1 -2
Losningar: 7 = S =s|1]+t| O s,t € R.
t 0 1
Vi sétter
1 -2
vi=\|1|, =10
0 1

Dessa vektorer ar inte ON, sa vi anvidnder Gram-Schmidt ortonor-
malisering. Forst normerar vi ¥; och sétter

1
1
0
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Sen berdknar vi

o -2 o 1 1 -2 1 —1
Uo— (Vo f)f1=10 |—=-—4= 1] =10 |+|1]=|1
1 V2 V2 0 1 0 1
och normerar
1 1
=— 11
f2 \/g ,
Vi fortsatter nu med Ay = 0 och berdknar
5 1 =210 1 -1 —-110
1 5 210 ~5 1 =210
-2 2 210 1 5 210
1 -1 —-110 1 =1 =110
~(0 6 310 %N 0 1 % 0 ED
0 6 310 0O 0 010
10 —1/0
~(0 1 3 |0],
00 010
t 1
Losningar: 2= | —t | =t | —1 teR
2t 2
Vi sétter
1 . 1 1
v3=|—1], ochnormerar f;=—1]-1
2 ’ V6 2

Var ON-bas av egenvektorer ar

Z,
(@]
Sia
0
—
s~
jav)
=+
—+
sl
.
!
w
|
o
o
o
=
-1
(Y]
!
w
I
©

Da giller T'T = I och T7'AT = D.
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Uppgifter till Kapitel 4

Avsnitt 4.1

4.1) Tva vektorer @ och ¥ i ett vektorrum V' med skaldrprodukt (—|—)
uppfyller att |d| = 2, || = 4, |4 + ¥| = 6. Bestam (u|7).

4.2) Visa parallellogramlagen:
17+ O + |1 — B)? = 2|a)* + 2|9]*.

4.3) Tre vektor 4, ¥ och @ uppfyller ett vektorrum med skaldrprodukt
att

2<|u—79<3 och |v—w| < 1.

Visa att 1 < |4 — 0| < 4.

4.4) Lat (flg) = OQW f(z)g(z)dx vara skaldrprodukten pa vektorrummet

V = C([0,27]) av kontinuerliga funktioner f,g : [0,27] — R.

a) Hitta alla vinklarna mellan par av 1,sin(z), cos(z) € V med avseende
pa denna skaldrprodukt.

b) Hitta lingden av f € V dér f(x) = z med avseende pa denna skalér-
produkt.

c) Hitta alla vinklarna mellan par av 1, sin(x), cos(z), sin(2x), cos(2x),
sin(3x), cos(3z), ....

4.5) Lat (—|—); och (—|—), vara skaldrprodukter pa samma vektorrum.
a) Visa att for a > 0 och b > 0 definierar
(U]w) = a(v]w)y + b(v]w)2
en skalarprodukt pa V.

b) Ar rummet av skaldrprodukter ett vektorrum med skalning och sum-
ma givet som i formeln i (a)?
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c) Finns det fall dér antingen a eller b &r negativa och denna formel
fortfarande definierar en skalarprodukt?

4.6) For tva polynom p och ¢ lat

(plg) = p(3)q(3) + p(7)q(7) + p(11)q(11)

for vilka n € N definierar detta en skalarprodukt pa P,

Avsnitt 4.2

4.7) For vilka virden pa a € R dr matrisen

2 1 a®2—-25
1 2 0
0 0 a

a) symmetriskt?

b) symmetriskt och positiv definit?

4.8) Visa att om A &r en icke-symmetriskt n x n matris da definierar

Z" A7 inte en skaldrprodukt
4.9) Formeln

(plg) = p(1)q(1) + p(2)q(2) + p(3)q(3)

definierar en skaldrprodukt pa Py (se 16sning pa Uppgift 4.6 om du vill se
bevis for detta). Lat e = (1,z,2?) vara standardbasen pa P,. Hitta den
symmetriska positivt definita matrisen A som uppfyller

(pla) = p. Age.

4.10) Formeln

(plg) = p(0)q(0) + p'(0)¢'(0) + p"(0)¢"(0)
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definierar en skalirprodukt pa P,. Lat e = (1,z,2?%) vara standardbasen
pa Ps. Hitta den symmetriska positivt definita matrisen A som uppfyller

(pla) = p, Age.
Avsnitt 4.3

4.11) Avgor om foljande ar ON-baser.

1 0
a) \/Lg —11 ,\/Lﬁ 1 i {7 € R3| 21+ 29 — 23 = 0} med standard
skalarprodukten.

b) (1,v3(2z — 1),v/5(62% — 62 + 1)) i Py med skaldrprodukt

(plg) = /0 p(x)q(z)dz.

4.12) Lat A = G ;)

a) Visa att (Z|j) = 2" Ay definierar en skaldrprodukt pa R2.

Ledning: Det svaraste &r att visa att det ar positivt definit (for detta
forsoka kvadratkompletera eller hitta egenvérden).

b) Bestam den ortogonala komplementet till vektorn (1

1) med avseende

pa denna skaldrprodukt.

1
4.13) Bestdm koordinaterna for vektorn (1) i ON basen
1

1 1 —1
1 1 1
oA B v Ul R s

0 1 2

med avseende pa standardskaldrprodukten.
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4.14) Anvind Gram-schmidts metod till att ortonormalisera basen:

1 1 ~1
1], (o], 2
1 2 1

med avseende pa standard skalarprodukten.

4.15) Lat
(pla) Z/lp(x)Q(l’)dw

vara skalirprodukt pa P. Hitta ortogonala projektionen av p(z) = z° pa
delrummet

U = span{z? 2°}

med avseende pa denna skalarprodukt.

4.16) En skaldrprodukt (—|—) pa R? &r si att
—1 1 1

ar en ONB.

a) Hitta (€;|€;) for alla par av standardbasvektorerna.

b) Hitta en matris A sa att

4.17) Lat V = {Z € R*z; + x5 + 3 = 0} med standard skaldrprodukten
fran R? (men bara definierat pa vektorer i V) och 1t

1
U = span -2 cv.
1

Hitta U+ C V.

4.18) Lét R* ha standard skaldrprodukten och lat
U={Z Rz +x9+a3+24 =0,2, + 275 + 303 + 424 = 0}
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a) Hitta en bas for U+ C R*.

Ledning: Skriv om ekvationerna med skalédrprodukter.

b) Ortonormalisera denna bas.
0

c) Skriv vektorn (8) som @+ b dér @ € Y och b € U*.
1

d) Hitta standardmatrisen for proj,,.

4.19) Lat Uy, ds € R™ s& att dessa dr enhetsvektorer och ortogonala mot
varandra. Detta betyder att de dr en ON bas u = (U1, U2) 1

U = span{uy, U }.

a) Beskriv matrisen for proj, : R® — U fran standardbasen till u (i
termer av vektorerna i u).

b) Beskriv matrisen for den avbildning R* — R™ som skickar (‘Z) till

atiy + bis.

c) Enligt formeln i Sats 4.18 ger sammanséttningen av dessa tva linjara
funktioner den ortogonala projektionen proj,, : R® — R"™. Hitta en
formel for dennas matris i termer av u.

4.20) Visa att Ut (Definition 4.17 i boken) ér ett delrum

Avsnitt 4.4

4.21) Lat A och B vara ortonormala matriser. Visa att da ar ocksa AB

och A" B ortonormala.

4.22) Vilka av foljande avbildningar &r isometrier
a) F:R— R dar F(z) = z.

b) F:R — R dar F(x) = 3z.
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c) F:R3 — R? dir

d) F:R3 — R3 dir F dr sammansittningen S o R dir R : R® — R? ir
en rotation runt en axel och S : R® — R3? ir spegling i ett plan.

e) F: R - R* dir F dr sammansittningen G o H diar H : R* — R?
och G : R? —» R

4.23) Lat F':V — V vara en isometri pa ett tvadimensionellt rum med
skalarprodukt V. Antag ocksa att att F'(¥) = ¥ for nagon nollskild vektor
v € V. Visa att det finns en bas b for V sa att

/10

- \0 +1
4.24) Lat F : R?* — R? vara en isometri med avseende pa standardskalir-
produkten. Visa att standardmatrisen for F' &r antingen pa formen

cosa —sino cosa  sina
) eller )
sina  cosa sina —cos«

(F)

Salicy

4.25) Lat F': V — V vara en linjir avbildning och lat (—|—) vara en
skalirprodukt pa V och b en ON bas. Beteckna A = (F)¥ matrisen for F i

basen b. Visa att (F(¥)|7) = 0 for alla ¥ € V om och endast om A = —AT.

4.26) Lit A=

_—w O
S W w
w o =

a) Varfor dr A ortogonalt diagonaliserbar?

b) Hitta en ONB av egenvektorer.
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4.27) Lat

2 4—a 1
A=14—-a 2 a—3
1 1 1

och lat F: R? — R3 vara F(T) = AZ.
a) For vilka a &r F ortogonalt diagonaliserbar?

b) Hitta i dessa fall en ON bas bestaende av egenvektorer.

4.28) Lat V vara ett dndligt dimensionellt vektorrum med skaldrprodukt
(—|—) och lat ¥ € V vara en enhetsvektor (|7| = 1). Lat S : V — V vara
den linjira funktionen definierat genom

S(Z) =17 — 2(Z|v)Y
ar S
a) Symmetrisk?
b) Diagonaliserbar?
c¢) Ortogonalt diagonalisebar?

d) Hitta alla egenvérden.
4.29) Lat

a
A=11
2

w o=

b
3
a

S

a) For vilka a € R och b € R ér A ortogonalt diagonaliserbar (d.v.s. har
en ONB av egenvektorer)?

b) For dessa vérden hitta alla egenvérden.
c) For dessa virden pa a och b hitta en egenvektor.

d) For dessa virden hitta en ONB av egenvektorer.
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5.1 Kvadratiska former

Vi ska nu studera en viss typ av funktioner som kallas kvadratiska former.

Definition 5.1

En funktion @ : R” — R kallas en kvadratisk form om

T

Q(f) = Zqijl‘il‘j, T = dar qij € R.

i<y Tn

Observera att Q(AZ) = N?Q(Z), vilket dr en forklaring till varfor vi
anvander ordet kvadratisk.

Exempel 5.1.1

e Lat n=2o0ch 7 = (Il),déér
o)

Q(T) = Q11$% + cm:r% + q12T122

en kvadratisk form.
e Latn=3och 7= |29 |, daér

Q(Z) = Q11$% + CI22$§ + Q331‘§ + q1221T2 + q13T1T3 + Q23T2X3

en kvadratisk form.

\ 7

Trots att kvadratiska former inte ar linjara kan vi anvinda linjar algebra
for att analysera dem. Vi borjar med att se hur vi kan beskriva ) med
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hjalp av en symmetrisk matris

5.1.1 Matrisen till en kvadratisk form

Lat Q(Z) = >, ¢ijwiz; vara given. Skriv

Gij 1=1] ap; - Ay
_ e _
aj=4% i<j och A=
% Z>] [ Qpn

Da iir A" = A och Q(7) = 7' AZ.

Exempel 5.1.2

Lat n = 2 och Q(Z) = 3% + bal + 2z120. Da dr A = (il)) é) Vi

bekraftar att Q(7) = Z'AZ stimmer.

faimte 0 0 )2

3z, +x o
— (gjl x2) (xll_'_ 53:2) = 31’1(131 + T1T9 -+ Lo + 5132.772 = Q(]?)

Eftersom A" = A kan vi tillimpa spektralsatsen. Lat dirfor u = (i - - - i,,)
vara en ON-bas av egenvektorer till A. Alltsa géller

Satt T' = T, det vill sdga basbytesmatrisen fran ON-basen w till standard-
basen e. Da géller

AN oo 0
T =T" T'AT=D D=|: -
0 --- \,
Sétt ¥ = 2. Da ar Ty = TX(Z), = (Z).. Men eftersom e ar standardbasen

har vi (%), = Z. Alltsa ar

Ty=2 §=1T"7
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Fordelen med att anvdnda koordinaterna i basen w ar att vi da far en
ekvation utan blandade termer. Mer precist far vi att

Q(7) = 'A% = (T§) ATy = J T" ATy = §' Dy .

dar y =
=My; + -+ Ay

Yn

Mycket information om den kvadratiska formen () finns antalet positiva
respektive negativa termer i A\jy? + --- + \,y2, det vill siiga antalet posi-
tiva respektive negativa egenvérden till A. Detta kallas ibland fér formens
signatur.

Exempel 5.1.3

. (21
LatA—<1 2>.Daar

uw =7 1| —e-wr-1--na- .

Alltsa har vi tva egenviarden \; = 3 och Ay = 1. Vi kan ddrmed redan
30
0 1)
For att bestimma T behover vi hitta en ON-bas av egenvektorer
till A. Vi borjar med egenvirdet A; = 3.

-1 1 |0\@=D (1 110
1 —10 0 00

—

Efter normering far vi forsta basvektorn f; = \/Li (1)

nu satta D =

1
Vi fortsdtter med egenvirdet A\; = 1.

1 1]0\EGD (1 1]o0
1 110 0 0[0)

: : 2 -1 -
Efter normering far vi andra basvektorn f, = \/Li ( ) Vi sétter

1
r-50 1)
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och kontrollerar vart svar
1 1 1 2 1\ 1 /1 -1
T — — E—
mar=5(101) (0 2) 500 7)
_1113—1_160_30_1)
“o2\-11)\3 1) 2\0 2) \0o 1) ™

Den kvadratiska formen Z' AZ kan nu skrivas om som 3y? 4 32 dér
T =&

5.1.2 Andragradskurvor

Lat @Q : R? — R vara en kvadratisk form och ¢ € R. D4 &r 1sningen till
ekvationen
Q(T) = c
en andragradskurva. Fallet ¢ = 0 &r lite speciellt och kommer inte behand-
las. Om ¢ # 0 kan vi dela bada led med ¢ och fa en likande ekvation med
1 i hogerledet. Det réacker ddrmed att behandla fallet ¢ = 1. Detta &r inte
alltid det smidigaste for berdkningar, men vi kommer i alla fall alltid skriva
om sa att ¢ > 0.
Lat oss nu studera nagra vigledande exempel.

Exempel 5.1.4

a) Ekvationen 22+ x2 = 1 beskriver en andragradskurva. Nirmare
bestdmt ar detta enhetscirkeln.

724(0,1)
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b) Ekvationen z? + 422 = 1 beskriver en andragradskurva. Vi kan
skriva om den som x? + (2x5)? = 1, och ser att den motsvarar
foregaende ekvation omskalad i xo-led. Till exempel motsvarar
16sningen (0, 1) till den foéregaende ekvationen lésningen (0, %)

till 22 4+ 4232 = 1. Alltsd beskriver ekvationen en ellips.

X2

/ F\ (L9
| S

c) Ekvationen 2x1x5 = 1 beskriver en andragradskurva. I detta
fall kan vi skriva om ekvationen som zy = i Kurvan ar alltsa

grafen till funktionen f(z) = %, som &r en hyperbel.

T2

X1
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I vart och en av exemplen har vi berdknat nagra l6sningar och mar-
kerat motsvarande punkter. Notera att kurvan i de férsta tva exemp-
len ligger symmetriskt kring koordinataxlarna. Det har att géra med
att vi inte har nagra blandade termer. For varje 16sning (1, x2) far
vi darfor tre ytterligare 10sningar (—xzq,x2), (1, —x2), (—x1, —22).
I nésta exempel gor vi ett koordinatbyte for att skriva hyperbeln
2x1x9 = 1 pa liknande satt.

Exempel 5.1.5

Vi studerar nu ater 2z1z, = 1. Sétt Q(Z) = 2z125 sa att Q(F) =

Z'AZ, dar
0 1
=),
Vi bestammer egenvéirdena till A:

XA()‘>:'OI)\ Oi)\'ZAQ—l:(A—l)(AJrl).

Alltsa har vi tva egenviarden A\; = 1 och Ay = —1.
Vi bestdmmer nu en ON-bas av egenvektorer till A. Vi borjar med
egenvardet \; = 1.

-1 1 |0\@=D (1 -1]0
1 —1/0 0 0 |0

: g 2 1
Efter normering far vi férsta basvektorn f,; = \/Li )

Vi fortsatter med egenvirdet \; = —1.
1 1]0 1 1]0
1 1]0 0 00

. : - -1 -
Efter normering far vi andra basvektorn f, = \/Li < ) Vi sétter

1
S VLR ()
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och kollar att det stdmmer
-5 )0 D)
:%(—11 }) G —11> :%((2) —02) =D
Nu genomfér vi vart koordinatbyte:
Ty=% 7§=T7%.

Dé dr 7' AZ = 1 ekvivalent med §' Dy = 1. Med andra ord beskriver
22115 = 1 och y? — y2 = 1 samma kurva i olika koordinatsystem. Vi
plottar dom efter varandra och ser om det stammer. I varje koordi-
natsystem ritar vi ocksa in fl och ?2.

T2

21’1ZE2 =1

X1
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n

Som vi ser far vi xjze-koordinaterna genom att rotera y;ys-
koordinaterna med vinkel 7. Mycket riktigt ar i detta exempel

T 1 /—1 _ (cos} —sinf '
V2 \1 1 sin} cos}
I allménhet kommer T ges av nagon isometri i planet. Notera att i
y1yo-koordinaterna ligger kurvan symmetriskt kring koordinataxlar-
na. Det gor det lattare att resonera om kurvan. Till exempel ar det

klart att punkterna (yi,y2) = (1,0) och (y1,y2) = (—1,0) &r de som

ligger narmast origo. Dessa punkter motsvarar (x1,zs) = (%, \/Li)
och (z1,x9) = (—%, _%) Eftersom koordinatbytet &r en isometri
ar avstanden samma. [ bada fall ligger punkterna pa avstand 1 fran

origo.

Vi sammanfattar nu vad som giller i allménhet. Om @ : R? — R #r en
kvadratisk form, sa finns en symmetrisk matris A sa att

Q) =1e1AT =17 Dj=1 Ny’ + s =1
dar

T =T"' TTAT=D = (Aol AOz) Ty =7
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e Om A; > 0 och Ay > 0 sa beskriver Q(Z) = 1 en ellips.

e Om A\; > 0 och \y < 0 sa beskriver Q(Z) = 1 en hyperbel.

5.1.3 Andragradsytor
Lat Q : R? — R vara en kvadratisk form och ¢ € R. D4 #r 16sningen till

ekvaionen Q(Z) = ¢ en andragradsyta. Som i fallet av andragradskurvor
kommer vi anta att ¢ > 0.

Exempel 5.1.6

a) Ekvationen x?+z2+x2 = 1 beskriver en andragradsyta. Nérma-
re bestamt ar detta enhetssfaren. Nedan plottar vi skidrningen
med x1x9-planet och med x;x3-planet som bada ar cirklar.

T2

X1

€3

b) Ekvationen z7—x3+x3 = 1 beskriver en andragradsyta. Vi kan
skriva om den som x? 4+ x2 = 1 + z2. Sétter vi x3 = 0 far vi en
hyperbel i z1zo-planet som skér z;-axeln i punkterna (1,0,0)
och (—1,0,0). Sétter vi xo = 0 s far vi en cirkel i z;x3-planet.
Later vi sedan x, variera sa far vi for varje fixerat xo-varde
en cirkel i ett pan som é&r parallellt med x;x3-planet. Alltséa
beskriver ekvationen en hyperbelboloid. Vi plottar skdrningen
med x;x9-planet och med x,x3-planet.
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(—1,0,0)

¢) Ekvationen x? — 23 + 23 = —1 beskriver en andragradsyta.

Hogerledet &r negativt sa vi borjar med att skriva om som
—x? 4 22— 22 = 1. Vi kan édven skriva om som z? + 22 = 23— 1.
Sétter vi x3 = 0 far vi en hyperbel som skér z,-axeln i punkter-
na (0,1,0) och (0,—1,0). For varje fixerat zo-virde storre an 1
(eller mindre &n —1) far vi en cirkel i ett pan som &r parallellt
med x;x3-planet. Denna yta &r ocksa en hyperbelboloid.

%/
ﬁ_ N

/&
Notera att hyperboloiderna skiljer sig pa sa siatt att den forsta &r
sammanhéngande och den andra har tva delar. Det forsta fallet kallas
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for en enmantlad hyperboloid. Den andra fallet fér en tvamantlad
hyperboloid.

Som for andragradskurvor kan vi alltid skriva om en andragradsyta
Q(7) = 1 som My} +Xay3 +A3y5 = 1 genom en ortonormalt koordinatbyte:
Ty = 1.

e Om A; >0, Ay > 0 och A3 > 0 sa beskriver Q(Z) = 1 en ellipsoid.

e Om A; >0, Ay > 0 och A3 < 0 s& beskriver Q(Z) = 1 en enmantlad
hyperboloid.

e Om A\; >0, Ay < 0 och A3 < 0 s& beskriver Q(Z) = 1 en tvamantlad
hyperboloid.

I y-koordinaterna &ar punkterna nidrmast origo de som ligger pa den axel
som motsvarar storst egenvirde. Sa nér \; ar storsta egenvéirdet ar dessa
punkter (\/%\—1,0,0) och (—\/%\—1,0,0). For att hitta motsvarande punkter i

x-koordinaterna kan vi anvinda & = T'y.

5.2 System av linjara differentialekvationer

I det har avsnittet ska vi anvinda diagonalisering for att losa system av
linjara differentialekvationer. Sadana system &r vanliga i matematisk mo-
dellering och dyker upp i manga tillampningar. Vi borjar med ett exempel.

5.2.1 En enkel modell for ett vattenverk

I det hér avsnittet ger vi en modell for ett vattenverk baserat pa system
av linjara differentialekvationer. For att det inte ska bli for komplicerat ar
modellen forenklad. Vattenverket har tre delar och vatten passerar genom
dessa i tur och ordning med en hastighet av r kubikmeter per timme.
Delarna i vattenverket ar foljande:

1. Luftning. Hér sdnks halten kolsyra i vattnet. Total volym vatten i
denna del: a kubikmeter.

2. Filtrering. Har filtreras partiklar bort for att fa renare vatten. Total
volym vatten i denna del: b kubikmeter.
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3. Desinficering. Har dédas bakterier i vattnet, till exempel genom UV-
stralning. Total volym vatten i denna del: ¢ kubikmeter.

Det har skett en olycka och vatten som fororenats med ett miljogift
har kommit in i vattenverket. Allt eftersom vattnet passerar vattenverket
sprider giftet sig mellan de olika delarna och till slut ut i dricksvattnet.
Vi vill nu modellera detta férlopp sa att vi kan sdga nagot om var giftet
befinner sig efter en viss tid ¢. Vi later y;(¢) beteckna méngden gift i del
efter ¢t timmar.

Vi gor en forenkling och antar att giftet hela tiden ar jamt fordelat i
vardera del. Koncentrationen av gift i del 1 &r y1(¢)/a och eftersom vattnet
passerar fran del 1 till del 2 med r kubikmeter per timme kommer méangden
gift forflytta sig med en hastighet av Zy, (f). Eftersom méngden gift minskar
dr fordndringen i del 1 negativ, det vill siga yi(t) = —Zyi(t). I del 2
kommer gift in fran station 1 och forsvinner ut till station 3. Dérfor far
vi y5(t) = Zyi(t) — §y2(t). Pa liknande sétt ar y5(t) = Fya(t) — Zys(t).
Sammanfattningsvis uppfyller funktionerna y;(t) féljande ekvationssystem.

vit) = —an()
wt) = Zult) —52(t)
ys(t) = su2(t)  —Cus(t)

Eftersom varje ekvation ar en differentialekvation och dessutom éar linjar
kallas ovanstaende for ett system av linjara differentialekvationer. I nésta
avsnitt gar vi igenom hur dessa kan 16sas mer allmént. Efter det ska vi
aterkomma till vart vattenverk och se hur det gar med giftet.

5.2.2 System av linjara differentialekvationer

Ett system av linjara differentialekvationer &r ett ekvationssystem pa fol-
jande form:

yi(t) = ann) + awya(t) - 4+ awya(t)
ys(t) = anyi(t) + anye(t) -+ azya(t)
y;@) - anlyn(t) + a'IZ?yQ(t> e+ annyn(t)
Vi kan skriva om det som en matrisprodukt
(1) y1(t)
a PR a n
Ya(t) Lo ya(t)

: a/n .« o . a/nn :
yi(t) ! Yn(t)
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som mer kortfattat skrivs

Dir 7 ér en vektorvird funktion och i’ dr dess derivata. Vi kan téinka pa i
som en vektor som fordndras 6ver tid. Det kan till exempel vara positionen
for en partikel som ror sig i rummet (om n = 3) eller sa beskriver j méngden
gift i ett vattenverk som forédndras Gver tid.

Det finns flera sétt att hitta losningarna till ovanstaende system. I det
hér avsnittet gar vi igenom en metod som bygger pa att diagonalisera A.
Innan vi kommer dit tar vi nagra enkla fall.

Vi borjar med fallet n = 1. Da ges l6sningarna av foljande sats.

Losningarna till differentialekvationen ¢y = ay &r

at

y(t) = ce® dar ceR.

Bevis: Om y(t) = ce™ sa ar ¢/ (t) = ace™ = ay(t).
Lat y vara en godtycklig funktion s& att y' = ay. Satt

2(t) = y(t)e ™.
Da ar

J(t) =y (t)e™™ —ay(t)e ™
= ay(t)e ™ — ay(t)e ™ = 0.

Alltsa ar z(t) = ¢ for nadgot ¢ € R och y(t) = ce™.

Vi undersoker nu vad som sker ifall matrisen A redan &r diagonal.

Losningarna till differentialekvationssystemet

AN oo 0
7 =Dy dir D=1 : ~-. Ar




212 5 Tillampningar

g(t) = . dér CRE R.

Bevis: Evkationen j' = D7 motsvarar

yi(t) = ()
ya(t) = Aayp(t)
Yn(t) = Aayn(D).
Varje ekvation kan 16sas for sig med hjalp av foregaende sats sa att

At
Aot

yi(t) = ce
y2(t) = e

yn(t) = cpett.

5.2.3 Exempel med diagonalisering

Vi atergar nu till vart vattenverk. For att fa konkreta siffror antar vi att
= =4, 7 =1,% =05 Det betyder att del 2 ar den som har storst volym,
vilket ar rimligt da filtrering tar lingre tid &n de andra delarna. Vi kan
forvinta oss att giftet stannar kvar ldngre i denna del. Enligt vart tidigare
resonemang ar vi intresserade av 16sningarna till féljande system

n(t) = —4n(),
() = () —pa(t),
ZIONES ya(t)  —5ys(t).

Skriv om ekvationen som 3’ = Ay dir

—4 0 0
A=14 -1 0
0 1 -5

Vi visar nu hur 16sningarna kan fas genom att diagonalisera A.
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Genom att berdkna y4(A) far vi fram egenvirdena A\; = —4, Ay = —
A3 = —5. For varje egenvérde far vi fram egenvektorerna genom att 16sa
(A — XI)Z = 0. Vi véljer en nollskild egenvektor till varje egenviirde och

far en egenbas v = (¥4, Us, U3) dér

—3/4 0 0
= 1 , U= 1|4], ©v3=10
1 1 1
V1 satter
-3/4 0 0 —4 0 0
T = 1 4 0 ochD=10 -1 0
1 1 1 0 0 -5
sd att

T'AT = D.

Lat Z=T 'y saatt y=TZ och § =T7Z. Da ar

P =Aj T =ATZ? <7 =T 'ATZ & 7 = DZ.

Alltsa ar
cre —3/4
Z(t) = | cee | och 4(t) =TZ(t) = 1
cse ot 1
Det vill séga
y(t) = —3/4cie ™
ya(t) = cre™™ 4+ dege?
ys(t) = cre ™ 4+ et

Vilka vérden ¢y, co, c3 antar beror pa vilken 16sning det handlar om. Om vi

till exempel vill hitt 16sningen till

yi(t) = —du(t)
Yo(t) = Ay(t) —val(t)
ys(t) = y2(t)  —dys(t)

sa kan vi bestdmma cy, co, c3 genom att sitta in ¢ = 0 och

initialvardena. Det ger oss

—3/401
a1 + 4e

déar

0
4
1

_— o O

+ 036_5t

yl(o)
Y2(0)
?/3(0)

=9
=0
ca + ¢ + c3=0

—4t

—5t

matcha mot
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Observera att detta ekvationssystem péa matrisfrom &r precis 7¢ = 7(0)
dér

C1 —12
Co = 3
C3 9
Sa att 16sningen till slut &ar
y(t) = Qe
yot) = —12e7% + 12¢
ys(t) = —12e7* + 3e ' + 97

Nedan plottar vi losningarna

Y

Som vi kan se fors giftet snabbt 6ver fran del 1 till del 2 dér det stannar en
langre tid. I del 3 blir nivan aldrig sérskilt hog eftersom giftet forsvinner ut i
dricksvattnet. Vid t = 4 har néstan allt giftet passerat genom vattenverket.

5.2.4 Allman losningsmetod for diagonaliserbara
system

I allménhet kan vi gora pa samma sitt for att 16sa § = Ay sa linge A #r
diagonaliserbar. Uppdelat i steg dr metoden foljande.
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e Hitta T inverterbar och D diagonal sa att T-1AT = D.
o Sitt y=TZ. Daér ' = TZ och

7 =Ay< 7 =Dz

Om D har diagonalelementen Aq,..., )\, sa &r losningarna
creMt
L | e . I
zZ= dirc; e R" och y=17T%
¢ et
e Vi har att
€1
Z0)=¢= | :
Cn

s& 16sningen som uppfyller %(0) = 7, fas genom att viilja ¢ = T~17,.
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Uppgifter till Kapitel 5

Avsnitt 5.1

5.1) Vilka av foljande funktioner @ : R?* — R definierar en kvadratisk
form?

a) Q(F) =¥ — a3 + 23

b) Q(Z) = 2% + 22 — 10xax3

c) Q) =3(2)'7

d) Q) =1-af — 2] — 23

e) Q(7) = 2% — xy + 22

f) Q(Z) = 2" AZ dér A &r en symmetriskt 3 x 3 matris.

g) Q(Z) = 7' AZ dir A #r en icke-symmetriskt 3 x 3 matris.

h) Q(Z) = —(Z|%) dir (—|—) ér nagon skalirprodukt pa R3.

i) Q(Z) = (¥|Z) dir (—|-) &r nigon skalirprodukt pa R3 och ¥ € R3.

5.2) I varje deluppgift bestam den symmetriska matrisen som motsvarar
den kvadratiska formen @ : R®* — R.

5.3) Den kvadratiska formen @ : R* — R dr givet som

Q (xl) = (4x1 + 3z9)xs.

X2
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a) Bestim en ON bas b = (by, by) for R? med standard skalirprodukten
sa att

Q(T) = My? + \oy?

om 7 = ylgl + yggg (det sista dr samma sak som (Z), = <§;>)

b) Vilken typ av kurva i planet R? ar Q(7) = 17

5.4) Lat
Q(z,y, 2) = 32% + 4y* + 32% + 2xy + 22
a) Vilken typ av yta dr Q(¥) = 17

b) Hitta de ndrmaste punkter pa ytan till origo och avsténdet till origo.

5.5) For a > 0 lat
Q(z,y, 2) = 2% + 22° + 2axy.
a) Vilken typ av yta dr @ = 17

b) Hur langt dr avstandet fran ytan till origo?

Avsnitt 5.2

5.6) Los systemet av differentialekvationer:

Yy = 4y + 2y2 + 2y3
vy = 2y1 + 4y + 2y3
vh = 2y1 + 2y2 + 4ys

5.7) Betrakta systemet av differentialekvationer

Yy = 3y — 3y
Yy = Y1 + Ty2
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a) Hitta alla 16sningar till systemet.

b) Hitta den lésningen som har

(o) - (%):

c) Hitta den 16sningen som har

() = (0):

5.8) Lat
Y =2y + Y2 + s
Yy = — Y2 + Y3
y:,a = Y3

a) Hitta alla 16sningar till differentialekvationen.
b) Hitta de tre l6sningar som har 3(0) = é;,i = 1,2, 3.
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Avsnitt 1.1

w —5s—t
T S
1.1) | = 2 , s, t, € R.
z t
Uppgift
1.2)
4 -1 4
6 17
0 -1 5

1.3) Svar: a) har alltid precis en 16sning oberoende av konstanterna b;,
b) (i) Inga l6sning om by — by — by # 0, (ii) aldrig precis en l6sning, (iii)

oandligt manga losningar nir by — by — by = 0.
Avsnitt 1.2

1.4) svar a):

CB=(10 14 18 22 26 ),
CD=(2 -2 2 -2 2 =2)
CE = (4) (en 1 x 1 matris)
11

EC =

—_ = = =
— = = =

11
11
11
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1.5) Metod: AC = CA = I;.

2 -8 —1
16) X=[1 -1 —2

0 2 2

Uppgift

1.7) Svar: Det finns alltid 16sningen # = 0 € R*. Antalet parametrar blir
k—romk>roch0Oomk<r.

Uppgift

Avsnitt 1.3

1.8) Svar: a) -5, b) 1 — 3a.
Uppgift

1.9) D4 determinanten alltid blir 4 som ar nollskild 4r matrisen inverterbar
oberoende pa a.

Uppgift
1.10) Vi anvénder Jacobi’s metod:

T 1 1[10 0\y1GEy) (11 1l +5 5\ CD
1x1o1ogb~1x1010 ~
1 1 2[00 1 1120 0 1
1 1 1
N R R .
0 10 (a:+2l(1x—1) (w+22(1$—1) (x+320)+(als—1) N
0 0 1 (z4+2)(z—1) (z+2)(z—1) (z+2)(z—1)
z+1 —1 —1
L1l (z4+2)(z—1) (z42)(z—1) (z+2)(z—1)
0 1 0 —1 z+1 —1
(z4+2)(z—1) (z42)(xz—1) (z+2)(z—1)
0 0 1 —1 —1 z+1
@2)(@-1) @+)@e-1) @t2)-1)

S& darfor blir inversen

1 r+1 -1 -1
— -1 z+1 -1
@+2)=-D\ 1 4 541

Alternativ 16sning (men inte sa relevant for kursen): Determinanten
dra®*+1+1—2—x—x=1%—3r+2. Dock ses att x = 1 &r en rot da vi
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har tva (&ven tre) lika rader sa vi gor polynomdivision och hittar:
P —3r+2=(2"+r-2)(x—1)=(z - 1)*(z+2).

S& matrisen ar inverterbar nar x inte ar 1 eller —2. Vi hittar inversen med
formeln med minor determinanter:

z 1 1 1 =z
1 z 1 x 11
Al 1 11 r 1z 1| _
S (r—1)%(x+2) 1Lz |1 x 11|
11 1 r 1
r 1 11 1 =z
1 r+1 -1 —1
= -1 z+1 -1
@=-DE+2\ 1 4 41
Uppgift
1.11) Svar: dydy - - - d,.
1.12) Svar z € {—1,0,1}
Uppgift

Avsnitt 2.1

2.1) Svar:a) vektorrum. b) vektorrum. c) nej, det(/) = 1, men det(2/) =
2" £ 1. d) nej, om p(0) = 1 och ¢(0) = 1 d& ir (p+¢)(0) = p(0)+¢(0) = 1+1

och darfor &r + inte vél-definierat. e) ja. f) ja. g) ja.
Uppgift

2.2) svar: a) vektorrum. b) vektorrum. ¢) nej, t.ex: Summan

1 0 1
o)+ |-1]=1(-1
0 0 0

ar inte i mangden till trots for att de tva vektorer som summeras finns i

méngden.

Avsnitt 2.2
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2.3) Vi skriver numret pa axiomet 6ver ekvationstecknet

—(=0) 2 —(=0) + 0= —(=8) + (T+ (=0)) = —(=7) + (-7) + ) =

2.4) Denna kan losas pa méanga sitt. Exempelvis: Om vi anvénder f) i
satsen tva ganger och axiom 6 och da axiom 5 i definitionen fas

—(=0) = =((=1)7) = (=1)((=1)7) = (-1)*T =17 = ©.

2.5) Vi anvinder réknereglerna stegvis for att 16sa ut Z.

30447 =0=42+30=0

=47 = —3v
1 1 1
= 1(47) = 1(=30) = 1 (-3)D) = (- )7
A andra sidan &r 1(47) 1T=17 =17, sa
7= (—Z)a

dr den enda mojligheten. Vi kan sétta in # = (—32)7 i ekvationen

35 + 4((—2)27) 34 (4(—2))17) 3T (—3)T = (3—3)F = 07 = 0

och ser att det verkligen &ar en 16sning.

2. 6) a) Vi verifierar att @ = 0 verkligen &r additiv invers till 7 = 0 genom
T+d=0+0=0=7 (har anvénder vi nollvektorns definierande egenskap
fran axiomen).
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b) Vi adderar ¥ till bada led i ekvationen ¥ = — och far ¥+ 9 = ¥ — ©.
Vinsterled &r 27 och hogerled ér 0. Vi far alltsa 20 = 0 som ger ¢ = 0 fran

Sats 77 a) (alternativt kan vi multiplicera med 1/2).
Avsnitt 2.3

2.7) Svar: a) nej. b) ja. ¢) nej. d) nej. e) ja. f) ja. g) ja. h) ja. i) nej.

2.8) Svar: L' ar ett delrum av L da alla vektorer som léser L' ocksa loser

L
2.9) Losning: icke-tomt: 0 ar i bada W, och W, och dirfor i Wy N W.
Slutet under "+7: Anta ¥, u € W; N W, da ar bada vektorerna i W; och
darfor ar u 4+ v € Wy da W, ér antagit vara ett delrum. Liknande for W,
s 1 + U ar i bada och darfor i W, N W;.
Slutet under skalning: Om ¥ € W; N W, ér den i bada och da bada &r
vektorrum ar skalningen c¥ ocksa i bada - och darfér ¢cv € Wy N W.

2.10) Losning: icke-tomt: 0 = 0+ 0 € Wy + W,

Slutet under "+”: Om @ = u; + 4y med 4; € W, och ¥ = ¥; + Uy med
T)} c VVz da ar

U+ 7= (U + V1) + (U2 + o)

med (’ﬁl + 61) € W1 och (ﬁg + 62) € WQ. Sa darfor ar u + v € Wl + WQ.
Slutet under skalning: For ¢ = ¥; + U med v; € W; ar

U = ¢ty + ¢y

dér cv; € W;. Sa cv € Wy + Ws.

2.11) svar WiNW,y, CW; C W, +W;. (Inga generellt relation mellan W,
och W, da de var godtyckliga, men om t.ex. W; C W, da ar: W) N W, =

Wi CWy =W, +Ws.)
Avsnitt 2.4
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—1
2.12) Svar: L = span 0
1

(det gar pa andra sitt ocksa, men svaret blir detta om man anvénder
den vanliga metod for att hitta alla 16sning).

Uppgift
2.13) svar: a) ja, b) nej, ¢) ja, d) nej.
Uppgift
2.14) Mojligt svar: by — by — bg + by =0
Uppgift
2.15) svar: a =2

Uppgift
2.16) Losning: Om man antar att €* = ¢ sin(x) + co cos(z) for alla z € R
sa far man for x = 0 att

1= Co
da vet vi att e” = ¢y sin(z) + cos(x). Sétter vi da x = 7 fas
e™ = cos(m) = —1
vilket &r fel. Sa antagningen var fel och dérfor &r svaret nej.
Alternativ l6sning: En funktion av typen c;sin(z) + cosin(x) dr 27
periodiskt. Det ar e* inte da den &r strikt vixande. Sa de kan inte vara

lika.
Uppgift

Avsnitt 2.5

2.17) Svar:oberoende
Uppgift
2.18) svar: b# —1

Uppgift
2.19) Svar: Om man I6ser (som i exempel 2.5.5) det linjira ekvationsystem

c1l + cox + 03(x2 - 1)+ c4(x3 —-1)+ c5($2 +1)=0, for alla z € R
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da far man att alla 16sningar kan skrivas

c1 —2
(6)) 0
C3 =t| —1 ,t eR
Cy 0
Cs 1

Detta ger att alla linjira relationer ar skalningar av:
—2-1—(2* = 1)+ (2*+ 1) =0.

Det betyder att vi enligt sats 2.10 kan ta bort antingen 1,22 — 1, eller
22 + 1. Tar vi bort en av dessa kan det inte finns nagra linjira relationer
bland de resterande da det inte fanns nagon relation bland alla som inte

involverar det polynom vi tog bort.
Uppgift

2.20) Losning: polynomet kan skrivas p(t) = ag + at + - - - + axt® dir k
ar graden sa att ap # 0. Anta vi har en linjar relation av typen

c11 + cop + c3p® + - - “Cpp” =0

da vill vi visa att ¢,;1 = 0 (s& foljer uppgiften via induktion i n). Ser vi pa
hogste grad termen i viinsterledet dr denna: ¢, yaz* och di polynomet
ar noll maste koefficient vara noll:

k
Cny10, =0 = cpy1 =0

Avsnitt 2.6

2.21) Det finns méanga olika korrekta svar, men vi anvinder vanliga me-
toder och loser ekvationenssystemet. Koefficientmatrisen (totalmatris utan
sista kolonnen som alltid bara &r 0 oavsett) ér:

1 0 -1 2 1 0 -1 2
1 -1 1 -1 01 -2 3

vilket ger losningarna

T 1 —2
i) . 2 —3
o | = t 1 + s 0 | s,t € R.
Ty O 1
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Sa

O = N =
=)

aren basi U.

2.22) de 3 vektorerna dr en bas om och endast om matrisen

ar inverterbar. Detta kan kontroleras genom att ta determinanten:

10 W1
2 7 we| =Twsz+ 0+ 2w, —ws — 0 — 21wy = Twsz — wy — 19wy
3 1 W3

Sa de édr en bas om och endast om 19w, + we — Tws # 0.

2.23) Svar: a) Med standardmetod far man u = (U, d2), men varje par
u = (U;, ;) med i # j av de genererande vektorerna utgér en bas i M. b)
a=—1,c¢) 7, = (_11) for u = (4y, dg). d) det littaste sittet att gora detta
pa ar att lagga till standardbasvektorerna é; och €; och kontrollera att
detta faktisk ger en bas genom att se att matrisen med dessa som kolonner
ar inverterbar:

10 2-1
01 —11
00 —12
00 1-1

(eller tva andra kolonner till slut om man hade en annan bas for U).

2.24) Svar:



227

Uppgift
2.25) Mojligt svar: (py, p2, p4) &r en bas och ldgga man till vektoren 1 &r

det en bas.

2.26) svar:

3 a¢{-6,1}
dimid =<2 a=—6
1 a=1.

2.28) Losning: Givet tvi polynom p,q € Py som dr delbara med z? + 1
da ar

2.27) Svar:a) 6 b) 3

pz) =P(z)-(*+1)  och  g(z) =Q(z) (2" +1)

Det foljer att p(x) + q(z) = (P(z) + Q(z)) - (z* + 1) och déarfor dr U sluten
under addition. Liknande ir cp(x) = (cP(x))- (2?4 1) sd U &r sluten under
omskalning. Dessutom &r 0 = 0 - (2% + 1) med i U och det foljer att U &r
ett delrum. I uppskrivningen av p ovan ér det att p(z) ar av grad hogst 4
ekvivalent med att P(x) ar av grad hogst 2. Vi kan skriva p € U entydigt
som

p(z) = (c+bx+az?) - (2® +1) = c(2® + 1) + b(2® + 2) + a(z* + 2?)

a) Vi skriver alla polynom i standardbasen fér Ps och hittar koordinater
for de tre polynom i b’ i basen b (och dven samtidig koordinater for
1+ x + 22 i b [sista kolonnen)):

och det foljer att (22 + 1,23 + x, 2* + 2?) &r en bas for U.

2.29)

1 1 -1[1 011 1001 5 51
1 -1 1{1 101 ]~|0105 3 11
-1 1 1/0111 0013 1 11

Sa basbytesmatrisen ar:

LA
T, =

N[N [ =t
— N[O =
N = N =
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1
b) I a) hittade vi redan koordinaterna p, = | 1| for p i basen b. For
1
att hitta den annan kan vi invertera och anvanda
11\ ! 1
b By -1 } i 2 : i
pw=Typpy=(1,,) " pb=1| 5 3 1 =13
1 1 i
5 L 3 1 3

Alternativt kan man gissa att detta blir koordinaterna (da polynomen
dr ritt sa simpla).

¢) Om man skalar om alla vektorerna i basen ¥ far man en ny bas som
1
inte ar b och dar koordinaterna for p ocksa blir | 1
1

Avsnitt 2.7

2.30) Svar (ndr man anvinder metoden i boken - andra korrekta svar
finns):

a) Radkanoniskform:

101 =2
A~rlo1 2 1
0O 0 O 0
sa baserna blir
_ 9
3\ (1 o) [ D) [
K(A) -11,(2], R(A) , , N(A) , 7
1 5 19 123 1 0
—7 7 0 1
b) Radkanoniskform:
103 050
B ~ 01 0 2 0 3
00 0O0O0O 0
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s& baserna blir

=
5
RS
O»al
—_
~_
RS
— NN
~_
=
5
OO WO
WoONO RO

-3 0 -5 0
0 -2 0 -3
1 0 0 0
N(B) o't 1’1o}’ O
0 0 1 0
0 0 0 1
¢) Radkanoniskform:
1 200
C~( 0010
0001

s& baserna blir

=
8
~
— = =
~—_
R
INNJUNGY
~_ —
PR
SN TN
~—_
=
8
S O N =
o= OO
-0 O O
=
8
O O =

Avsnitt 3.1

3.1) svar: a) nej b) jac) ja d) nej e) jaf) ja

3.2) Observera att p € P (alltsa p ar ett polynom) och dérfor ar F(p) € P
ocksa ett polynom. Formeln ger vad detta polynoms varde ar i x. Vilket
betyder att vi nér t.ex. p(x) = ax? + bz + ¢ da giller

F(az® + br +¢) = (2* — 1)(az® + bx + ¢)

som ju ar ett nytt polynom.
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Bevarar addition: Lat p och ¢ vara polynom - da ar

Flp+q)(x) =(z® = 1)(p+ q)(z) = (2 = 1) (p(z) + q(z)) =
=(z" — Dp(z) + (z* — 1)g(z) = F(p)(z) + F(q)(z) = (F(p) + F(q))().

Dér ekvationerna i ordningsfoljd ar: definition av F', definition av addition
for funktioner/polynom, en vanlig rakneregel for reella tal, definition av F’
och sist definition av addition for funktioner/polynom.

Bevara skalning;:

F(p)(z) =(2” = 1)(W)(2) = (2° = DAp(z) = A(a® — 1)p() =
=A(F(p)(x)) = (AF(p))(x)

3.3) a) Foljer av b) med matrisrdkning.
b) Vi skriver om

x r+y 1 1 0 x
Flyl=|-22+y—z2|=1-2 1 -1 Y
z y+z 0 1 1 z

sd A ar denna matris.
c¢) Det ér andra kolonn i A.

3.4)

)= () ) )~ omr- - oo

Sa nu nar vi kdnner F' pa bada basvektorer ger formel i Sats 3.2 att

0 2000
Sa F' &r avbildningen

(-6

3.5) Bevis: Slutet under addition: Om v, w € U’ da ar F(¥), F(w) € U
och déarfor F(v+ w) = F(v) + F(w) € U da U &r ett delrum och F &r
linjar. Detta betyder att ocksa v 4+ w € U'.
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Slutet under skalning: Om @ € U’ s& &r F(¥) € U. Da ar ocksa F(A\V) =
AF(¥) € U av samma orsak som forsta delen. Da &r ocksa A\v € U'.

Avsnitt 3.2

3.6) a)

och

10+ 1 9
Fl1047m]| =(10+mF |1 :(10+7r)(1).
0 0

b) Ja oéndligt manga: de tva vektorer &r linjart oberoende, men inte en
bas for R? sa vi kan ldgga till en extra vektor och definiera F helt fritt pa

denna.

3.7) a)
[SORQ]_(CO§Q —smoz) [RQOS]_(CQSQ s1na>
—sino —cos o siha cosa

b) Det dr inte samma sak att rotera forst och da spegla som att forst spegla

da rotera. Eller: matrismultiplikation ar inte kommutativt.
3.8) a) M (x+y)=z2(x+y)=zax+z2y = M, (x) + M,(y) och for A € R
galler M,(A\x) = z\x = Aza = AM,(z).

b) Om z = a +ib &r
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och

S& matrisen blir

O O = =
W= O O wl-

Avsnitt 3.3

3.10)
a)
e v _ 7 (10
Te_TU_I_(O 1),
o (=3 1
e~ \2 0)
1/0 1
e __ v\ —1 -
Ty = (T) _2(2 3)
b)
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1 -1 1\ ! 00 1
by Te=[0 1 0 (010
1 0 0 111
00 1 002\ /=1 -1 1 2
o) (FYE=TEF)Ert=| 0 1 0 oool[lo 1 o]=|o
111 00 2 1 0 0 4

Avsnitt 3.4

3.12) Svar: a) ja, nej, nej, nej (ligger inte ens i definitionsméngden).

b) ja, nej, ja, nej (ligger inte ens i malméngden).
Uppgift

3.13) Mojliga svar (dessa fas med standardmetoden): Bas for kirnan

1
2

Bas {or bilden
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Uppgift
3.14) Svar: kiirnan dr konstanta polynom Py och bilden &r Py.
Uppgift
3.15) Svar: kiirnan ar Py C Pg och bilden ar Ps.

Uppgift
3.16) Svar: kiirnan #r polynom av typen asz® + asx* + as2® + agz®. Bilden
ar hela R3.

3.17) Svar: kiirnan &r {0} och bilden &r hela R?.
3.18) Svar: kirnan éar {a(x — 1)(z — 2)(z — 3)(z — 4)} och bilden é&r hela

R*.

Uppgift
3.20) Svar: Foljande ér alla funktioner som uppfyller detta villkor:

z\ _ (ky
e(0)- ()
for nagot nollskild £ € R. Sa om du har hittat en av dessa ar dit svar
korrekt.

Uppgift
3.21) svar: nej, enligt dimension satsen ar dimker F' 4+ dimim F' = 3 s
dessa kan inte vara lika

Uppgift
3.22) a) F injektiv betyder ker F' = {0} sa dimensionssatsen ger dimV =
dimim F' och sats 2.18 ger att dimim F' < dim W.
b) F surjektiv ger att dim W = im F' s dimensionssatsen ger dim ) =
dim ker F' + dim I'mF > dim W.

Uppgift

3.23) Bevis: "=": Vi antar de har samma dimension. Da finns tva baser

b, och b, i varje med samma antal vektorer. Den linjdra avbildning som
har matris i dessa baser &r en linjar bijektion.

"<": Vi antar vi har en linjér bijektion F. Om b, och b, &r baser for

respektive vektorrum ar enligt Sats 3.8 dr matrisen for F' i basen inverterbar

alltsa ar den kvadratisk och déarfor har baserna samma antal vektorer och

dimensionen ar dérfor den samma av de tva vektorrum.
Uppgift
3.24) Svar: 3.14:inget. 3.15:inget. 3.16:surjektiv. 3.17:injektivtsurjektiv=bijektiv.

3.18:surjektiv.
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Avsnitt 3.5

3.25) a)A=3b)A=2c)A=a—-1d)A=1

3.26) svar: i uppgift a) till ¢) ar alla egenrum 1 dimensionella sa vi skriver
bara en egenvektor som ju sa spéanner upp egenrummet i varje svar.

1
a) (ﬁ_1> b) } c) givet a &r egenvektorn x* d) ker F' som &r icke-

1

triviellt eftersom F' inte ar inverterbar.

3.27) svar:a) & = span{ (f)} och & = Span{ G)}
1) .- ()

e

0

e () ()} o (1)

3.28) Néar A = p och da ar egenvérdet ockséa detta.

3.29) svar: negativ determinant betyder att karakteristika polynomet &r
pa formen

N4+ bA+c
dér ¢ < 0 (determinanten fas nir A = 0 i polynomet). Detta har alltid tva

reella rotter - alltsa finns tva reella egenvérden.
Uppgift

3.30) Svar: egenvirden A\ € {a — 1,a,a + 1}. Bas for egenrum:

1 -3 1
A=a—-1:[-1|,A=a:|-2|,A=a+1:]1
0 1 0

Avsnitt 3.6
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3.31) Svar: a) Egenvérden 1,5,8, a. b) Geometriskt multiplicitet ar alltid
1 &ven nér a € {1,5,8}. Algebraisk multiplicitet dr 1 for all 4 egenvérden
nir a ¢ {1,5,8}, men egenvirdet a far algebraisk multiplicitet 2 nér a €
{1,5,8} och vi bara har tre egenvérde totalt, den geometriska multiplicitet
blir dock bara 1 for alla dessa. ¢) A &r diagonaliserbar omm a ¢ {1,5, 8}
d& summan av de geometriska multipliciteter &r 3 om a € {1, 5, 8}.
Uppgift

3.32) Svar:a) 1 och 3

b) tex { (1), (1)

o1=(1 ) T =4( 1)

Uppgift

4.1)

4.4) Svar: (a) alla vinklar ar rétta (3). (b) \/%. (c) alla vinklar ar ritta.

4.5) Svar:(a) - (maste verifiera de 4 axiom i Definition 4.1) (b) nej - t.ex.
ger a = b = 0 nagot som alltid dr 0 och dérfoér inte en skaldrprodukt (c)
Ja - teex. om (—|—); = (—|—)2 d&a ger @ = 2 och b = —1 igen samma
skalarprodukt.

Uppgift
4.6) Forst verifieras (a), (b) och (c) i Definition 4.1 oavsett vad n &r. Nu
ser vi att med p(t) = (3 —¢)(7 —t)(11 — t) géller att

(plp) =0
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sa for n > 3 (dar P, 2 P3 2 p # 0) kan detta inte definiera en skaldrpro-
dukt eftersom (d) blir fel. Om n < 2 och p € P, med n < 2 dr p € Py och
har grad hogst 2. Dessutom, om

0 = (plp) = p(3)* + p(7)* + ¢q(11)*

maste 3, 7 och 11 vara rotter i p, men ett polynom av grad hogst 2 som
har 3 rotter &r enbart p = 0. Vi ser darfor att for n < 2 ar (d) uppfyllt.

Svar: n < 2.
Avsnitt 4.2

4.7) Svar: (a) a==45(b)a=5

4.8) Bevis: om icke-symmetriskt betyder att det finns ¢ och j sa att a;; #
aj; (med A = (a;j)nxm). I detta fall dr inte uttrycket symmetriskt (som en
skalarprodukt maste vara) da

T 4= S
€; Aé; = a;; # aj = €; A¢;.

4.9) Svar:
3 6 14
A=16 14 36
14 36 98

4.10) Svar:
1 00
A=1(0 1 0
0 0 4

Avsnitt 4.3

4.11) a) Ja.
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b) Ja.
4.12) a) ' AT = 2% + 423 + 20129 = (21 + 2)? + 3232 > 0 déir = enbart
galler nir x1 = zo = 0.
N 2\ g i} .
b) <1> A(y ) = 2x + 3y. Vektorerna <y> dar detta ér 0 beskriver ortogo-
nala komplementet. Sa dérfor

(B} =sean{(2)}

4.14) Forst normalisera vi ¥; och far

1

. 1
b= —70, =L |1
! |61|U1 V3 1

1 1 0
Wy =Ty = (Ua|br)br = [0 | = Ze [ 1] = | -1
2 1 1

som d& normaliseras
by = iy = L | —1
27 Jwa] 72T V2

Wa

I steg tre gor vi forst ¥z ortogonal mot bada b, och 52 genom

o o -1 1 0 —10
17}3:63—(63|bl>b1—<ﬁ3|b2>bgz 2 —% 1 —_Tl -1 :% 5
1 1 1 5)
som normaliseras till
—10 —2
7 1 = _ 6.1 _ 1
bs= s =5ms | 0 | T | !
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sd ON basen blev

1 0 —2
_ | 1 1 1
b=\ =) !
1 1 1

4.15) Vi hittar en ONB for ¢ genom att anvinda Gram-Schmidt pa
U1, = 22 och Uy = 23:
o by = 7 dir
1

|1]° = / o 2’dx = [tfraclbz®]L, = 2

sa bg = \/25(]3.
5.2 7

Vi har hittat ONB:en b = (\/;x : \/;x?’) Sa anvénder vi formeln for or-

togonal projektion pa delrum fran Sats 4.18:

projy (2%) =(01]2%) by + (ba|2°) by =

1 1
</ x2-x9dx)x2—|—%(/ x3-x9dx>x3 =
-1 1

1) = et
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4.16) a) Vi observera att 2¢; = 52—1-53 och 26, = 514—53 och 2¢€; = by + by.
Déarfor ar t.ex.

4(%1|€2) = (2€1]285) = (by + bs|by + ba) = (ba|by) = 1.
Liknande &r (€;|€;) = (€,|é3) = 3. Vi ser ocksé att
48,81 = (28,1281 = (b + bs|by + bs) = (ba|bo) + (bs|bs) = 2.
och liknande dr ocksa (€;]é) = (€3]¢3) = 1.
b) Formeln i sats 4.12 ger att

211
4A=11 2 1
1 1 2

4.17) Vi ska hitta de vektorer i R som ligger i V och ir ortogonala mot

1
(—2) det betyder de som lsar
1

T+ w9+ a3 =0
$1—2$2—|—ZE3:0

Losningar till detta ar

T 1
) =1 0
Z3 -1
Sa
1
U+ = span 0
-1

4.18) a) de tva ekvationerna dr samma som

<z|®> ~0 och <55|()> ~0
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S& en bas for U+ ar

— = = =
=W N =

b) Som tidigare normalisera vi den forsta

1
- |!
1

sa gor vi den andra ortogonal mot denna

c) Formel fran Sats 4.18 ger att projektion pa U+ nu kan skrivas genom

1 -3 4
o 0\ 5 0\ o, 1 —1 2
b=<(::)rb1>bl+<(3)|bz>bzzi sl T =a] | eu

1 3 14
och déarfor ar
0 4 4
o] L] 2 2
i=log| "w|g|Tw|_g| Y
1 14 6

Extra: Bra kontroll: Denna vektor dr ortogonal mot de tva fran a)!

d) Vi gor samma sak for



242 6 Losningar och svar

4.19) a) enligt Sats 4.18 &r projektion givet av

—

projy (T) = (Z|t) i1 + (Z|2) Ua.

Detta ar redan skrivet som en linjar kombination av bas vektorerna i U sa
koordinaterna blir alltsa
(( 1>)
(Z|d2)

(liknande Sats 4.16). Matrisen som med multiplikation ger dessa koordina-
ter ar precis 2 X n matrisen som har 4; som rad 1 och 4y som rad 2.

b) Matrisen skickar basvektorerna pa i respektive s och ar darfor n x 2
matrisen som har 4; som kolonn 1 och %4, som kolonn 2.

¢) Sammanséttningen har matris givet av produkten. Om U &r matrisen
frén a) da dr UT matrisen fran b) och matrisen fér sammanséttningen blir

S~

z|
z|

Uy

som ar en n X n matris.

Avsnitt 4.4
4.21)

AB(AB)" = ABBTA" = ATAT = AA" = 1.
och

(ATB)(A"B)T = A"BBT(A")T = ATIA=1.

Alternativ 16sning: Eftersom AT = A~! och ortonormala matriser &r
dessa standardmatriserna for isometrier. Enligt Sats 4.27 och Sats 3.8 &ar da
ocksa A~! matrisen for en isometri. Enligt Sats 4.28 ér sammansittningen
av isometrier en isometri och Sats 3.7 sédger att detta Oversétter till att

produkten av ortonormal matriser ar ortonormal.
Uppgift

4.22) a) jag b) nej ¢) jad) jae) nej (kan ej vara injektiv da H har kdrna)
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4.23) Ta en godtycklig vektor w si att (¥, @) ar en bas i V. Anvind gram-

schmidt for att gora en ON bas b = (61, 32) dar 31 ar normaliseringen av
U. Det foljer att

|~
|~

F(by) = F(= = T=b

|9

F(7) =

el

=

=

och da F ar en isometri ar F' (62) en enhetsvektor ortogonal mot by. S& om
F(gg) = agl + bgg

da ses genom att ta skalarprodukt med 51 och 52 att etta enbart hander
om

Det foljer att matrisen i basen b adr som oOnskat.

4.24) Standard matrisen &r ortonormal. Det betyder att kolonnerna &r
en ONB i R2. Speciellt beskriver forsta kolonnens koordinater en punkt pa
enhetscirkeln och darfor kan denna skrivas som

COS &
sin o

for nagot o € R. Det ortogonala komplementet for detta dr 1 dimensionellt
(en linje) och darfor givet som spannet

span —sin «
P COS (v

den andra kolonn maste da var en enhetsvektor i detta spannat och det
ger bara mojligheterna

—sin sin «
( ) eller ( ) .
cos o —Ccos o
Uppgift
4.25) Losning: Vi paminner forst om att det ij:te elementet i A &r den

icte koordinat for vektorn (F(b;)),. Denna kan berdknas enligt Sats 4.16
genom

(F(5;)]by).
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—

Nu visas "=": Sa anta att (F'(v)|9) = 0 for alla 9. Speciellt giller detta for
U = b, + b; sa vi far att (fungerar dven for i = j)

0 = (F(b;) + F(5,)|B; + b;) = (F(B:)|b;) + (F(8;)]bs)-

(héir anviindes i beréikningarna att ocksa (F(bg)|b) = 0). Detta visar att
det ij:te elementet i A dr minus det ji:te elementet. Alltsd &r A = —AT.
Sé visas "< A andra sidan om A = —AT da &r

(F(0;)[b:) = —(F(0)[b;)
for alla 4, j. Speciellt &r ocksa (F(b;)|b;) = 0. Dessa ger tillsammans att

(Farby+ o+ bo)|wiby + o+ 2aba) = Y Y wgw; (F(b;)|b;) =0

i=1 j=1

eftersom $1x]<F<EJ)‘Bz> + $J$1<F(gz)‘ga> = 0.

Uppgift
4.26) a) Spektralsatsen séger att F' ar ortogonalt diagonaliserbar om och

endast om A &r symmetriskt och denna matris &r symmetrisk.
b) Vi hittar egenvérden:

- 3 1 -\ 3 1
O=det(A—A)=|3 3—A 0 =10 3-X 3x-9 =
1 0 3-XME3 |1 0 3-2)
-3 1 ~A 0 10
=3-MN|0 1 -3 :(3—)\) 0 1 -3|=
1 03—\ 1 0 3-2A
—\ 10 )
=B-N| 4| =B-NN=3r-10) =3 - 1A\ +2)(A-5)

vilket har 16sningarna A € {—2,3,5}.
Vi hittar nu egenrummen for dessa

E_o(F) = N(A+2I):

2 31 10 5 -5
A4+2I=1|3 5 0 — ~(0 1 =3 ger bas: 3
1 05 0 0 O 1

Ey(F) = N(A—3I) :
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-3 31 1 00 0

A=-3I=13 0 0] ~10 31 ger bas: | —1

1 00 000 3
Es(F)=N(A-5I):

-5 3 1 1 0 -2 2

A-5I=13 -2 0 |~[0 1 =3 ger bas: [ 3

1 0 -2 00 O 1

Dessa #r automatiskt ortogonala mot varandra - sa om vi gor Gram-
Schmidt ar det bara de delar av stegen som normera vektorerna som faktisk
gor nagot och vi far normeringerna av dessa ar en ON bas av egenvektorer:

Y 0 2
1 1 1
vl B v Bl vl

1 3 1

4.27) a) Spektralsatsen siger att F' &r ortogonalt diagonaliserbar om och
endast om A ar symmetriskt. Detta hinder om och endast om a — 3 = 1.
Svar: a = 4.

b) Fér a = 4 &r matrisen

= O N
=N O
— = =

och vi hittar egenvarden:

2-\ 0 1 2-X 0 1
O=det(A—A)=| 0 2-X 1 =l 0 2-x 1 |=
A

1 1 1 3—XA 3—-X 3—-AX

2-X 0 1 2-X -1 0
=B3-A)| 0 2-x1 =(B-A)| -1 2-X 0=
1 1 1CEI5D 1 1 1

R BN EICEPCEPVEY

vilket har losningarna A € {0, 2, 3}.
Vi hittar nu egenrummen for dessa
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2 01 10 3 1
A=102 1] ~(0 1 1 ger bas: | 1
111 000 —2

Ey(F) = N(A—2I):
00 1 110 1
A-2I=|0 0 1 |~|0 0 1 ger bas: | —1
11 -1 000 0

E3(F) = N(A—3I)

-1 0 1 10 -1 1
A-3[=|0 -1 1 |~{0 1 -1 ger bas: |1
1 1 =2 00 0 1

Dessa ar automatiskt ortogonala mot varandra - sa om vi gér Gram-
Schmidt &r det bara de delar av stegen som normera vektorerna som faktisk
gor nagot och vi far normeringerna av dessa dr en ON bas av egenvektorer:

1 1 1
1 1 1
vl B A Bl v B

-2 0 1

a) Matrisen dr symmetrisk omm b = 0. Detta &r enligt spektralsatsen
ekvivalent med ortogonalt diagonaliserbart.

4.29)

b) Vi ser pa Karaktaristiska polynomets nollstéllen:

a—X 1 0
0=xaN)=| 1 =X 3 |=
0 3 a—A\

=—XMa=XN?+0+0—(9a—-A)+(a—X)+0) =
=(a— N (=Xa—\) —10) = (a — \)(A\? — a)\ — 10)

si \ € {a, aEveti0y

c) For A =a ér

010 1 0 3
A—al=1|1 a 3] ~(0 1 0
0 30 0 00
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-3
sa en egenvektor ar ( 0 )
1

d) Sdt @ = 2¢ (och anvind att £(—1) = F1). Da ser vi pa A =
atva'+40 ‘;2+40 =c++/c®+ 10 dar
cFVeE+10 1 0
A—-)M = 1 —cF 2+ 10 3 ~
0 3 cFVc+10
~ (1)
som har en nollrum spannet av
1
—c++vc2+10
3
Dessa har langd /norm:
\/20 +22 F eV + 10

sa en egenbas som ocksa dr ONB kunna vara

—_

_3 1
+fo|,—"—A— | —c+VeEF10|,—2L—— [ —c-VEFT10

Avsnitt 5.1

5.1) (a) ja. b) ja. ¢) ja. d) nej. e) nej. f) ja. g) ja. h) ja. i) nej.

100 2 0 0 1 30 0
5.2) a) (0 1 0)b) [0 =3 0)c) |3 1 0fJd) | O
001 0 0 001 -1

5.3) a) Ett mojligt svar &r

w

Uppgift
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Alla andra svar ér liknande dar man bara har bytet tecken och ordningsfoljd
pa dessa tva vektorer.
b) Da vi har ett positivt och ett negativt egenvérdet ar detta en hyperbel.

5.4) a) Vi hittar matrisen for Q:

A=

O = W
—_ =
W = O

och dennas karateristiska polynom:

xa(M)

B-=ANE-XNB-A)-(B-N+B-)=
B-=ANME-NB-2)=-2)=B-NE2-NB-2A).

Sa egenvirden ar 2,3 och 5 som alla &ér positiva. Sa detta ér en ellipsoid.
b) Avsténdet blir 1 genom roten av storste egenvéirdet:

1

V5

De nérmaste punkterna pa O ar i riktningen langs egenrummet till detta
storste egenvéirde. Sa vi hittar dessa egenvektorer:

-2 1 0 1 0 -1
A-5I=|1 -1 1 |~]|0 1 =2
0o 1 =2 00 O

1
normeringen av denna skalat om med :I:\/ig:

1
Sa en egenvektor blir (2) Sa de ndrmaste punkterna (vektorerna) blir

1 1
11 41
j:\/g V6 (f) - j:\/30 (?)
KONTROLL: dessa punkter uppfyller faktiskt ) = 1.

5.5) a) Vi hittar den symmetriska matris for () och dennas egenvérden:

A:

[evER S I \V]
o O 2
N OO
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och xa(A) = (2 = A\)(A2 — 2)\ — @?) som har rotter
M=1—-V1i+a2<0<=1<)A\3=1+V1+da2

D& vi har precis ett negativt egenvirde (och 0 inte &r ett egenvérde) &r
ytan en enmantlad hyperboloid.
b) Avstandet dr 1 genom roten av det storste egenvirde:

1 VVirae -1
1++vV1+a? a
Uppgift
Avsnitt 5.2
5.6)
vy ae® + be?
vh | = | aed — be? + ce
A aed — ce?t
5.7) a)
v\ [ ae® + 3be*t
vh)  \ —ae® — bett
b)

motsvarar a = 2 och b = 0. a)

motsvarar ¢ = b = 0.

5.8) (a) Metod som i avsnitt 5.2.4 (eller exemplet i 5.2.3). I detta fall
fungerar (hittas genom att hitta en egenbas):

1 -1 -3 2 00
T=l0o 3 1|, D=|0 -10
0 0 2 0 0 1
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6 Loésningar och svar

Sa med Z = Ty 16ser vi istilllet ' = DZ som har alla 16sningar

och som darfor ger alla losningar till den ursprungliga ekvationen:

cre?t — coet — 3cget
Z_j =T7Z = 302671& + c;;et
2cset

(b) I foljande hittas konstanterna relativt latt i den ordningsfoljd de skrivas.
1
Losningen som har § = (0) har ¢35 = ¢; = 0 och ¢; = 1 och &r d&rfor
0

1.2t 1.t
) 5€ t 3€
y(t) = e
0
.. — 0 1 1 4 .. o pes
Losningen som har j = (0] har c¢3 = 3, co = —¢ och ¢; = 3 och ar darfor
1
4.2t | 1 —t _ 3t
S 1
y(t) = ze '+ e
ot
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