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Kapitel 1

Topologiska grundbegrepp

1.1 Oppna och slutna mingder

Hér infér vi nagra begrepp, som i och for sig brukar finnas definierade i ldrobocker
i elementér analys. For overblickens skull kan det dock vara lampligt att samla
alltihopa pa ett stéille, och vi gar dessutom lite mer in i detaljer &n man brukar gora
vid de allra forsta analysstudierna.

Vi kommer att arbeta i det n-dimensionella euklidiska rummet R™. Detta &r ett
rum dar elementen, punkterna, kan beskrivas som n-tupler av reella tal:

X= ($1,$2,...,1‘n)-

Ibland kan det hénda att man identifierar en punkt med den vektor, ortsvektorn,
som pekar pa punkten, utgaende fran origo, som dr punkten 0 = (0,0,...,0). (Vi
kommer dock inte att ha sérskilt mycket att géra med vektoroperationerna i det
linjdra rummet R™.) Som ett specialfall fér n = 1 kommer vi att studera den reella
axeln.

Awvstandet mellan tva punkter x och y definieras som vanligt genom

x =yl = V(21— 11)2 + (w2 — 12)> + - + (T — yn)?-

Speciellt betyder |x| avstandet mellan x och origo. For detta avstandsbegrepp géller
olikheterna

|l = [yl] < x £ y[ < x| + |yl

(triangelolikheterna), som bevisas i linjdra algebran.
Avstandet dr nira forbundet med begreppet skaldrprodukt (eller inre produkt).
Standard-skaldrprodukten (x, y) av tva vektorer x och y definieras av

n
<Xa Y> = Z-rkyk =T1Yy1 +x2Y2 + -+ TnYn -
k=1

Da giller |z| = y/(x, x). Man har ocksa CAUCHY-SCHWARZ’ olikhet:

(¢, y)| < [xlyl.

Det vanliga avstandsbegreppet kan ibland vara rikneméssigt besvirligt att ar-
beta med. Det finns alternativa sitt att méta avstand, som i viss mening ar ek-
vivalenta med det vanliga. Antag att x som vanligt har koordinatbeskrivningen
(x1,22,...,2n), och infér normerna ||x||; och [|x|loc genom

%/t = >p—y |zl = |za| 4 |z2] 4+ - - - + |20l

|x|lc0c = maxj<g<p |zk| = det storsta av talen |zy]|.
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Da giller foljande resultat, som innebér att om man vill siga att tva punkter x
och y ligger "néra” varandra, kan man i princip anvinda vilket som helst av av-
standsmatten |x — y|, ||x — y[l1 och |[|x — y[/c utan att det gér nagon visentlig
skillnad.

Lemma 1.1

1
N Ixllr < x| < [xll1, (Ixllee < X[ < Vi [%]|oo -
Beuwis. For den forsta olikheten infor vi vektorn s = (s1, S2,..., 8y), dir s =

sgn x, dvs. koordinaten s ér sadan att spzy = |zk|. Da r |s| < y/n, och Cauchy—
Schwarz’ olikhet ger

HXHl—Z\wk! (%, 8) < [x|ls| < v/n - [x|.

Division med /n ger olikheten. Den andra foljer sa:

n n 2
K=Y <Y a2+ ¥ |xjxk|=(§j|xk|)=||x|%
k=1 k=1

k=1 1<j<k<n
Olikheterna for ||x||« &r ldttare att bevisa och ldmnas som 6vning (1.9). O
Normen | - ||1 &r ett fall av en mer allmén normdefinition, ndmligen p-normen
n 1/p
Iy = (S keur)
k=1
Med denna beteckning &r den vanliga euklidiska normen |x| = ||x||2. Beteckningen ||x| oo
forklaras i 6vning 1.10. O

En omgivning av en punkt a bestar av alla punkter som ligger inom ett visst
avstand fran a. Mer precist, om J &r ett positivt tal, sa 4r mingden

N(a,d) ={x:|x—a| <4}

en omgivning till a; ndrmare bestdmt &r N(a,d) en d-omgivning till a. Beroende pa
rummets dimension n far detta olika innebord:

n = 1: Hér &r N(a,0) det 6ppna intervallet Ja — d,a + [, symmetriskt beléget
kring a.
= 2: N(a,0) dr nu en cirkelskiva med centrum i a och radie §, exklusive
periferin.
n = 3: Har far vi ett klot med medelpunkt i a och radie ¢, exklusive den sfariska
ytan.

Ibland har man anvindning for begreppet punkterad omgivning: den punkterade
omgivningen N*®(a,d) dr detsamma som N (a,d) \ {a}, dvs. man avldgsnar medel-
punkten fran omgivningen.

Lat nu M vara en punktmingd i R™ och a en punkt (som kan tillhéra M eller
ej). Vi infor terminologi for att beskriva hur a ligger i forhallande till M:



a sigs vara en inre punkt till M, om det finns en omgivning till a som helt ligger
iM;

a dr en yttre punkt till M, om det finns en omgivning till a som ligger helt utanfor
M;

a ir en randpunkt till M, om a &r varken inre eller yttre punkt; detta betyder

att wvarje omgivning till a innehaller savdl punkter som tillhor M som punkter som
inte tillhor M.

Maingden av inre punkter kallas det inre av M och betecknas ibland med M°. Det &r
klart att en inre punkt i M maste tillhéra M, sa man har sikert M° C M. Mangden
av randpunkter till M kallas randen till M och tecknas OM. En randpunkt kan
tillhéra méngden sjéilv men behover inte gora det. (En yttre punkt tillhor aldrig
méngden.)

Definition 1.2 Mdingden M kallas 6ppen, om M° = M, dvs. om M endast bestar
av inre punkter. M sdgs vara sluten, om dess komplement dr en 6ppen mdngd.

Ekvivalent kan man séga att M &r 6ppen om inga randpunkter tillhor M, sluten om
alla randpunkter tillhér M. (Detta stimmer &verens med sprakbruket for intervall
pa R.)

Exempel. Hela rummet R” &r ju en 6ppen méngd, eftersom alla punkter uppen-
bart 4r inre punkter. Denna méngd saknar alltsa randpunkter, dvs. OR™ = @ = den
tomma méangden. Alltsa giller OR™ C R, sa att R™ &ven &r sluten. Den tomma
méngden dr komplementet till hela R™, och dérfor dr d&ven den bade 6ppen och
sluten. (Dessa bada delméngder av R™ &r de enda som &r bade 6ppna och slutna.)

Exempel. Lat M vara delmiingden {(z,y) | 22 + 3?> < 1} av R% Antag att
(a,b) € M. Det betyder att a® + b? < 1, si att talet 7 = 1 — /a2 + b2 &r positivt.
Lat N = N((a, b), 7“) vara r-omgivningen av (a,b). Att (z,y) € N betyder alltsa att
|(z,y) — (a,b)| < r.Da giller (se figur, dér den lilla cirkeln har centrum i (a,b))

Va2 +y? = |(z,y) — (0,0)] = [(z,y) - (a,b) + (a,) = (0.0)]
< |(z,y) — (a,b)| +](a,b) = (0,0)| <7 + (1 — 1) = 1.

@

(0,0)

Detta bevisar att (z,y) € M. Vi har ddrmed visat att omgivningen N helt ligger
i M, och detta betyder att (a,b) &r en inre punkt i M. Alla punkter i M &r inre
punkter, ingen punkt i M &r randpunkt, M &r en 6ppen mingd. Man brukar tala
om M som den oppna enhetsskivan.

Exempel. Mingden M i foregaende exempel dr ju inget annat &n den speciella
omgivningen N((0,0),1) av origo i R%. P4 precis samma siitt kan man visa att en
godtycklig omgivning N(a,d) av en punkt a € R™ &r 6ppen.



Exempel. Lat nu M vara mingden {(z,y,2) | 22 +y? < 1, z = 0} i R3. Ytligt
betraktat ser denna méingd likadan ut som méngden i forra exemplet. Men eftersom
den nu betraktas som delméngd av det tredimensionella rummet kommer dess egen-
skaper att vara annorlunda. Den saknar inre punkter: ty en omgivning i R? #r ett
oppet klot, och inga 6ppna klot kan fa plats i miangden M, eftersom den &r alldeles
"platt”. Méngden bestar alltsa av idel randpunkter, och &r ddrmed inte 6ppen. Men
den #r inte heller sluten, eftersom punkterna (x,%,0) med x? + y? = 1 ocksa &r
randpunkter till M.

Om M #r en punktmingd, later vi symbolen M beteckna det slutna holjet av M.
Detta bestar av M tillsammans med alla randpunkter:

M= MUOIM.

Lemma 1.3 M dr en sluten mdngd.

Beuwis. Lat a vara en punkt som inte tillhér M. Det betyder att a &r yttre
punkt till M, och alltsa har a en omgivning N = N(a,d) som ligger utanfér M.
Eftersom denna omgivning &r en 6ppen méngd, har varje x € N en egen omgivning
N; = N(x,0;1) som ligger helt i N och alltsa helt utanfér M. Alla punkter i N &r
alltsa yttre punkter till M, dvsde tillhor komplementet till M. Detta komplement
ar alltsa oppet, och dirmed #ir M sjélv sluten. O

Det &r praktiskt att infora namnet holjepunkt som gemensam beteckning for inre
punkt och randpunkt.

Lemma 1.4 En mdingd M dr sluten om och endast om M = M.

Beuvis. M sluten & OM C M < M =M UOM = M. O
For unioner och skédrningar géller foljande resultat. En indexmdngd I kan besta
av andligt eller odndligt manga element. Vanliga exempel &r [ = {1,2,...,n}, I =

Z ., men dven exempelvis I = R dr en mojlig indexméngd. Om M, dr méngder for
alla ¢ € I definieras unionen | J,.; M, och skérningen [,.; M, genom formlerna

UML:{x|.T€ML for nagot v € I}, ﬂML:{a:|a:€ML for alla ¢« € I}.
el el

Om indexméngden &dr dndlig eller bestar av exempelvis Z1 kan man skriva sadant
som
n o0
U M, och ﬂ M;.
k=1 j=1

Sats 1.5 (a) Antag att O, dr dppna méngder for alla v € I. Da dr unionen U =
U,er O. ocksa dppen.

(b) Antag att O1,0s,...,O, dr dndligt manga dppna mdangder. Da dr skdrningen
S =re, Ok ocksa dppen.

Bevis.  (a) Antag a € U. Det betyder att det finns ett ¢ € I sadant att a € O,.
Efterstom O, &r 6ppen, har a en omgivning N C O,, och denna omgivning tillhor
ocksa unionen U, vilket bevisar pastaendet.

(b) Antag a € S. Da giller a € Oy, for alla k. Eftersom Oy, &r ppen, finns en
omgivning N = N(a, i) till ai Og. Sétt 0 = det minsta av talen 6 och N = N(a, )
(observera att 6 > 0). Da géller N C Ny, for alla k, vilket betyder att N ligger i .S,
och saken ér klar. O



Ovningar

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

1.10

1.11

1.12

1.2

Bestédm inre punkter och randpunkter till féljande méngder. Vilka av
méngderna dr 6ppna eller slutna?

a) {(z,y) € R? 1y > 0} b) Q = de rationella talen pa R
c) {(z,y) eR*: 0 <z < 1} d){reR:0<z<1}
e) {(r,y) eR*:0< <1, y=0} f) {(z,y) € R? : 2y > 1}

Bestim A° och A da
A={(z,y): 2® +y? < 1, z,y rationella}.

Bevisa att @ och hela R™ ér den enda delméngder av R™ som &r bade 6ppna
och slutna.

a) Géller OM = 9(M)? Bevis eller motexempel!
b) Om A C B, giller da A° C B°?

Ge ett exempel pa att skdrningen av odndligt manga 6ppna méngder inte
behover vara 6ppen. (Det gar att finna exempel dér méangderna &r intervall pa
R.)

Visa foljande sats for slutna méngder, som kan uppfattas som ”komplementér”
till sats 1.5: Unionen av &ndligt manga slutna méngder dr sluten; och en god-
tycklig skirning av (dndligt eller odndligt manga) slutna méngder &r sluten.

Ge exempel (med intervall pa R) pa att unionen av odndligt manga slutna
méngder inte behdver vara sluten.

Bevisa eller ge motexempel till foljande relationer:

a) (ANB)° = A°N B° b) (ANB)=ANB
c) A = 9(A°) d) (AU B) C9AU OB

Bevisa olikheterna [|x||o0 < [x| < v/1 - [|X]|0o (lemma 1.1).

Bevisa att lim x|, = [|%]|cc-
p—00
Visa att triangelolikheten géller f6r normerna || - ||; och || - [|oc, dvs. att

[x+yllp < lIxllp+ llyllp, omp=1eller p=ooc.
Visa att begreppen inre punkt och randpunkt till en méngd inte férédndras

om man definierar omgivningar med hjilp av det avstandsbegrepp som ges av
normen || - ||; eller normen || - ||oo-

Gransvirde och kontinuitet

Med en (odndlig) punktfoljd i R™ menar vi en svit punkter, numrerade med hel-
tal: aj,a,as,.... Man skriver ocksa sadant som {aj}7°, eller helt enkelt {a;}. En
matematisk purist kan ténka sig en punktfoljd som en funktion a : Z, — R",
dvsén funktion som till varje positivt heltal k& ordnar en punkt a; i R™. (Naturligvis
behover indexeringen inte borja med just talet 1.)

En punktfoljd {ax} ségs vara konvergent, om det finns en punkt b med foljande
egenskap: for varje tal € > 0 finns ett tal K (som i allménhet beror pa ¢), sadant



att for alla k& > K giller att |ap — b| < e. Samma sak kan &ven formuleras med
omgivningsbegreppet sa hér: till varje omgivning N av b finns ett K sa att ap € N
for alla & > K. Om detta géller sdger vi ocksa att b ar gransvirdet av a; och skriver

lim ap =b eller a — bdak — oo.
k—o0

Om en f6ljd inte &r konvergent, kallas den divergent.

Lat ap = (ag1, ag2, - - -, agn) och b = (by,ba, ..., b,). Genom att anviinda olikhe-
terna i lemma 1.1 inser man att ap — b ar ekvivalent med att man har koordinatvis
konvergens. Narmare bestdmt géller ju

n
pax lag; — bj] = |lax — blleo < |ap —b[ < [lag — b1 = 221 |ag;j — bjl-
J:

Om ay; — b; for varje j, kommer hogerledet hér att ga mot noll och dédrmed ocksa
mittersta ledet; och om detta gar mot noll giller detsamma for vinsterledet och
dérmed géller ay; — b; for varje j.

I det foljande kommer vi ofta att anvinda foljande resultat.

Sats 1.6 En mdangd M dr sluten om och endast om den har foljande egenskap: Om
{ax} dr en foljd av punkter ur M som konvergerar mot en punkt b, sa ligger alltid
b ocksa i M.

Bevis.  Antag forst att M &r sluten, och lat {a;} vara en punktfsljd utvald ur M
som konvergerar mot b. Detta betyder att varje omgivning av b innehaller manga
(rentav oéndligt manga) av punkterna aj som alla ligger i M, och detta innebér ju
att b dr en holjepunkt till M. Eftersom M = M foljer d& att b € M, vilket bevisar
den ena riktningen av pastaendet.

I andra riktningen: antag att man alltid vet att gransvardet for en konvergent
foljd ur M ocksa tillhor M. Lat b vara en randpunkt till M och lat Ny, = N (b, 1/k)
for k =0,1,2,.... Varje Ny innehaller sékert en punkt a; € M (enligt definitionen
av randpunkt), och eftersom |a; —b| < 1/k géller att a; — b. Det foljer att b € M,
och alltsé innehaller M alla sina randpunkter, vilket betyder att M &r sluten. O

Man studerar dven grinsviarden av funktioner definierade i nagon del av R",
med virden i R eller rentav i ndgot rum RP. Definitionen kan formuleras ordagrant
som i det endimensionella fallet, fast beloppsstrecken nu beskriver avstand i rum av
hoégre dimension. Att

iiir:laf(x):A eller f(x) > Adax—a
betyder alltsa att man till varje tal e > 0 kan finna ett 6 > 0 sadant att 0 < |x—a| < ¢
medfor att |[f(z) — A| < e. Med omgivningssprak kan man ocksa uttala detta sa
hér: till varje omgivning N av A finns en punkterad omgivning O® av a sadan att
f(O®*) C N.

Naturliga modifikationer av grinsvirdesdefinitionen kan goras for det fall att a
ligger pa randen till definitionsomradet for f.

Nér man har gransvirde, kan man ocksa tala om kontinuitet. Funktionen f &r
kontinuerlig i a om f(a) = limy_., f(x).

I praktiken hander det ofta att méngder beskrivs genom ekvationer och olikheter
som innehaller olika funktionsuttryck. Exempelvis beskriver vi den 6ppna enhetscir-
keln i R? genom olikheten 22 4 32 < 1. For att avgora om en salunda beskriven
méngd dr 6ppen eller sluten, eller vad den nu &r, kan man ha glidje av féljande sats.



Sats 1.7 Antag att D dr en dppen mdangd i R™, och lat f : D — R wvara en kon-
tinuerlig funktion. For varje reellt tal t dr da mdangden My = {x € D | f(x) < t}
oppen.

Bevis.  Antaga € M, ochsétt f(a) = u. Da dr alltsa u < ¢, och vi sétter o = t—u >
0. Pa grund av gransvardesdefinitionen, och pa grund av att definitionsméngden D
ar oppen, finns en omgivning N av a sadan att for alla x € N géller |f(x)— f(a)| < o.
Speciellt har man att denna olikhet &r sann &ven utan beloppsstreck. For alla dessa
x géller alltsa att

fx)=(f(x)—f(a)) + fla) <o+tu=t—utu=t.

Detta innebér ju att x € M;, dvs. hela omgivningen N tillhor M;. Alltsa dr a en
inre punkt, och pastaendet foljer. a

Med denna sats inser man exempelvis att méngden som beskrivs av de tre olik-
heterna |x|+y% > 3 och —1 < x < 2 &r 6ppen. Ty de tre olikheterna kan alla skrivas
om pa formen f(z) < t:

3—lz|-9*<0, —-1—-2<0, z<2,
dar vénsterleden ar kontinuerliga; och skérningen av tre 6ppna méangder dr 6ppen.
Ovningar

1.13 Antag att f : D — R ar kontinuerlig pa den slutna méngden D, och lat ¢t vara
ett reellt tal. Visa att méngden {x € D | f(x) < t} &r sluten.

1.14 Visa att en funktion definierad i en 6ppen méngd &r kontinuerlig om och endast
om inversa bilden av en 6ppen méngd alltid &r 6ppen.



Kapitel 2

Generaliseringar av
gransviardesbegreppet

2.1 Forberedelser

Vi skall studera punktfoljder i det n-dimensionella euklidiska rummet R"™. Precis som
for vanliga talfoljder giller naturligtvis att en sadan punktfoljd inte alls behéver vara
konvergent. Vi skall underscka vad som kan ségas i allménnare situationer. Vi gor
forst nagra definitioner.

Definition 2.1 Lat {a,} vara en punktfolid i R™ och b en punkt i R™. Vi siger att
b dr en hopningspunkt till foljden {a,}, om det till varje omgivning N av b finns
odndligt manga indexvirden v sadana att a, € N.

Att b dr en hopningspunkt uttrycker man ocksa sa att punkterna a, hopar sig mot
b.

Anmirkning. Nagon ldsare tycker kanske att definitionen ser mer &n nédvéandigt tillkrang-
lad ut. Varfor skulle man inte bara kunna séga att N skall innehalla oédndligt manga punkter
ur foljden? Orsaken &r att man kan ha foljder som ”upprepar” samma punkt — ett extremt
exempel dr en konstant foljd, dér a,, = a = fix punkt, samma for alla v. I detta fall vill vi lika-
fullt att a skall rdknas som hopningspunkt, trots att foljden i viss mening bara innehaller en
enda punkt. Om man emellertid kommer 6verens om att man skall tolka uttrycket ” odndligt
manga punkter ur féljden” som ”punkter fér oindligt manga indexvirden”, kan man vl
anvéanda uttrycksséittet, och den som skriver dessa rader syndar sjialv ofta pa denna punkt.
(]

Definition 2.2 Antag att 1 < vy < vy < w3 < ---, ddr alla v; dr heltal. Da sdger
vi att foljden j — a,; dr en delfoljd av féljden v — a, .

Det vanliga skrivsittet dr att man ser {a,;} eller mer specificerat {a,,}; eller
{a,, }72, som en delfoljd av {a,} (eller {a,}, eller {a,}}2 ;). Man inser litt att
en punktfoljd dr konvergent med ett visst gransvirde b om och endast om varje
delfoljd &r konvergent med samma gransvérde. Vi skall nu karakterisera begreppet
hopningspunkt med hjilp av delféljder.

Sats 2.3 Punkten b dr hopningspunkt till foljden {a,} om och endast om det finns
en delféljd av {a,} som konvergerar mot b.

Beuwis. Antag forst att b dr en hopningspunkt. Lat N; = N(b,1/j) vara om-
givningar (6ppna bollar med radie 1/j) fér j = 1,2,.... Varje sadan innehaller ju
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oéndligt manga a,. Vilj forst a,, € Ny, vilj sedan v, sa att vo > 11 och a,, € Na,
vz > vy sa att a,, € N3 osv. Detta ger en delfoljd {ayj}]o-‘;l, dir a,; € Nj, dvs.
la,, —b] <1/j — 0, vilken &r den 6nskade delfoljden.

Den omvinda delen av pastaendet &r ldtt och lamnas till ldsaren som 6vning. O

Ovningar

2.1 Bestédm alla hopningspunkter till talféljden {a,}>2,, da

n b) @y = 2(~1)" = 3(—1)%" 4 (~1)3"

n=(—1)"
8) a ( )+3n+

1
C) Qgj_1 = COS % + (—1) , Q9 = sIn % + (—1) .

2.2 Bestdm alla hopningspunkter till {a,}7°, ddr

1 1
a) a, = m b) a, = sin <7m2 cos n)

nm 1\"!
c) a, = cos <? el/”) d) ap, = (—-1)" <1 + n)
¢) an = (1 n coswn)n
n
g) a, = sin (g \/W) h) a, = cos <7rn3 sin ;)
i) a, = cos\/n j) an = /n cosy/n

2.3 Punktfoljden {P,}>°, i R" definieras av att P, har de poldra koordinaterna
n

f) a,, = tan(mn? el/")

60, = y/n. Bestdm alla hopningspunkter till f6ljden.

Th =

n+1’

2.4 Lat U vara en 6ppen méngd, och lat U; vara det inre av det slutna holjet av
U, U = (U)O. Visa att om U = Uy, sa finns det fér varje punkt p pa randen
till U en f6ljd av yttre punkter till U, som konvergerar mot p.

2.5 Visa att méngden av hopningspunkter till en f6ljd &r sluten.

2.2 Bolzano—Weierstrass’ sats

En mingd K C R" kallas begrinsad om K C N(0,r) for nagot r > 0, dvs. alla
punkter i K ligger inom ett visst fixt avstand fran origo. Mangder som &r bade slutna
och begrinsade visar sig ha intressanta egenskaper, vilket motiverar att de ges en
egen bendmning:

Definition 2.4 En mdngd K C R" kallas kompakt om den dr sluten och begrinsad.

Huvudresultatet i detta avsnitt &r sats 2.6. For dess bevis behover vi foljande resul-
tat, som dven dr intressant for sin egen skull.
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Sats 2.5 ((Intervallkapslingssatsen)) For v = 1,2,..., lat I, vara ett kompakt
intervall pa reella azxeln, I, = [a,,b,], med lingd |I,| = b, — a,. Antag att

I, DI, v=12,.... (2.1)
o0

Da dr genomskdrningen I = ﬂ I, icke-tom; i sjdlva verket dr I sjdlvt ett kompakt
v=1
intervall med lingd |I| = lim |I,|.
V—00

Observera att satsen blir falsk om intervallen inte &r kompakta. Undersok t.ex.
vad som hénder om I, =|0,1/v] eller I, = [v, c0].

Bevis.  Antagandet (2.1) kan skrivas
augay—i-lgbl/-i-lgbl/? V:172737""

Man ser att {a,} dr en vixande (dvs. icke-avtagande) f6ljd, och eftersom a, < b, <
by &r den uppat begrinsad (av talet by t.ex.). Alltsa existerar gransvérdet £ = lima,,,
och a, < ¢ for alla v. Analogt dr {b,} en avtagande (dvs. icke-viixande) och nedat
begrinsad talfoljd med ett grinsvirde n = limb, sadant att n < b, for alla v.
Eftersom a, < b, foljer dven att £ <, sa att for alla v géller

a, <ESN<b,.

Detta visar att [{,n] € I = ()2, I,, dvs. skirningen &r icke-tom. Man inser ldtt
att inga punkter utanfor [£, 7] kan tillhora alla I, sa att man i sjdlva verket har
I = [¢,n]; pastaendet om |I| f6ljer sedan omedelbart. O

Ett viktigt specialfall av satsen &r det fall da |I,| — 0 ndr v — oo. I det ldget
blir férstas & = 1, och det finns precis en punkt som tillhor alla intervallen I,,.

Sats 2.6 ((Bolzano—Weierstrass’ sats)) Varje begrinsad punktfoljd i R"™ har
minst en hopningspunkt.

Bewvis. Vi genomftr beviset fullstdndigt i fallet n = 1. Sedan antyds hur man kan
generalisera till godtycklig (dndlig) dimension.

Vi antar alltsa att {a, }>2; &r en reell talféljd, som &r begrénsad, dvs. det finns
ett tal M sadant att |a,| < M for alla v. Lat I; vara intervallet [— M, M]. Betrakta de
bada delintervallen [—M, 0] och [0, M]. Minst ett av dem maste innehalla oéndligt
manga punkter ur foljden. Kalla ett sadant intervall for Is (om bada duger, vélj
t.ex. det hogra som I). Betrakta sedan de tva slutna intervall, som man far genom
att dela I mitt itu. Av dessa finns (minst) ett som innehaller odndligt manga element
ur foljden, och det kallas I3. Fortsédtt pa detta vis. Vi far en foljd av kompakta
intervall

113123133"',

som uppfyller villkoren i inkapslingssatsen, och vilkas ldngd gar mot noll. Enligt
denna sats finns da ett £ som tillhor alla I,,. Vi pastar att £ &r hopningspunkt till
den givna foljden. Vi kan ndmligen konstruera en delfsljd av {a, }, som konvergerar
mot &, pa foljande sétt.

I

Iz




Lat v1 = 1; att a,, € I; ar klart. Antag sedan att vi har funnit a,, € I}, for
k=1,2,---,p. Eftersom I, innehaller oéindligt manga av talen a,, kan vi finna ett
Vpt1 > Vp sa att ay,,, € Ipr1. Genom induktion far vi {a,, }7,, och konstruktionen
medfor att a,, — £ da k — oo. Detta visar satsen i det endimensionella fallet.

For hogre dimensioner kan man forfara pa foljande sitt. Att {a, } 4r en begrinsad
foljd i R?, med a, = (ay,b,), innebér att det finns ett tal M si att dels |a,| < M,
dels |by| < M for alla v. Da ér {a, } en begriansad foljd av reella tal, och den har enligt
det foéregaende en hopningspunkt &, som &r gransvérde for en viss delfoljd {a,, }72 .
Betrakta sa delfoljden {b,, }32 . Den &r ocksa begridnsad och har en hopningspunkt
7, gransvirde for en del-delfoljd {b,,kj 721 Punkterna Ay, bildar da en delf6ljd av
den givna foljden, som konvergerar mot (£,n), vilken alltsa dr hopningspunkt. Hur
man fortsétter till hogre dimension &n tva borde sta klart. ad

Foljdsats 2.7 En begrinsad punktfoljd dr konvergent om och endast om den har
precis en hopningspunkt.

Beviset for foljdsatsen overlates at ldsaren.

Vi skall ndrmare studera fallet n = 1, alltsa reella axeln. En begréinsad talfoljd
{ay} har alltsa alltid minst en hopningspunkt. Genom att i beviset f6r Bolzano—
Weierstrass’ sats konsekvent vilja det hdgra intervallet, sa snart det dr mojligt,
inser man att det finns en stdrsta hopningspunkt £. Denna brukar kallas duvre limes
eller limes superior for foljden, vilket skrivs

¢ =limsupa, = lim a,.
V—00 V=00

Detta tal kan dven karakteriseras pa foljande sétt:

(i) For varje € > 0 finns ett Ny sa att v > Ny = a, < + ¢,

(ii) For varje € > 0 och varje N finns ett v sadant att v > N och a, > § — €.
En alternativ formulering av dessa villkor &r féljande:

(i") For varje e > 0 #r endast dndligt manga a,, storre én £ + ¢,

(i") For varje € > 0 finns det oéndligt manga a, som &r storre édn & — e.

Lasaren uppmanas att tdnka igenom ekvivalensen mellan de tva karakterisering-
arna, och att overtyga sig om att de verkligen beskriver precis vad som maste vara
den storsta hopningspunkten.

Analogt kan man identifiera den minsta hopningspunkten, undre limes eller limes
inferior, n = liminf, .o a, = lim,_, __a,. Det &r en lamplig vning att skriva upp
karakteriseringar av denna, analoga med ovanstaende for 6vre limes.

Aven for obegrinsade foljder talar man ibland om lim sup och lim inf. De kan da
anta odndliga ”vérden”. Exempel:

lim vsinv = 400, limy = limv = +o0.
V—00

En praktisk sida av 6vre och undre limes &r att de, till skillnad fran vanliga

gréansvérden, alltid existerar. I vissa situationer kan de ersitta dkta grénsvérden.

Exempel. Med hjéilp av 6vre limes kan man formulera en kraftigare version av
Cauchys rotkriterium for konvergens av positiva serier:
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Antag att a, > 0 for alla n och sitt A = lim /a,. Da gdiller att
n—oo

A<l = > ay, &r konvergent,
A>1 = > a, dr divergent.

Antag forst att A < 1: sitt r = (A + 1)/2. Eftersom r > A, finns ett N sa att
for alla n > N giller {/a, < r, dvs. a, < r"; men r < 1, sa att jaimforelse med
den geometriska serien ger att »_ a, dr konvergent.

Om a andra sidan A > 1, finns oéndligt manga n for vilka {/a, > 1 och dérmed
an > 1, vilket medfor seriens divergens (termerna gar inte mot noll).

Ovningar

2.6 Bestdm lim sup a, och liminf a,, d& a,, =

e (e gt

d) sin (gm)

2.7 Visa att om a, < b,, n=1,2,..., sa giller lima, < limb,.

2.8 Antag a, > 0, n = 1,2,..., och lim {/a,, > 1. Visa att det finns godtyckligt
stora tal i foljden. Géller lim a,, = 4007

2.9 Antag ay, b, > 0. Vidare antar vi att {a,} #r begrinsad och lim {/b,/a, < 1.
Visa att det existerar ett tal k < 1 s att b, < k™ for alla tillrickligt stora n.

2.10 Lat {a,} och {b,} vara begrinsade talfoljder. Visa att lim(a, +b,) < lima, +
lim b,,, och ge ett exempel som visar att olikhet kan intréffa.

2.3 Cauchys konvergensprincip
Definitionen av att en punktfoljd dr konvergent ser ju ut sa hér:

Féljden {a,} dr konvergent om det finns ett tal b sadant att for varje
e > 0 existerar ett N sadant att

v>N = |a,—b<e.

Hér forekommer en referens till det avsedda gréansvérdet, dvs. punkten b. I manga
fall kan det vara svart att anvéinda denna definition — det kan vara mer eller mindre
omojligt att bestdmma gransvirdet, &ven om man kinner sig ganska séker pa att
foljden konvergerar. Det finns emellertid ett villkor pa {a,} som &r ekvivalent med
konvergens, men som inte refererar till nagon punkt utanfor f6ljden sjélv. Forst en
definition:

Definition 2.8 En punktfiljd {a,} i R™ kallas en Cauchyfoljd eller sigs uppfylla
ett Cauchyvillkor, om till varje € > 0 finns ett tal N sadant att for alla indexvirden
W, v gdller att

prv>N = la,—a| <e.
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Sats 2.9 En punktfoljd i R™ dr konvergent om och endast om den dr en Cauchyféljd.

Bevis. (=) Antag {a,} konvergent med griansvirde A. Lat £ > 0 vara givet. Da
finns definitionsméissigt ett N sadant att for alla v > N gller |a, — A| < 3e. Om
bade u och v &r storre &n N giller alltsa

lay —ay| =la, —A+A—ay| <la,— Al +]a, — A| < 3e + e =¢,

dvs. foljden uppfyller ett Cauchyvillkor.
(<) Nu antar vi att {a,} dr en Cauchyfoljd. Speciellt géller da (for 7e = 17) att
det finns ett Ny sa att p, v > Ny medfor att |a, —a,| < 1. Om v > Ny géller da

|aV‘ = ’CL,, — ANy +a’N0| < |aV _aN0| + ‘CLNO‘ <1+ |a’N0|7

dvs. alla |a,| for v > Ny ligger under ett fixt tal; detta betyder att den givna f6ljden
ar begrinsad. Enligt Bolzano—Weierstrass finns da (minst) en hopningspunkt £ med
tillhtrande konvergent delfdljd: a,;, — &, j — oo. Vi skall visa att hela foljden
faktiskt konvergerar mot &.

Lat darfor e > 0 vara givet, och vilj tillhérande N enligt Cauchyvillkoret:

pv>N = |a,—a|<e.

Eftersom den speciella delféljden a,; konvergerar mot { finns sikert ett j-virde
sadant att v; > N och |a,, —&| <e. For alla v > N far vi da

‘al’_g‘:‘al/_a’llj_'_a/l/j_glS|a/y_a/yj‘+’ayj_§’<€+€:2€7

vilket ju innebér att a, — £ da v — oo, dvs. féljden ar konvergent. ad

Exempel. Sétt a, =1+ % + % + -+ % — Inn. Vi kan anta att m < n. Da géller

1 n 1 n +1 | n
an — a = — — In —.
" T m+1l m+2 n m

Integraluppskattning (se envariabelanalysen!) ger

n " odx 1 1 1 " dzx n
In = — < + +-=< — =In—,
m+1 mil T m+1 m+42 n m T m

sa att n n
lnm+1 —lna<an—am<0,
1 1
dvs. |a, — ap| < In’ —n— = lnm+ =In(1+ —). Lat € > 0. Eftersom
m m+ 1 m m

In(14+t) — 0dat— 0, finns ett N sd att In(1+1/m) < e om m > N (och dérmed
dven n > N). Alltsa existerar lim,, oo ay,.

Gréansvirdet brukar betecknas «y eller C och kallas Fulers konstant. Man vet att v = 0.577...,
men det &dr t.ex. inte kidnt om  &r rationellt eller irrationellt. O

Cauchys princip kan dven formuleras for andra former av griansévergang. Som ett
exempel: lat oss formulera ett Cauchyvillkor for gransvéirden av typen lim,_,, f(z)
(dér f t.ex. dr en reellvird funktion av en reell variabel). For ett sadant gransvirde
giller foljande grundliggande hjélpsats.
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Lemma 2.10 Antag att f dr definierad i en punkterad omgivning av a. Da gdller
att lim f(z) existerar och dr lika med A om och endast om det for varje talfoljd
r—a

{z,}52, sadan att z, # a for alla v och lim x, = a gdller att lim f(z,) = A.

Bevis. =) Antag att lim,_.,, f(z) = A. Om € > 0 &r givet finns alltsa ett § > 0
sa att for alla z som uppfyller 0 < |z — a| < ¢ giller |f(z) — A| < e. Lat nu {z,}
vara en punktfoljd sadan att x, # a for alla ¥ men z,, — a da v — oco. Det betyder
att det finns ett N sa att 0 < |z, —a| < 6 for alla v > N, dér 0 & samma 0 som
ovan. Men d& har vi ju att

v>N = |f(z,)—A4|<e,

dvs. limy,_, f(z,) = A.

<) Nu antar vi att lim,_, f(z,) = A for alla punktfoljder {z,} med x, # a for
alla v och lim, . x, = a. Dessutom antar vi att det inte giller att lim,_., f(x) = A.
Da skulle det finnas ett e-virde, siig e = b, som ar sadant att hur litet § jag &n viljer,
sa kommer det alltid att finnas nagot z-virde som uppfyller 0 < |z — a| < § medan
det trots detta giller att | f(z) — A| > b. Vi viljer da successivt -virdena 6 = 1/v,
v=1,2,3,..., och kallar motsvarande z-vérden for x,. Detta ger en foljd {x,} med
xy, # a, men |z, —al < 1/v — 0, sa att z, — a da v — oo. Att |f(z,) — Al > b
betyder att f(x,) inte gar mot A, vilket strider mot antagandet. Motségelse! O

Med hjélp av lemmat kan man visa féljande ” Cauchysats”:

Sats 2.11 lim f(x) existerar om och endast om till varje € > 0 finns ett § > 0
r—a

sadant att for alla x1, xo gdller att

0<|zy1—al <9d
O<|to—a| <o = |f(x1) — f(x2)] <&
Beviset ldimnas som 6vning.

Ovningar

2.11 Visa med anvidndning av Cauchyvillkor att talféljden {a,} &r konvergent, om
ap ges av

a) 1 b)Z% c)/onsin(x2)dx.

n
k=0

2.12 Med Cauchys konvergensprincip kan man ge ett mycket koncist bevis for satsen
att en absolutkonvergent serie &r konvergent. Gor det!

2.13 Bevisa sats 2.11!
Blandade 6vningar pa kap. 2

2.14 Skérp kvotkriteriet for positiva serier pa foljande sétt: Antag a, > 0. Da &r
serien Y a, konvergent, om lim a,y1/a, < 1, divergent om lim a,,11/a, > 1.

— 1
2.15 {a,}{° dr en talfoljd sadan att p = lim lnan
nn

existerar dndligt. Visa att det till

varje tal € > 0 finns en konstant k& sadan att a,, < knP*e for alla n.

16



2.16 Visa foljande olikhet for begrinsade talfoljder, och ge ocksa exempel pa att
olikhet kan intréffa:
——ar+ax+---+ay

lim < lim ay,.
n

2.17 A och B &r tva delméngder av R™, A dr kompakt och B &r sluten. Visa att
A+B={a+b:ac A bec B} ir sluten.

2.18 {x,} &r en foljd av punkter i R" sadan att foljden {|x,|} av reella tal konver-
gerar. Visa att
a) foljden {x,} har minst en hopningspunkt x,
b) |x| = lim|x,|,
¢) om dessutom skaldrprodukten (x,,x,) > |x|? for alla pu och v, s &r féljden
{z,} konvergent.

Gn

2.19 Antag att a, > 0, n = 1,2,..., och att lim L existerar dndligt. Visa olik-

an

. a . — —a
lim -1 <lim ¥a, <lim ¥a, <lim ntl
Qnp, an,

heterna
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Kapitel 3

Kontinuerliga funktioner

3.1 Funktioner definierade pa en kompakt méingd

Vi skall visa nagra fundamentala resultat for kontinuerliga funktioner, definierade
i en del av R™ och med viirden i R eller R™. Fran och med nu avstar vi fran att
vektormarkera punkter i R” — av sammanhanget far framgad om t.exsymbolen x
star for ett reellt tal eller for en punkt x = (21, z2,...,z,) i R™

For definitionen av kontinuitet och dess elementéra egenskaper hénvisas till
kurslitteraturen. Vi borjar nu med en hjélpsats.

Lemma 3.1 Funktionen x — |z| fran R™ till R dr kontinuerlig.

Bews.  Enligt en variant av triangelolikheten géller
||2] = lal| < |a —al,

varav foljer att |z| — |a| da z — a, vilket &r pastaendet. O

Sats 3.2 Antag att K dr en kompakt mingd i R™ och att f : K — R"™ dr kon-
tinuerlig. Da dr virdemingden f(K) = {f(z) : « € K} en kompakt delmdingd av
R™.

Bevis. Vi skall visa dels att f(K) &r sluten, dels att den &r begrénsad. Vi borjar
med slutenheten. Déarvid skall vi utnyttja den sats som séger att en méngd M &r
sluten om och endast om den &r sluten under gransévergang, dvs. att den har féljande
egenskap: Om {a,} &r en punktfsljd i M och a, — b da v — oo, sa géller alltid att
be M. Lat alltsa y, € f(K) for v = 1,2, ..., och antag att y, konvergerar mot en
punkt 7. Var uppgift dr att visa att n € f(K).

Att y, € f(K) innebér att y, = f(x,) fér nagot x,, € K. Detta ger oss en {6ljd
av punkter {x,}>°, som alla ligger i K. Eftersom K #r begrinsad, har foljden en
hopningspunkt £ (Bolzano—Weierstrass), och eftersom K &r sluten géller dessutom
§ € K (ovan citerad sats). Till £ hor en delfoljd {z,,}32, sadan att z,; — §. Enér
€ € K ar f(&) definierat, och da f &r kontinuerlig géller att

f(f) = hm f(xl/j) = hm yl/j =
j—00 j—00

vilket just séger att 7 tillhor f(K); f(K) ar alltsa sluten.
Antag sedan att f(K) inte vore begridnsad. Det skulle innebéra att det funnes
punkter y, € f(K) sadana att |yx| > k for £k = 1,2,.... Som ovan ar y, = f(xg)
for nagot x, € K, och punktfoljden {x;}7°, har enligt Bolzano-Weierstrass en
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hopningspunkt ¢, som tillhér K enligt ovan och dr granspunkt fér nagon delfoljd
{zk; }52,. Virdet f(¢) &r definierat och lika med nagon punkt w € f(K). Men nu
borjar det bli konstigt: f dr kontinuerlig i K, speciellt i , s& att
w=f(¢) = lim f(xy;) = lim yy,,
Jj—00

Jj—o0
varav skulle folja (hdr anvdnder vi lemmat ovan)

lw| = li]m Yk, | > li}rn k; = +o0.

Men inga element i R har odndlig norm. Vi har astadkommit en orimlighet genom
att anta att f(K) &r obegrinsad. O

Ett viktigt fall &r naturligtvis m = 1 (reellvérda funktioner). Vi skall formulera
om resultatet i detta fall. Forst en hjélpsats.

Lemma 3.3 Om K dr en icke-tom kompakt mdngd pa R, sa innehaller K ett
storsta och ett minsta tal.

Bevis. K ar begrénsad och har allstd en minsta 6vre begréansning:

==sup K = supy.
yeK

Definitionen av supremum ger att for varje heltal n finns ett tal y,, € K sadant att

—_ —_
—

E—— <y <=
n

Foljden {y,} konvergerar mot en punkt som tillhér K, eftersom K ér sluten; a andra
sidan ar det klart att lim y, = =, varfor Z € K, vilket visar att K har en maximal
punkt. Helt analogt visas att inf K € K. a

Foljdsats 3.4 (specialfall av sats 3.2) Om K C R"™ dr kompakt och f : K — R dr
kontinuerlig, sa dr f begrinsad, och dessutom antar f ett maximum och ett minimum
pa K.

Utsagan om maximum och minimum innebér att det finns punkter ¢ och 7 i
K sadana att f(n) < f(z) < f(§) for alla © € K. Detta foljer av att f(K) &r en
kompakt méangd enligt satsen, och en kompakt méngd av reella tal har maximum
och minimum enligt lemmat.

Foljdsatsen spelar en stor roll vid undersdkning av max- och min-problem: den
kan ofta anvindas for att sikerstéilla att en 16sning till ett sadant problem existerar.

Ett viktigt resultat om kontinuerliga funktioner, som redan anvénts flitigt i tidi-
gare kurs, dr satsen om mellanliggande viarden. Eftersom vi skall generalisera denna
till ett allménnare fall, tar vi med den i detta sammanhang, med bevis.

Sats 3.5 Lat [a,b] vara ett intervall pa R, och antag att f : [a,b] — R dr kontinu-
erlig. Da antar f pa intervallet [a,b] alla reella virden mellan f(a) och f(b).

Bevis.  Forst gor vi tva forenklingar av forutsédttningarna:

(a) Vi kan anta att f(a) < f(b), annars ersétter vi f med —f.

(b) Lat y vara ett tal mellan f(a) och f(b), f(a) <y < f(b). Genom att ersitta f
med f—y kan vi anta att f(a) < 0 < f(b), och det &r tillréckligt att visa att f antar
virdet 0 nagonstans.
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Bilda méngden E = {z € [a,b] : f(z) < 0}. E &r uppat begriansad, ty om z € F
sa dr x < b; och F #r icke-tom, ty a € F. Enligt axiomet om &vre grins existerar da
talet ¢ = sup E, och det dr klart att a < ¢ < b. Vi pastar att f(c) = 0.

Om vi hade f(c) > 0, sa skulle pa grund av kontinuiteten gélla att f(x) > 01 ett
helt intervall till vanster om ¢, vilket strider mot definitionen av ¢ som supremum.
Om a andra sidan f(c) vore < 0, sa gave kontinuiteten att f(z) < 0 1 ett intervall
till hoger om ¢, vilket ocksa strider mot definitionen av c. Aterstar alltsa endast
mojligheten att f(c) = 0. O

Om man vill formulera en motsvarighet till detta resultat i hogre dimensioner
maste man komma at begreppet "mellanliggande” i R™. Ett sétt att gora detta ges
av foljande definitioner.

Definition 3.6 FEn kontinuerlig kurvbage som forbinder tva punkter a och b i R"
dr en kontinuerlig avbildning x fran ett kompakt intervall (o, 5] C R, sadan att

x(a) = a och x(3) = b.

Anmirkning. Sprakbruket i samband med kurvor och kurvbagar dr nagot vacklande. Of-
ta avser man med orden de rent geometriska objekten, som utgors av virdeméngden till
funktionen x, dvs. en massa punkter i R™. O

Definition 3.7 En mdngd A C R™ kallas bagvis sammanhéngande, om varje par
av punkter i A kan forbindas med en kontinuerlig kurvbage som ligger helt i A.

I fallet n = 1, dvs. pa R, &4r en bagvis sammanhingande mingd detsamma som
ett intervall, vilket den intresserade kan forsoka bevisa som Gvning.
En motsvarighet till satsen om mellanliggande virden &r nu foljande.

Sats 3.8 Antag A C R"™ bagvis sammanhdngande och f : A — R™ kontinuerlig.
Da dr ocksa f(A) bagvis sammanhdngande.

Beuwis. (Se figuren!) Lat y1, yo € f(A). Da dr y1 = f(x1), y2 = f(x2), dér
x1, x9 € A. Forbind x; med x5 via en kontinuerlig kurvbage x : [a,b] — A, dér
x(a) = 1, x(b) = z2. Den sammansatta funktionen

fox :[a,b] = R™

ar da kontinuerlig, och den forbinder y; och yo pa onskat sétt. O

Ovningar

3.1 Ge exempel pa en sluten miangd A C R och en kontinuerlig funktion f : A — R
sadan att f(A) inte &r sluten.

3.2 Ge exempel pa en begrinsad mingd B C R och en kontinuerlig funktion
f: B — R sadan att f(B) inte &dr begrénsad.
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3.2 Likformig kontinuitet

Antag att f #r definierad i en méngd A (t.ex. ett intervall). Definitionen av att f &r
kontinuerlig aterfor det hela pa de enskilda punkterna i intervallet: f dr kontinuerlig
1 A om f dr kontinuerlig i varje punkt a € A. Det senare definieras i sin tur med hjilp
av gransviarden: f dr kontinuerlig i a om limy_,, f(z) = f(a). Om man analyserar
denna definition i sin tur har man att f &r kontinuerlig i @ om

Ve>036>0VeeA : |Jz—a|l<d = |f(z)— fla)] <e.

I allménhet kommer § hir att bero inte bara pa € utan dven pa a. En formulering
av kontinuitet i méngden A blir da

Vae AVe>03>0VeeA: |[x—a|<d = |f(zx)— fla)|] <e.

En skdrpning av kontinuitetsbegreppet pa en méngd far vi, om vi postulerar att
det skall finnas ett § som duger for alla a-virden samtidigt. Det skulle innebéra att
kvantifikationen av a flyttas till efter kvantifikationen av 9:

Ve>030>0VeeAVacA : |[x—a|<d = |f(x)— fla)| <e. (3.1)

Vi séger att f ar likformigt kontinuerlig i médngden A om (3.1) géller. Observera att
begreppet likformig kontinuitet &r knutet till en méingd redan i och med sin defini-
tion; att tala om likformig kontinuitet i en enstaka punkt &dr tdmligen meningslost.

I definitionen (3.1) férekommer a och x helt symmetriskt. Man kan markera
denna symmetri genom ett bokstavsbyte, vilket ger féljande formulering.

Definition 3.9 Lat A C R™ och f: A — R™. Vi siger att funktionen f dr likfor-
migt kontinuerlig pa A, om det till varje positivt tal € gar att finna ett positivt tal §
sadant att for alla punkter x och y i A med |v —y| < 0 gdller att |f(z) — f(y)| < e;
eller med logiska symboler:

Ve>030>0VeeAVyeA : |[z—y|<d = |f(z)— fly)] <e. (3.2)

Vi tar ett par exempel.
Exempel. Lat A= [0,2], f(x) = 2. Har giller att
f(z) = f)l = |a* =y = &+ yllz — y| < 4z —y].

Om ¢ > 0 &r givet, kan vi séitta 6 = e, s& blir (3.2) uppfylld. Det gar alltsa att
finna ett 0 som inte beror pa var i intervallet man haller till, vilket betyder att f &r
likformigt kontinuerlig i [0, 2].

Exempel. Nu tar vi A = [0,00[ och f(z) = 22. Vi har fortfarande

|f(x) = f(y) = |z + yllz —yl,

men sedan blir det besvirligare. Hur litet vi &n véljer talet J, gar det att finna tva
punkter z och y med |z — y| < §, sa att trots detta differensen |f(x) — f(y)| blir
(icke blott icke mindre &n nagot visst € utan rentav) godtyckligt stor! Lat ndmligen

)
w vara ett godtyckligt (stort) positivt tal, och vilj x = %, Y= % + 3 sa ar
) 2
|z — y| =3 <60 men |f(z)— f(y) :w+z > w.
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Detta betyder att f inte kan vara likformigt kontinuerlig i intervallet [0, co[, trots
att f dr kontinuerlig i varje punkt i [0, ocol.

I 6vning 3.4 nedan ges ett exempel pa en funktion som &r kontinuerlig i ett
begréinsat intervall, men inte likformigt kontinuerlig dér.

Att direkt med definitionen underscka likformig kontinuitet &r, som framgar av
exemplen, inte sérskilt inbjudande. Lyckligtvis har man foljande sats, som klarar
av manga situationer. Det resultat, som ges i 6vning 3.8 nedan, kan ocksa vara
anvéandbart.

Sats 3.10 Antag att K dr en kompakt mdngd ¢ R"™ och f en kontinuerlig funktion
K — R™. Da dar f likformigt kontinuerlig pa K.

Beuvis. Vi skall gora ett motséigelsebevis. Vi antar alltsa att f inte ar likformigt
kontinuerlig pa K. Detta innebér att vi skall negera formeln (3.2), vilket ger resul-
tatet

Je>0Vi>03JeeK JyeK : |[x—yl<d A |f(x)— fly)| >e.

I ord uttryckt: det finns ett positivt tal €, 1at oss ! kalla det for a, som &r sadant, att
hur litet § man &n forsoker med, sa finns det ett punktpar x, y med inbordes avstand
< ¢ dér funktionsvirdena trots detta skiljer sig at med minst a. Vi kan t.ex. vilja
0=1/k, k=1,2,3,..., och far da tva punktfoljder {z\}, {yr} sddana att

o=l < 3 och [f(me) — Fl) > a.

Som i beviset for sats x.x finner vi nu en konvergent delfoljd {zy;} med grénspunkt
€. For motsvarande delfoljd av {yy} far vi

1
’yk‘j - g’ < ‘ykj _mkj’ + ‘xkj _5’ < ki + ’xk]’ _f‘a
J
varav L
j—o0 j—o0

vilket innebér att dven yx, — £. (Detta &r £.6. ett bra exempel pa hur anviindning
av ovre limes kan bespara oss en massa epsilonmixtrande!) Motségelsen dr nu néra:
da f ar kontinuerlig i £ géller bade

men samtidigt ar |f(xx;) — f(yr;)| = a > 0. Detta &r orimligt, som foljande sam-
manstéllning visar:

0 <a<|[f(zr;) = fy,)| = [£(E) = F(E) = 0. O

Som en tillimpning av begreppet likformig kontinuitet skall vi visa foljande vik-
tiga sats, som brukar ges utan bevis vid de férsta analysstudierna.

Sats 3.11 Om f dr kontinuerlig pa det kompakta intervallet [a,b], sa dr f integrer-
bar pa [a,b).

Beuvis. Att f dr integrerbar pa [a,b] innebér att det till varje tal ¢ > 0 finns
en indelning A av intervallet som &r sadan att differensen mellan 6versumman och

Hor att undvika associationer som vidlader bokstaven e.
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undersumman fér A &r mindre &n eller lika med €. Med lite beteckningar: lat en
indelning A beskrivas av indelningspunkterna

A a=xp<r1<T3< - <Ty =b.
Sétt sedan for k=1,2,...,n
My =sup{f(x) : 1 <z <axp}, mp=inf{f(x): 1 <z <z},

och bilda 6versumman resp. undersumman:

n

S(A) =Y My(wp — z21), s(A) = my(ag — zp_1).
k=1 k=1

Lat € > 0 vara givet. Eftersom f &r kontinuerlig pa [a, b] och [a, b] &r kompakt, sa &r
f likformigt kontinuerlig pa [a, b] enligt sats I. Det finns alltsa ett ¢ sa att for alla

punktpar z, y med |x —y| < § giller |f(x) — f(y)| < bL Vilj nu en indelning A
—a
sadan att

|A| = max (xg — xp—1) < 0.

Da foljer att viardena av f pa varje delintervall [xg_1,xg] skiljer sig at med hogst

o sa att
—a

My, —my, <

k=1,2,...,n.
b—a’ » <y y 1

Men da far vi

S(A) = s(A) = 2l (My — mp) (2 — 1) < 5oy 2= Tk — Ti-1)
= 5o (b—a)=c

Vi har funnit en indelning dér undersummorna skiljer sig med hogst €. Eftersom e
kan viljas godtyckligt litet foljer satsen. a

Ovningar

1
3.3 Visa att om a > 0 &r f(x) = — likformigt kontinuerlig pa [a, col.
x

1
3.4 Visa att f(x) = — inte &r likformigt kontinuerlig pa |0, 1].
x

3.5 a) Visa att f dr likformigt kontinuerlig pa R, da f(x) = |z|.
b) Motsvarande uppgift fér f : R" — R, dir f(z) = |z|.

3.6 Ar funktionen cos /zy likformigt kontinuerlig pa méngden
{(z,y) 12 >0, y>0}?

3.7 Visa att om f : R — R &r deriverbar med begréinsad derivata, sa &ar f likfor-
migt kontinuerlig pa R.

3.8 En funktion f dr kontinuerlig pa [0, co[ och lim f(z) existerar &ndligt. Bevisa
r—00

att f ar likformigt kontinuerlig pa [0, ool.
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Blandade 6vningar pa kap. 3

3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

Antag att f : [0,1] — [0, 1] &r kontinuerlig. Visa att f har en fixpunkt (dvs. att
det finns ett x € [0, 1] sadant att f(z) = z).

a) Visa att det inte finns en kontinuerlig surjektion [0, 1] —]0, 1].
b) Ge ett exempel pa en kontinuerlig surjektion fran en sluten méngd till en
6ppen méangd!

Ar en begriinsad kontinuerlig funktion pa R sikert likformigt kontinuerlig? Ge
bevis eller motexempel!

Funktionen f #r likformigt kontinuerlig pa det 6ppna intervallet ]a,b[. Ar f
begriansad i intervallet? Géller att lim,_,,+ f(x) existerar dndligt?

J &r kontinuerlig pa [0, 1] och f(z) < 1. Visa att ekvationen 2z — [ f(t) dt = 1
har exakt en rot i intervallet |0, 1].

Funktionen f &r kontinuerlig i [a,b] och f(x) > 0. Berékna

s ([reyra)”

1
f(z) = sin— é&r kontinuerlig i intervallet ]0,1[. Visa att f ej dr likformigt

kontinuerlig i samma intervall.
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Kapitel 4

Omkastning av grinsprocesser

4.1 Derivering av integraler

Vi skall i detta avsnitt studera funktioner, som pa olika sitt dr definierade med
hjalp av (enkel-)integraler. Forst betraktar vi fallet att variabeln ingar i integra-
tionsgranserna.

Exempel 1. Om F(z) = fax f(t)dt, sa géller F'(x) = f(z) i varje punkt z, dir f
ar kontinuerlig (integralkalkylens huvudsats).

Exempel 2. Sitt F(z) = f;tcostdt. Med omskrivningen F(z) = — [ tcostdt
ser man att F dr deriverbar enligt exempel 1 och att F'(z) = —z cos .

2t

14+t

X
Exempel 3. Lat F(z) = / dt. Har kan man anvinda kedjeregeln och far
0

(med u = 22):

u -t —u Qre T
F’(CL‘) — i / Ldt . dﬁ — € Q1 = re .
du \ Jo 1+t dr 14w 1+ 22

Vi samlar oss nu till ett ”allméant fall”. Lat

p(x)
F(z) = / f(v) dy,

dar f &r kontinuerlig och ¢ och v deriverbara. Lat a vara nagon konstant (mellan

¢(x) och ¢(z)). DA &r () ()
ra= [ - [T

och som i exempel 3 far man

F'x) = f((x)) ' () = fo(2)) ¢'(2).

Harnést studerar vi integraler av typen

d
F(z) = / f() dy, (4.1)

dér alltsa x forekommer i integranden, medan integrationsgrénserna (tills vidare) &r
konstanta (och #ndliga). Har géller foljande satser.
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Sats 4.1 Om f dr kontinuerlig i Q = [a,b] X [c,d], sa dr F : [a,b] — R kontinuerlig,
dir F definieras av (4.1).

Beuis. Q ar en kompakt méingd, dir f dr kontinuerlig. Da ar f likformigt kon-
tinuerlig dér; dvs. om & > 0 &r givet, sa kan man sdkert finna ett 6 > 0 sadant
att s snart tva punkter p och q ligger inom avstandet ¢ fran varandra, sa géller
|f(p) — f(q@)] <e. Om nu |h| < 4 far vi alltsa

|F(z+h)— !—‘f x+h,y) = f(z,y) dy‘
< S @+ hy) = Fla,y)dy < [Tedy =e(d— o).
Eftersom e ar godtyckligt litet, foljer pastaendet. a

0
Sats 4.2 Om f dr som i sats 4.1 och dessutom 8—f ir kontinuerlig i Q, sa dar F
z

d d
~ [ sy = [ Ly

Bevis.  Pa grund av sats 4.1 vet vi att funktionen

deriverbar i [a,b] och

r— g /flmy

ar kontinuerlig pa [a, b]. Den har en primitiv funktion G definierad av

ow = [swa=[" [ nuvaa

Enligt Fubinis sats kan vi kasta om integrationsordningen och far

//fa dtdy—/cd [f(t,w]::dy:/Cdf<x,y>dy—/cdf<a7y>dy

Derivering ger nu G'(z) = F'(z), men vi vet ju att G'(z) = g(z), vilket ger satsens
pastaende. 0O

dy
x2 + 92’

Ly 1 ! dy
Flz)= | = (—— -9 .
(=) /0 Ox <w2+y2> dy x/o (22 +y?%)?

1 1
A andra sidan kan man riikna ut att F(z) = — arctan — (séitt y = tx i integralen),
x x

1 1
och derivering ger F'(z) = —— arctan — — 0T Speciellt &r t.ex
x r T T

1
Exempel 4. Om F(z) = / x > 0, sa dr enligt sats 4.2
0

1
dy
/ = — _— — — 7;
F'(1) = 2/0 0+ 022 arctan1 — 3,
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varav foljer

/1 dy L
o I+y?)? 8 7

”Derivering under integraltecknet” ar faktiskt en forekommande metod for berik-
ning av bestdmda integraler, som exempel 4 visar.

1
Exempel 5 Bestam det reella talet a sa att / (In(z+1) — a;v)2 dz blir sa liten
0
som mojligt!

L(')'sning Man kan sitta F(a) = fol (ln(ac +1) - ax)2 dz. Derivering ar tillaten och

ger F'(a fo 2(ax —In(z + 1))z dz = -+ = 2a — 5. F'(a) = 0 endast for a = 3,

som ger globalt minimum (studera tecknet hos F’(a) for alla virden pa a).

VT
Exempel 6 Sitt H(z) = / Z et dt, x > 1. Bestam H'(x).
1

u
1
Lésning.  Satt G(u,v) = / S e~V dt. Da #r
1

0G 1 ..  0G [*
7au = " e s 81} = ) ( t) e dt
och
8G du 8G dv 1 2 1 u 2
/ _ — v o —ut .
H'(z) = xG(\/E,x) D0 dn —I——av il NG te " dt-1

2z 2z

—5132 —T

a4
d 1
e t=va
L e — / te ™ dt = L e+ [1 ewtz}
2x 1
1 1
= - —e
T 2z

Allmént géiller att om f och f; dr kontinuerliga i [a, b] X [¢, d] och ¢, ¢ : [a,b] — R
ar deriverbara, sa ar

P(x)
xHF(x)Z/ f(x,y)dy
p(z)

deriverbar pa [a, b] och

P(x)
F(z) = / i) dy + F@ @) v(@) — foe@) @), (42)

o(x)

Ovningar
d 1
4.1 Berdkna for = > 0 uttrycket — e“tY dy, dels med formeln (4.2), dels
L Jin
genom direkt berédkning. ’
1 w/2
4.2 Jo(z) = — / cos(zsinf) df. Visa att Jy satisfierar differentialekvationen
T J—m/2

1
J()”Jr EJO/+ Jo = 0.
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4.3 Sok en kontinuerlig funktion f som satisfierar integralekvationen
xX
f@ =1+ [ fa-erdy
0
4.4 Funktionerna f och g dr definierade genom

x 2 1 e—x2(t2+1)
flz) = / e dt g(z) = / -t
0 ’ 0 t2+1

Visa att a) f'(z) + ¢'(z) = 0, b) f(z) + g(x) =
hi T et ar,
arav /0 e 14

. ¢) Beriikna med ledning

N

4.2 Likformig konvergens

Lat A vara en miangd i R™ (i praktiken &r det oftast fraga om ett intervall pa R eller
en kurvbage i R™). For k = 1,2,3,... later vi f; vara en (reell- eller vektorvird)
funktion, definierad i A. Detta ger oss en funktionsfoljd { fi}5°. Vi radar upp nagra
exempel, som skall belysa utvecklingen i det féljande. Lésaren uppmanas entréiget
att rita figurer till alla exemplen!

@ A=[01, )=

(b) A=[0,1], fr(z)=kze "=,

(c) A=1[0,1], fr(z)=Kkze*=,

k

(d) A=][0,00[, frlz)=e"".

For varje fixt virde pa « € A far man en talfolid { fi(x)}72,. Denna kan ha ett
gransvirde, vars existens och virde i allménhet beror pa x; detta definierar i sa fall
en funktion pa en del av eller hela A, som vi kallar f:

I vara exempel intréiffar féljande:

(a) fr(x) = x 7 — Z, dvs. f(x) = x existerar i hela A.
1+
k

LkﬁOfbralla:ceA.

(e?)
(c) Precis som i (b) dr f(x) =0 for alla x € A.

(b) fr(x) ==

(d) Hér finner man att f(z) =lom0<z<1,=e !omax=1o0ch=0o0omz > 1.

Man observerar i exempel (d) att trots att alla funktionerna f; &r kontinuerliga
och trots att gransfunktionen f &r definierad for alla x, sa dr den diskontinuerlig.
Man soker da efter nagon sorts villkor, som forsdkrar oss att sadana obehagligheter
inte kan intréffa. Orsaken till det hela kan vara denna: vid grinsdvergangen har vi
studerat ett z-vérde i taget, och det skulle kunna tédnkas att fi(z) gar mot f(z)
olika fort for olika x. Den hittills betraktade typen av grinsévergang skulle kunna
kallas punktvis. Vi gbor nu en mer krdvande konvergensdefinition, som innebér att
man betraktar alla z € A samtidigt.
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Definition 4.3 Antag att fr, (k =1,2,...) och f dr definierade i en mdingd A och
att

sup |fx(x) — f(z)] — 0 da k — oc.

€A

Da siger vi att fr, — f likformigt i A.

Likformig konvergens ar alltsd knuten till en méngd i definitionsomradet for de
ingaende funktionerna. Att tala om likformig konvergens i en punkt dr meningslost
(eller i varje fall ointressant).

Likformig konvergens innebér alltsa, att man till ett godtyckligt € > 0 kan finna
ett IV, som far bero pa e, men inte pa x, sa att for alla n > N och alla z € A géller
att |fr(x) — f(z)] < e. Av detta foljer forstas att om fr — f likformigt pa A, sa
géller speciellt punktvis konvergens for varje enskilt x € A.

Vi studerar vara exempel igen.

k 2
(a) Har giller fi(x) — f(z) = . —fx —z= k—l—ix’ sa att
(@)~ () o T 1
su z) — f(z)| = su = su = - =0,
ogx% F 0921 k+ax 0921 k+x = k+0 &k

da — oo. Konvergensen &r alltsa likformig.

(b) Hér #r |fi(z) — f(x)] = kxe @, vars supremum pa [0, 1] bestéims genom de-
rivering: derivatan dr k(1 — kz)e ™ som &r noll endast for z = 1/k, dér de-

rivatan har teckenvéxlingen +0— och funktionen alltsa maximum: fi(1/k) =
1
k—e ! = el vilket inte gar mot noll da k — oo. Konvergensen ir alltsa inte

likformig.

(c) Helt analogt med (b) far man hér att sup |fx(x) — f(z)| = k — oo da k — oc.
e

Konvergensen é&r inte heller hér likformig.
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Exempel (d) dr en aning besvirligt att undersoka direkt. Fragan om likformig
konvergens i detta fall kommer att avgoras pa indirekt vig, sedan vi visat sats 4.4.

Vi skall nu nadmligen visa, att den nya konvergenstypen loser det problem, som
den uppstélldes for att 16sa.

Sats 4.4 Antag fi kontinuerliga i en mdngd A och fi, — f likformigt i A. Da dr
gransfunktionen f kontinuerlig 1 A.

Bevis.  Fixera xg € A och lat € > 0 vara givet. Vi skall visa att f &r kontinuerlig
i punkten zg. Vi gor foljande observationer:

(i) Eftersom f — f likformigt, finns det ett NV sa att for alla & > N och alla
x € A giller |f(z) — f(z)| < ie. Fixera ett sidant k = ko.

(ii) Funktionen fy, dr kontinuerlig i punkten zg, dvs. det finns ett tal § > 0 sa
att for alla = som uppfyller |z — zo| < & giller | fi, (z) — fi,(w0)| < 3e.

For alla = som uppfyller |z — xg| < 6 kommer da att gilla

|f(z) = f(wo)| < [f(x) = fro (@) + | fro () = fro(To)| + | o (z0) — f(0)l,

dér den mellersta termen &r mindre &n %5 pa grund av (ii) och de 6vriga &r mindre
&n 1e pa grund av (i). Totalt &r alltsa

|f(z) — f(zo)] < e for alla z sadana att |z — xg| < 4.

Detta betyder precis att f ar kontinuerlig i g, och eftersom x( kan vara en godtycklig
punkt i A &r satsen visad. ad

Vart exempel (b) ovan visar att satsens villkor inte dr nddvindiga: gransfunk-
tionen kan vara kontinuerlig utan att konvergensen ér likformig. Betréffande exempel
(d) kan vi nu ocksa séiga att konvergensen inte kan vara likformig pa [0, co[, eftersom
grinsfunktionen inte &dr kontinuerlig.

En annan fraga som kan besvaras med hjilp av likformig konvergens &r foljande.
Lat [a, b] vara ett kompakt intervall, och antag att f; dr kontinuerliga pa [a, b]; antag
ocksa att f(z) = limg_co fr(z) for a < z < b. Géller da sikert att

lim / b fula) dz = / b f(z)da ? (4.3)

k—o00

Vi atervinder till ett par av vara exempel.
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Hirsr [ fe(o)d ke, (- Y4
(a) arar/o fr(z) JJ—/O F 1o a:-/()( _kz+x> x

1 1 1
:k—kzln(l—i-k) :k—kQ(k—W—i—O(k )) — % da k — oco. Eftersom

1 1
/ flx)dx = / zdx = %, giller (4.3).
0 0

1 1
(c) Hér &r (partiell integration) / fr(z)de = kQ/ re M dr =1—(k+1)e * -1,
0 0
da k — oo, medan griansfunktionen har integralen noll.

Foljande sats giller.

Sats 4.5 Antag att f dr kontinuerliga i ett kompakt intervall [a,b] och att fr, — f
likformigt i [a,b]. Da gdller att

/abfk(:c)dxﬁ/abf(x)dx di k — oc.
dw—/ f(z)dx

/ (@) — (@) d < / sup | () — f(2)| d

[a,]

:?u£|fk(x)—f(:v)|'(b—a)—>0 da k — oc.

Beuvis.

b
(fe(e) = f(x)) da

O

Observera att beviset kréver att intervallet har &ndlig ldngd. Foljande exempel
visar att satsen inte &r sann for oéndligt integrationsintervall.

Exempel. Definiera fi,(z) pa [0, 00 genom att sitta f(z) = x/k? for 0 < z < k,
=2/k —x/k? for k < x < 2k och = 0 for > 2k (rita figur!) Grafen av fj ser ut
som en triangel med basen 2k och hojden 1/k, sa att den generaliserade integralen
over [0, 00] dr konvergent och har virdet 1. Men da k — oo, konvergerar fj mot 0,
likformigt pa [0, o[, och griansfunktionens integral dr alltsa 0.

I foljande sats, som brukar kallas satsen om dominerad konvergens, har man ett
tillaggsvillkor, som far det att fungera: alla funktioner i féljden skall halla sig under
en fix funktion g, som har konvergent integral. Man séger att funktionsféljden &r
dominerad av funktionen g.

Sats 4.6 Antag att fi, dr kontinuerliga pa ett intervall [a, 00|, och att fi, — f lik-

formigt pa [a, X| for alla X > a. Antag att det finns en fix kontinuerlig funktion g
pa la, o] sadan att

|fe(2)| < g(x) for alla k, alla x, och / g(z)dzx  konvergent. (4.4)

/:Ofk(x)dxﬁ/aoof(x)dx di k — .
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Bevis. Grénsfunktionen f dr kontinuerlig pa [a, oo[ enligt sats 4.4 och dérmed
integrerbar pa alla intervall [a, X], X > a. Villkoret (4.4) medfér att de generali-
serade integralerna av fj over [a, oo[ dr absolutkonvergenta, och detsamma géller for
integralen av f.

Lat € > 0 vara givet, och vilj X sa stort att [ ;O g < e. Da kan vi gora foljande

uppskattning:
OSAkz/ fk—/ f' fk:—f)‘ / (1 ‘ ‘/ (i f ‘
m—ﬁ‘ 2 [

g/<m<w+é|m+ﬁﬂﬂg

X
< / (fk—f)‘+26.

Men pa intervallet [a, X] kan vi anvénda sats 4.4: faX(fk —f) = 0da k — oo,
vilket betyder att | faX( fr — )] < e for k > ko; for alla tillrickligt stora virden
pa k ar alltsa A < 3e. Eftersom e kan viljas godtyckligt litet, har vi tillgodosett
gransvirdesdefinitionens krav sa att lim A; = 0, och det &r just pastaendet i satsen.
O

oo
k
Exempel. Bestidm lim cosz/ 5
k—oo 0 1 +x

k
Lésning.  fr(z) = Cloj_xl{z =1 e punktvis, da k — oo. For att undersdka
1 —cos L
likformigheten betraktar vi |fi(z) — f(z)| = TQJ{: pa ett intervall [0, X]. Om
T

X
k > —, ar téljaren 1 — COS% vixande pa hela [0, X] och vi kan uppskatta:
T

1 —cos —

k o
_ <k ] csX 0 da k- oo,
E)u);{)]\fk(m) fl@)] < 50 cos — a 00

for

vilket visar att konvergensen &r likformig pa [0, X|. Vidare ar |fx(x)| < 722
x

alla k, och / 1i$2 ar konvergent. Enligt satsen (med g(x) = ) géller da
0 T

1

14 2
o0 k o0 k o

lim cos / da::/ lim <257/ dx:/ - dr=T

k—oo Jo 1422 0 k—oo 1+ 2?2 0 1422 2

Naturligtvis géller motsvarande resultat for generaliserade integraler Gver inter-
vall av typerna | — 0o, b] och | — 0o, co[. Man kan dven formulera liknande satser for
generaliserade integraler av den typ dér integranderna inte dr begrinsade.
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Ovningar

4.5 For vilka reella = existerar f(x) = lim, . fn(z), och i vilka intervall &r kon-
vergensen likformig, om f,(z) ges av

n b) (1 — 2\n 1— 2\—n d 2 —nx nx
R L I L -
f) arctan nx g) n° sin - )76)”233_1 !

. Konvergerar funktionsfoljden {f,}5°; likformigt a) pa in-

46 fulz) = —

+1
tervallet [0,1]? b) pa intervallet [1,00[? ¢) Giller det att lim fol fo(z)de =
fol lim f,,(z) dx?
4.7 Visa att fi konvergerar likformigt pa alla intervall av typen [0, oo dér § > 0,
kx
om fiel@) = 1T

5 1 i T
4.8 Berikna a) lim | 2% dz,  b) lim k / U g,
0

p—oo J1 pt+x k—oo T
. 1 dx
c) lim .
: 1 e g [T
4.9 Lat fn(ﬂ?) = m, 0 <z < 5. Berikna nlerolo 0 fn(x) dx.

4.3 Funktionsserier

Ett viktigt fall av funktionsfoljder &r funktionsserier. En funktionsserie &r infor-
mellt en summa av oéindligt manga termer, > ;2 ug, dir u; &r funktioner, defi-
nierade i nagon méngd A. Serien identifieras med foljden {s,}°; av partialsum-
mor y ,_; ug. Serien konvergerar (punktvis) for ett visst a-virde, om motsvarande
talfoljd {sp(z)}7° &r konvergent, och man far pa detta sitt en summafunktion s,
definierad av

s(z) =) ui(@)
k=1

for de z-vérden, dér den numeriska serien i hogerledet &r konvergent.

k k

Exempel 1  Om u(z) = 2", z € R, studerar vi alltsa serien ) .- z" (nedre
summationsgrinsen behéver naturligtvis inte vara 1). Som bekant &r denna serie

konvergent precis om |z| < 1 och den har da summan .
detta fall &r alltsa

(geometriska serien). I
-z

s(z) = , —l<z<l

Exempel 2 Funktionsserien Z = konvergerar omm x > 1. Nagon sluten formel

k=1
for summans varde ar dock inte kind.

Precis som hér det géller funktionsfoljderna i féregaende avnitt &r vi nu intres-
serade av likformig konvergens. Antag alltsa att funktionerna wy &r definierade i
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nagon méingd A. Da kan vi bilda s, = Y} ug, som blir nya funktioner, definierade
i A. Om det géller att s, — s likformigt i A séiger vi att funktionsserien Yy ; ug
konvergerar likformigt i A.

Om vi gar tillbaka till definitionen innebér detta att »_ -, uy ér likformigt kon-
vergent om det till varje tal € > 0 finns ett N sa att

sup |s(z) — sp(x)| <e foralla n > N.

€A
Notera att
o
s(x) — sp(z) = Z ug(x) = seriens "svans”.
k=n-+1

Nér det handlade om funktionsfoljder, byggde vart sokande efter likformig kon-
vergens i konkreta fall oftast pa att gransfunktionen var explicit kind. Nar det géller
serier dr detta sédllan fallet. For det mesta anvinder man i stéllet foljande sats, som
ger ett tillrdckligt (men ej nodvindigt) villkor.

Sats 4.7 (Weierstrass’ majorantsats) Antag att uy dr definierade i en mingd
A och uppfyller |ug(z)| < My, for x € A, diry ooy My dr konvergent. Da dr funk-
tionsserien Y p ; ug(x) likformigt konvergent i A.

Bewis.  Observera att vi i satsens forutséttning inte ens antar att vi vet att serien
ar punktvis konvergent! Detta foljer emellertid av jimforelsekriteriet for numeriska
serier: for ett fixt x € A géller ju |ug(x)| < Mg, och > My, &r konvergent; da dr
> ug(x) (absolut) konvergent. Det &r da meningsfullt att studera seriens svans:

5@ —s@ = | 2 w@| < Y @< Y M, zeA
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Eftersom summan langst till hoger inte beror pa x, har vi rentav

oo
sup |s(x) — sp(z)| < Z M.
€A ke=n+t1

Men hogerledet gar hiar mot 0, da n — oo, ty Y, M} #r konvergent. Detta dr ju
detsamma som att serien &r likformigt konvergent pa A. a

Vi atervéander till exemplen ovan.

(1) Eftersom supj_j |z¥| = 1, och Y1 #r kraftigt divergent, kan vi inte visa
likformig konvergens pa | — 1,1[. Om diremot 0 < a < 1, géller |2*| < a* pa
intervallet [—a,a], och 3" a* #r konvergent. Konvergensen ér alltsa likformig
pa [—a,al.

(2) Om a > 1, kan vi visa likformig konvergens pa [a, col:

1 < 1 > h 1 k
| S —oomx 2> a, oc Z @ ar konvergent.
k=1

Likformig konvergens for serier har analoga konsekvenser med dem for funk-
tionsfoljder. Vi formulerar motsvarigheterna till satserna 4.4 och 4.5, och lamnar
bevisen till den givetvis intresserade ldsaren.
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Sats 4.8 Antag att uy, dr kontinuerliga i en méingd A och att serien Y oo | ug kon-
vergerar likformigt i A. Da dr summafunktionen kontinuerlig i A.

Sats 4.9 Antag att uy dr kontinuerliga pa det kompakta intervallet [a,b] och att
funktionsserien > ;2 | uy, dr likformigt konvergent dir. Da gdller

/ab (guk(:c)> dr=Y (/abuk(x) dx) |

k=1

Ovningar

4.10 Undersok foljande funktionsserier med avseende pa konvergens och likformig

konvergens:
2 2
a)Zm b)Zx (1—3:)” C)Z<1_COSM>
k=1 n=0 n=1
> x
4.11 Visa att om « > %, sa &r serien Z m likformigt konvergent pa hela

k=1
R.

1
n+z)(In(l + z + n))?

o
4.12 Visa att Z ( ar likformigt konvergent pa halvaxeln
n=1

[0, ool

4.13 Visa att f(x) = Z CFsE ar kontinuerlig fér > 0. Berikna / f(z)dz.
n=1 0

)

4.4 Dinis sats; begriansad konvergens

Satserna i avsnitt 4.2-3 kan manga ganger vara besvirliga att anvidnda direkt. I
detta avsnitt ger vi ett par satser, som kan underlatta. Bevisen ar dock ganska
djupgaende.

Forst tar vi en sats som handlar om vad som kallas monotont konvergenta funk-
tionsfoljder. Vi séger att f,, — f monotont pa en méngd A, om det endera géller
fa(z) < fryi(x) for alla x € A och alla n eller ocksa fr,(x) > fryi(x) for allaz € A
och alla n.

Sats 4.10 (Dinis sats) Antag att funktionerna f, dr kontinuerliga och konverge-
rar mot en kontinuerlig funktion f punktvis for alla x i ett kompakt intervall |a,b].
Antag att konvergensen dr monoton. Da dr konvergensen likformig pa A.

Bevis.  Sétt g, = fn — f, som &r kontinuerlig pa [a,b]. Vi kan anta att g,, avtar
mot 0, dvsfor alla x € [a, b] giller att {g,(z)}52, &r en avtagande talféljd, som enligt
férutsdttningen gar mot noll. Lat € vara ett godtyckligt positivt tal. Lat M, vara
den méngd pa [a,b], dir g,(z) > e:

M, = My(e) = {z € [a,b]: gn(z) > €}.

Eftersom alla g, &r kontinuerliga, kommer M, att vara en sluten méngd, ndrmare
bestdmt kompakt. Eftersom g,(x) ar avtagande for alla = géller dessutom att
M, +1 € M,. Vad vi vill visa &r nu att for varje ¢ > 0 finns ett N = N(¢) sa att My
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ar tom. Det betyder némligen att g,(z) < € for alla n > N och alla x € [a, b], vilket
Ar precis definitionen av likformig konvergens.

Antag darfor motsatsen, dvs. att for nagot positivt € alla M, ar icketomma. Vi
har da en svit av kapslade, icketomma kompakta méngder

My DMy 2 M3z2---.

Precis som i beviset for intervallkapslingssatsen i kapitel 2 inser man att det i sa fall
finns (minst) en punkt ¢ i intervallet [a,b], som tillhér alla méngderna M,,. Detta
innebér att g,(§) > € for alla n. Men det strider mot att g,(z) — 0 for alla x i vart
intervall, och denna motségelse innebér att satsen maste vara sann. a

For serier kan Dinis sats formuleras pa ett mycket enkelt satt. Att foljden av
partialsummor s, (z) = > ( ug(x) &r exempelvis viixande &r ju detsamma som att
alla termerna &r ickenegativa, dvs. att serien &r vad man brukar kalla positiv. Ob-
servera dock att det finns en viktig svarighet vid tillampning av denna sats: man
skall veta att seriens summa (gransfunktionen) &r kontinuerlig. Detta &r oftast svart
att kontrollera, eftersom man séllan har ndgon explicit formel for summan.

Sats 4.11 Antag att funktionerna ug(z) dr kontinuerliga och > 0 pa ett kompakt
oo

intervall [a,b], att serien Z ug(x) dr konvergent for alla x € [a,b] och att summan
k=0
s(x) dr kontinuerlig pa [a,b]. Da dr serien likformigt konvergent pa |a,b].

Manga ganger kan satsen om grinsovergang under integraltecknet (sats 4.5) inte
direkt anvéndas, dérfor att konvergensen inte &r riktigt likformig pa hela intervallet.
Det gar att formulera en mer allméngiltig sats, som manga ganger kan anvindas i
stéllet: satsen om begrinsad konvergens. I satsens lydelse forekommer villkoret att
funktionerna skall vara styckevis kontinuerliga. Detta betyder att de dr kontinuerliga
fransett eventuellt dndligt manga sprangpunkter i intervallet; villkoret &r till for att
man skall vara siker pa att alla férekommande integraler dr definierade.

Sats 4.12 (Satsen om begrinsad konvergens) Antag f, och f definierade och

styckevis kontinuerliga pa ett kompakt intervall [a,b], och att det finns en konstant

M sa att |fpo(z)| < M for alla x och alla n. Antag att f,(x) — f(z) punktvis pa

[a,b]. Antag vidare att man till varje tal € > 0 kan finna ett delintervall (eller en

union av flera delintervall) I(g) med (total-)lingden |I(e)| < € och sa att f, och f

ar kontinuerliga pa [a,b] \ I(€) och fn, — f likformigt pa samma mdngd. Da gdller
b

b
lim fn(ﬂv)da::/ f(z)dx.

—
n—oo a

Bevis.  Lat € vara ett positivt tal och vélj I(e) som i satsens formulering. Eftersom

konvergensen &r likformig pa aterstoden av intervallet, kan vi anvénda sats 4.4 pa
denna, vilket t.exrmedfor att det finns ett NV sa att

n>N = / (fn—1F) <e.
[a,b]\I(¢)
Eftersom |f,(z)| < M och f,(z) — f(z) for varje enskilt z, f6ljer ocksa att |f(z)| <

M for alla z. Det betyder att vi kan uppskatta differensen mellan integralerna 6ver
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I(e) sa hér:

/ D)

Nu kan vi ta hand om integralerna 6ver hela [a, b]:

/ab In= /ab f’ - /[a,m\f(a)(fn S /f@)(fn . f)| '

Med triangelolikheten ser vi nu att detta dr mindre &n (2M + 1)e f6r n > N, och
eftersom ¢ kan viljas godtyckligt litet foljer satsen. O

n =~ n >~ d .
s/l(€)|f f|</l(€)(|f |+|f|)<2M/I(€) r < 2Me

4.5 Derivering av serier

Vi har i avsnitt 4.3 funnit tillréckliga villkor for att man skall fa integrera en serie
term for term (sats 4.9). Hur dr det da med derivation? Som foljande exempel visar
ar det mer komplicerat.

oo

1
Exempel. Sitt f(z) = ZQ—nsin(H”x). Denna serie ér likformigt konvergent

n=1
enligt Weierstrass’ majorantsats pa hela R, och f &r alltsa en kontinuerlig funk-

tion. Termerna i serien dr dessutom deriverbara oOverallt, och man kan fraga sig
om summan ocksa blir det. Om man deriverar termvis far man emellertid serien

o0
Z 6" cos(12"z), som dr svarartat divergent for t.ex. = 0, eftersom termerna inte
n=1

tillndrmelsevis gar mot noll. Huruvida f &r deriverbar kan inte avgoras. (I sjilva
verket #dr den inte deriverbar fér nagot enda x. Detta &r ett klassiskt exempel av
Weierstrass, det forsta exemplet pa en funktion som &dr 6verallt kontinuerlig men
ingenstéides deriverbar.)

Det &r alltsa inte tillréickligt att serien &dr likformigt konvergent; men det ar inte
heller nodvéindigt. Man skall inte fokusera hela intresset pa hur stora termerna &r i
serien. Foljande sats géller.

Sats 4.13 Antag
(i) att funktionerna uy har kontinuerliga derivator i intervallet [a, b],
o0
(ii) att serien Z ug(z) konvergerar punktvis i [a,b] med summan s(z),
k=1

(iii) att serien av derivatory o, uj(x) konvergerar likformigt i [a,b] med summan

t(z).
Da dr funktionen s deriverbar i |a,b], och s'(x) = t(x).

Bevis. Vi utgar fran att

ty) =Y ui(y), a<y<b, (4.5)
k=1
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dér konvergensen #r likformig pa [a,b]. Da &r den #ven likformig pa alla delintervall
[a, z], dir a < x < b, och vi kan integrera serien termvis enligt sats 4.8:

[ = [Ty =Y @] = Y () - wl@).  @6)
a r—1"a

k=1 k=1

Men punktvis géller ju att > ux(x) = s(z) for a < x < b, sa att vi kan skriva
/ t(y)dy = Zuk(x) — Zuk(a) = s(x) — s(a). (4.7)
@ k=1 k=1

Eftersom serien (4.5) konvergerar likformigt och w}, &r kontinuerliga enligt antagan-
det, ar funktionen ¢ kontinuerlig, och dérmed &r vinsterledet i (4.7) deriverbart med
derivatan ¢(z). Da maste forstas &ven hogerledet vara deriverbart, och eftersom s(a)
ar konstant far vi

s'(x) =t(x), a<z<b.

O

Man kan séiga att satsen séger att termvis derivering ar tillaten, om den formellt
deriverade serien ar likformigt konvergent.

Om man granskar beviset ser man faktiskt att villkoret (ii) i satsens formulering
ar onodigt starkt. Det réicker med att man vet att > ug(x) konvergerar for ett
enda z-virde. Om detta virde far tjinstgéra som punkten a, kommer ndmligen
konvergensen for alla andra z-virden att folja av formeln (4.6): vénsterledet dér
betyder ju nagot tal, och hogerledet &r differensen mellan tva serier av vilka den
forsta ar kénd som konvergent. Da &r dven den andra konvergent.

Ovningar
[e.e]

4.14 Definiera f(x) = Ze‘m cosnmx, v > 0. Visa att f ar deriverbar for x > 0
n=1

och berékna f/(1).

4.6 Funktioner definierade av generaliserade integraler

I avsnitt 4.1 studerade vi funktioner, som var definierade med hjélp av integraler
over dndliga intervall. Metoderna dar kan inte utan vidare anvandas i fall man har
att géra med generaliserade integraler. Eftersom sadana emellertid &r mycket viktiga
i manga tillimpningar (t.ex. s.k. Laplacetransformer), &r det onskvért att man kan
hantera dem ocksa.

Forst etablerar vi ett jamforelsekriterium for generaliserade enkelintegraler av
typen [ °° f, som #r analogt med motsvarande for serier.

Sats 4.14 Antag att f, g : [c,00[— R dr integrerbara pa varje intervall [c,d], d > ¢,
och antag att for nagon konstant C gdller 0 < f(z) < Cg(x), = > ¢. Om nu
integralen fcoog dr konvergent, sa dr dven fcoo f konvergent.

Beviset ldmnas om &vning.
Foljande sats har analogier med bade Weierstrass’ majorantsats och satsen om
kontinuitet hos summafunktionen vid likformig konvergens (satserna 4.7 och 4.8).
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Sats 4.15 Lat D = [a,b] X [c,o0[ och antag att f : D — R dr kontinuerlig. Antag
vidare att det finns en kontinuerlig funktion g : [c,00[— R sadan att

[f(z,y)| < g(y) for alla (z,y) € D (4.8)
och ~
/ 9(y) dy dr konvergent. (4.9)
Da definierar formeln i,
v Fa)= [ fo)dy (4.10)

en kontinuerlig funktion F : [a,b] — R.

Bevis.  Att F(x) existerar for alla x € [a,b] foljer av (4.8), (4.9) och sats 4.14.
For enkelhets skull antar vi att ¢ = 0. Vi skall utnyttja kéinda resultat om likformigt
konvergenta serier. Sétt

k
gok(a:):/ flz,y)dy for k=1,2,3,....
k—1

Da giller for x € [a, b]

k

k
o)l < [ 1@ wldr< [ o) dy =M

k—1

och pa grund av (4.9) och Weierstrass’ majorantsats &r serien y -, () likfor-
migt (och absolut) konvergent pa [a,b]. Men summan av denna serie dr ju F(z).
Enligt sats 4.1 ar vidare ¢, kontinuerlig for varje k, och satsen om kontinuitet for
summafunktionen vid likformig konvergens (sats 4.8) ger pastaendet. O

For derivering géller féljande sats, som &r analog med sats 4.13.

Sats 4.16 Lat omradet D vara som i sats 4.15 och f: D — R kontinuerlig. Antag
att F(z) = [° f(x,y)dy dr en konvergent integral for varje x € [a,b], att % =
fi(z,y) dr kontinuerlig i D och att | fi(x,y)| < g(y) for alla (x,y) € D, dir g dr en
funktion sadan att fcoog ar konvergent. Da dr F deriverbar pa |a,b], och

zwwz/mﬁmwwy

Bevis.  Lat ¢y vara som i beviset for sats 4.15. Da &r enligt sats 4.2
k
or'(x) = A fi(z,y) dy.
-1

Pa samma sétt som i beviset for sats 4.15 blir den formellt deriverade serien > ¢y’
likformigt konvergent pa [a, b], och sats 4.13 om derivering av serier ger pastaendet.
O

Exempel. Man vet att
& 1
/ e Wdy=—-, x>0. (4.11)
0 x
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Om f(z,y) = e ™, sa ar fi(x,y) = —ye ™. Om a > 0, sa géller z > a =
| —ye ™| < ye %, och fooo ye %W dy ar konvergent. Alltsa ar forutsdttningarna i
sats 4.16 uppfyllda (med g(y) = ye~¥); man kan derivera likheten (4.11) och far

forx>a
o0 - 1
— - yd = —_——.
/0 (=y)e™™dy = ——

Eftersom a kan véljas hur ndra 0 som helst, blir detta faktiskt sant for alla z > 0:

e 1
/ ye Ydy=—, x>0
0 X

Resonemanget kan upprepas och ger (induktionsbevis, t.ex.)

Cyre iy = 0, n=0,1,2
; y e y—W,x> , n=0,1,2,....

Satser analoga med 4.14-16 (och med analoga bevis) gar dven att stélla upp for
andra typer av generaliserade integraler; det hir behandlade fallet dr dock nog det
vanligaste.

Ovningar

o

t
4.15 Visa att F(x) = / % dy #r deriverbar for z > 0 och beriikna F’(1).
0 Y

> sint
4.16 Berikna integralen h(z) = / et —~ dt for x > 0 genom att forst derivera.
0

Blandade 6vningar pa kap. 4

1/x
4.17 Bestdm inf/ 22y — Jxy| dy.
x>0 0

Lo —1
4.18 Visa att / dr =In(a+1) om a > —1.
o Inz

4.19 Bestam for y > 0 derivatorna av funktionerna

2 2/y
a) y— / arctan xy dx b) y — / arctan xy dr.
1 1/y
x
4.20 Berdkna andraderivatan av funktionen y(z) = sin(z —t)Intdt, x > 0, och

0
anvand resultatet for att visa att y(x) satisfierar en viss differentialekvation
av andra ordningen.

2n

dr likformigt konvergent pa intervallet

o
4.21 Visa att funktionsserien Z 1= g2nit
n=1

[—a,a],om 0 <a < 1.

1
4.22 Bestdm lim dr

o kATt ()
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4.23

4.24

4.25

4.26

4.27

4.28

4.29

4.30

Undersok om lim ————— existerar, och bestém 1 sa fall grinsvérdet.
n—oo [o x4+ el’/ n

® ¢tsinxt

2daczl.

Bevisa att lim

t—oo [ + x
Antag f kontinuerlig i [0,2]. Satt f,(z) = f(x + %), 0<z<1,n=1,2,...
Tydligen géller lim,,_,o fn(z) = f(x) i hela [0,1]. Ar konvergensen likformig i
intervallet? Bevis eller motexempel!

-1
Undersok funktionsserien Z u med avseende pa likformig konvergens
n=1
i olika intervall.
Visa att hm Z ex1sterar, och berdkna grénsvérdet.
n+1)+
o 1
Visa att / dr = 2 Z . (Ledning: utveckla efter potenser
o €F e? —1
av e ")
flx) = [5° e~¥” cos 2zy dy. Visa att f satisfierar differentialekvationen f’ (x)+

2z f(x) = 0, och anvénd detta och resultatet i 6vning 4.4 sid. 28 for att visa
att f(z) = 1 Te v

Lat f(x,y) = (2 — zy)zy e *Y. Visa att

/Oldm/ooof(x,y)dy%/Ooody/olf(%y)dx
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Svar till 6vningsuppgifter

KAPITEL 1

1.1. a) Oppen; randen ar z-axeln.
b) Inga inre punkter, randen &r hela R. Varken 6ppen eller sluten.
c) Oppen miingd, randen bestar av de tva linjerna = 0 och = = 1.
d) Oppen, randpunkter #r punkterna 0 och 1.
e) Inga inre punkter, randpunkter &r intervallet [0, 1] pa z-axeln; varken dppen eller
sluten.
f) Oppen. Randen bestar av tva hyperbelgrenar.

1.2. A° = @, A = slutna enhetscirkeln.

1.4. a) Motexempel: Lat M =0, 1[U]1,2[ p4 R. Da ar M = [0,2], oM = {0,1,2}, OM =

{0,2}.
b) Ja.

1.5. Tag t.ex. O =| — 1/k,1/k[. Da &r (,—, = {0}.
1.7. Tag teex. Fj = [1/k, 1 — 1/k]. Da ar (J2, =]0,1[.
1.8. a) Sant, b) falskt, «c) falskt, d) sant.

KAPITEL 2
21.a) —2,2 Db) 6,0 c¢)-1,0,1,2

22.a) 5,21 b)-1,1 ¢ -1,0,1 d)—e,e e)l/e,e f)1/V3, —V3 g) +1/V2
b +£v3/2 1) [-L1] jR
2.3. Alla punkter pa enhetscirkeln.

2.6.a) e,—e b)e 1/e ¢)1/V3, —V3 d)1/v2, —1/V2

KAPITEL 3

3.1. Tex. A=R, f(x) = arctanz.

3.2. T.ex. B =]0,1], f(x) =1/x.

3.6. Nej.
2

3.10. b) T.ex. f: R =] —1,1], f(z) = = arctanz.
T

3.11. Nej. (T.ex. f(z) = sinz?.)

3.12. Ja! Jal

3.14. sup f(x)

a<z<b

KAPITEL 4

4.1. e*(e— 1 —x).

4.3. (1 +€*).

44.¢) 3T
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45.a) f(x) =0, -1<xz <1, f(1) =1. Likf. i [a,b] om —1 <a <b< 1.

b) f(x) = 0,0 < |z| < V2, f(0) = 1. Likf. i [a,b] om 0 < a < b < /2 eller
—V2<a<b<0.

c) f(z) =0, |z| > v/2, f(0) = 1. Likf. i [@,00[ om @ > v/2 och i ] — 00,b] om b < —/2.
d) f(z) =0, x > 0. Likf. pa [0, ool.
e) f(x) =z for alla z. Likf. pa | — oo, b] for varje dndligt b.

)
f) f(z) =n/2 for x > 0, = —7/2 for x < 0, f(0) = 0. Likf. pa [a, 0o[ om a > 0 och pa
] — 00,b] om b < 0.

f
f

x) = 2 for alla 2. Likf. pa alla kompakta intervall.
x)=116r z >0, =—1 f6r + < 0. Likformigt som i f).

g) f(
h) f(
4.6. a) Nej. b) Ja. c) Ja.
48.a)12. b)l. ¢ i
4.9. 7/8

4.10. a) Likf. pa hela R. b) Konv. pa | — v/2,v/2[, likf. pa varje kompakt del av detta
intervall som undviker origo.  c¢) Likf. pa hela R.

4.13. Integralen = 1
e
(e+1)?

4.15. F'(1) =7 /16

4.16. h(z) = 7 — arctanz.

(1—271/3)

4.14. f/(1) =

4.17. %

4.19. a) % In (4 - l—i’yQ> b) y—g(% In2 + I — 2arctan2)
420.y" +y=Inz.

4.22. /4.

4.23. 7/2

4.25. Konvergensen &r likformig pa [0, 1].

4.26. Likformig konvergens pa [a,2] om 0 < a < 2.

4.27.1
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