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Undervisning

Undervisning sker i form av forelasningar (35 st) och lektioner (15 st). En del av forelédsningarna
kommer att dgnas at raknedvningar med genomgang av problem och uppgifter.

Preliminar tidsplan

Forelasning Kapitel

1-2 Kap.10 Introduktion. Koordinatgeometri i rummet. Kvadratiska former
och andragradsytor.

3-4 Kap.11 Vektorvérda funktioner av en variabel och rumskurvor.

5-10 Kap.12 Funktioner av flera variabler: kontinuitet, partiella

derivator, differentierbarhet, kedjeregeln, gradient,
riktningsderivata, inversa- och implicita funktionssatsen,
Taylorserier.

11-12 Problemdemonstration: Kapitel 10-12.

13-14 Kap.13 Lokala egenskaper hos kritiska punkter. Globala extrem-
vardesproblem. Extremvardesproblem med bivillkor,
Lagranges multiplikatorer.

15 Problemdemonstration: Kapitel 13.
16-20 Kap.14 Multipelintegraler: itererade integraler, generaliserade
integraler, variabelbyte.
21 Problemdemonstration: Kapitel 14.
22-24 Kap.15 Vektorfilt, konservativa vektorfalt. Kurvintegraler. Ytor
och ytintegraler.
25-27 Kap.16  Vektoranalys: divergens och rotation, Greens sats, Gauss
sats och Stokes sats.
28-29 Problemdemonstration: Kapitel 15-16.

Grad, Div och Curl i kurvilinjira koordinater. (Extra)

V.g.v!



Foreldsningarna 30-34 kommer att d4ga rum i tva parallella spar: Spar ODE (Ordinéra
differentialekvationer) som &r obligatoriskt for F1 och Spar TOP (Topologi) som ar rekom-
menderat for KandMal. Studerande pa KandFyl far vélja mellan de tva sparen efter egna
preferenser.

Spar ODE
Foreldasning
30-31 Exakta ekvationer. Andra ordningens ekvationer, variation av
parametrar.
32-33 System av ordinara differentialekvationer. Linjara system,
exponentialmatrisen.
34 Problemdemonstration.
35 Repetition.
Spar TOP
Forelasning
30-31 Likformig kontinuitet. Derivering av integraler med parametrar.
32-33 Funktionsfoljder och funktionsserier. Punktvis konvergens
och likformig konvergens.
34 Problemdemonstration.
35 Repetition.

Den sista foreldsningen nr 35 genomférs igen for bada sparen tillsammans och omfattar en
repetition fran hela kursmaterialet.

Inlamningsuppgifter

Under kursens gang kommer inldmningsuppgifter att delas ut. Loésningarna skall vara
prydligt skrivna for hand. Om 40% resp. 70% av inlamningsuppgifterna &r korrekt 16sta far
man 1 resp. 2 bonuspoang. Dessa kommer att adderas till skrivningspoéangen vid ordinarie
tentamen.

Examination

En (frivillig) kontrollskrivning (dugga) dger rum vid slutet av period 3. Om man har
klarat duggan far man 2 bonuspoang. Dessa tillgodoriknas pa foljande sétt:

- om man far upp till 18 skrivningspoang vid ordinarie tentamen adderas 2 bonuspoang
fran duggan till det,

- om man far 19-25 skrivningspoéang vid ordinarie tentamen adderas 1 bonuspoéng fran
duggan till det,

- om man far 6ver 25 skrivningspoéngen vid ordinarie tentamen adderas inga bonuspoang
fran duggan till det.

Resultatet fran duggan samt bonuspoangen fran inlamningsuppgifterna tillgo-
doradknas enbart vid det férsta tentamenstillfillet.

Mal
For godkant betyg pa kursen skall studenten



Tips

kunna redogora for begreppen gransvarde, kontinuitet, partiell derivata, gradient och
differentierbarhet for funktioner av flera variabler;

kunna parametrisera kurvor och ytor;
kunna beridkna partiella derivator till elementéra funktioner;

kunna anvénda sig av partiella derivator for att berdkna lokala och globala extremvéarden
- med eller utan bivillkor;

kunna redogora for multipelintegralens definition, berdkna multipelintegraler samt anvénda
sig av multipelintegraler for att berikna volymer, tyngdpunkter, m.m;

kunna redogora for begreppen kurv- och ytintegral samt kunna berikna sadana inte-
graler;

kunna anvénda sig av Greens, Stokes och Gauss satser;

(for Spar ODE) kunna redogora for satser om existens och entydighet av 16sningar till
ordinara differentialekvationer, 16sa enkla exakta ekvationer och enkla linjara system av
ODE;

alternativt

(for Spar TOP) kénna till begreppen likformig konvergens och likformig kontinuitet,
samt kunna avgora om en enkel funktionsfoljd &dr likformigt konvergent;

kunna exemplifiera och tolka viktiga begrepp i konkreta situationer;
kunna formulera viktigare resultat och satser inom kursens omrade;

kunna Oversatta problem fran relevanta tillimpningsomraden till for matematisk be-
handling lamplig form;

kunna anvanda kursens teori, metoder och tekniker for att 16sa problem inom kursens
omrade;

kunna presentera matematiska resonemang for andra.

Bearbeta varje forelasning, helst samma dag men senast till nésta forelasning, genom
att lasa och skriva rent dina féreldsningsanteckningar och genom att lasa de motsvarande
avsnitten i kursboken. Anteckna det som &r oklart. Fraga vid ndsta undervisningstillfélle.

Diskutera uppgifter och teori med dina kurskamrater. Om nagot &r oklart under en
foreldsning eller en lektion, fraga direkt.

Infor lektionerna, gor sa manga uppgifter du hinner (bland de som finns angivna pa den
utdelade listan) fore lektionen. Pa sjélva lektionen kan du da be om hjélp med sadana
uppgifter som du har fastnat pa.



e Ta vara pa den s k Mattesupporten. Den &ér schemalagd i sal P2145 mandagar - torsdagar
k1.17.00 - 19.00, fran och med mandagen den 24.1.2011. Dér finns amanuenser att fraga
om man behover hjalp.

Uppsala, den 14 januari 2011.

Ryszard Rubinsztein
Alexander Danisl
Albin Eriksson Ostman



Lektionsanvisningar

Infor lektion nr 1

Till lektion nr 1 bor ni férbereda (dvs 16sa) foljande uppgifter:
avs.10.1, s.567-568: 3, 5, 6, 10, 15-19, 21, 22, 25-29, 31,
avs.10.5, 5.596: 1, 3, 5-15, 17, 19

avs.11.1, s.627-628: 1-5, 7, 9, 17, 18, 19.

Ett frivilligt moment: avs.10.7, s.609-610:  23-28.

Nagra extradvningar

(a) Bestdm ortogonala projektionen i xy-planet av skirningskurvan mellan ytorna 3z2 4412 —
4o —z=0o0ch z? +3y> +2y — 2z = 1.

(b) Samma uppgift for kurvan z = 22 + 4y?, 22+ 8y + 2z = 4.

(c) Anvand kvadratkomplettering for att bestdimma signaturen hos féljande kvadratiska for-
mer:

(i) h(z,y) = 22°—day+4y?, (i) h(z,y) = 2?+62y+7y%, (i) h(z,y) = 2> —62y+9y?,
(iv) h(z,y) = —a®+4ey—5y>, (v) h(z,y) =xy, (Vi) h(z,y,2) = 2*+2y°+2°+ 220y +222
(vii) h(z,y,2) = 2 +y* + 22 + 2wy + 202 +yz,  (vii) h(z,y,2) =yz, (ix) h(z,y,2,0) =
22 + 3y? + day + 2zu + 2yu + zu.

Svar: (a) (z—1)2+3(y—1)2=1 (b) L (@+1)>+3(y+1)2=1 (c) (i
(4ii) (1,0), (iv) (=1, =1), (v) (1, -1), (vi) (1,1, =1), (vii) (1,1, =1), (viii) (
(iz) (1,1, -1, -1).

) (1,1), (i) (1, -1),
1—10)

Infor lektion nr 2

Till lektion nr 2 bor ni forbereda (dvs 16sa) foljande uppgifter:

avs.11.3, 5.641-642: 5, 7, 9, 13, 16, 19,

avs.12.1, s.675-677:  1-5, 13-15, 17, 21, 23, 24, 27, 33, 35, 37, 39, 40,
avs.10.1, s.567-568: 33-37, 40

avs.12.2, s.680-681: 1, 4, 7, 9-13, 15, 20.

Nagra extraévningar

(a) Parametrisera kurvan i extraévning (b) till forra lektionen!

(b) Studera kurvan r = 1 — cos@ (poldra koordinater i xy-planet). Den kan parameter-
framstéllas genom att man anvénder formlerna

x =rcosf = (1—cosb)cosf

y = rsinf = (1 — cosf)sin b 0<fs<2m
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och anvénder § som parameter. Skissera kurvan! Undersok sérskilt hur den ser ut i nérheten
av 6 = 0. Berikna langden av kurvan. (Kurvan kallas cardioiden eller hjartkurvan.)

Svar: (a) r(t) = (—1+3cos(t), —1+ 2 sin(t), 14 — 6 cos(t) — 12sin(t)), 0 < t < 2,
(b) Kurvans liangd ar 8.

Infor lektion nr 3

Till lektion nr 3 bor ni forbereda foljande uppgifter:
avs.12.3, s.687-688: 3-8, 11, 12, 26, 27, 28, 31,
avs.12.4, s.692-693: 1, 5, 7, 9-11, 15,

avs.12.6, s.712-714: 1, 2, 11,

avs.12.3, s.687-688: 13, 15, 17, 23, 35.

Extradvning

ay(a® — y?)

Definiera f(z,y) genom f(0,0) = 0 och f(z,y) = o
)

for ovrigt. Berdkna f1(0,y)
for alla y och fa(x,0) for alla x.

Svar: fl(an) =Y fg(.’E,O) =Z.
Infor lektion nr 4

Till lektion nr 4 bor ni forbereda foljande uppgifter:
avs.12.5, s.702-703: 1, 3, 5,9, 11, 13, 15,
avs.12.6, s.712-714: 17, 18, 19,

avs.12.7, s.723-724: 5, 7, 11, 15, 19, 26.

Nagra extradvningar

(a) Transformera differentialekvationen

of | of of
- —_ _Y — 0
v T Oy 0z
(f = f(x,y,2)), genom att inféra nya variabler u = (z + y)e %, v = (x — y)e*, w = z. Ange
ocksa den allménna 16sningen till differentialekvationen i hela R3.

(b) Ovning 22 pa sid.724.

(c) Antag att f(z,y) satisfierar den partiella differentialekvationen f; + 2fo = 0. Visa att
for alla a &r linjerna y = 2z + a (delméngder av) nivakurvor for f. Ledning: sétt g(z) =
f(x, 22+ a).



Svar: (a) gg} = 0. Den allménna lésningen: f(x,y,z) = h((z + y)e ?, (x — y)e*), dar

h(u,v)) ér en godtycklig funktion av tva variabler av klass C*.
(b) y=eil™a2).

Infor lektion nr 5

Till lektion nr 5 bor ni forbereda féljande uppgifter:
avs.12.8, s.734-735: 1, 3, 11, 13, 16, 25,

avs.12.9, s.740: (i de tre forsta uppgifterna néjer vi oss med Taylorpolynomet av
grad 2) 7, 8, 9, 10.

Nagra extradvningar (gamla tentaproblem)

1. Visa att sambandet In(zy) — (z — 1)e¥~! = 0 definierar y som funktion av z i en
omgivning av (1,1). Visa ocksa att denna funktion har en stationir punkt i z =1 och
bestam dennas karaktar!

2. Visa att sambandet 22 — zyz + y? + 23 = 4 definierar z som funktion f av (x,y) i en
omgivning av punkten (2,1,1) och berédkna V f(2,1).

3. Visa att sambandet 23 4+ 2yz? — 2%y — 8 = 0 definierar en funktion z = f(z,y) i nagon
omgivning av punkten (z,y, z) = (4,0,2). Visa vidare att (z,y) = (4,0) &r en stationdr
punkt till f(z,y), dvs. att de bada partiella forstaderivatorna &r noll dar.

Svar: (1) Lokal minimumpunkt. (2) Vf(2,1) = (-3,0).

Infor lektion nr 6

Till lektion nr 6 bor ni forbereda féljande uppgifter:
avs.13.1, s.750: 1, 3, 4, 5, 9, 14, 17, 19, 22,
avs.13.2, s.756: 1, 2, 3, 4, 6, 9, 10.

Nagra extraévningar
(som illustrerar skillnaden mellan funktioner av flera variabler och funktioner av 1 variabel
vad géller deras mojliga lokala och globala extrempunkter)

(a) Ovning 29, s.750.

(b) Lat f(z,y) = 22(1 +y)® + y*. Visa att f har en enda stationir punkt (a,b), som &r
lokalt minimum. Visa att f(a,b) inte &r funktionens minsta vérde, eftersom f antar alla
reella varden. (Léagg mérke till skillnaden mellan detta fall och situationen for funktioner av
1 variabel dar inget sadant vore mojligt. Man kan forsdka gora sig en bild av funktionens
graf, fast det dr inte sa latt!)



Infor lektion nr 7

Till lektion nr 7 bor ni forbereda foljande uppgifter:

avs.13.3, s.764-765: 1,2, 7, 8,9, 11, 19, 22, 24,
avs.14.1, s.795-796: 13-19, 21

avs.14.2, s.802-803: 1, 3,5, 7,9, 11, 12, 13, 15, 19, 23.

Infor lektion nr 8

Till lektion nr 8 bor ni forbereda foljande uppgifter:
avs.14.3, s.807-808: 1, 3, 4, 5, 7, 8, 23, 26,
avs.14.4, s.817-818: 1, 3, 5, 9, 11, 13, 21, 30, 31, 32, 33.

Infor lektion nr 9

Till lektion nr 9 bér ni forbereda foljande uppgifter:
avs.14.5, s.823-824: 1, 2, 3,4, 7,9, 14, 15, 17, 27,
avs.10.6, s.600: 1,2,3,5,7,

avs.14.6, s.830: 1, 3, 6, 8, 11, 13,

avs.14.7, s.838-840: 1, 3,5, 7, 19, 21.

Nagra extradvningar:

(a) Beriikna volymen av den kropp som ligger innanfor de bada cylindrarna z2 + 22 = a? och

y? + 22 = a’

(b) Beriikna volymen av den kropp som ligger innanfér alla tre cylindrarna z2 + 22 = a2,
y? + 22 = a® och 22 + 2 = a®.

Svar : (a) 16a®/3  (b) 8a3(2 — V2)

Infor lektion nr 10

Till lektion nr 10 bor ni forbereda foljande uppgifter:

avs.15.1, s.848-849: 2, 3, 5, 6, 13,

avs.15.2, s.857: 1-5,

avs.15.3, s.861-862: 1, 2, 8,

avs.15.4, s.869-870: 1, 2,3,5,7,8,10, 11, 13.

Infor lektion nr 11

Till lektion nr 11 bor ni forbereda foljande uppgifter:
avs.16.3, s.906: 1-5,

samt



1. Beriakna kurvintegralen
/ (MY —y)dx + (e*TY — 1) dy
C

langs halvcirkelbagen i forsta kvadranten fran origo till punkten (1,0).

2. Berakna

(2zy — 2 4+ y? sinzy?) dz + (x + y? + 2zy sinxy?) dy,
C

dir C ar den positivt orienterade randen till omradet 22 < y < \/z.

3. Berakna

/ydx—(a:—i—l)dy
cr?+yi+2x+1"

dar C ar kurvan |z| + |y| = 4, genomlopt ett varv i positiv led.
4. Bevisa att kurvintegralen
/(3x2+2xy—2:r—y+1)d:c+(x2—x)dy,
C
dér C &r en vig fran punkten (0, a) till punkten (1,b), &r oberoende av valet av a, b och

C; och bestam integralens varde.

5. Bestam en enkel, sluten, kontinuerligt deriverbar, positivt orienterad kurva I' i planet
sa att

/ (4y> + Pz — 4y) dz + (8z + 2%y — 23) dy
r
blir sa stor som mojligt och berékna integralen for denna kurva.

6. Beridkna

9

/—yd:v—l—xdy
N

dir « loper i positiv led lings ellipsen x? + % =1 fran (1,0) till (0,-2).

7. Beréikna arean av omradet mellan xz-axeln och cykloidbagen

r =1t—sint, 0<t< o
y = 1—cost,

(Svar: 1. e—1—m/8. 2. %. 3. —27w. 4. 1. 5. Kurvan ar % +y? =1 i positiv led.

Integralen blir 127. 6. 37/2. 7. 37.)
Infor lektion nr 12

Till lektion nr 12 bor ni forbereda foljande uppgifter:
avs.15.5, s.880-881: 4, 7, 8, 13, 15,



samt:

e Berdkna arean av en sfdarisk zon, dvs. den del av en sfiar som ligger mellan tva parallella
plan. Konkret: den yta som beskrivs av 22 + y? 4+ 22 = a?, b < z < c. (Resultatet ir pa ett
visst sétt lite 6verraskande. Hur da?)

(Svar: Area = 2m|a|(c —b) for —|a| <b<c<|al.)

Vidare
avs.15.6, s.886: 1, 2,5, 7.

Slutligen

blandade 6vningar pa sidan 11 i detta hafte, nummer 1, 2, 3.

Infor lektion nr 13

Till lektion nr 13 bor ni forbereda foljande uppgifter:

avs.16.1, s.896: 3,6, 7,

avs.16.4, s.912-913: 1, 2, 6,

avs.16.5, s.916-917: 2,3,4,8

och

blandade 6vningar pa sidorna 11-12 i detta hiafte, nummer 8, 9, 13, 14, 18, 19.

Lasanvisningarna till Lektionerna nr 14 och 15 (fér bade Spar ODF och Spar
TOP) kommer att delas ut vid ett senare tillfalle.
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Blandade ovningar pa kurv- och ytintegraler

1.

10.

11.

12.

13.

Berikna arean av den del av paraboloiden 4z = 22 442 som skiirs ut av cylindern z = g2
och planet z = 3.

. Beriikna arean av den del av planet 242y + 2z = 1 som skiirs ut av cylindern 2% +3? = 1.

En del S av konen med ekvation 22 4 y? = 22 ligger 6ver zy-planet och dess projektion
pa xy-planet har area A. Visa att arean av S ar Av/2.

. Antag att ytan S har ekvationen z = h(x,y), déir (z,y) € D och D &r ett omrade i R2.

Visa att arean av .S ges av

/ / [1+ ah +(§Z)T/2da;dy.

. S betecknar ytan z? + 4% 4+ 22 = 1, z > 0, med normalen riktad fran origo. Berikna

flédet av vektorfaltet F(z,y,2) = —zyi + yj + 2(y — 1)k genom S.

Lat C vara skiirningskurvan mellan cylindern 22 4 y?> — 2 = 0 och paraboloiden z =
1 — 22 — y2. Beriikna kurvintegralen fC F «dr,diar F = yi+ j+ xk och C' genomlops sa
att riktningen i (1,0,0) ges av vektorn (0, 1,0).

Beriikna flédet av vektorfiltet F = 2221 + 2xyj + (22 + 2)k ut ur cylindern 22 4 3% = 1,
0<2z<1.

Lat F(z,y, z) = xe®i + y?e®j + (2y — 2ye?)k vara ett vektorfilt i R3. Beriikna flodet av
F genom den del av planet = + y 4+ z = 1 som ligger i forsta oktanten (dvs. z,y, z > 0).
Normalriktningen antas ha positiv z-komponent.

Berikna / (z — x)%dx + (2 + 2)*dy + 2*dz|, dir C &r skirningskurvan mellan
C
cylindern 22 4+ y? = 1 och planet 2z +y + z = 2.

S ar en sluten yta (med utétriktad normal) for vilken Gauss’ sats (divergenssatsen) ar
tillamplig, och F = (2z + y — fx i+ (y — 4yz?)j + (2 — 4y*2)k. Bestiim, under dessa
forutsittningar, det maximala vardet av [[¢F «dS.

Berdkna [[(F o NdS, d& F = sin2?i + (y — 2zycos2?)j + (1 +y + 2)k, och S &r den
del av ytan z = 1 — 22 — 4 for vilken = > 0 och z > 0. Ytans positiva normalriktning
bildar icke-trubbig vinkel med positiva z-axeln.

F = (x + y)i + 2yzj + y’k. C #r en styckvis deriverbar sluten kurva pa cylindern
22 + 32 = 1 och skiir inte sig sjilv. Beroende pa hur C 16per pa ytan (bara ett varv,
givetvis), kan [, F « dr anta tre olika vérden. Beskriv de tre fallen och bestédm de tre
vardena.

R 2 2 2
Berakna ffs F « N dS, dér S ér halvellipsoiden — v +Z2 +— =1, z > 0, med uppatriktad
normal, och F = yi.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Beriikna flodet av vektorfiltet zyi+zyzj+ (z+2y+32)k ut ur volymen 1 < 22452 +22 <
4.
Berdkna ' / ydx + zdy+ x dz|, dir C ér skirningskurvan mellan cylindern z? +y? = 1

C
och planet 2x + 2y + z = 3.

Berikna med hjélp av Stokes’ sats [ F o dr, da F = (yz+y—2)i+(zz+5z)j+(vy+2y)k
och C ir skdrningskurvan mellan ytorna x? 4+y%+22 = 1 och  +y = 1. C ir orienterad
sa att dess omloppsriktning i punkten (1,0,0) ges av vektorn (0,0, 1).

Visa att / (2zy + 2%) dx + (2yz + 2%) dy + (2z2 + y°) dz ér oberoende av vigen mellan
C

tva givna punkter A och B.

Lat S vara den del av cylindern 22 +%? = 1 som ligger mellan planen z = 0 och z = 2+2.

Berakna ffSF o dS, om F = 2zi — 3yj + zk.

Berakna / F odrom F = (zy + 2)i + 9223 + (%xQ + 2%k och C ir skirningskurvan

C
mellan ytorna 22+ 2y? = 1 och z = y + 1. C:s omloppsriktning #r positiv (moturs) sett
fran origo.

Svar:

1. 8. 2. /6. 5. 0. 6. —m/4. 7. /3.

8. e—5. 9. 0. 10. 8. 11. . 12. 0, @, —.
13. 0. 14. 287, 15. 5. 16. —mv/2/4. 18. +2m.

19. 7/V/2.
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