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Till raknedvning nr 1

Till den forsta lektionen ska ni studera kapitel 10 i Adams. Stora delar av detta &r faktiskt
sddant som ni redan bor ha nosat pd i algebrakurserna: vektorer, skaldr och vektoriell
produkt, rédta linjer och plan, matriser. Men en del saker dr nog nya eller i varje fall ovana.

I avsnitt 10.1 presenteras scenen for det drama som sedan ska utspelas under kursens
gang. Den fysiska verkligheten kan ju sdgas utspela sig i ett tredimensionellt rum och en
endimensionell tid (d&tminstone sa ldnge vi haller oss till den klassiska fysiken). Punkterna
i rummet beskrivs med koordinater pd ett eller annat satt; for det mesta kommer vi att
anvanda ett fixerat ON-system. Det som dr mest ovant for er finns nog i Ex. 2-5: hur man
beskriver olika objekt i rummet. En huvudprincip &r att en ekvation normalt betyder en
yta, medan en kurva kraver (minst) tvd ekvationer — man tanker sig kurvan som skdarningen
mellan tva ytor.

Avsnittet avslutas pa sid. 598 med en del terminologi, som blir aktuell ndr ni kommer till
gransvarden i ett senare kapitel. Just nu kan ni ga forbi detta.

Gor nagra ovningar pa sid. 599: nummer 3, 5, 6, 10, 12-27, 29, 31.

I avsnitt 10.2 bor ni kunna strdckldsa stora delar och kdnna igen er. Det som stdr om
»Hanging cables and chains« kan ni dock hoppa forbi, om ni inte har mekanikkursen
pé gang — i sa fall kan det vara en trevlig illustration till denna. Likasa dr 10.3 och 10.4
ren repetition av begrepp fran tidigare kurser. I 10.5 beskrivs ett antal yfor, som ocksa
tas upp i slutet av linjdra algebran. De dr motsvarigheter till de kurvor i planet som
kallas kagelsnitt. Eftersom de kommer att anvandas flitigt i exempel och 6vningar under
kursens gang, dr det bra om man bekantar sig med dem. Ett par av ytorna tas ev. inte
ens upp i linjdra algebran: elliptiska och hyperboliska paraboloider. Ett sitt att kdnna
igen en sddan hér yta ar att man tanker sig att skdra den med olika plan parallella med
ett koordinatplan, och sedan kénna igen skdrningskurvorna. Fordenskull kan det darfor
ocksa vara bra att repetera de tre huvudfallen av andragradskurvor: ellips, parabel och
hyperbel (se sid. 21-24 i borjan av boken). Ovningar pd sid. 631: nummer1, 3, 5,6, 7,9,
15,17, 19. Observera att ett ekvationssystem som i 6vning 17 eller 19 normalt betyder en
kurva. Att med ord beskriva en kurva i R? dr lite mer omstindigt 4n i planet. Exempelvis
ar en cirkel inte fullstandigt beskriven av medelpunkt och radie!

Avsnitt 10.6 bestar helt av saker som tas upp i linjdra algebran. Det som star pa slutet om
kvadratiska former och positivt definithet etc. kommer vi att anvdnda nér vi kommer till
extremvardesproblem i kap. 13. Avsnitt 10.7 slutligen gar vi forbi.

Som traning pa bade gammalt och nytt kan det vara lampligt att dessutom gora ndgra
blandade »Review exercises« pd sid. 649: nummer 19, 21, 23, 27.



Nagra extrabvningar:

(a) Bestam ortogonala projektionen i xy-planet av skdarningskurvan mellan ytorna
3x2+4y> —4x —z=00ch x> +3y* +2y —z = 1.

(b) Samma uppgift for kurvan z = x + 4%, 2x + 8y + z = 4.

Till raknedvning nr 2

Nu ska ni ta en titt pa det lilla av kapitel 11 som vi tar med i kursen. I avsnitt 11.1
tas upp de grundldggande begreppen for en kurva betraktad som banan for en rorlig
partikel. Detta betyder att man beskriver ldget av partikeln med en ortsvektor r(t), som
ar en funktion av tiden t. En liten ordlista for att fa de svenska orden ratt:

path bana, bankurva

smooth curve slat kurva
velocity hastighet
speed  fart
motion rorelse

Ex. 1-5 dr ganska enkla men ocksa nyttiga.

Nar man arbetar med vektorer maste man vara mycket noga med att inte blanda
ihop vektorer och skaldrer. Det &r t.ex. omoijligt att addera en vektor och en skalér.
Och man kan aldrig dividera med en vektor.

Reglerna for derivering av kombinationer av vektorer behovs nar man studerar mekanik.
For den hir matematikkursens del dr de inte sd viktiga. Men de ser ju ganska naturliga ut
—allihop har samma formella struktur som motsvarande regler for skaldra uttryck. (Man
maste dock vara noga med ordningsfoljden mellan faktorerna sa snart en kryssprodukt
ar inblandad.)

Ovningar pa sid. 657: nummer 1-5, 7, 9, 17. Nummer 1-5 liknar exempel 1-2 i texten,
ovning 7 och 9 liknar ex. 3, och nummer 17 pdminner om ex. 5.

Avsnitt 11.2 dr rena rama mekanikkursen. Hoppa over det nu, och ga till 11.3. Har
beskrivs kurvor betraktade som geometriska objekt, dvs. variabeln i en parametrisering
behover inte lingre betyda tiden. Flera olika parametriseringar kan beskriva samma
kurva, vilket illustreras i Ex. 1. Ocksa hir kan det vara bra med en ordlista:

piecewise smooth  styckevis slat
closed curve sluten kurva
non-self-intersecting enkel (!)
simple closed enkel sluten
orientation orientering

Redan i Ex. 1 pa sid. 652 sdg ni att en kurva kan ha en vildigt »sldt« parametrisering
utan att kurvan sjalv dr sarskilt »sldt«. I en punkt dar derivatan r'(f) dr 0 kan lite av varje
intrédffa. Ex. 2-3 visar hur man kan parameterframstilla en kurva som &r given pa ett
annat satt.



Definitionen av bdglingd och formeln for denna kan ses som omvédndningen till det
faktum att farten dr tidsderivatan av strickan — dd borde ju strackan vara integralen av
farten! Lis texten fram till och inklusive Ex. 4.

Det sista stycket av 11.3 handlar om anvandning av baglangden som parameter. Detta dr i
sjdlva verket mycket naturligt: parametervérdet sien punkt talar om hur lingt man ar fran
»utgangspunkten« (ddr s = 0). Nar man ger sig in pa mer djupgdende undersokningar av
kurvor, kommer manga formler att bli sarskilt enkla om man anvénder denna parameter.
Detta sker t.ex. i avsnitt 11.4, som dock inte ingar i kursen (liksom resten av kapitlet).

Ovningar pa sid. 673: nummer 5, 7, 13, 16, 19. Ledning till nr 16: skriv om de
trigonometriska funktionerna genom att ga 6ver till dubbla vinkeln, sa kan man sedan
kédnna igen kurvan.

Nagra extrabvningar:
(a) Parametrisera kurvan i extradvning (b) till férra raknedvningen!

(b) Studera kurvan r = 1 — cos 6 (poldra koordinater i xy-planet). Den kan ldtt parametris-
eras genom att man anvander formlerna

x =rcosf = (1 — cosb)cosb
. . 0<o6K2n
y=rsinf = (1 — cos ) sinf

och anvédnder 6 som parameter. Skissera kurvan! Undersok sarskilt hur den ser ut i
ndrhetenav 0 = 0. Berdknaldngden av kurvan. (Kurvan kallas cardioiden eller hjirtkurvan.)

Till rdknedvning nr 3

Nu ska ni borja studera funktioner som &r definierade i ndgon del av R”. En sak som
gor teorin for sddana funktioner svarare dn for envariabelfunktioner &r att de inte kan
illustreras grafiskt lika ltt. For en funktion f fran R? till R finns mojligheten att tinka sig
grafen som ytan z = f(x,y) i det tredimensionella rummet, men for fler variabler dn sa
rdcker vara vanliga dimensioner inte till. Grafen for f : R” — R kan fortfarande tdnkas
som en delméngd av R™1, men vi kan inte se den framfor oss langre.

Las avsnitt 12.1 och studera exemplen. For att illustrera en funktion av tvd variabler
kan man i stéllet for grafen dven rita en karta 6ver funktionsvéardena, i form av en skara
av nivdkurvor. Ett exempel dr isobarerna pa en vanlig vaderlekskarta, som illustrerar
lufttrycket som en funktion av positionen pa jordytan. For en funktion av tre variabler
kan man analogt tdnka sig en skara av nivdytor, som i texten langst ner pd sid. 709. Négra
bra évningar pa sid. 712: nummer 1, 3, 5, 11, 14, 17; 19, 21, 23. Dessutom ndgra lite mer
kluriga: 28, 33, 35. (Ordet topography betyder ungefar »landskapsformationer«.)

Infor avsnitt 12.2 bor ni ga tillbaka till sid. 598 for att insupa terminologin dér. En liten
ordlista:

neighbourhood omgivning
disk (cirkel)skiva
ball klot
boundary rand

boundary point randpunkt
interior /exterior point inre/yttre punkt
the interior /exterior det inre/yttre



Gor nagra ovningar pa sid. 599: nummer 33-37, 40.

I avsnitt 12.2 definieras gransvardet av f(x,y) dd (x,y) gar mot en punkt (a,b). Sjilva
definitionen kan skrivas ndstan ordagrant som i envariabelfallet:

Utsagan lim f(x,y) = A betyder:
(x.y)—(a,b)

man kan vara siker pd att avstindet mellan f(x,y) och A kan goras sa litet som man
onskar, bara man ser till att avstindet mellan punkten (x, y) och (a, b) dr tillrackligt litet
(utan att (x,y) sammanfaller med (a, b).)

Om man kovantifierar vad som menas med de fetstilta delarna av denna formulering far
man den hér versionen:

Utsagan lim f(x,y) = A betyder:
(x.y)—(a,b)

For varje tal € > 0 kan man bestimma ett tal 6 > 0 sddant att for alla (x, y) som uppfyller
0 < |(x,y) — (a,b)| < 6 giller att |f(x,y) — A| < &.

Den stora skillnaden mot envariabelfallet dr att det finns sd manga flera riktningar nu. Ien
dimension finns bara tva riktningar: »framdt« och »bakdt«. Nu har man odndligt ménga
riktningar. P4 grund av detta kan en funktion se mycket mer invecklad ut nira en punkt
dér ett gransvarde inte existerar, dn vad fallet dr i en dimension. Detta illustreras av Ex.
2 och 3. Ett alternativt sitt att studera en funktion i ndrheten av origo ér f.6. att anvanda
polira koordinater. 1 Ex. 2 blir det s& hér:

2 .
f(x,y) = f(rcosf,rsinf) = w = 2sin# cosf = sin 26.

Man ser att f beror pd § men inte pd r; i varje omgivning av origo antar f alla viarden
mellan —1 och 1. Den kan dd inte ha ndgot gransviarde i origo.

Observera en principiell skillnad mellan att visa att ett gransvarde existerar och att visa
att det inte existerar: i det forra fallet kravs i allmdnhet mer »bevisning«; i det senare kan
det rdcka med ett »exempel«.

Ovningar pa sid. 717: nummer 1, 4, 7, 13. I vissa av dessa dr det en god idé att anvdnda
poléra koordinater, som vi gjorde ovan.

Det som stariavsnitt 12.3 brukar inte vara sa svart att begripa sig pa. Attderivera partiellt
innebdr bara att man »ldtsas« att alla de andra variablerna dr konstanta. Det brukar man
vénja sig vid ganska snart. Lds texten t.o.m. Ex. 5. Tillimpningarna pa tangentplan och
normallinjer m.m. kan ni spara till litet senare. Rdkna 6vningar sid. 724-5: nummer 1-5,
7,11. Dessutom ndgra évningar ddr man ska sitta in i en partiell differentialekvation: 25,
26,27, 31.

Nagra extradbvningar:

(a) Ovning 16 sid. 717.



xy(x* — %)

(b) Definiera f(x,y) genom f(0,0) = 0 och f(x,y) = N,

f1(0,y) for alla y och f>(x,0) for alla x.

for ovrigt. Berdkna

Till raknedvning nr 4

Las avsnitt 12.4. Sjdlva begreppet »hogre derivata« dr inget sarskilt svart. Det nya &r nu
bara att man har sd manga olika sorters derivator av t.ex. andra ordningen. Studera hur
beteckningarna fungerar: for t.ex. z = f(z,y, z) géller exempelvis att

0%z
 0zAyox

f13(x,y,2)

Sats 1 sdger att om alla derivator »pa vagen« dr kontinuerliga sd spelar det ingen roll vilken
ordning man deriverar i. Observera att detta ingalunda ar sjalvklart. Det gar att finna
exempel ddr fi2(a,b) # fo1(a,b). Isa fall maste minst en av de inblandade derivatorna
vara diskontinuerlig. Ni bor faktiskt ha sttt pa en funktion dar detta intraffar. Vilken ar
det?

Laplaces differentialekvation och vagekvationen (sid. 729-30) hor till allménbildningen
for fysiker och tekniker. Los 6vningar pd sid. 731: nummer 1, 5, 7, 9, 11. Svaret till nr 7
ar inte helt korrekt. Hur d&4? Ovning 15 ir lite mer finurlig; forsok gérna, men dgna inte
mer dn 5 minuter dt den.

Hoppa for dgonblicket forbi avsnitt 12.5 och studera direkt 12.6. Nér vi definierade de
partiella derivatorna i 12.3, satte vi pa oss »skygglappar«. Tag exemplet

fx,y)=0omxy =0, f(x,y)=1omxy #O0.

Denna funktion har f1(0,0) = f»(0,0) = 0, men den &r inte ens kontinuerlig i origo.
Att de bada partiella derivatorna existerar dr alltsa en ganska intetsigande upplysning.
De innehéller ingen information alls om hur funktionen ser ut i andra riktningar &n
parallellt med koordinataxlarna. I avsnitt 12.6 forsoker man finna pd ett villkor som
battre motsvarar det som deriverbarhet betyder i en variabel.

Atty = f(x) ar deriverbar for x = g, betyder att kurvan y = f(x) kan approximeras valdigt
bra med en viss rit linje, sd lange x &r ndra a. For z = f(x, y) skall motsvarande begrepp
vara att ytan approximeras mycket bra av ett visst plan, da (x,y) dr néra (a, b). Detta ar
vad som innehalles i Definition 6.

Villkoret i definitionen dr jobbigt att verifiera som det star. Darfor dr det bra att man
har sats 4, som sdger att om f har kontinuerliga partiella derivator, sa dr f differentierbar.
Detta villkor &r oftast mycket ldtt att kontrollera, och i 99 % av fallen klarar man sig med
det.

Det som star om »Proof of the Chain Rule« hoppar ni 6ver just nu. Daremot &r begreppet
differential pd sidan 747 f. viktigt for alla anvdndare: de kan anvandas for att gora fel-
uppskattningar t ex vid laborationer, sd som illustreras av Ex. 3. Hoppa sedan over resten
av avsnittet, men rakna pa sid. 750: nummer1, 2, 7.

Att en funktion ar differentierbar f i en punkt (a, b) betyder ju att det &r meningsfullt att
tala om ett tangentplan och normallinje till funktionens graf i motsvarande punkt. Aterviand

nu till avsnittet om dessa ting som borjar pa sid. 721. Rékna pa sid. 724-5 nummer 13,
15, 17 och 23.
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Till radknedvning nr 5

Till den hér lektionen handlar det forst och fraimst om kedjeregeln. Avsnitt 12.5 innehdller
ett antal varianter av denna och ett antal bra exempel. Som ni bor ha sett pa foreldsningen
har man vissa bekymmer med beteckningarna — det finns knappast nagot satt att skriva
partiella derivator som dr helt utan nackdelar!

For den som ska ldsa fysik och kemi &r den s.k. termodynamiska beteckningen intressant.
Om man studerar en gasmassa med tryck p, volym V och absoluttemperatur T, s& ar
dessa kopplade till varandra genom ett samband av typen f(p, V, T) = 0. (For en ideal gas
har det formen pV /T = R.) Detta innebér att tva av de tre storheterna i princip bestimmer
den tredje. Vad ska man i sa fall mena med en partiell derivata m.a.p. exempelvis T? Man
maste precisera vad som hdlls konstant: p eller V. Man brukar dd skriva t.ex.

(ar),

dér index p markerar att p halls konstant. Se »Remark« pa sid. 735-6.

I'komplicerade situationer kan det vara till hjilp att rita ett »beroendediagram« som visar
hur de olika variablerna beror pa varandra; se sidan 737. Nar man sedan deriverar med
avseende pd en viss variabel, ska man folja diagrammet dnda ner till varje stélle dar
variablen avslutar en »kedja«.

Studera bokens text fran avsnittets borjan, inklusive Ex. 1-7. Avsnittet om homogena
funktioner pa sid. 737-8 kan ni hoppa 6ver. G4 vidare med Ex. 8-10. Liknande exempel
bor ocksa ha gjorts pa foreldsningen. f)vningar pa sid. 741 f: nummer 1, 3,5, 7, 9, 11,
13, 15. Téank hela tiden efter vilken beteckningsmodell for partiell derivata som ar mest
lamplig i varje fall!

Extradvning:

Transformera differentialekvationen

of , Of Lof _
Yox Pyt oz 7Y

(f = f(x,y,2)), genom att inféra nya variabler u = (x + y)e ™%, v = (x — y)e*, w = z. Ange
ocksa den allménna 16sningen till differentialekvationen i hela R®.

Till rdknedvning nr 6

Av avsnitt 12.6 aterstdr det som handlar om funktioner frdn R” till R”, med borjan pa sid.
748. Det géller att approximera sddana avbildningar lokalt med linjira transformationer,
i princip av den typ som studeras i linjara algebran. Dar 4r man van vid att en sddan av-
bildning representeras med en matris (sedan man fixerat baser i de inblandade rummen).
I var situation visar sig denna matris vara Jacobimatrisen eller totalderivatan, som Adams
betecknar med Df(x). En annan beteckning som forekommer &r f'(x).

Ex. 4 visar hur totalderivatan fungerar mer konkret for att approximera en vektorvard
funktion i ndrheten av en punkt. Allt det hir dr en sorts »hogredimensionell« motsvarig-
het till det som i enklare fall beskrivs av tangentplanet. Ovningar pa sid. 751: nummer
13, 14, 15.



Avsnitt 12.7 om gradient och riktningsderivator &r mycket viktigt for tillimpningar. Gra-
dienten definieras i boken pa ett sdtt som ser ut att bero pa koordinatsystemet, men i
sjdlva verket gar den att beskriva koordinatfritt, vilket gors i det tonade filtet pa sid. 755.
Riktningsderivator dr en naturlig generalisering av partiella derivator, och sats 7 visar hur
de kan bestimmas med hjélp av gradienten, forutsatt att funktionen &r differentierbar.
Lés texten och exemplen t.o.m. Ex. 5sid. 757. »Rates perceived by a moving observer«kan
ni hoppa 6ver, men gradienten i tre dimensioner &r viktig. Kopplingen mellan gradient
och nivaytor (eller nivdkurvor) dr av fundamental betydelse och dessutom anvandbar
vid problemldsning. Ova pa sid. 761-2: nummer 1, 4, 5, 7, 11, 15, 19, 26, 27. Forsok
dessutom gora nummer 21, som &r en hel liten saga! Det problemet kan géarna tas upp till
diskussion mellan ldraren och hela lektionsgruppen!

Nagra extrabvningar:

Ovning 22 pa sid. 762. Dessutom foljande:

Antag att f(x,y) satisfierar den partiella differentialekvationen f; + 2f, = 0. Visa att
for alla a dr linjerna y = 2x + a dr (delmédngder av) nivakurvor for f. Ledning: sétt

g(x) = f(x,2x +a).

Till raknedvning nr 7

Nu ska ni arbeta med »implicita funktioner«, dvs. funktioner som &r beskrivna genom
samband mellan variabler, utan att man har en »utlost« formel for att berdkna funk-
tionsvardena.

De enklaste fallen beskrivs pa sid. 763—4. Under vilka forhallanden kan man vara saker
pa att ett samband av formen

F(x,y) =0 eller G(x,y,2) =0

kan uppfattas som en beskrivning av en funktion y = y(x) respektive z = z(x, y) (atmin-
stone »lokalt«, dvs. i ndrheten av en viss punkt)? Boken gor troligt att det bor rdcka med
att man vet att kurvan F(x,y) = 0, resp. ytan G(x, y, z) = 0, inte har lodréit tangent, resp.
lodritt tangentplan i punkten. Man kan ocksa se det mer »algebraiskt« sd hér:

Om F(x,y) ar differentierbar i en punkt (4,b), dar F(a,b) = 0, innebér att i nirheten av
(a,b) &r ekvationen F(x, y) = 0 ekvivalent med foljande:

0 = F(x,y) = F(a,b) + Fi(a, b)(x — a) + Fx(a, b)(y — b) + R(x, y)
= Fi(a,b)(x —a) + F2(a, b)(y — b) + R(x, y),

vilket kan skrivas om till
Fy(a,b)y = Fx(a, b)b — Fi(a, b)(x — a) — R(x, ).

Har ar R(x, y) »mycket liten«. Om vi kan bortse fran den termen, har vi en mycket enkel
ekvation. Vi kan dé 16sa ut y, uttryckt i x, forutsatt att koefficienten F,(a, b) inte dr 0.

Detta dr inte ett bevis utan bara ett »6vertalningsforsok«, men idén bakom ar anvandbar
i madnga situationer. Vad man gor genom att bortse fran R(x, y) dr att man ersatter kurvan
F(x,y) = 0 med sin tangent i punkten (4, b). Man sédger att man lineariserar situationen. Sa
har ser det ut i ett annat fall:



Nar kan man vara sidker pa att ekvationssystemet

F(x,y,z) =0
G(x,y,2) =0

definierar y och z som funktioner av x i ndrheten av punkten (a,b,c)? Uppgiften kan
formuleras som att vi vill 16sa i och z ur ekvationssystemet, uttrycktai x. Lineariseringen
blir nu ett linjirt ekvationssystem:

0=F(x,y,z) =F(a,b,c)+ Fi(a,b,c)(x —a)+ F(a,b,c)(y — b) + F5(a, b, c)(z — ¢) (+R(x, y, 2))
0=G(x,y,2) =G(a,b,c)+ Gi(a,b,c)(x —a) + Ga(a,b,c)(y — b) + Gs(a, b, c)(z — ¢) (+5(x,y,2))

som kan stuvas om till

Fx(a,b,c)y + F3(a, b, c)z = diverse;
Ga(a, b, c)y + Gs(a, b, c)z = diverse;

Detta system &r entydigt 16sbart om determinanten av véansterledet &r skild frén O:

E K

o(F,G)
07 ‘ G, G

(Y, 2)

(dér alla derivatorna ska raknas ut i punkten (a, b, c)).

Att detta villkor verkligen &r tillrackligt kan bevisas, men beviset dr ganska omstandligt
(det handlar i princip om att kontrollera att de slopade resttermerna inte stor for mycket).

Adams’ text handlar mest om problemet att bestimma derivator av implicit definierade
funktioner. Las Ex. 1, 2, 3 (och kanske 4). Definitionen av Jacobideterminant ar viktig,
men lar er inte utantill sddana formler som star mitt pd sid. 770. Nar man behover en san
hér derivata dr det nog enklare och sidkrare att derivera »for hand«. Jamfor exempel fran
foreldsningen!

Nagra ovningar pa sid. 772-3: 1, 3, 11, 13, 16, 25. Observera att dessa problem méanga
ganger kan 16sas pa flera olika sitt, och att svaret kan se olika ut men dnda vara rétt! Som
exempel ges hédr tva satt att 16sa 6vning 3:

Losning 1. Derivera den givna ekvationen som den stdr, varvid vi alltsa underforstar att
z beror pa (x, y), och x hélls konstant; hogerledet deriveras som en produkt av x/y och z:

0z , X _ x0z oz 3xy® + (xz/y?) _ 3xy* +xz
Zzay +3xy” = y"- z + yay’ varav 3y = () — 22 = xy—Zyzz'

(Fyll sjdlv i detaljerna!)

Losning 2. Multiplicera férst med y for att slippa namnare: yz? + xy* = xz, och derivera

sedan:

d d 2+ 4xy?
+4chy3:x—Z varav -2 =218

el 2+ dxy”
Ay dy  x—2yz

1-22 +2yzay

Att de tva svaren faktiskt ar lika beror pa att vi har tre bokstaver x, y och z som inte ar
oberoende av varandra — de hinger ju ihop genom den givna ekvationen! Forsok sjalv
visa att svaren &r lika! (Ledning: en av de tre variablerna kan enkelt 16sas ut, uttryckt i
de andra!)



Dessutom foljande (gamla tentaproblem!)

1. Visa att sambandet In(xy) — (x — 1)e¥ ! = 0 definierar y som funktion av x i
en omgivning av (1,1). Visa ocksa att denna funktion har en stationédr punkt i
x = 1 och bestdm dennas karaktér!

2. Visa att sambandet x? — xyz + y? + z> = 4 definierar z som funktion f av (x,v) i
en omgivning av punkten (2, 1,1) och berdkna V£(2, 1).

3. Visa att sambandet z* + xyz? — x*y — 8 = 0 definierar en funktion z = f(x,y) i
ndgon omgivning av punkten (x,y, z) = (4,0, 2). Visa vidare att (x,y) = (4,0) &ar
en stationdr punkt till f(x,y), dvs. att de bdda partiella forstaderivatorna dr noll
dar.

Avsnitt 12.9: hér kan vi ndja oss med att ta med termer av hogst grad 2. Dvs. vad ni ska
veta ar att om F(x,y) &r en C?>-funktion (alla derivator av ordning < 2 &r kontinuerliga),
sa kan man skriva

fla+hb+k)=f(a,b)+Lk) + 3 Q(h k) +R(h k),
dar L(h, k) ar differentialen och Q(h, k) en kvadratisk form:
L(h, k) = fi(a, b)h + fa(a, b)k, Q(h, k) = fi1(a, b)I® + 2f12(a, b)hk + frn(a, b)k?,
och resttermen R(h, k) ar »mindre« d&n en kvadratisk form i den meningen att

R(h, k)
h? + k?

—0 da(h k) — (0,0).

Motsvarande formler géller for fler &n tvd variabler. Den kvadratiska formen &r den
vars matris bestdr av alla andraderivatorna, placerade enligt den vanliga numreringen.
Matrisen kallas ibland Hessianen. En kompakt version av Taylor ser ut sa hér:

f(a+h)=f(@+Vf(@)- -h+ %hTHh+ R(h),

dar H ar hessianen (utrdknad i a).

Ovningar pé sid. 780: nummer 7, 8, 9 (men noj er med gradtalet 2).

Till rdknedvning nr 8

Till den hér lektionen och nésta ska du studera kapitel 13, som handlar om extremvardes-
problem med flera oberoende variabler. Det &r viktigt att skilja pa tvd olika typer av
sddana problem:

Globala problem, dvs. bestimning av storsta och/eller minsta varde som en funktion
antar pd en viss mangd.

Lokala problem, dvs. bestimning av lokala extrempunkter och undersokning av

huruvida de ar lokala maxima eller minima.
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I avsnitt 13.1 borjar Adams med ndgra 6vergripande resultat i sats 1 och 2. Vi foredrar
namnet stationdr punkt for det som Adams kallar critical point. Ex. 1-4 &r bra.

Sedan behandlas fraimst problemtypen B. Huvudsakligen handlar det om att avgora
karaktdren hos en stationdr punkt. Detta hdnger ihop med den kvadratiska formen i
Taylorutvecklingen kring punkten. Sats 3 handlar om detta. I fallet med tva variabler
kan man anvédnda det resultat som stér i Remark pa sid. 788.

Studera Ex. 5-9. Ovningar pasid.791€.:1,3,4,5,9,12, 20. Av dessa dr nr 9 ganska intrikat
—man kan ha hjilp av att rita en karta 6ver funktionsvédrdenas tecken ... (Observera att
man ibland kan 16sa problemen med enklare metoder dn derivator — exempelvis uppgift
12.) Den som vill studera ett knepigt fall kan ocksa ta en titt pa 6vning 27.

I avsnitt 13.2 behandlas globala problem. Héar behover man normalt inte alls ga in pa
andraderivator. I stillet gar metoden ut pa att man letar rétt pa alla punkter som skulle
kunna tdnkas vara extrempunkter. Vilka av dessa som sedan vinner avgors helt enkelt
av funktionsvardena dar. Ex. 1-2 &r bra typtal. Ex. 3 dr tankvért sa tillvida som att det
illustrerar att en matematiker ofta kan vinna p4 att tinka igenom hur man vill ha det med
koordinatsystemet osv.

En viktig del av 16sningen till sddana har problem &r att man maste veta om ett (t.ex.)
storsta vdarde verkligen existerar. Det ar latt att finna exempel dér en funktion t.ex. ar
uppéat begransad, men inte antar ndgot storsta vairde. Men en enkel situation dér saken ar
klar 4&r om definitionsmédngden dr kompakt (dvs. sluten och begransad) och funktionen
ar kontinuerlig (sats 2 sid. 784).

Avsnittet om [linjirprogrammering dr inte svdrt, men kan dndd sittas inom parentes.
Ovningar pa sid. 797: 1, 2, 4, 6, 9.

Téank pa att man ibland kan f4 ett enklare problem om man anvander poldra koordinater!

Extradvning:

Lat f(x,y) = x*(1 + y)® + y2. Visa att f har en enda stationdr punkt (a,b), som &r lokalt
minimum. Visa att f(a, b) inte dr funktionens minsta virde, eftersom f antar alla reella
varden. Hur kan detta vara mojligt? (Man kan forsoka gora sig en bild av funktionens
graf, fast det ar inte sd latt!)

Till rdknedvning nr 9

Avsnitt 13.3 handlar om extremvérdesproblem med s.k. bivillkor. Det enklaste fallet ar
att bestimma extremvéarden for en funktion f(x,y) under villkoret att g(x, y) = 0. Detta
kan geometriskt ses som att man undersoker de vairden som f(x, y) antar pd en viss kurva
i xy-planet, som dr en nivakurva for en funktion g. Det &r l4tt att inse att i en extrempunkt
kan denna kurva i princip inte skira en nivakurva for f. Frdn detta kan man dra slutsatsen
att gradienterna for f och ¢ maste vara linjirt beroende i punkten.

Liknande resultat géller f6r mer allmédnna fall. Om man soker max eller min av f(x) under
bivillkoren gx(x) =0 (k =1,2,...,m), x € R*, dar m < n, ska man leta bland de punkter
dér alla gradienterna

Vf, Vg1, Vg, ..., Vgu
ar linjart beroende.

Adams foredrar att formulera resultaten med s.k. Lagrangemultiplikatorer i stéllet. I
allménhet brukar det (tycker jag) vara enklare att tinka i termer av linjart beroende.
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Observera att tvi vektorer &r linjart beroende precis om den ena dr en multipel av den
andra. Om antalet vektorer ar lika med dimensionen kan man ocksd anvanda villkoret
att determinanten ska vara lika med 0.

Ovningar pé sidan 807: 1, 2,7, 8,9, 11, 19.

Extradvning:

En 60 cm bred platremsa ska vikas till en ranna (6ppen upptill), vars tvarsnitt har formen
av ett parallelltrapets med de icke-parallella sidorna lika langa. Hur stor kan tvirsnittets
area maximalt goras?

Till raknedvning nr 10

Nu ska det handla om dubbelintegraler. Las kap. 14.1 i Adams, utan att fastna! Kon-
struktionen och definitionerna 1 och 2 dr ganska naturliga motsvarigheter till hur man gor
vanliga enkelintegraler. Som definitionerna ser ut, dr detinte sa sjalvklart vilka funktioner
som verkligen &r integrerbara 6ver ett givet omrdde. Sats 1 pa sidan 839 undanrojer dock
bekymren i praktiken. Réknereglerna pd sidan 840 dr viktiga men ganska naturliga. Ex-
empel 2—4 dr bra: manga ganger kan man bestimma vardet av en dubbelintegral genom
att anvanda symmetrier och kdnna igen geometriska tolkningar. Ga igenom évningar
pa sid. 841-2: nummer 13-19, 21. Observera alltsa att alla dessa kan beriknas utan att man
behdver anvinda nigot av det som kommer i senare avsnitt!

Det normala séttet att berdkna dubbelintegraler 4r annars det som tas upp i 14.2. Man ska
vdlja i vilken ordning man ska integrera: forst x och sedan y, eller tvdrtom. Det dr néstan
alltid en god idé att folja »minsta motstandets lag«, dvs. att se till att den forsta (innersta)
integrationen blir s& enkel som mgjligt. Alla exemplen i avsnittet &r bra. Ovningar sid.
849f.:1,3,5,7,9, 11,13, 15, 19, 23.

Till radknedvning nr 11

Nu fortsitter vi med generaliserade dubbelintegraler. Det handlar om sddana fall dd endera
omrddet eller integranden (dvs. funktionen som ska integreras) dr obegransad. Har kan
det bli komplikationer av en sort som inte kan intréffa for enkelintegraler. Ett exempel ar
foljande.

Exempel. Lat D vara »halvremsan« x > 0, —1 < y < 1. Hur 4r det dd med integralen

I://ydA?
D

Om man approximerar D med foljden av omrdden (rita figur!)
Duy@)={(x,y) |0<x<n+ay, -1<y <1},

f&r man

1
// ydA:/ y(n +ay)dy = 3 a.
Dy(a) -1
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Néar n — oo fadr man alltsa olika gransvdarden beroende pa hur man har valt talet a.
Detta dr inte tillfredsstdllande. Det hela beror pa att man egentligen forsoker rakna ut ett
gransvarde som dr av typen oo — co: den integral vi forsoker berdkna »mater« differensen
mellan tvd odndligt stora volymer. For att komma ifran detta brukar man komma 6verens
om att endast acceptera absolutkonvergenta dubbelintegraler. I praktiken, liksom i boken,
16ser sig detta ofta genom att integranden ér positiv. Isé fall finns det bara tva mojligheter:
endera dr integralen konvergent, vilket visar sig sd att man far ett d&ndligt varde nar man
rdaknar (hur man dn gor det); eller sa &r integralen divergent, vilket man ser pd att man
far ett »odndligt« varde ndr man raknar. Las igenom bokens Ex. 1-4.

Medelviérdet av en funktion f(x,y) 6ver ett omrdde i planet definieras pa sid. 854. Som
ett specialfall kan man se koordinaterna f6r tyngdpunkten eller »centroiden« for ett plant
omrade (Ex. 5).

Ovningar sid. 855: 1, 3, 4, 7, 8, 23, 26.

Avsnitt 14.4 innehaller mer dn vad rubriken séger. Att byta till poldra koordinater &r bara
ett specialfall av den allménna idén att byta variabler.

Las den inledande texten och Ex. 1-5. Darefter foljer en utredning om det allménna fallet,
som kulminerar i sats 4 sidan 863. Ett viktigt fall av variabelbyte &r linjir transformation,
som dr lite férsummad i boken. Det dr da fraga om ett variabelbyte av formen

X =aiu+bo o(x,
wrbio [x] :[al bl] [u], (v y) _
y =axu + by y a by||v o(u, v)
Speciellt pdminner vi om de transformationer som svarar mot enkel vridning av koordi-
natsystemet, dvs. ortogonala transformationer dar matrisen har formen

a b
a by

cosa —sina ax,y)
sinx  cosw o(u,v)

Bokens Ex. 7 kan kompletteras med foljande:

Exempel. Berdkna I = [[,(x —2y)/2x + 3y dA, dédr D ar parallellogrammen med hornen
(2/ _1)/ (4/ 0)/ (1/ 2) och (_1/ 1)

Losning. Rita figur! Satt u = x — 2y, v = 2x + 3y, sa blir dtminstone integranden enkel.
Eftersom detta dr ett linjart variabelbyte kommer den givna parallellogrammen att svara
mot en parallellogram D’ i uv-planet. Rédknar man ut dess horn, finner man att de &r (4, 1),
(4,8), (—3,8) och (=3, 1), dvs. den har sidorna parallella med u- och v-axlarna. Vidare ar
skalfaktorn »baklanges«

(i, v) 11 =2 7
ox,y) |2 3|7
vilket betyder att skalfaktorn som ska in i integralen &r % Vi far alltsd (kontrollera
rdakningarna!)
4 8
I://,M-Ul/3%dud0=%/;3MdMA U1/3d0=%.%.%_15=%‘ 0

Bokens Ex. 8 och 9 lite mer kuridsa och inte sa viktiga. Ovningar sid. 865-6: 1, 3, 5, 7,
9, 13, 21, 31, 32, 33. Vi paminner om mdojligheten att forenkla rakningarna genom att
utnyttja symmetrier av olika slag. Exempelvis kan problem 5 goras sa hdr: man inser att
[fpx*dA = [[,y*dA (varfor?). Den givna integralen I &r d& lika med medelvirdet av
dessa, dvs. I = 3 [[(x* +y*) dA, som ér littare att berdkna!
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Nagra extrabvningar:

2 2 2

(a) Berdkna volymen av den kropp som ligger innanfoér de bada cylindrarna x* +z= = a
och y? +z% = a?%.
(b) Berdkna volymen av den kropp som ligger innanfor alla tre cylindrarna x2+ 2% =a?,

y? + 22 = a® och x? +y? = a%.

Till raknedvning nr 12

Till den hdr gangen handlar det om kapitel 14.5-6. Forst ska du ldsa igenom 14.5 om trip-
pelintegraler. Har &r det inte ens mojligt att tolka integralerna pa det enkla geometriska
sdttet (enkelintegral = area, dubbelintegral = volym). Men trippelintegraler behtvs dnda,
t.ex. for bestamning av massan hos en kropp med olikformig densitet, eller berdkning av
tyngdpunkt och moment for kroppar. Ex. 1-3 illustrerar sjdlva berdkningstekniken. Ex. 4
behdver inte 16sas med en trippelintegral, men det kan ibland vara bekvamt att teckna en
volym som [, dV.

Ex. 5 innebir nyttig hjarngymnastik: konsten att skissa och arbeta med tredimensionella
figurer dr inte helt enkel. (Olika médnniskor verkar ha ganska olika talang for det.) I Ex. 6
visas hur man kan ersitta en uppsattning olikheter med en annan. Tva beskrivningar av
ett omrade &r ekvivalenta om varje olikhet i den ena kan logiskt hirledas fran den andra,
och vice versa.

Rdkna ndgra dvningar pa sid. 873: nummer 1, 2, 3, 5, 7, 14, 17. Hall 6gonen 6ppna
for mojligheten att utnyttja symmetrier! Om integrationsomradet d&r symmetriskt med
avseende pa ett koordinatplan, kommer t.ex. termer i integranden som &dr »udda« pa ratt
sdtt att fa integralen noll.

I avsnitt 14.6 tas upp hur man byter variabler i en trippelintegral. Linjdra variabelbyten
(Ex. 1) fungerar analogt med i tvd dimensioner. Cylinderkoordinater &r inte egentligen
sdrskilt markvardiga: de innebdr bara att man anvander vanliga poldra koordinater i
stdllet for x, y och later z vara kvar som tredje koordinat. Studera Ex. 2-3.

Daremot dr sfariska koordnater ndgot alldeles nytt: en punktsldge i rummet anges genom
att man talar om dess avstand p till origo samt (i princip) latitud och longitud pa den
sfar kring origo som har radien p. Studera introduktionen pa sid. 877 och de féljande
exemplen. Rékna pa sidan 882, nummer 1-3, 5, 7, 15, 17, 25 och kanske 27.

I avsnitt 14.7 finns tillimpningar. Du kan noja dig med att studera foljande: Arean av en
graf, sid. 883—4; masscentrum (centroid) sid. 886-8. Det 6vriga far fysikerna ta hand om!
Nagra 6vningar pa sid. 891 f.: 1, 3, 7, 19, 21.

Extradvning;:

Ovning 10 sid 873.

Till raknedvning nr 13

Nu kommer vi in pa det som kroner kursen: det handlar om matematik som spelar
stor roll inom tillimpningar som elektromagnetism, hydrodynamik m.m. Till stor del
beskrivs sddant med hjilp av begreppet filt.
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Avsnitt 15.1 presenterar skaldra falt och vektorfalt. Las igenom det och forsok fa en
kéansla for sakerna, inklusive stromlinjer i ett vektorfalt (det som Adams kallar field lines).
Formlerna i poldra koordinater behover ni inte kunna (men ni ska veta att de finns!).
Los ndgra 6vningar pa sid. 900: nummer 1-3, 5, 7. Kanske ocksa ndgot tredimensionellt
exempel, som 9, 13; men det &r inte aktuellt med ndgon mer djuplodande problemldsning
har.

I avsnitt 15.2 handlar det om en mycket viktig kategori av fdlt: sddana som kallas kon-
servativa, dvs. som &r gradienter av ndgot skalarfalt. Fysikaliskt forekommer sddana falt i
anslutning till energiprincipen; exempel dr (Newtonsk) gravitation och elektrostatiskt falt
i vakuum. Matematiskt kan man se det hiar som en flerdimensionell variant av problemet
att bestimma en primitiv funktion.

Om F = V¢, sdger Adams att ¢ &r en potential till F. Detta stimmer inte med det vanliga
sdttet att uttrycka sig i fysiken: dar dr det —¢ som ar potential. Jag foreslar att man kallar
¢ for en primitiv funktion till faltet F — det &r inte sa allmént vedertaget, men kan knappast
missforstas.

Las igenom texten och observera att de blatonade villkoren pa sid. 903 &r nodvindiga, men
inte sdkert tillriickliga. Detta ser man i Ex. 5. Studera dven Ex. 1-4. Begreppen kiilla, sinka
och dipol hor till allmédnbildningen, men Ex. 6 kan ni hoppa over.

Bland 6vningarna pa sid. 909 bor ni 16sa nummer 1-5, 9.

I avsnitt 15.3 och 15.4 introduceras kurvintegraler, som finns av tvd slag: integral med
avseende pd bdglangden och s.k. arbetsintegral. Den senare dr den viktigaste. Inte-
gralerna i 15.3 kan anvéndas for att bestimma massa, tyngdpunkt och moment for trad-
formiga massfordelningar. Titta igenom Ex. 1 och 2 och gor 6vningarna 1, 2, 8 pa sid.
915. (Ovning 1 leder fram till en integral, som 4r ganska besvirlig att berdkna; man fér ta
till tabeller sddana som finns pd bakre parmuppslaget i Adams.)

Det som hédnder i 15.4 dr som sagt mycket viktigare. Den hér typen av integral anvands
som sagt for att berdkna det arbete som utrédttas dd en partikel ror sig i ett kraftfalt. Det
finns flera olika satt att notera dessa integraler:

/F-dr:/F-"fds:/de+Qdy+Rdz.
C C C

Den mellersta formeln innehaller enhetstangenten till kurvan och betonar att det ar falt-
vektorn F:s projektion pd kurvans tangent som &r den »aktiva« vektorn. For att konkret
berdkna en kurvintegral har man ytterligare skrivsatt:
b b
[ Fedr= [CEa) vt = [ (PE,y0),20) 5O + Q) @)+ RC )2 B)d,
C a a

(Om kurvan réakar 1opa parallellt med en koordinataxel kan integralen skrivas som en
»vanlig« integral — se foreldsningsanteckningar.)

Om féltet dr konservativt blir berdkningen av kurvintegralen sarskilt enkel. I det fallet
beror dess vdrde inte ens av vilken kurva man viljer mellan start- och slutpunkt. Detta
behandlas i den sista delen av avsnittet.

Léas hela texten och 16s 6vningar pa sid. 923 f.: 2, 3, 5, 7, 8, 10, 11, 13. (I 6vning 13 &r
faltet »néstan« konservativt: det kan skrivas som summan av ett konservativt falt och ett
mycket enkelt annat falt. Det kan man utnyttja — jamfor Ex. 4!)
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Till raknedvning nr 14

Till den hér gdngen kan det tdnkas att det finns en del kvar frdn det ovanstdende. Det ar
inte s& mycket som ytterligare kommer till. Vi gor ett litet hopp och tar upp den forsta
delen av avsnitt 16.3, for att slutgiltigt klara av problemet med »primitiv funktion« i tva
variabler, innan vi ger oss pd det mer komplicerade tredimensionella fallet.

Greens formel kan anvandas pa olika sdtt. Direkt tilliampning forutsétter att man har en
sluten kurva, och att integranden uppfor sig snéllt bade pa och innanfor denna. Négra
sétt att anvdnda satsen:

« Kurvintegralen tas pd en sluten kurva och ersétts med en dubbelintegral som ar enklare
att berdkna (Ex. 2 sid. 964, 6vning 3 nedan).

« Man har en sluten kurva, men integranden &r singuldr i en punkt innanfor kurvan. Da
kan man ersitta kurvan med en annan som &r enklare pa ett eller annat satt (Ex. 3 sid.
964, 6vning 2 nedan).

- Kurvan ér inte sluten, men kan slutas till med en kurvsnutt sd att man kan berdkna
kurvintegralen med en dubbelintegral och en (férhoppningsvis) enklare integral over
kurvsnutten (ex. pa foreldsning och 6évning 1 nedan).

Ovningar pa sid. 965-6: nummer 1-5 och, om det finns tid, féljande gamla godbitar.

1. Berdkna kurvintegralen

/(e“y —y)dx+ (Y - 1)dy
c

langs halvcirkelbagen i forsta kvadranten fran origo till punkten (1, 0).

2. Berdkna
/ Q2xy — x* + y? sin xy?) dx + (x + y* + 2xy sin xy?) dy,
c

dér C ar den positivt orienterade randen till omradet x% < y < V.

3. Berdkna
ydx — (x+1)dy

c x2+y2+2x+1"7

dér C ar kurvan |x| + |y| = 4, genomlopt ett varv i positiv led.

4. Bevisa att kurvintegralen
/(3x2 +2xy — 2x —y +1)dx + (x* — x)dy,
c
dér C &r en vag fran punkten (0, a) till punkten (1, b), &r oberoende av valet av a, b och C;

och bestdm integralens varde.
(Svar: L.e—1—m/8. 2 5. 3.-2m 4.1)

Till raknedvning nr 15

Nu kommer ni in pd de sista verkligen nya begrepp som ingar i kursen: ytintegraler av
skaldrfalt (»massintegraler«) och av vektorfalt (»flodesintegraler«). Det handlar alltsd om
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integration 6ver tvadimensionella méngder eller ytor, plana eller buktiga. Forst ska ni
bekanta er (i 15.5) med dnnu ett sitt att beskriva ytor. Ni har redan stott pa tva satt:

(1) Yta som funktionsgraf: z = f(x,y) for (x,y) € D (dédr D ar ett omrdde i planet).
(2) Yta som nivayta till en funktion: F(x,y,z) = 0.
Nu tillkommer:

(3) Parametriserad yta: r = r(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) for (u,v) € D, ddr D é&r ett
omrdde i parameterplanet. (Obs. att D inte behover vara en rektangel, som Adams antar i
definition 4.)

Man kan se detta som att man later en funktion r(u, v) »deformera« ett plant omrade i
uv-planet till en (i allmédnhet) buktig yta som svévar i xyz-rummet. Exempel dr bokens
Ex. 1-2 och de parametriseringar av en cirkuldr cylinder eller en torus, som gavs pa
foreldasningen. For enkla och regelbundna ytor som dessa kan parametrarna u och v
gdrna viljas sa att de fungerar som »naturliga koordinater« i ytan (i stil med latitud och
longitud pa en sfar).

Nar man ska undersoka en yta i detalj, kan man anvidnda de kurvor i ytan som svarar
mot linjer v = konstant och u =konstant. Tangentvektorer till dessa kurvor far man som
de partiella derivatorna

L .
w= 5 resp. 0= 5o

Man inser att en normalriktning till ytan ges av vektoriella produkten r, x r,. Denna
vektor visar sig dven innehédlla upplysning om den lokala areaskalan vid avbildningen
(u,v) = r(u,v). Man sédger att ytelementet ges av

dsS = |r, X t,| dudv.

Specialfall av detta for ytor givna efter modellerna (1) och (2) ovan &r

VE
45 =\/1+ (fi)*+ (o) dxdy resp. dS = ‘TJ dx dy.

(I det senare fallet tinker man sig ytan projicerad i xy-planet.) Glom inte att normalrikt-
ningen till ett plan kan avldsas direkt frdn planets ekvation, men att man far tanka sig for
vad den ska ha for langd i olika situationer.

Studera Ex. 5-7 och 9 och 16s ndgra 6vningar pa sid. 936: nummer 4, 7, 8, 13. Dessutom
foljande:

e Berdkna arean av en sfirisk zon, dvs. den del av en sfar som ligger mellan tva parallella
plan. Konkret: den yta som beskrivs av x? + y* + z2 = 42, b < z < c. (Resultatet &r pa ett
visst sétt lite overraskande. Hur da?)

De lite mer komplicerade flodesintegralerna i 15.6 handlar om att man integrerar nor-
malkomponenten av ett vektorfélt 6ver en yta. I praktiken blir det sa hir for en parame-

teryta:
//F-ﬁdS://F-dS://F-(ruxrv)dudv.
S S D

Aterigen ser vi hur vektorn r, X r, gor dubbel nytta — som normal och som areaskala!

I fallen (1) och (2) ovan fungerar det sd att

G ~ 1
NdS = (—f1, —f2, 1)dxdy, NdS:F—VFdxdy
3
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(se Ex. 4 resp. Ex. 5 i boken).

Det ar viktigt att man ser till att normalriktningen verkligen ger flodet i den efterfrdgade
riktningen. Annars far man klamma dit ett minustecken.

Ovningar pasidan943: 1, 2,5, 7.

Dessutom kan ni rdkna problem 1-3 i de blandade 6vningarna som borjar pa sid. 18 i
detta hifte.

Till radknedvning nr 16

Nu kommer vi till det sista i kursen: den tredimensionella vektoranalysen i kapitel 16.
1 16.1 definieras operatorerna div och rot (eller curl), och man visar hur de kan skrivas
med hjédlp av den symboliska operatorn V. Léas texten fram t.o.m. Ex. 2. Tolkningen
av divergens som kalltathet i sats 1 ar ocksa viktig, inte minst ddrfor att den visar att
divergensen inte beror pa koordinatsystemet utan ar en verklig »fysisk« storhet. Detta
illustreras ocksa av anméarkningarna efterat och Ex. 3. Avsnittet om distributioner och
deltafunktioner kan ni bara skumma igenom. Slutligen ges en tolkning av rotationen,
som dr knepigare dn divergensen. Drunkna inte i det avsnittet heller. Ovningarna pa sid.
953 dr enkla; gor nummer 1-8.

Avsnitt 16.2 dr mest av intresse for specialister, och ni kan ga forbi det helt.

Avsnitt 16.3 har ni redan varit inne pa; nu kan ni ocksa forstd innebérden av den avslu-
tande divergenssatsen, som anknyter till det f6ljande avsnittet. Ddr kommer den tred-
imensionella divergenssatsen eller Gauss” sats. Den har en naturlig hydrodynamisk
tolkning: mangden vitska per tidsenhet som strémmar ut genom en sluten yta far man
genom att integrera killtidtheten over det inneslutna omradet: det som strommar ut ar
det som alstras innanfor. Satsen dr i manga avseenden analog med Greens formel i planet
och kan anvédndas pd liknande satt. Studera Ex. 1-5. Varianterna i sats 9 kan ni hoppa
over. Ovningar: sidan 971 f. nummer 1, 2, 6 och blandade 6vningar sid 17 i detta hifte,
nummer 5, 7, 8,11, 14, 17.

Kursens sista avsnitt dr 16.5, som handlar om Stokes’ sats. Observera att en sluten kurva
i det tredimensionella rummet &r rand till ett obegransat antal olika ytor, dvs. man kan
ibland ha frihet att vilja vilken yta man vill arbeta med. Satsen har annars férst och framst
principiell och teoretisk betydelse. Det dr i praktiken séllan sa att det ar ldttare att rdkna
ut en integral over dn buktig yta dn att rdkna ut kurvintegralen direkt. Studera dock
Ex. 4-5 (Den avslutande anmérkningen har vi redan diskuterat i samband med Greens
formel.)

En intressant konsekvens av Stokes dr att flodet av filtet rot F 4r detsamma for alla ytor
med samma randkurva. Detta kan man dven inse pd ett annat siatt — hur? (Det hinger
ihop med en av reglerna i sats 3 sid. 954-537.)

Ovningar pa sid. 977: 2, 3, 4, 8 och blandade dvningar nummer 6, 9, 15, kanske ocksa
16 och 19.

Till raknedvning nr 17-18

Har blir det inga detaljerade lasanvisningar —nu dr det dags att repetera hela kursen, t.ex.
genom att radkna gamla tentor.
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Blandade dvningar pa kurv- och ytintegraler

Med * markeras lite svdrare uppgifter.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Berdkna arean av den del av paraboloiden 4z = x? + y? som skérs ut av cylindern

z = y* och planet z = 3.
Berikna arean av den del av planet x +2y +z = 1 som skérs ut av cylindern x? +y2 = 1.

En del S av konen med ekvation x? +? = z2 ligger 6ver xy-planet och dess projektion
pa xy-planet har area A. Visa att arean av S ar Av/2.

Antag att ytan S har ekvationen z = h(x,y), dar (x,y) € D och D &r ett omrade i R?.
Visa att arean av S ges av

T Goy (o] s

S betecknar ytan x2 + y? + z2 = 1, z > 0, med normalen riktad fran origo. Berdkna
flodet av vektorfaltet F(x, v, z) = —xyi + yj + z(y — 1)k genom S.

L4t C vara skdrningskurvan mellan cylindern x? + y*> — x = 0 och paraboloiden
z =1— x? —y°. Berdkna kurvintegralen [-F - dr, dar F = yi+j + xk och C genomlops
sd att riktningen i (1, 0, 0) ges av vektorn (0, 1, 0).

Berdkna flodet av vektorfiltet F = xz%i + 2xyj + (z% + 2)k ut ur cylindern x% + 2 = 1,
0<z< L

L&t F(x, y, z) = xe*i + y2¢%j + (2y — 2ye?)k vara ett vektorfdlt i R>. Berdkna flodet av F
genom den del av planet x + y + z = 1 som ligger i forsta oktanten (dvs. x,y,z > 0).
Normalriktningen antas ha positiv z-komponent.

Berdkna

/ (z — x)*dx + (z + x)? dy + z2dz|, dar C 4r skdrningskurvan mellan cylin-
c
dern x2 + y? = 1 och planet 2x + y + z = 2.

* S dr en sluten yta (med utatriktad normal) for vilken Gauss’ sats (divergenssatsen)
ar tillimplig, och F = (2x +y — 1x%)i + (y — 4yz?)j + (z — 4y*z)k. Bestam, under dessa
forutsdttningar, det maximala vérdet av [f; F - dS.

*Berikna [[; F + NdS, da F = sin x%i + (y — 2xy cos x2)j + (1 + y + 2)k, och S ir den del
av ytan z = 1 — x2 — 2 for vilken x > 0 och z > 0. Ytans positiva normalriktning
bildar icke-trubbig vinkel med positiva z-axeln.

*F = (x +y)i + 2yzj + y?’k. C &r en styckvis deriverbar sluten kurva pa cylindern
x? +y? = 1 och skir inte sig sjilv. Beroende p& hur C Ioper pa ytan (bara ett varv,
givetvis), kan [ F « dr anta tre olika varden. Beskriv de tre fallen och bestim de tre
vérdena.

2 2 2

Berdkna [[ F - N dS, dér S dr halvellipsoiden z—z + % +i—2 =1,z > 0, med uppatriktad
normal, och F = yi.

Beridkna flodet av vektorfaltet xyi+xyzj+(x+2y+3z)k utur volymen 1 < x?+y*+z> < 4.

Berdkna ‘ / ydx +zdy+ xdz|, dar C ar skdrningskurvan mellan cylindern x2 +y? = 1
C

och planet 2x + 2y +z = 3.
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16. *Berdkna med hjélp av Stokes’ sats [~ F « dr, dd F = (yz+y — z)i+ (xz+5x)j + (xy +2y)k
och C &r skidrningskurvan mellan ytorna x2 +y* +2z2 = 1 och x +y = 1. C &r orienterad
sd att dess omloppsriktning i punkten (1,0, 0) ges av vektorn (0, 0, 1).
17. Visa att / (2xy + 2%)dx + (Qyz + x?) dy + 2xz + yz) dz &r oberoende av vigen mellan
c

tva givna punkter A och B.
18. *L&t S vara den del av cylindern x? + > = 1 som ligger mellan planen z = 0 och
z = x + 2. Berdkna [[;F « dS, om F = 2xi — 3yj + zk.
19. *Berdkna / F-dromF = (xy +2)i + y?z% + (32 + z%)k och C &r skdrningskurvan
C

mellan ytorna x? +2y? = 1 och z = y + 1. C:s omloppsriktning &r positiv (moturs) sett
frén origo.

Svar:

1. % 2. /6. 5. 0. 6. —71/4. 7. /3.
8.e—3. 9.0. 10. & 7. 11. 7. 12. 0, 7T, — .
13. 0. 14. 287t 15. 57t 16. —1v/2/4. 18. 27t

19. 71//2.
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KURVOR OCH YTOR

En kurva i planet kan man beskriva med en ekvation, dvs. ndgot sddant som y = f(x)
eller F(x,y) = c. Alternativt kan den parameterframstéllas, dvs. man har tvi ekvationer
som innehiller en extra variabel: x = x(t), y = y(t), ddr parametern ¢ genomloper nagot
intervall I. Detta kan uppfattas som en avbildning, en deformation av intervallet I till en
kurva.

En yta i det tredimensionella rummet beskrivs ocksa av en ekvation, t.ex. z = f(x,y)
eller F(x,y, z) = c. Ska man parameterframstilla en yta innebéar det att man »deformerar«
ettomrade Dit.ex. uv-planet till ytan, dvs. man behover tvd parametrar och tre ekvationer:
x=x(u,v),y=yu,v),z=2z(u,v).

En kurvai det tredimensionella rummet beskriver man gérna som en deformation av
ett intervall I, med tre ekvationer: x = x(t), y = y(t), z = z(t), dar t € I. Ska man beskriva
en kurva parameterfritt, blir det enklast som en skiirning mellan tvd ytor, dvs. man har tod
ekvationer som innehéller x, y, z:

F(x,y,z) = c1, G(x,y,2) = c.

En sadan beskrivning ar pd intet sétt entydigt bestdimd: det finns ju odndligt ménga ytor
som innehdller kurvan.

GEOMETRI:

En (sldt) kurva i planet har en tangentlinje och en normallinje i varje fixerad punkt.
En (sldt) kurva i rummet har en tangentlinje och ett normalplan i varje punkt.

En (sldt) yta i rummet har tangentplan och normallinje i varje punkt.

ANALYS:

En funktion av tva eller tre (eller fler) variabler kan ha en gradient.

BLANDA INTE IHOP:

En funktion kan inte ha tangent eller normal, en kurva eller yta kan inte ha en gradient.
SYNTES:

1. Vad dr »z = f(x,y)«? En ekvation. Kan tolkas som beskrivning av en funktion.
Eller en yta i R®. Denna ytas tangentplan kan i s fall beskrivas med i princip differen-
tialen av funktionen f. Gradienten av f lever sitt liv i xy-planet, bor uttolkas primart i
»hojdkartan« av f, inte p& ytan som svévar i R3.

2. Vad dr »f(x,y) = c«? Ocksa en ekvation. Kan betyda en kurva i R?, som &r en
nivdkurva for funktionen f. I en fix punkt pd nivdkurvan &r gradienten av funktionen f
vinkelrdt mot kurvan. (Ty langs kurvan fordndras inte f:s virde, och lings gradienten
dndras virdet med maximal fart.)

Mellan 1 och 2 finns samband: kurvorna f(x,y) = c i planet utgor tillsammans
»hojdkartan« over funktionen f.

3. Vad &r »F(x,y,z) = c«? En ekvation! Kan betyda en yta i R?, som &r en nivayta
for funktionen F. I en fix punkt pd nivdytan dr gradienten av funktionen F vinkelrdt mot
ytan. (Ty ndr man ror sig i ytan fordndras inte F:s vdrde, och lings gradienten dndras
vardet med maximal fart.)

Ytorna F(x,y,z) = c (for alla vdrden pa c) bildar tillsammans en tredimensionell
»karta« over funktionen F.
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Losningar och svar till vissa av extradvningarna

Till rakne6vning nr 1

(a) Eliminera z mellan ytornas ekvationer:
(z=) 3 +4y* —dx = x> + 32 +2y — 1,

vilket kan skrivas om till 2x% + y? — 4x — 2y + 1 = 0. Kvadratkomplettering ger 2(x — 1)2 +
(y — 1)* =2 eller

12 12

(x 21) Y 1; 1

1 (v2)
Projektionen i xy-planet &r alltsa en ellips med centrum i (1, 1) och halvaxlar 1 (i x-led)
och v/2 (i y-led).

(b) Analogt med (a) f&r man x2 + 4y? = 4 — 2x — 8y eller (x + 1)> + 4(y + 1) = 9, som pa
standardform blir

1)? 1)2
(x ;2 ", (yé)z) _1

En ellips med centrum (—1, —1) och halvaxlar 3 (i x-led) och % (i y-led).

Till rikne6vning nr 2

(a) Projektionen i xy-planet parametriseras med tdnjda polédra koordinater som x = —1 +
3cost,y = —1+ 3 sint; sedan hissar vi upp det i z-led genom z = 4 — 2x — 8y och far alltsa

1(t) = Bcost — 1)i+ ($sint — 1)j + (14 — 6cost — 12sint)k, 0<t <27

(b) Se Adams figur 8.38 sid. 508. I ndrheten av 6 = 0, ddr kurvan passerar origo, kan man
Maclaurinutveckla parameterframstéllningen:

x=cos —cos’f@=cosf — 1 —L1cos20=1-16> -1 -1+ %(29)2+O(94)
= 160% + O(6*);

y=sin —sinfcosf = sinf — 1sin260 = 6 — 16° — 1(20) + £(20)° + O(F°)
= 16+ 0(6°).

Man kan alltsa skriva
r=1(0) = 16°(i + 6j) + O(6H)i + O(F°)j.
Eftersom r(0) = 0, kan vi skriva

r(f) — r(0)

o = 3(i+0j) + 00%)i+ O(°)j — 7ida o — 0.

Detta visar att &ven om r'(0) = 0, sd har kurvan en sorts tangenti origo, en s.k. spetstangent.

For att berdkna kurvans langd anvédnder vi formen

1(0) = (cos 6 — 2 — 1 cos20)i + (sin® — 1 sin 20)j,
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varav
r'(0) = (sin260 — sin 6)i + (cos 0 — cos 20);.

Detta ger

' (8)* = (sin26 — sin 0)* + (cos & — cos 26)?
= sin’ 0 + cos? 0 + sin® 20 + cos? @ — 2(cos 26 cos 0 + sin 26 sin 6)

1— cosf 0
:1+1—2cos(29—9)=2—2cosez4%_4 in’ 2.

Alltsd ar |r'(0)| = 2| sin(0/2)|. For 0 < 0 < 27 &r sin(0/2) > 0, sd beloppet dr onddigt och
baglangden blir d&

Te@do =2 [ sindo = [~cos 0] =8
S—/O |¥'(0)|d6 = /0 Sin 5 —[— COSE]O—.

Till raknedvning nr 3

(b) Anvénd derivatans definition: for y # 0 &r

— 2 _ 2 2 _ .2 _3
fO+hy)—fOy) _ 1(hy(h ) _0> vy -y y
h h\ h%2+y? h? + 12 y?
da h — 0. I origo blir det &ndd enklare:
f(O+h,0)— £(0,0) _ 0-0 _0 550,
h h

sd att formeln f1(0, y) = —y géller for alla reella y. Pa analogt sitt visar man att f,(x,0) = x
for alla reella x.
Till rakne6évning nr 5
Kedjeregeln ger

OF _fou 3fdv ofdw_ .3f  .0f

dx OJuodx 0Jvox ow ox ou av

of dfou odfdv Odfow _,df ,Of
=t ot =€ - —e—,
dy odudy dvdy Jw 9y ou v
o _ofaw ofdo Ofd_ 0

zf of
az_auaz+avaz+8waz

y)e % .

—(x+y)e
Insdttning i differentialekvationen ger (efter forenkling)

0y
dx ay Jz  ow’

Ekvationen sédger nu att f dr oberoende av w, dvs. en (gostycklig) funktion av enbart u
ochv: f =g((x +y)e ?, (x+y)e?), dédr g dr en godtycklig (differentierbar) funktion av tva
reella variabler.
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Till raknedvning nr 6

Anvind ledningen och studera hur g(x) varierar med x: ¢'(x) = f1(x,2x +a) + 2f>(x + 2a).
Men detta uttryck dr ju noll enligt differentialekvationen. Det betyder att funktionen g ar
konstant, dvs. f har samma varde i alla punkter pa linjen vy = 2x + 4. Denna &r alltsa (ev.
en del av en) nivdkurva for f, v.s.b.

Till rikne6vning nr 7

1. Sdtt F(x,y) = In(xy) — (x — De? ! =Inx +Iny — (x — 1)e¥ 1. Man ser att F(1,1) = 0.
Vidare ar

Ey(x,y) = ; —(x—1e'!, FB@1,1)=1-0=1#0.

Enligt »implicita funktionssatsen« definierar dd sambandet F(x,y) = 0 variabeln y
som funktion av x i ndgon omgivning av punkten (1, 1). Derivera sambandet m.a.p.
x, varvid y betraktas som en funktion av x:

1 vy _ _
1 0=-+L el (x — 1)ty
) e ey
Sittinx =1,y =1s4fds 0 =1+y' —1 — 0, varav man ser att ' = 0 i punkten.

Derivera (1) en gang till:

T
0= —% L y2y Y _ 2¢V 1y — (x — 1)ey*1(y')2 — (x — e 1y,

Sittinx=1,y=1,y =0sdafdasnu0=—-1+y" —0— 0 — 0 varav y’ = 1. Punkten &r
alltsd ett lokalt minimum for y = y(x). O

2. Satt F(x,y,z) = x> — xyz +y> +z° — 4. Da ar F(2,1,1) = 0 och
Fi(x,y,2z) = —xy + 322, f3(2,1,1)=—2+3=1#0.

Som i forra exemplet foljer det forsta resultatet: z = f(x,y) i ndgon omgivning av
punkten. For gradienten deriverar vi det givna sambandet forst m.a.p. x, sedan

m.a.p. y:

0=2x —yz — xyz, +0+3z°z,, ipunkten: 0=4—1—2z,+3z, =0
0=0—xz — xyz, +2y +3z°zy, ipunkten: 0= —2—2z,+2+3z,.

Man far z, = —3,z, =0,sd att Vf(2,1) = —3i.
3. Kombinera idéer fran 1 och 2.

Till rakne6évning nr 8

De partiella derivatorna &r
fi=2x(1+y), f2=3x*(1+y)*+2y.

fi =0gerdels x =0, dels y = —1. I det forsta fallet tvingar f, = 0 4ven y att vara 0; alltsa
(0, 0) stationdr. Om y = —1 kan inte f, bli 0; origo ar alltsd enda stationdra punkt. Man ser
dessutom att f(0,0) = 0 medan f(x,y) > 0 for alla andra (x, y) med y > —1, vilket betyder
att origo ar strangt lokalt minimum.
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Men tex. f(1,y) = (1+y)® +y* = y® +4y? + 3y + 1 &r ett tredjegradspolynom i y, som ju gar
mot +oo da x gar mot £oo. Enligt satsen om mellan liggande viarden maste f anta alla
reella varden. Hur detta &r mojligt kan man kanske se genom att lata MAPLE forsoka
avbilda grafen, eller rita nivakurvor. Det ar lite knepigt, men forsok gérna!

Till raknedvning nr 9

Man kan infora variabler 6 och x som i figuren. Hojden av rdnnan blir d& x cos 6 och
oversidan (60 — 2x) + 2x sin 6. Hela arean blir

A =xcosf - ((60 —2x) + xsin6) = (60x — 2x*) cos 6 + 1x* sin 26.

Denna funktion av de bada oberoende variablerna x och 6 studeras for 0 < x < 60,
0 < 0 < 71/2 (en rdnna med negativt 6 har mindre area dn for motsvarande positiva 6).
Definitionsméangden dr kompakt, s& maximum maste existera. Derivator:

3—?(60 — 4x)cosf + xsin20 = cos (60 — 4x + 2x sin ),
0A
50 = —(60x — 2x?) sin 6 + x* cos 26.

Om cosf = 0 dr 0 en rdt vinkel, och da blir A = 0, ¢j max. Alltsa méste 0A/dx = 0 betyda
att

. 4x — 60 2x—30
sinf = = .

2x X
Anvind cos26 = 1 — 2sin? 6, och sétt in i dA/96:

_ 2
_5 (2x 230)
X
= 4x> — 180x + 1800 + x> — 8x% + 240x — 1800 = —3x2 + 60x = —3x(x — 20).

2x — 30
(72 2
0=(2x" —60) " +x<

1 ):Qx—awn—3m+ﬁ—aax—wf

For x = 0 blir det ater en ointressant »ranna«, sa x = 20 bor vara det vi soker. D4 blir

40-20
20

NI

7T
'9: 9=—.
s ’ 6

Arean blir d& A = 300+/3 (cm?).

Punkter pa randen till definitionsmédngden kan inte konkurrera, vilket man bor fundera
en liten stund pa.

Till rdkne6vning nr 10

Problemet giller att ta bort beloppet. Vi undersoker var g(x,y) = xy — x — y ar noll:

xy—x—y=0 & x(y—-1)=y & x:yj.
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Denna kurva skdr igenom D som delas i en del D; till vanster och en del D; till hoger.
(Rita figur!) I Dy ar g(x,y) < 0,1 D, &r g(x,y) > 0. Integralen blir alltsa

I://Dl(x+y—xy)dA+//Dz(xy—x—y)dA

4 y/y=1) 4 3
:/dy/ (x+y—xy)dx+/dy/ (xy — x — y)dx.
2 0 2 y/(y—1)

Lustigt nog rakar de bdda termerna ha samma virde, var och en &r 4 + % In 3, s svaret
blir 8 + In 3.

Till rakne6évning nr 15

Bestim arean av den sfiriska zonen x? + y2 +z22=a2,b<z<c.

Losning: Med vanliga sfariska koordinater beskrivs ytan av
p=a, 0<0<2n, b<acos¢<c.

Den sista formeln kan skrivas arccos(c/a) < ¢ < arccos(b/a) (observera att cos dr av-
tagande pa intervallet 0 < ¢ < 7). Man har som 6verst pd sid. 915 areaelementet
dS = a®sin ¢ d¢ d6, och arean blir

arccos(b/a)

27
ar (b/a)
// ds = a* /d9 / sin g dg = 2ma* [— cos cp] -
" arccos(c/a)

arccos(c/a)

= 27ta® (2 — Z) =2ma(c — b).

Det som kanske forbluffar i denna formel &r att arean beror av »klotskivans« tjocklek
(b — a), men inte i och for sig av mellan vilka latituder den ligger.



