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Undervisning

Undervisning sker i form av foreldsningar (20 st) och lektioner (10 st). Ca. 5 av forelasningarna
kommer att dgnas at rdknedvningar med genomgang av problem och uppgifter.

Preliminar tidsplan

Forelasning Avsnitt
1 1.1-1.2 Linjara ekvationssystem, Gausselimination
2 1.1-1.2 Mer om linjara ekvationssystem
3 1.3 Matriser, matrisrakning
4 1.4-1.6 Matrisinvers
5 1.1-1.7 Réknebvning
6-7 2.1-2.2 Determinanter: definition, rakneregler
8 2.3 Den adjungerade matrisen, Cramers regel
9 2.1-2.3 Rékneovning.
10 3.1 Vektorer
11 3.2-3.3 Skaldrprodukt
12 3.5 Vektorprodukt
13 3.4 Linjer och plan i rymden
14 3.1-3.5 Rékneovning
15 3.1-3.2, 4.1 Det euklidiska rummet R"
16 4.3-4.4 Linjart oberoende av vektorer, baser, koordinater
17 4.9 Linjara avbildningar fran R™ till R™
18 4.10, 5.1  Linjara avbildningar (forts). Egenvérden och egenvektorer
19 Réknedvning
20 Repetition
Examination

Under kursens gang kommer en dugga att dga rum. Duggan kommer att vara 2 timmar lang



och besta av fyra uppgifter. Uppgifterna rattas och poéangsatts. For att klara duggan kravs
det 12 av 20 mojliga poang.

Sluttentamen bestar av 8 uppgifter. En student som har klarat duggan far den forsta
uppgiften pa tentan godkind med 5 poédng och far inte 16sa denna uppgift pa tentan.

P& tentan kravs 18 poang av 40 for betyget 3, 25 poédng for betyget 4 , 32 podng for
betyget 5.

Den skriftliga sluttentamen #dger rum fredagen den 16/12.

Resultatet fran duggan tillgodoraknas enbart vid detta tentamenstillfalle.

Mal

For godkant betyg pa kursen skall studenten

Tips

kunna 16sa linjara ekvationssystem med Gausselimination och kunna redogora for hur
l6sningen beror av koefficient- och totalmatrisernas ranger;

kunna rdkna med matriser, beréikna matrisinverser och determinanter;

kunna redogora for vektorbegreppet, kidnna till och kunna anvénda réknelagarna for
vektorer, kunna avgora om vektorer ar linjart oberoende, kdnna till begreppen bas och
koordinat;

kunna redogora for begreppen skalarprodukt och vektorprodukt, samt kunna berdkna
sadana produkter och tolka dem geometriskt;

kénna till linjens och planets ekvationer samt kunna anvinda dessa for att berdkna
skdrningar och avstand;

veta vad som menas med rotationer, speglingar och ortogonala projektioner i planet och
i rymden, samt kunna berdkna matriserna for sadana avbildningar;

kunna tolka en m X n- matris som en linjar avbildning fran R™ till R™;
kunna formulera viktigare resultat och satser inom kursens omrade;

kunna anvénda kursens teori, metoder och tekniker for att 16sa matematiska problem.

Infor lektionerna, gor sa manga uppgifter som méjligt (bland de som finns angivna pa
den utdelade listan) fére lektionen. Pa sjilva lektionen kan du da be om hjélp med
sadana uppgifter som du har fastnat pa.

Mattesupporten dr schemalagd i sal P2145 mandagar - torsdagar k1.17.00 - 19.00. Dar
finns amanuenser att fraga om man behover hjalp.

Uppsala, den 24 oktober 2011.

Ryszard Rubinsztein
Djalal Mirmohades
Jonatan Werpers



Infor lektion nr 1

Till lektion nr 1 bor ni forbereda (dvs 16sa) foljande uppgifter:
avs.1l.1, s.9-10: uppgifterna 1, 3(b),(c),(d), 7(b),(d), 9, 11, 13, 15,
avs.1.2, s.22-25: uppgifterna 2, 3, 4(a),(c), 5-16, 21, 22, 27, 30, 31, 36, 37, 39.

Ytterligare ett par uppgifter:

1. Los ekvationssystemet:

—ar + y + 2z 3
2 + (a+2)y + 2z = 2
(1—a)z + y + oz 2
for alla varden pa konstanten a.
2. Los ekvationssystemet:
z + 2y + bz = 1
br + y + 2z = 140D
br + 2y + bz = 14+b—1b°
2bx 4+ (1+2b)y + 2z = b
for alla virden pa konstanten b.
Facit:
1. a%il: (.%'73/72):(?1(1, _1T1a7 %)7

a=-1: (r,y,2)=(,1-3t,1+1¢), teR,
a=1: inga losningar.

2. b#£-1: inga losningar,
b=—1: (x,y,z):(%+t, %, ), tEeR.

Infor lektion nr 2

Till lektion nr 2 bor ni forbereda foljande uppgifter:

avs.1.3, s.35-38: 1(a)-(f), 4(f),(g), 5(a),(b),(d),(e), 11(b), 14(a), 27,
avs.1.4, s.49-51: 6, 16, 17, 18(f), 28, 30, 34, 51,

avs.1l.5, s.58-60: 15, 19, 24, 27, 28.

Ytterligare en uppgift:

1. For vilka viarden pa den reella konstanten a &r matrisen

A=

— O Q
o Q@ O

1
0
a

inverterbar? Bestam A~! for dessa virden pa a.



Facit: A inverterbar < a #0,+1. Om a # 0,41 &r

PR —

a(l — a?)

2

—a

0
a

0
1—a

0

2

a
0

—a

Infor lektion nr 3

Till lektion nr 3 bor ni forbereda foljande uppgifter:

avs.1.6, s.65-66:
avs.1.7, s.71-73: 33.
avs.2.2, s.105-106:
avs.2.3, s.115-116:

8, 12, 15, 18, 19, 23,

10, 12, 14, 16, 17, 20-30, 34.
10, 11, 12, 15, 17.

Infor lektion nr 4

Till lektion nr 4 bor ni forbereda foljande uppgifter:

avs.2.3, s.115-116:
avs.2.1, s.98-100:
avs.2.2, s.105-106: 19.

Ytterligare nagra uppgifter:

20, 21, 27, 29, 30, 36,
4(a),(d), 11, 16, 22, 25,

1. Berikna foljande determinant D av ordning n > 2:
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Los dven ekvationen D = 0 i de fall da a > 0, b > 0.

2. Berékna foljande determinant D av ordning n + 1:

Dn+1 -
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2100 0 00
1 210 0 00
01 21 0 00
0 01 2 0 00
D, =
0000 ... 210
0000 ... 121
0000 ... 012

ar en determinant av ordning n. Visa att det finns ett enkelt samband mellan D,,, D,_1 och
D,,_o och anvand detta for att berdkna D,,.

Facit:

1. D = 2" 2(2% — ab), D = 0 har rotterna ++v/ab och 0 (om n > 3).

2. Dpy1=(1—a)".

3. Sambandet D,, = 2D,,_1 — D,,_o. Determinanten D,, = n + 1.

Infor lektion nr 5

Till lektion nr 5 bor ni foérbereda foljande uppgifter:

avs.3.1, s.128-130:  1(a),(e), 3, 4(d), 7, 14(a),(b), 22, 28, 31, 33, 34,
avs.3.2, s.141-143:  1(a),(b), 3(a)-(c), 9(a), 11(a), 13(a), 15, 16, 22, 33,
avs.3.3, s.150-152:  1(b),(c), 3(¢), 5, 6, 7, 21, 25, 41, 43, 44.

Infor lektion nr 6

Till lektion nr 6 bor ni forbereda foljande uppgifter:

avs.3.5, s.168-169: 1, 3, 7, 13, 15, 17, 19, 20, 23, 27-29, 31(a), 36,
avs.3.3, s.150-152: 9, 13-15, 17, 29, 33, 37,

avs.3.4, s.159-160: 4, 6, 9, 13, 16, 21, 23, 25, 27.

Infor lektion nr 7

Till lektion nr 7 bor ni forbereda foljande uppgifter:

avs.3.1, s.128-130:  19(a),(b), 21, 23, 24, 29, 30,
avs.3.2, s.141-143:  2(c¢), 8, 10, 12(c), 14(c), 17, 25(c),
avs.4.2, s.188-190: 7, 8, 11, 12, 20,

avs.4.3, 5.199-200:  1(a),(b),(c), 3, 5, 19.



Infor lektion nr 8

Till lektion nr 8 bér ni forbereda foljande uppgifter:

avs.4.4, s.207-208: 3, 5,9, 12, 16,

avs.4.9, s.260-263: 2, 7, 11, 13(b), 18(a),(b), 19(b),
avs.4.10, s.271-273: 4,5, 7,9, 11, 14(a),(b), 15, 16(b), 17(b).

Infor lektion nr 9

Till lektion nr 9 bor ni forbereda uppgifterna:

avs.4.10, s.271-273: 22(b),(c), 23, 24, 25, 27,

avs.5.1, s.303-304: 1, 6(a),(d),(e), 7(a),(d),(e), 8(a),(d),(e), 9(b), 10(b), 11(b),
12(b),(c), 13.

Ytterligare en uppgift:

1. Finn alla egenvarden och alla egenvektorer till matrisen

1 -5 0 1 2
(@ A=| -1 2 1|, @® B=|1 3
0 1 1 0 -2

0 1 2 0
1], 0 c=[0 3 0
1 0 -2 1

Facit:

1. (a) Egenviarden: A; = —1, Ay =1 och A3 = 4. Egenvektorer: @ = t(—5,—2,1), t € R,
t #0, (med A\ = —1), ¥ = 5(1,0,1), s € R, s # 0, (med A\ = 1) och & = ¢(-5,3,1),
gER, ¢#0, (med A\ =4).

(b) Egenvérden: Ay = A2 =1 och A3 = 3. Egenvektorer: @ =¢(—1,0,1), t € R, t # 0,
(med A=1)och ¥=s(-1,-1,1), se R, s #0, (med A =3).
(c) Egenviarden: A\ = A2 = 1 och A3 = 3. Egenvektorer: @ = (s,0,t) = s(1,0,0) +
(0,0,1), s,t € R, (s,t) # (0,0) (med A =1) och 7 =¢q(-1,-1,1), ¢ € R, g # 0, (med
=3).

y“

Infor lektion nr 10

Till lektion nr 10 bér ni forbereda dessa uppgifter fran denna lista som ni inte hann med
tidigare. Storre delen av lektionen kommer att dgnas at repetition.




Blandade ovningar i Linjar Algebara: linjart oberoende, linjart holje,
bas.

1. Lat @y = (1,-1,0,2), @ = (2,1,-3,1), @3 = (—1,-2,3,1), @y = (—1,0,2,1) vara
vektorer i R%.

(a) Avgor om vektorerna 1wy, s, U3, Uy ar linjirt beroende eller oberoende.

(b) Avgor om vektorerna ¢ = (1,3,—1,4) och @ = (2,—1,1,2) tillhor det linjéra holjet
span(iy, Uz, Us, U4). Om vektorn ¥ resp. @ tillhor det linjara holjet, framstéll den som en
linjarkombination av vektorerna 1, io, U3, Uj .

2. For vilka virden av konstanten a € R tillhér vektorn ¢ = (1,a,4,1 — a) det linjara
holjet av vektorerna iy = (1, —1,1,—1), i@y = (2,1,—2,1) och i3 = (—1,3,1,1) i R*?

3. Avgor om vektorerna i = (1,0,2), s = (1,—1,1), i3 = (1,-2,0) i R® &r linjért
beroende eller oberoende. I fall de inte ar det, finn bland w1, @s, W3 en uppsattning vektorer
som &r linjart oberoende och som spanner samma linjara hélje som 1, o, U3 .

4. Visa att vektorerna ©; = (1,0,2,1), o = (1,—-1,1,2), v3 = (1,-2,0,3), ¥y =
(2,1,1,3) é&r linjart beroende. Uttryck en av dem som en linjar kombination av de dvriga.
Finn bland dem en uppséattning av linjart oberoende vektorer som har samma linjéra holje
som vektorerna ¥, U, U3, U4 -

5. Lat i, = (1,2,1), iy = (—1,0,1) vara tva vektorer i R3. Finn en ekvation som
komponenterna 1,2, r3 maste uppfylla for att vektorn ' = (x1,z2,23) € R? skall tillhéra
det linjdra holjet span(iy, @s). Tolka resultatet geometriskt. For vektorer ¢ som uppfyller
ekvationen finn en framstilning av ¢ som en linjairkombination av u; och us.

6. (a) Avgor om vektorerna v = (1,2), @ = (2, —1) utgdr en bas i R?. Om sa ér fallet
finn koordinaterna i denna bas v for vektorn F = (1,1) och for vektorn @ = (z1,22) .
(b) Anvénd resultaten i del (a) for att dela upp kraftvektorn F = (1,1) i R? i kom-
posanter parallella med vektorerna ¢ och U2 (dvs. finn ﬁl, F, sidana att F = F + F
med Fy || 7, och Fy || @).

utgor en bas

7. (a) Avgdr om vektorerna @ = (1,—-1,1), 42 = (2,0,1), 43 = (1,-1,2)
= (1,1,1) och for

i R3. Om sa ar fallet finn koordinaterna i denna bas u for vektorn F
vektorn o = (z1, z2,z3) .

(b) Vektorerna iy = (2,0,1), d3 = (1,—1,2) spénner upp ett plan 7 genom origo i
R3. Anviind resultaten i del (a) av uppgiften for att framstélla kraftvektorn F (1,1,1)
som summa av tva komposanter Fy och F) , F=F+F , dar komposanten Fy ar parallell
med vektorn u#; = (1,—1,1) och komposanten F, ér parallell med planet 7.

8. Avgdr om vektorerna u; = (1,0,1,1), 4o = (1,1,-1,0), 43 = (1,—1,1,1), uy =

(2,—1,3,3) utgdr en bas i R Om sa ér fallet finn koordinaterna i denna bas u fér vektorn
F = (1, 1,2,1) och for vektorn @ = (z1, z2,x3,24) .

Facit:



1. (a) Vektorerna 1y, iy, Us, U4 ar linjirt beroende.
(b) ¥ € span(iy, iz, i3, U4), U= (—2)i; + iy + 0 - i3 + 3ily, (t.ex.)
3 3
w ¢ Span(ﬁlv ,L_[Qa 637 ,L_l:4) .

B

a=2.

3. Vektorerna w, iy, @3 &r linjért beroende. Vidare ar t.ex. span(iy, is, Us) = span(iy, Us)
och y, Wy &r linjart oberoende.

4. T.ex. 173 = —771 + 2772 . span(ﬁl, 172, 174) = span(ﬁl, 772, 173, 774) .

5. Ekvationen &r z; — xo + 23 = 0. Geometrisk tolkning: vektorerna i, s spanner
upp ett plan 7 genom origo i R?. Planet 7 har ekvationen x; — x9 + 23 = 0. Vektorn
U = (21,2, 23) tillhor det linjara holjet span(w;, @2) omm ¥ ligger (= &r parallell) i detta
plan.

Om ¥ = (x1,x2,23) med 1 —x9 + x3 = 0 blir ¥ = 1@ + cotiy med ¢ = %xg, cy =
—x1 + %.T}Q .

6. (a) Ja, v = (1, 2) utgdr en bas i R?.
E= (5. 3 1 2. 2 1
w = (1’1,1’2) = (5371 + 522, 51 — ng)X-
(b) Fy =320 = 2(1,2) och Fy = 1t = £(2,-1).
7. (a) Ja, u = (i1, i, @3) utgdr en basi R3.
F= (_27 17 )E'
W= (321 — 312 — a3, 371+ 3T2, —3T1 + 3T2 + T3)u-

(b) Fy = —2i; = (—2,2,—2) och Fy =iy + i3 = (3,—1,3).

8. Ja, u = (i1, Uz, i3, i4) utgdr en basi R*,
:(5, -1, —1, —1)2,
(21‘1 + x9 + 3x3 — 41’4, —X3 + g, T1 — T2 — Ty, —XT1 — T3+ 21‘4)3.



