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Abstract

This is a thesis in applied mathematics devoted to cosmology. I start by
deriving the Robertson-Walker metric for a homogeneous isotropic universe and
give some useful applications of this metric.

As a first step in developing models of such a homogeneous isotropic universe
I introduce the Friedmann equations. These equations are valid in a Robertson-
Walker spacetime with zero cosmological constant in which energy is a conserved
quantity. For simplicity I only consider the zero pressure case. This corresponds
to a matter dominated universe in which random motions are neglected.

I introduce some fundamental cosmological parameters and show how a non-
zero cosmological constant modifies the relations between some of these.

Finally I introduce the Friedmann-Lemaitre equations, of which the Fried-
mann equations are a special case with zero cosmological constant. I develop
possible zero pressure models by solving these equations and by this I illustrate
how the cosmological constant modifies the homogeneous isotropic universe as
compared to the pure Friedmann case.



Inledning

Detta &r ett examensarbete i tillimpad matematik som huvudsakligen be-
handlar kosmologiska modeller.

Jag behandlar har enbart homogena isotropa modeller och héarleder en metrik,
Robertson-Walker-metriken, som &r tillimpbar pa sadana universa. Jag tar d&ven
upp nagra viktiga tillimpningar pa denna metrik.

Daérefter introducerar jag nagra fundamentala kosmologiska parametrar och
studerar hur inférandet av den kosmologiska konstanten modifierar relationerna
mellan dessa.

Kravet pa homogenitet och isotropi tillsammans med kravet pa energibe-
varing i universum leder till Friedmanns ekvationer. Dessa utgor ett specialfall
av de mer allménna Friedmann-Lemaitre-ekvationerna som &r centrala i detta
arbete.

Vid lésandet av dessa ekvationer utgar jag ifran att trycket kan séttas till
noll. Detta svarar mot att universum &r materiedominerat och att denna ma-
terias slumpmaissiga rorelser kan féorsummas. Sadana modeller kallas fér noll-
trycksmodeller.

Genom olika villkor pa de i ekvationerna ingaende parametrarana undersoker
jag homogena isotropa nolltrycksmodeller fér universum samt dessas utveckling
i tiden.

Jag vill tacka min handledare, Nils Dencker, fér stéd, uppmuntran, synpunk-
ter och kritik pa arbetets uppldggning och innehall. Jag vill d&ven tacka Isaiah
Kantor for véirdefulla synpunkter.



Symbollista

R, S: den kosmologiska skalfaktorn som anger universums expansion i tiden
o: den dimensionslosa koordinaten som rér sig 'med expansionen’

ds: rumtidsavstandet

A: den kosmologiska konstanten

H: Hubbleparametern

q: decelerationsparametern

z: den kosmologiska rodforskjutningen (vaglingduttdjningen) orsakad av den
universella expansionen

K: rumtidkrokningen

k: krokningsindex - anger krokningens karaktér

A: vaglangd

p: materie-och/eller stralningstéthet

p: sammanlagt materie-och stralningstryck

): densitetsparametern

G den universella gravitationskonstanten

c: ljushastigheten

F: kraft

E: energi



1 ROBERTSON-WALKER-METRIKEN

Rumtidsintervallet ds mellan tva hindelser i R3xR beriknas enligt
ds* = Adt* — dI?

dér ¢ betecknar ljushastigheten, dt tidsintervallet mellan héndelserna och dl den
rumsliga separationen mellan hindelserna. Denna formel kallas separations-
formeln.

Med plan geometri i R ges rumsdelen av dl? = dx? + dy? + dz? varfor
rumtidsintervallet for denna sk plana Minkowski-metrik ges av

ds* = Adt* — dI* = Adt* — (dz® + dy* + d2?).

Ett universum som &r homogent och isotropt vad giller materiedistri-
butionen siges satisfiera den kosmologiska principen. Isotropi kring varje
punkt innebir global homogenitet, och en homogen materiedistribution leder
till ett rum med konstant krékning da det ju dr materian (och en eventuell
kosmologisk konstant, vilket jag kommer till senare) som kréker rummet.

Krokningen &r alltsd bade ldges-och riktningsoberoende varfor ett sadant
universum ser likadant ut for alla observatorer och i alla riktningar. Pga denna
rotationssymmetri kan metriken uttryckas som ds? = c?dt? — di? dir dl beteck-
nar rumsdelen av metriken i ett homogent isotropt rum. Pga kravet pa isotropi
kring varje punkt finns inte heller nagon previligierad punkt - déarfor saknar ett
sadant universum, om det exempelvis expanderar, ett expansionscentrum.

Jag borjar for enkelhetens skull med att betrakta 2-dimensionella homoge-
na ytor i R3. En 2-sfir &r en homogen yta da alla punkter pa den #r ekvivalenta.

Proposition:
Metriken for den 2-dimensionella sfiren S? med radie R i R? ges av
2 _ 52 o, (wdztydy)* o o o
Bevis:
For den 2-dimensionella sfaren S? i R3 med x2 + 3% + 22 = R? giller
d d
z=\R>—(22+y?) = dz=-— Tar + yay
R (2 )
varfor
di? = da® + dy? + d2?|ps2 =
dz + ydy)?
= da? g dy? 4 TV
T° + dy +R2—(m2+y2)

Vidare giller foljande samband i R3 mellan rétvinkliga och sfariskt polira ko-
ordinater

= R - sinfcoso

y = R - sinfsing

z=R-cost



och differentiering med R konstant ger

dx = R - (cosfcospdf — sinfsindded)
dy = R - (cosfsingdd + sinfcospdd)
dz = —R - sinfdf

varfor
di? = da® 4 dy? + d2*|ps> = R*d6? + R*sin*0d¢* =
= R?*(d#* + sin*0d¢?).

For en expanderande homogen yta géller foljande samband mellan rum-
tidkrékningen K (t), krékningsindex k och skalfaktorn R(t) som beskriver
universums expansion i tiden:

i +1 (sfér)
K(t) = IOk k=< 0  (plan)
() —1 (hyperboliskt plan)

s& vid en given tidpunkt ¢ dr krokningen konstant lika med k/R?(t) pa hela
den homogena ytan. K (t) betecknar krokningens storlek vid en given tidpunkt
t och varierar i tiden om ytan expanderar eller kontraherar. Krokningsindex k
dr ddremot konstant under alla tider for en given yta eftersom den betecknar
krokningens karaktéar.

Metriken i det allména fallet for en 2-dimensionell yta i R? med konstant
krokning ges av
(zdz + ydy)*
R = K + )
dér den sista termen betecknar avvikelsen fran planhet, k dr krokningsindex och
antar nagot av virdena +1,0, —1 beroende pa krokningens karaktér.

di? = da? +dy® + k

Flertalet astronomer &r idag 6verens om att vi lever i ett expanderande uni-
versum. Expansionen innebir att rummet sjilvt utvidgas sa att det inbordes
liget mellan de i universum innehallna objekten forblir ofoérandrat sa ldnge ob-
jektens egenrorelse kan anses forsumbar. Man betraktar det som att universum
helt enkelt 'skalas upp’.

Definition:
I kosmologiska sammanhang definieras

0
R(1)

som en dimensionslos koordinat som ’féljer med’ i expansionen. Ett objekt som
saknar egenrorelse i ett expanderande eller kontraherande universum kommer



saledes att under alla tider ha ett och samma vérde pa sin positionskoordinat o.

Proposition:
Generalisering till fyra dimensioner ger féljande for rumsdelen av metriken pa
en 3-dimensionell homogen yta i R*:

do?
1—ko2?|

dr?

1_7](712 = R2 0'2(d92 + S/Ln20d¢2) +

di* = r?(d6? + sin*0d¢?) +
Bevis:
Utokning med en dimension och samma tillvigagangsséitt som i hérledningen
av den 2-dimensionella ytans metrik fast med 72 = 22 + 3% + 22 och R?> =
2?2 +y? + 2% + v? ger

di? = dz® 4 dy? + d2° + dv? =

dx + ydy + 2dz)?
_d? 4 dy? + d? 4 b =
T +ay” +az® + R — k@ + % + 22)

272
, s L 9 redr
= dr? +r2(d0? + 5in*0de”) + kg — =
dr?(R? — kr?) + kr?dr?
2/ 192 P2 2
= r*(df® + sin*0d¢p”) + R2 — kr2 -
R2dr?
9 2 .92 2 -
= r°(df” + sin“0do*) + R2 _ k2
2
= r%(d6? + sin®0d¢*) + L}w? =
- R?
dr?
- 2 2 -2 2 -
= 17(d0° + sin0de”) + T -

Inséittning av o = r/R och dr = Rdo (eftersom R &r konstant vid den givna
tidpunkten vid vilken vi betraktar ytan) i ovanstaende uttryck resulterar i

d 2
dI2 = R?|o2(d0? + sin®0d¢?) + —2
1 — ko2
O
Genom insittning av detta uttryck i separationformeln di? = c?dt? — dI? erhalls
den metrik astronomerna brukar arbeta med.

Definition:

Den separationsformel astronomerna anvénder for att beskriva metriken i ett ho-
mogent isotropt rum kallas for Robertson-Walker-metriken och har féljande
utseende:

do?

ds* = Adt* — di* = *dt* — R*|0?(d0* + sin*0d¢?) + T 77
— RO



Proposition:
Foljande uttryck for Robertson-Walker-metriken ér ekvivalenta:

d 2
ds®> = 2dt? — dI* = 2dt* — R? {02(&)2 + sin20dg?) + —— }

1—ko?
=

ds* = Adt* — dI* = *dt* — R? {02 (w)(d6* + sin*0de?) + dwﬂ

dér
dw= %
V1 —ko?
54
sin(w) k=+1
olw)=4¢ w k=0
sinh(w) k=-1.
Bevis:

Insdttning av dI? fran foregaende proposition i ds? = ¢2dt? — di? leder till det
forsta uttrycket. Det andra metriska uttrycket skiljer sig at fran det forsta endast
i den sista termen och enligt definitionen pa w géller att

do?
— — duw?
1— ko2 v
for alla k, eftersom
d d(si
k=+1 = 29 _ M =cosw och 1—ko?=1-sin*w = cos’w =
dw dw
do? cos?w - dw?
= = = dw?
1—ko? cos2w v
d d(sinh
k=-1 = 2 _ M = coshw och 1—ko? = 1+sinh*>w = cosh’w
dw dw
N do®  cosh*w-dw? duw?
1—ko2  cosh2w
d d
k=0 = T _-%_1 oh 1-ke?=1 =
dw dw
do?
—— = dw’.
1—ko? v

Jag har hittills visat att Robertson-Walker-metriken har det angivna utse-
endet endast i fallet & = +1. Att metriken har det angivna utseendet for alla



tre typerna av konstant krokning inses genom att héarleda metriken med hjalp
av Gauss krokningsformel, och detta &r vad jag kommer att gora nu.

I ett krokt rotationssymmetriskt rum kan den allména metriken skrivas
ds? = Pdt? — di* = Adt* — f(r)dr? — r2(d6? + sin*0d¢?)

ddr f(r) anger hur ett pa ytan uppmétt avstand fran origo avviker fran motsva-
rande Euklidiska avstand dr. Uppméitt av en invanare pa ytan ges det ’egentliga’
avstandet mellan tva punkter (r,0,¢) och (r 4+ dr,0,¢) av /f(r)dr.

For ytor med konstant krokning kan man for enkelhetens skull vilja att

arbeta med ekvatorialytan 6 = 7 varfor rumsdelen av metriken reduceras till

dPPg—r /2 = f(r)dr® + r?d¢®.

Lemma:
Gausskrokningen K for en yta med den rotationssymmetriska metriken di? =

f(r)dr? + r2d¢? ges av
o d)/dr

©2f(r)?r
Bevis:
Genom att anviinda f6ljande kiinda formel for Gausskrokningen med E = f(r),
G =712 u=r och v = ¢ erhalls

v pral(e). ().l -
s K&l‘}fi?%) iy #) |-

24/ f(r)r2 dr \ \/f(r)r2 r/ f dr r/f(r) 2 dr
_ (r)/dr
2rf2(r)




Proposition:
Funktionen f(r) har féljande utseende i det givna metriska uttrycket di?|g—y /> =
f(r)dr? + r2d¢?:

1
0 =1"gp
varfor metriken kan skrivas
di? = . + 1r%(d6? + sin*0d¢?)
(1—Kr?) '

Bevis:
Rumsdelen av metriken kan uttryckas som di? = giodz'dx? dir tensormatrisen

g12 har foljande utseende
_( fz") 0
giz2 = O (1‘1)2
med z! = r och 22 = o.

Gauss krokningsformel ger da enligt lemmat

e
=
L df(zh)/da? d 1
2he = fgwl/l) :_dwl<f(x1))
=
1f(@") = C — K ()2
=

flah) =1/(C — K(a")?)
diir C fas ur begynnelsevillkoret f(0) = 1 < C = 1 vilket medfor att r = 2*

reduceras till den vanliga radiella koordinaten i det plana fallet. Den soékta
funktionen &r darfor

1
fr) = (1-Kr?)
varfor metriken kan skrivas
2 dr? 20 192 . 2 2

O

Sambandet mellan det radiella avstandet r och det geodetiska avstandet a
pa 2-sfiren i R? med 72 = 22 4+ y2 och R? = 2% + y? + 2% ges av

a=R-0=R-arcsin(r/R) = -arcsin(rvVK)

L
VK

10



eftersom sfirens krokning K ges av K = 1/R? & R = 1/V/K. Detta inses litt
genom att betrakta nedanstaende bild.
Illustration:

Proposition:
For en cirkel pa 3-sfiaren i R* géller for denna cirkels geodetiska radie a, omkrets
C och for hela sfirens area A foljande:

1 _ .
a= ﬁarcsm(rﬁ) Sr= \/—Rsm(a\/?)

C=2nr= %sin(a\/l?)

4
A=dnr? = %sinQ(a\/l?).

Bevis:
Med hjilp av det metriska uttrycket

d 2
di? = f(r)dr® 4+ r2(d6* + sin*0d¢?) = T &2 TK 5+ r2(df? + sin0d¢?)
—Kr
erhalls a genom att integrera over dl lings r:
T dr 1
a= dl = / ——— = —arcsin(rvK)
/,19=d¢:0 o V1I-K?2 VK

=

1
r= \/—Eszn(a\/g)

varfor omkretsen C' ges av

27 27T
C=r df = 2rr = —=sin(aVvV K).
0 VK (

11



Arean A av sfiren uttryckt i a ges av

27 s 4
A:ﬁ/ /(ﬂ@z%ﬁ#@ﬂﬂ
0 0

O
Proposition:
For en positivt krokt 3-dimensionell homogen yta i R* med rumsdelen av metri-
ken given av
B dr?
1-Kr?
kan krokningen K bestdmmas med hjélp av en cirkel pa denna yta genom att
méta denna cirkelns omkrets C' och geodetiska radie a eftersom féljande relation
rader mellan dessa:

di? +1r2(d6? + sin*0dg?)

K:ﬁm%%%ﬁgg.
™ a

Bevis:
Dia — 0 eller dd K — 0 &r avVK = a/ V'R litet och Taylorutveckling av
omkretsen C' ger

T P (e
C:2wr=mszn(a\/ﬁ)—\/ﬁ<m

varur krokningen K erhalls som

é(a\/E)?’—&—...) = 271a — gag’K—i—...

K:ﬁm%%%ﬂgg.
™ a

O

For ett objekt med det konstanta vérdet (o,6,¢) = (0,0,0) pa sin posi-
tionskoordinat och med ¢ = r/R konstant i tiden erhalls genom insédttning
i Robertson-Walker-metriken av dt = df = d¢ = 0 (pga rotationssymmetrin)
foljande for avstandet ut till detta objekt i o vid en given tidpunkt ¢ da R(t) = R:

do L I_n /U do
V1 —ko? B 0o V1—ko?’

Integration i de tre fallen av krokning ger med w =1/R

dl=R-

R'foa\/% = R-arcsin(o) k=+1
R'IOU% = R-arcsinh(c) k=-1

54
sin(l/R) = sin(w) kE=+1
c=1¢ l/R=w k=0 (%)
sinh(l/R) = sinh(w) k= -1.

12



Man konstaterar hiir att ett positivt krokt universum maste vara rumsligt
begrinsat eftersom man aterkommer till utgangspunkten efter att ha fiardats
strickan [ = mR. Den dimensionslosa koordinaten o gar fran 0 till 1 da [ gar
fran 0 till %WR och med motsvarande fortsidttning géller att o gar fran 1 till 0
da [ gar fran %ﬂ'R till 7R. Skillnaden mellan vad astronomerna kallar en sférisk
respektive elliptisk geometri bestar i att [/R = 7 och [/R = 0 i den sfiriska
geometrin betraktas som antipodala punkter medan de i den elliptiska geome-
trin betraktas som en och samma punkt.

Forhallandet mellan omkretsen C' av en cirkel pa ytan och denna cirkels
radie w avspeglar ytans krokningskaraktiar. En avvikelse fran 27 tyder pa att
ytans geometri inte &r plan.

For en cirkels ’koordinatomkrets’, dvs omkretsen uttryckt i den dimen-
sionslosa koordinaten o, géiller

2rsin(w) k=41
C =2nop(w) =< 27w k=0
2rsinh(w) k= -1

varfor forhallandet mellan cirkelns omkrets och radie ges av

<2 k=+1
2mo(w) | 5T 0T
w >or k=-—1.

For den sfiriska ytans area A uttryckt i w erhalls

ArR%sin’w k= +1
A =dnr? = 4rR*0}(w) = { 4 R*w? k=0
drR%sinh®>w k= —1

Motsvarande "koordinatarea’ ges av A = 4dwoy(w). For den inneslutna volymen

erhalls 5 .
V:// d%:///\/%-drdadgb.

Da en sfirisk rymd (k = +1) &r begrinsad erhalls volymen med r € [0, R] dvs
o € [0,1] som

21 bis R ,],.2
Viet1 = do - sind - 2 —dr =
k=+1 /0 o /0 i we

2 T 1 2
o
= de - / sinf - 2R® | ———do = 2n*R?
/0 0 0o V1—o2

och den sfériska koordinatvolymen, dvs volymen uttryckt i den dimensionslosa
koordinaten o, ges av

Viet1 = / 47ra(2k=+1)(w)dw = / 4rsin*wdw = 272,
0 0

13



Tvaan i den forsta berdkningen kommer fran det att o € [0,1] for forsta
halvan av sfaren och o € [1,0] for den andra halvan. I elliptisk geometri técks
déremot hela volymen da o genomloper det forsta intervallet [0, 1] sa att voly-
men i det elliptiska fallet istéllet ges av 72R3 och motsvarande koordinatvolym
av 2. Volymerna 272 och 72 anvinds omviixlande for en positivt krokt rymd
av astronomerna, beroende pa om de anvéinder sfirisk eller elliptisk geometri,
vilket ofta inte framgar.

14



1.1 HUBBLES LAG

Hubbles lag anger den hastigheten v(¢) med vilken ett objekt forefaller avligsna
sig fran observatoren pga den universella expansionen i ett homogent isotropt
universum. Den endimensionella analogi som brukar anvindas for ett expande-
rande universum &r ett gummiband som t6js ut. Det dr uppenbart att den has-
tighet med vilken en punkt pa gummibandet avldgsnar sig fran en observator
i en given punkt dr proportionell mot punktens avstandet fran observatoren.
Vidare ar det uppenbart att varje punkt pa gummibandet kan betraktas som
expansionens centrum.

Hubbles lag har samma utseende for alla observatorer och innebér att den
kosmologiska principen &r sann vid varje given tidpunkt.

I kosmologiska sammanhang definieras Hubbleparametern som
H(t) = R(t)/R(t)

déar R(t) betecknar tidsderivatan av skalfaktorn.

Proposition:
I Robertson-Walker-modellerna av universum har Hubbles lag féljande utse-

ende:
R(t) - arcsin(c) k=41
ve(t)=H()-{ R()-o k=0
R(t) - arcsinh(o) k= -1

dér o som vanligt betecknar den dimensionslsa koordinaten for ett objekt som
'foljer med’ i expansionen.

Bevis:

Da ljus firdas ldngs nollgeodeter och rummet antas vara rotationssymmetriskt
erhalls genom att sétta ds = df = d¢ = 0 det geodetiska avstandet D(¢) vid
tidpunkten ¢ mellan en observator i origo (o = 0) och ett objekt i o som

C dy R(t) - arcsin(c) k=41
Dk(t):R(t)-/ ———=<¢ R(t):o k=0
0 V1—ko? R(t) - arcsinh(oc) k=-1.
Fér objektets hastighet erhalls med ovanstaende uttryck tillsammans med
H(t) = R(t)/R(t) for Hubbleparametern Hubbles lag:

A.
~

)
|

vi(t) = Di(t) = H(t) - Di(t) =

. 7 do

R(t)/o R
R(t) - arcsin(c) k=+1

=H(t)-{ R(t) -oc=r(t) k=0

R(t) - arcsinh(o) k= -—1.

15



I de flest boker i kosmologi anges Hubbles lag som v(t) = H(¢) - D(¢t) dér
alltsa D(t) skall uppfattas som ett vanliga Euklidiskt avstand endast i fallet
k=0.

16



1.2 OBJEKT-OCH HANDELSEHORISONTER

Astronomerna brukar beteckna tidpunkten for en observation med ¢y, och
tmin brukar anges som den tidpunkt vid vilken det studerade objektet borjat
sinda ut ljus. Med t,,,;,, = 0 studeras objekt som boérjat sinda ut stralning sedan
universums skapelse i t = 0. Med t,,;, = —oo studeras objekt i ett universum
som saknar begynnelse i tiden. Jag avstar emellertid fran att gora detta hér
eftersom jag stodjer Big Bang-teorin som bla innebér att universum &r dndligt
gammalt.

Definition:
Det mest avligsna objekt vi kan observera idag (vid tidpunkten = t¢) siiges lig-
ga pa objekthorisonten pa ett koordinatavstand o, ifran oss i 0 = 0 (origo).

Proposition:
Objekthorisonten ges av

sin (c f::m dt/R(t)) k=+1

to

oon =19 ¢/, dt/R(t) k=0
sinh (c ftt:m dt/R(t)) k=-1.

Bevis:
Da ljus fardas i ett rotationssymmetrisk rum kan man sétta ds = df = d¢p = 0
i Robertson-Walker-metriken, varfor

2 7,2 2 do®

0=cdt* — R (t)l—ikxﬂ
<~

dt 1 do

R(t) B E\/]_—ko'Q '

Integration med t.,, som tidpunkten fér emission och ¢,,s som tidpunkten for

observation ger
tobs 1 [Cem do
dt/R(t) = 7/ —_—
| arn =1 [T

em

Med tops = tg och tey = timin erhalls for en observator i origo objekthorisonten
Oop sOm Ovre integrationsgréns varfor

1)/ R(t) = ¢ /t OA it/ R(t) = /O o ﬂ‘i"w.

Inséttning av detta i det tidigare hiirledda uttrycket (x) pa sid. 12 for o

sin(l/R)  k=+1
c=< I/R k=0
sinh(l/R) k=-1

17



ger da

nin

oon =24 c[" dt/R(t) k=0

tmin,

sinh (c ﬂ:m dt/R(t)) k=—1.

sin (c i dt/R(t)> k=41

O

Koordinatavstandet ut till det mest avldgsna objekt vi kan observera beror
saledes pa rummets geometri k samt pa expansionens utseende som beskrivs av
skalfaktorn R(t).

Att objekthorisont saknas anges med o,, = co. Detta innebéar att man kan
skada alla vid tiden t,,;, och dérefter existerande objekt i detta universum.
Detta ér exempelvis fallet da k = 0, —1 och cftt;:n dt/R(t) = oo eller da k = +1

och ¢ f:(), dt/R(t) > 7. Det sista fallet svarar ndmligen mot att en observator
i o =0 kan se forbi den motsatta polen i o = 1.

Pa samma siitt kan man definiera en hindelsehorisont som det maximala
koordinatavstand o, (métt fran origo) i vilket en héindelse som intréiffar idag
(to) kommer att kunna observeras nagon gang i framtiden av en observator i
origo. Man erhaller samma formler som for o, fast med undre integrations-
grans tg = tiden for observation och 6vre integrationsgrans t,,,, = det givna
universats maximala alder. Hindelser som intraffar vid tidpunkten ¢y bortom
oen kommer aldrig att kunna observeras av en observator i origo och en sadan
héndelse kommer heller aldrig att kunna paverka denna observators framtida
observerbara universum. I ett universum med o.;, = oo kommer alla hindelser
att bli observerbara for alla observatorer bara han eller hon vintar tillrackligt
linge. Detta giiller exempelvis i fallen med & = 0,—1da ¢ ftzo dt/R(t) = oo eller

for k=+41dac J;to’"” dt/R(t) > m. Om ett universum har en hindelsehorisont
kan man vélja att extrapolera utanfér denna grians endast om man ir beredd
pa att gora vissa antaganden som av naturliga skil aldrig kommer att kunna
verifieras experimentellt.
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1.3 OLBERS PARADOX

Om universum &r oédndligt i utstrackning kommer man i varje synlinjes rikt-
ning forr eller senare att tréiffa pa nagon form av ljuskélla, exempelvis en galax.
Andelen stralning fran en galax pa avstandet r som nar en observator i origo
ar omvint proportionell mot r2. Ljusstyrkan &r alltsd omvént proportionell mot
avstandet till ljuskéllan i kvadrat.

Om L betecknar den absoluta luminositeten (utstralad energi per tidsen-
het) och ! den skenbara (apparenta) luminositeten (emottagen energi per
tids-och areaenhet) géller foljande samband mellan dessa — luminositetsla-
gen:

L
42

Om man antar en homogen galaxférdelning géller att antalet galaxer pa ytan
A = 47r? Gkar som kvadraten pa ytans radie (avstandet fran origo)r samtidigt
som andelen stralning fran varje galax avtar som kvadraten pa detta avstand r.
Dessa tva effekter tar dérfor ut varandra.

Om galaxtédtheten antas vara konstant i tid och rum och betecknas med n
och varje galax antas ha en absolut luminositet L kommer den sammanlagda
skenbara ljusstyrkan dl fran ett skal med tjockleken dr pa avstandet r att vara

dl = ndnr?dr = nLdr.

42

Luminositetsbidraget &r alltsa lika stort fran alla skal oberoende av deras av-
stand ifran observatoren. Rymden bor dérfor se lika ljusstark ut som solen i
varje riktning, dag som natt. Detta dr vad som menas med Olbers paradox.
"Paradoxen’ visar sig emellertid ha minst en naturlig forklaring och &r dérfor
egentligen inte alls nagon paradox.

Den totala ljusstyrkan l;,; erhalls genom att integrera Over alla skal fran
en observator i origo ut till ett givet avstand R (dédr R alltsa inte betecknar

skalfaktorn):
R R
liot = / dl = / nLdr = nLR.
0 0

Da n och L enligt antagandet dr konstanta maste gilla att R < oo for att erhalla
konvergens av integralen och dédrmed en &ndlig skenbar luminositet l;,:. Detta
innebér att universum maste vara begrinsat i utstrickning om man ska kunna
undvika Olbers paradox.

Stralningen forlorar emellertid ocksa energi pga den vaglingdsuttdjning som
orsakas av den universella expansionen, samtidigt som antalet anlindande foto-
ner ocksa reduceras pga expansionen. Dérfor maste luminositetslagen modifie-
ras, och den modifierade luminositetslagen ges av

_ L(te)R?(t.)
 4maZRA(to)
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dér

l=apparent luminositet,

L=absolut luminositet,

t.= tiden for emission fran ljuskéllan och R(t.) &r skalfaktorn vid denna tid-
punkt,

to=tiden for observation av detta ljus och R(t¢) skalfaktorn vid denna tidpunkt,
o.=den koordinat ljuskillan hade vid tiden ¢, (o, &r konstant sa lange ljuskéllan
saknar egenrorelse).

Vidare antas L framdver vara en funktion av tiden i enlighet med den kosmis-
ka evolutionen (hér luminositetsutveckling i galaxerna) som hér for enkelhetens
skull antas ske pa samma séitt for alla typer av galaxer.

Det géller alltsa att erséitta

2
oL MR
4712 (to) 4dwo2 R (to)
Den modifierade lagen skiljer sig med en faktor R?(t.)/R*(tg) = (1 + 2)~2 fran
den ursprungliga lagen. I den modifierade versionen har jag utnyttjat relationen

R(to)
R(te)

r(to) = r(te) - = R(to)oe

for att fortydliga att den vid tidpunkten ¢ observerade stralningen sénts ut vid
en tidpunkt ¢, fran en kiilla i o.. Den ena faktorn (1 + 2)~! i den modifierade
lagen hérror fran energiforlusten pga vaglangdsuttojningen orsakad av expan-
sionen och den andra faktorn

(1 + 2)~! beror pa att antalet anlindande fotoner per tidsenhet i férhallande
till antalet utsinda ocksa reduceras med denna faktor pga expansionen.

For att undvika Olbers paradox kan man formulera ett villkor som varje kosmo-
logisk modell méaste satisfiera — néamligen att den totala apparenta luminosite-
ten hérrorandes fran alla ljuskéllor skall vara dndlig — eftersom detta &r vad
man observerar.

Proposition:
Med den modifierade luminositetslagen ges den totala apparenta luminositeten
i ett Robertson-Walker-universum av

Liot :/dltot = c];l((;;])) / 0 L(te)R(te)dte .

tmin

Bevis:
En 6vre grins pa l;; kan berdknas genom att uppskatta antalet galaxer mellan
koordinatsfirerna o och (o + do). Enligt tidigare géller for avstandet D(t) ut
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till ett objekt i den dimensionslésa koordinaten o

c 4 R(t) - arcsin(o) k=+1
D(t):R(t)/ — 9 _ ) Ry).o k=0
V1 — ko2 ,
0o V1-—ko R(t) -arcsinh(o) k=-1.

Med n(t) avses antalet galaxer per volymsenhet, den sk antalsdensiteten,
vid tidpunkten t. Pga den universella expansionen kan denna naturligtvis inte
lingre antas vara konstant. I ett expanderande universum &r antalsdensiteten
n(t) en avtagande funktion av tiden sa linge inget kontinuerligt nyskapande av
materia sker.

Arean av en koordinatsfir med radie o ges av

A(t) = 4mr?(t) = 4o’ R%(t).

Avstandet mellan de tva koordinatsfirerna i o och (04do) ges enligt Robertson-

Walker-metriken av
do

V1—ko?
Man erhaller darfor for antalet inneslutna galaxer mellan de tva koordinatsfiarerna
o och (o + do) vid tiden ¢

dD(t) = R(t)

ANgo (t) = n(t) - dV () =

=n(t)- A(t)-dD(t) =
do _
V1—Fko?
o?do
V1—ko?’
Om man med dl;,; betecknar den bidragande apparenta luminositeten fran
alla galaxer mellan o, och (o, + do.) observerade vid tidpunkten ¢ och antalet

galaxer mellan dessa sfarer med dNg4,, och antar att varje galax bidrar med den
apparenta luminositeten [(¢g) géiller med den nyss hirledda formeln:

=n(t) - 4no?R3(t) - R(t)

= dn(t)R3(t) -

o2do.  L(t.)R?(t.)
V1 ho? Amo?Ri(to)

Antalet galaxer dN,, mellan de tva givna koordinatsfirerna kan betraktas
som konstant i tiden eftersom dessa sfirer ror sig 'med’ expansionen och galax-
ernas egenrorelse kan anses forsumbar sa att ett givet antal galaxer alltid haller
sig innanfoér en given koordinarsfir med tjocklek do under expansionens gang.
Detta bevarande av galaxerna kan uttryckas genom foljande massbevaringsvill-
kor

dlior = dNgo, - 1(to) = 4mn(te) R3(t,)

n(te) - R*(t) = n(to) - R*(to)

54
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R3(to)
R3(te)

Da stralning férdas lings nollgeodeter géller vidare med Robertson-Walker-
metriken

n(te) = n(to)

R(te)d

7( e)doe =c-dt,
V1 —ko?

och inséttning av de tva sista uttrycken i uttrycket for dly,; ger

oldo, L(t.)R%(t,) _

V1—ko? A4moZR(to)

dltot = 47rn(te)R3(te) .

3 2

_ 47Tn(t0)§3$23 . R2(te)o'§ . Cdtem =
. Cn(t()) .
- R L(t.)R(t.)dt,

sa att den totala apparenta luminositeten ges av

liot :/dltot = c];l((f;)))/fo L(te)R(te)dte.

tlmin

O

I en Big Bang modell géller att t,,;, = 0 och R(¢m:n) = 0 och enligt kon-
vention R(tp) = 1. Med R(ty) = 1 maste gilla att R(t.) < 1 da t. < to i ett
expanderande universum sa R(f.) dr begrénsad. L(t.) betecknar den absolu-
ta luminositeten hos en galax vid tiden . och &r darfor ocksa begréinsad. For
universums galaxdensitet géller under en expansionsfas n(tog) < n(te) < co.

Alla parametrar &r saledes begriansade i ett Big Bang-universum varfor in-
tegralen konvergerar och l;,; < 0o.

Saledes kan man sluta sig till att universum antingen &r éndligt gammalt
eller &ndligt i utstrickning eller badadera. Det dr dérfor uppenbart att exempel-
vis en Big Bang-modell, i vilken bade tiden och rummet &r begréansade, skulle
kunna utgora en losning pa Olbers paradox. Olbers paradox kan emellertid inte
undvikas i alla typer av universa och man erhaller dérfor ett begriansat urval
av modeller att arbeta med. Exempelvis kan integralen inte konvergera i ett
statiskt oandligt stort universum som existerat i all evighet. Déremot &r detta
mojligt for vissa icke-statiska odndligt gamla modeller for vissa utseenden pa
funktionen R(t).
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2 FRIEDMANNS EKVATIONER

En perfekt fluid i en Robertson-Walker-rumtid beskrivs av Friedmanns
ekvationer. Dessa ekvationer, som utgor en 16sning Einsteins féltekvationer,
anger skalfaktorns uppférande i ett Robertson-Walker-universum i vilket ener-
gin dr bevarad. Att beskriva skalfaktorns utveckling i tiden &r en lamplig metod
for att undersoka en kosmologisk modell, och det dr denna metod jag kommer
att anvinda mig av har.

Friedmanns forsta ekvation &r ett uttryck for energibevaring medan den
andra beskriver hur universums energitéthet varierar i tiden. Friedmanns ek-
vationer kompletterade med en kosmologisk konstant A — isjilva verket en
integrationskonstant som upptrider vid losandet av filtekvationerna — kallas
Friedmann-Lemaitres ekvationer.

Jag kommer fran och med nu att beteckna skalfaktorn med S istéllet for
R. Bade Friedmanns och Friedmann-Lemaitres ekvationer kan alltsa hérledas
med allmén relativitetsteori. Detta kommer jag emellertid inte att gora hér.
Istéllet anvédnder jag klassisk mekanik tillsammans med kdnnedom om att den
fullsténdiga Gverensstimmelsen mellan klassisk mekanik och allmén relativi-
tetsteori erhalls genom att i de ekvationer som f6ljer sétta universums totala
energi till

1
Etot = —imkc2
dar m betecknar massa, ¢ ljushastigheten och k krokningsindex.

I hirledningen av ekvationerna anvinder jag alltsa Newtonsk mekanik och
gravitationsteori. Detta &r befogat eftersom galaxernas hastigheter dr sma i
jamforelse med ljushastigheten och eftersom medelgravitationsfialtet i univer-
sum som helhet ar svagt. Lokalt i ndrheten av massiva kroppar som stjéarnor
maste man naturligtvis anvénda allmén relativitetsteori. Med ett Friedmann-
universum avser jag ett Robertson-Walker-universum dér energin &r bevarad
och A =0.

Definition:
Med ett plant universum avses ett universum med totalenergin noll. I ett sadant
universum #r expansionskraften (svarandes mot den kinetiska energin) och den
graviterande kraften (svarandes mot den potentiella energin) i exakt balans.
Expansionshastigheten kommer att sakta av och ndrma sig noll for tillrickligt
stora vérden pa t.

Med A = 0 giller att ett plant universum sammanfaller med ett universum
som har k = 0. I detta kapitel antas genomgaende att den kosmologiska kon-
stanten A &r noll.

Definition:

Den densitet for vilken ett Robertson-Walker-universum &r plant, dvs har tota-
lenergi noll, kallas den kritiska densiteten och betecknas med p¢pit.
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Proposition:
Den kritiska densiteten i ett Friedmann-universum ges vid tidpunkten ¢y av

3H2

P0,crit = el

dér Hy betecknar Hubble-parameterns virde vid observationstillfillet ¢ .

Bevis:
I ett plant universum med exakt balans mellan expansion och gravitation &r den
totala energin noll

Etat - Ekin + Egrav =0

Hubbles lag i det plana fallet ges enligt tidigare av uttrycket
v=Hr.

Om man i enlighet med den kosmologiska principen antar ett homogent och
isotropt universum med medeltéthet p och {6r vilket den gravitationella kraften
pa ett sfiariskt skal endast beror pa massan innanfér detta skal erhalls med
klassisk mekanik for en galax med massan m pa ytan av en expanderande sfir
med radie 7 och massa M = 47r3p/3 foljande:

Ein = _Egrav
<
1 5 GmM
—mov* =
2 T
=
1 Gm  4mr3p
- H2 2 _ 27
2m " r 3
<
_3H 2
- 871G
sa vid observationstillfillet ¢y géller
o 3H?
POo,crit = FYe. .

Definition:
Densitetsparametern () definieras av Q = po/po,crit-

Jag introducerar nu de tva Friedmannska ekvationerna som beskriver hur
skalfaktorn uppfor sig med tiden i ett Robertson-Walker-universum dér energin
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ar bevarad. Den forsta ekvationen &r ett uttryck for forstaderivatan S av skal-
faktorn och &r ett uttryck fér energibevaring i universum. Den andra ekvationen
Ar ett uttryck for skalfaktorns andraderivata S och anger hur universums ener-
gitdthet varierar i tiden. Sa ldnge man bortser fran den kosmologiska konstan-
ten A, vilket ju dr fallet med Friedmanns ekvationer, kan den andra ekvationen
erhallas genom att derivera den forsta.

Definition:

Da ett universum séges var materiedominerat anses stralningsdensiteten, och
dérmed stralningstrycket, vara férsumbart. Da materietrycket kan forsummas
om de slumpmaéssiga rorelserna kan betraktas som sméa betyder detta att man i
en materiedominerad modell kan sétta p = 0 i Friedmanns ekvationer. En sadan
materiedominerad modell kallas for en nolltrycksmodell.

Alla modeller jag utvecklar hir kommer att antas vara materiedominerade
vilket innebér att materiedensiteten &r omvéint proportionell mot skalfaktorn i
kubik enligt

S
p= Pog

som brukligt for materia.

Man anser att det allra tidigaste skedet i universums utveckling varit stralnin-
gsdominerat och att det under tidens gang blivit alltmer materiedominerat
varfor stralningsdensiteten i ett senare skede kan férsummas. En mer korrekt
tillvigagangsmetod skulle emellertid krava att bade stralning och materia tas
med i berdkningarna. Stralningsandelen idag anses dock bara utgdra nagra
fa procent av universums totala energiinnehall varfor det &r rimligt att helt
forsumma stralningen. Ett senare skede &r vidare av storre intresse da bade
rymdens geometri och en eventuell kosmologisk konstant ger effekter forst i ett
senare skede av universums utveckling.

Jag borjar med att betrakta det plana fallet av Friedmanns ekvationer. Detta
svarar mot ett universum med totalenergin noll eftersom A = 0 i Friedmann-
modellerna.

Per konvention sétter vissa astronomer Sy = 1, dir Sy betecknar skalfaktorn
vid observationstillfillet to, varfor Sy 'saknas’ i en del litteratur. Jag kommer for
tydlighetens skull inte att anvdnda mig av denna konvention i hérledningarna
som foljer.

Ett specialfall av Friedmanns forsta ekvation.

Proposition:
Rorelseekvationen for ett plant materiedominerat Friedmann-universum med
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bevarad massa, dvs nettomaterieproduktion noll, har féljande utseende

B 81GpS? B 87GpoS

~2
s 3 38

Bevis:
Med Hubbleparametern )
H(t) = 5(t)/S(t)

och med massbevaringsvillkoret
p(1)S(t) = poSi

erhalls med uttrycket for den kritiska densiteten foljande

<5>2 _ o 87Gp

S 3
=
& 8nGpS?  87GpoSy
3 35 '

Ett specialfall av Friedmanns andra ekvation.

Proposition:
Den andra rérelseekvationen for ett plant materiedominerat Friedmann-universum
med bevarad massa har foljande utseende

AnGpS 47GpoSE

5= 3 352

Bevis:

For en galax med massa m pa randen av en massiv expanderande sfir (univer-
sum) med radie r, massa M och medeltéthet p giller enligt klassisk mekanik
om expansions-och gravitationskrafterna F,.;, och Fy,.q, dr i exakt balans

GmM  Gm Anr’p
r2 2 3

Fopp =mit = —

dér 7 betecknar galaxens acceleration och G den universella gravitationskon-
stanten. Vidare vixer avstand direkt proportionellt mot skalfaktorn varfor

r=rosz r=Tosz
So So
och med massbevaringsvillkoret
S
p= PO?
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ger de tva uttrycken for 7

S 4G G pSt S
So 3 3 S3 So
<
G _4AnGpS _ _47TGp0S8
3 352

O

Notera att denna ekvation &ven erhalls som derivatan av ekvationen i foregaende
proposition da S # 0, dvs om universum &r icke-statiskt.

Allméan klassisk hirledning av Friedmanns ekvationer.

Proposition:
Friedmanns forsta ekvation i det allména fallet har féljande utseende:

2
@ :%—kCQ
dt S
4
52+k02_87TG
CER N

Bevis:

Med samma resonemang som i hérledningen av kritiska densiteten for en galax
med massa m pa ett expanderande sfiriskt skal med radie S och massa M giller
tillsammans med Ejo; = —3mkc? att

mv?2  GMm 1

Ekin + Epot = 9 - S* = fimkcz
=4
2GM
2 (Z __kCQ
=4
ds\* _26M
a) S '

Med M = 475%p/3 och S = dS/dt kan ekvationen dven skrivas pa foljande

ekvivalenta form )
S?+ke*  81G
sz~ 37
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Under en materiedominerad fas har Friedmanns forsta ekvation foljande ut-
seende eftersom p = poSg/S>:

g2 87 GpoSi
35
Med k=+1 inser man genom att lata S viixa obegrinsat i denna ekvation
att

— k2.

lim S? = —kc® = —¢?

SHOO
vilket ju dr orimligt d& det maste gilla att S2 > 0 under alla tider. Dérfor
maste S vara uppat begrinsad varfor expansionen kommer att omvéndas i en
kontraktion vid nagon tidpunkt ¢t = %tmm dar 4. 8r detta universums livstid
(tidsintervallet mellan tva singulariteter). Motsvarande virde pa skalfaktorn,
Smaz, berdknas genom att sitta S = 0 for expansionens avstannande. Jag utfor
denna berékning ldngre fram.

Inf6ér harledningen av Friedmanns andra ekvation i det allména fallet borjar
jag med att visa ett lemma med vars hjilp denna andra ekvation kan héirledas
ur Friedmanns forsta ekvation.

Lemma 1:
For ett homogent och isotropt universum giller foljande for stralningstéitheten

P~y

dp, py\ 1dS

Py 3 Py 222

di (p” T2 )5
dér p, betecknar fotongasens (stralningens) densitet, p, dess tryck, ¢ ljushas-
tigheten och S skalfaktorn.

Bevis:

Om man antar att fotonerna uppfor sig som en ideal gas som utvidgas adi-
abatiskt (utan varmeutbyte med omgivningen) géller enligt termodynamikens
férsta huvudsats om energibevaring

AU + dW = dU + p,dV =0

U = fotongasens inre energi,
W = utrattat arbete,

V' = gasens volym,

p = fotongasens tryck.

Fotongasens energitithet ges av
By, _ M, 2
= = C
% v M
dér F, anger energin hos en foton och M, anger fotonenergins massekvivalent.
Energi och motsvarande massekvivalent &r relaterade via E, = M. c?. Dérfor
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ges universums stralningsenergi lokalt av

4rS3
= 3 p’YC

U

och inséttning av U i energibevaringsvillkoret ger

at " Par ©
=
d 4 d 4
%(57753,0702) +p7%(§7r53) =0
&
4 ad, e A dy
37 g ) F g g S =0
&
4, ,dS Jdpy 4 ds
S (35222 Wy 4 20 3525 -
37rc( dtp7+5 dt)+37rp735 7 =0
=

dpy py\ 1dS
dt __3(p”+c2 S dt

Lemma 2:
Fotongasen utovar ett stralningstryck p, givet av

Bevis:
Approximera universum med en rektangulir lada. Varje gang en foton studsar
vinkelrétt mot nagon av de sex viggarna avger den en rérelseméngd 2E., /c till

viggen. Om antalet fotoner per volym &r n och viiggens area A kommer %nAcAt

stycken fotoner att studsa mot viggen under tidsintervallet At varfor viggen
da emottar impulsen

1 1
I=F -At= EnAcAt -2E,/c= gnEWAAt.

Saledes erhalls for trycket p, definierat som tryckkraft per areaenhet

F I 1 1
= —_— = — = — E = — 2
Pyr=q 7 anr T 3" T 3Mhe

eftersom n betecknar antalet fotoner per volym och E,, energin per foton.
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Proposition:
I ett homogent isotropt universum géller att stralningstétheten &r relaterad till
skalfaktorn via sambandet
py xS -4

Bevis:
Med p, = % p~c? insatt i lemma 1 erhélls

O

Detta inses alternativt genom féljande enkla resonemang dar jag maste utga
ifran nagot jag kommer att visa forst lite langre fram, néamligen att ljusvaglangder
tojs ut i proportion mot skalfaktorn. Detta innebér att fotonenergin, som &r
omvént proportionell mot vaglingden enligt £, = heA™! dir h #r Plancks
konstant, kommer att avta under den kosmiska expansionen enligt E. S
Stralningens massekvivalent &r saledes variabel och under antagande av kon-
stant fotonantal géller for fotonmasstdtheten inom en volym V' begrénsad av
S:

Py = M, _ B, /c - S — g4
\% v 53

Proposition:
Friedmanns andra ekvation har féljande utseende:

S p o, p

Bevis:
Deriveras uttrycket for Friedmanns forsta ekvation och utnyttjas lemma 1 sid.
28 da dS/dt # 0 erhalls

2
2deS_87TG< ds 0lp7>:_87rG(7 3p;>SdS

—_— = —_ 2 —_
dt dt? 3 zsdtpﬁs dt 3 dt
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dt? 3 2
54
S Py | P
¥ ¢ 4 LA
S ((32 + 3 )
Slutligen da dven materieenergidensiteten satisfierar lemma 1 for dp. /dt fast
med p, = 0 kan man sétta p, = p och lata p beteckna den sammanlagda

materie-och stralningstéitheten samt lata p beteckna det sammanlagda materie-
och stralningstrycket, varfor

S _ PP
O

Speciellt erhalls for en nolltrycksmodell av universum med férsumbart stralnings-
och materietryck foljande forenklade ekvation:

S - 4G

S 3
Universums utveckling styrs alltsa av foljande ekvationssystem

2
as _ 8rGS?p ke
dt 3

d*S ArG P
IR <P+3C>S

och motsvarande nolltrycks-modeller erhalls som

S2 4 k2 8rG

sz~ g ?*
51_747TG
S 3

Det &r denna sista form av Friedmanns ekvationer som jag kommer att
anvinda mig av nér jag studerar olika kosmologiska modeller med A = 0 —
Friedmanns nolltrycks-modeller.

Pa sin fullsténdiga form anges ekvationerna emellertid modifierade med en
kosmologisk konstant A vars inférande i det klassiska fallet svarar mot inférandet
av en repulsiv eller attraktiv (beroende pa tecknet) fjiderliknande kraft. Ett
A # 0 mojliggor exempelvis existensen av en rumtidkrokning dven i franvaro av
materia.
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Friedmanns ekvationer med A inkluderad kallas for Friedmann-Lemaitres
ekvationer och har foljande utseende:

S?+ ke 8rG A
S 3 3

S, p P A
S47TG<02+3>+3.

Dessa ekvationer erhalls som 00-och 11-komponenterna till Einsteinekvatio-
nerna

1 8rG A
Rp,u - igm/R = CTT,U,V + Cigg,uu

vilket jag inte gar djupare in pa hér. Den totala energin &r inte bevarad for
Friedmann-Lemaitre-modellerna av universum eftersom A svarar mot inférandet
av en ny energiform.

32



3 KOSMOLOGISKA PARAMETRAR

Om den kosmologiska r6dférskjutningen.

Studeras spektrallinjerna fran en stjdrna visar det sig att dessa inte ligger pa
samma vaglingder som motsvarande laboratorielinjer. De observerade linjerna
ar forskjutna at det langvagiga (roda) eller kortvagiga (blaa) hallet beroende
pa den relativa hastigheten mellan stjirnan och observatoren.

Definition:
Om X betecknar vaglingd sa definieras den kosmologiska r6dforskjutningen
Z som

o )\obs - )\em
)\em
dar Aep, star for emissionslinjevagléngden och Ay for observationslinjevaglangden.

I ett expanderande universum kan rodforskjutningen inte enbart tolkas som
en Dopplereffekt som beror pa relativa hastigheter. Den anses istéllet &ven vara
en effekt av att ljusets vaglangd t6js ut da rummet mellan objekten utvidgas. Ett
positivt viirde pa z tyder pa ett expanderande universum eftersom Agps > Aem
och ett negativt virde pa z svarar mot ett kontraherande universum eftersom
Aobs < Aem enligt ovanstaende definition.

Proposition:
Da alla avstand vixer proportionellt mot skalfaktorn dras dven ljusvagornas
vagliangd ut 1 ett expanderande Robertson-Walker-universum enligt

() o S(t)

sa lidnge man kan betrakta fordndringen i skalfaktorn som liten jamfort med
det observerade ljusets vaglangd under det tidsintervall som svarar mot att en
ljusvaglingd tillryggaléiggs.

Bevis:

Denna proportionalitet kan hirledas med Robertson-Walker-metriken under an-
tagandet att skalfaktorn &dndras mycket lite 6ver den tidsrymd under vilken
ljuset tillryggaldgger en stricka av storleksordningen en ljusvaglingd. Da ljus-
signaler firdas lings geodeter och metriken &r rotationssymmetrisk erhalls med
ds?> =df =dop =0

S2(t)  do?

_ 2 42 _ L

0=dr*=dt =2 702
dt 1 do

S(t) B E . V1= ko2 '
Lat tva vagtoppar utsénda i o, vid tidpunkterna ¢, och t. + At, na ossio =0
vid tidpunkterna tg och tg + Atg. Da géller

/to dt 1 /f’e do . /toﬂto dt 1 /“e do
-~ = — —( ocC - = — e
te S(t) cJo V1-—ko? to+At, S(t) cJo V1-—ko?
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Subtraktion ger
/toﬂfo dt /fo dt o
terar. S) i, S()
Da enligt antagandet S(t) ~ konstant under tidsintervall av storleksordningen
Aty ~ At, erhalls darfor

RERRE t 1" to+ Aty b+ AL to te
=3 5

5 50), T St)  SW)  S(to) St
Aty At, Aty S(to)

St) St T At St

och da At svarar mot en period, dvs det tidsintervall under vilket ljuset tillryg-
galdgger en ljusvaglingd, sa ges motsvarande vaglangd av A = cAt varfor

tet+Ate

Ao x S(tg) och A x S(te)

Allmént géller alltsa
A(t) o< S(t).
O
Proposition:

Foljande samband géller i ett Robertson-Walker-universum mellan rédforskjutningen
z och skalfaktorn S med S(tp) = 1:

1+2z= S0 .
Bevis:
5= /\obs - )\em _ S(tO) — S(te) _ S(to) 1
Aem S(te) S(te)
<

O

Objekt som observeras fran tiden kring Big Bang &r oéndligt rodforskjutna
eftersom Big Bang-modeller karakteriseras av att

lim S(¢t) =0

t—0

varfor man med 1+ z = 1/S5(¢.) erhaller

lim (1+2) = = 00.

I
te—0 P S(te)

Det av propositionen angivna sambandet mellan skalfaktorn och rodforskjut-
ningen innebér for stora virden pa z att utsdndandet vid en tidpunkt ¢, av den
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vid tidpunkten ¢y observerade stralningen skett da universum haft en z ganger
mindre radie &n vid observationstillfillet ¢y, dvs for stora virden pa z géller
att rodforskjutningen dr omvént proportionell mot skalfaktorn vid tiden for
emission.

Om spektrallinjerna for ett objekt har en rodférskjutning z = 1000 hérror
alltsa det observerade ljuset fran en tid da universum haft en ca 1000 ganger
mindre radie &n vid observationstillfillet. Objekt karakteriseras lampligen med
sin rodforskjutning z snarare &n med sitt rumtidsavstand ds eftersom den kos-
mologiska modell man viljer att beskriva universum med avgor hur z omvandlas
till ds.

Foljande parametrar dr av fundamental betydelse inom kosmologin:

S SS S 871G

S 52 H2S Perit 3H?

diér H & Hubbleparametern, ¢ decelerationsparametern och 2 densi-
tetsparametern.

Lemma:
Serieutveckling av skalfaktorn ger fér nédrbelégna kéllor i ett Robertson-Walker-
universum g

1
— =1+ Ho(t—to) — SqoH3(t —to)* + -
So 2

dar
So = S(to), to observationstidpunkten, ¢ tidpunkten vid vilken den emottagna
stralningen séints ut.

Bevis:
Denna utveckling ar befogad eftersom ¢ och ty i allménhet inte skiljer sig sa
mycket at om man observerar néirbelédgna kéllor

S(6) = S(t0) + 8(t0)(t — to) + 5 5(t0)(t — t0)? + - =

= S(to) {1 + Ho(t —to) — %qug(t —19)? +]

=

5%214- <§)O(t—to)+;(i)o(t—to)2+-~-=

1
=1+Ho(t—t0)—§QOH§(t—f0)2+'“

Proposition:
For rodforskjutningen i ett Robertson-Walker-universum erhalls

1
2z Ho(tg —t) + (1 + 5qo)Hg(to —1)2
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Bevis:
For rodforskjutningen z erhalls med lemmat pa sid. 34 och med ﬁ =1+t+
t2 4+ - .. foljande:

z=(S/5 = 1)~ [1+ Ho(t — to) — %qug(t — 1) - 1=
=[1 = Ho(to —t) — %qOHg(tO )t -1=
= [1 = (Ho(to — t) + %qOHg(to N B ™
~ 1+ [Ho(to —t) + %qug(to — )2 4 [Ho(to — t) + %qug(tO 21—
= 1+H0(t07t)+%qug(tO*t)2+Hg(tO*t)QJr(Jng(to*t)3+%q§H§(toft)4—1 ~

1
~ Ho(t() - t) + (1 + 2(]0) Hg(to - t)z.
O
Proposition:
Oavsett om rodforskjutningen z betraktas som orsakad av rummets utvidgning
mellan objekten eller som en Dopplereffekt zp giller for nérliggande objekt att

v
Z=Zp = —.
c
Bevis:
Om universums utvidgning kan anses forsumbar under tidsintervallet mellan
utsindande och observation av stralningen géller da ljuskéllan befinner sig pa
det ’egentliga’ avstandet D fran observatoren att

D
to—t=—.
C

Med termer upp till férsta ordningen i uttrycket for z pa sid. 34 och med Hubbles
lag v = HyD erhalls
D
Z:H()(to—t):H()~f:E.

C C

Om man istéllet tolkar den kosmologiska rédférskjutningen som en Dopp-
lereffekt kan den beriknas som

1+v/c
= -1
b \/ 1—wv/e

vilket erhalls genom att betrakta relativa hastigheter med klassisk mekanik.
For objekt som avligsnar sig med relativt ljushastigheten c laga hastigheter,
dvs for nirliggande objekt, erhalls dd med v < ¢ s att v?/c? ~ 0 att

1
z = +IU/C—].R'JE.
\ll—v/c c
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O

Saledes resulterar de olika betraktelsesdtten av rodforskjutningen — som
Dopplereffekt respektive som en effekt av rummets utvidgning — i samma ek-
vation for nérbeldgna kéllor. Hubble sjilv betraktade rodforskjutningen som
en Dopplereffekt och erholl trovirdiga resultat av sina berdkningar just dérfor
att han endast studerade nérbeldgna kéllor. Det man egentligen méter i ett
expanderande universum dr en summa av tre sorters vaglangdsforskjutningar,
namligen rodforskjutningen orsakad av vaglangdsuttojningen pga expansionen,
rod-eller blaforskjutningen orsakad av objektens egenrorelser samt den gravita-
tionella rodforskjutningen som orsakas av att ljusvaglangderna tojs ut da ljuset
(som ju dr en form av energi) férsoker lamna ljuskéllan.

Hirledning av samband mellan fundamentala kosmologiska para-
metrar.

Alla berdkningar i detta avsnitt dr baserade pa nolltrycksmodeller av uni-
versum.
Enligt tidigare géller

S ss S q_ P _ 871G

H="2 == =-— =——= -
S 1= 7% =~ TS et 3HZ'

Da S alltid &r positivt dr det uppenbart att H > 0 svarar mot universell
expansion och att H < 0 svarar mot universell kontraktion. H = 0 svarar mot
att universum &r statiskt.

Ett ¢ > 0 innebér att expansionen &r decelererad. En decelererad expansion
innebir att S #r en avtagande funktion varfor S < 0 och dirfor ger definitionen
pa q att ¢ > 0. Ett ¢ < 0 svarar mot en accelererad expansion och ¢ = 0 innebér
att expansionen forloper med konstant hastighet.

For densitetsparametern Q) géller i ett Friedmann-universum (A = 0)

<1l p<perit E>0 k=-1
Q:p/pcrit =1 P = Perit E=0 k=0
>1 p>peric E<0 k=+1

dér E betecknar universums totala energi. 2 < 1 svarar mot ett hyperboliskt
(6ppet) universum med positiv totalenergi och dérfor fortsatt och evig expan-
sion. > 1 svarar mot ett sféiriskt (slutet) universum med negativ totalenergi
och framtida kontraktion. {2 = 1 innebér att universum &r plant.

Sambanden mellan p och k inses genom att betrakta Friedmanns forsta ek-
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vation tillsammans med S = HS enligt definitionen av Hubbleparametern:

S2 + k2 871G
sz~ 37
<
8rG . 8rG
TPSQ -5 = 752(:0 — Perit)

varfor p > perie svarar mot k = 41, p = perie svarar mot k = 0 och p < peri
svarar mot k = —1.

kc? =

Jag kommer nu att hirleda samband mellan nagra kosmologiska paramet-
rar. Jag anvénder mig av Friedmanns och Friedmann-Lemaitres ekvationer och

undersoker speciellt hur inférandet av A foréndrar relationerna jamfort med da
A=0.

Proposition:
I en nolltrycks-modell av universum géller foljande tva relationer dar A beteck-
nar den kosmologiska konstanten:

A = 4nGp — 3qH?

52

c2

k [ArGp — H?(q + 1)].

Bevis:
Inséttning av definitionerna pa H, g och € i nolltrycksmodellen av Friedmann-
Lemaitres andra ekvation ger

S 4xG A

5T 373
=
A S 47 Gp 4nGp
sH? ~ SH2 T 3me 1T 3me
=

A = 47Gp — 3qH?.
Den andra relationen ges av
A AS? A 4
5% = 787;Gp52+7§ —kc? = (87;Gp+3>52—k;62 = (87;Gp+7;Gp—qH2) S%—kc?

=

s2 82 S2  H28? 2

k= (477Gp—qH2)c—270—2 = (4nGp—qH?) [ArGp—H?(q+1)].

O
Ett Robertson-Walker-universum med A = 0 dr ett Friedmann-universum och

c? c? c?
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ar enligt tidigare plant om k = 0.

Proposition:

I ett plant Friedmann-universum har decelerationsparametern viirdet ¢ = 1/2
vilket svarar mot att Q = 1 sa linge detta universum &r icke-statiskt - dvs sa
linge H = S/S # 0.

Bevis:
Med A = 0 i det forsta sambandet i féregaende proposition och k& = 0 i det
andra:

0 = 4nGp — 3qH?

<~
47Gp
TR
och
0=4nGp— H*(g+ 1)
<
47 Gp
m 1t
varfor

3g=q+1 & qg=1/2.

Detta svarar mot att 2 = 1 eftersom i ett universum med A = 0 giiller med
Friedmanns forsta ekvation:

S2 4 k2 8rG

sz~ 37"
=
kc?  SmGpH?
2 _ _ 2
H? 4 5 = = =
<~

ke = H?S*(Q —1)

varfor k =0 ger @ =1da H # 0.

O
Proposition:
Foljande samband rader mellan ¢ och €2 i en nolltrycks-modell av ett Friedmann-
universum:

Q= 2q.

Bevis:
Inséttning i Friedmanns andra ekvation med p = 0 ger

S 4nGp  8xGp H*  pew H?  QH?

S~ 3 T 3H2Z 2, 272
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och definitionen pa ¢ ger

O

Enligt den sk inflationshypotesen skulle universum pa mycket kort tid och
under konstant téthet blasts upp till enorma dimensioner med en extrem has-
tighet. Antar man en konstant energitéithet i Friedmanns ekvationer resulterar
detta just i en exponentiell tillvixt av skalfaktorn — ett mojligt inflationistiskt
universum. Ett inflationistiskt universum (dvs ett universum med ett tidigt in-
flationskkede) &r vidare en Big Bang-modell och &ven icke-statiskt dvs S £ 0.
For varje inflationistiskt universum antas oavsett utseendet pa funktionen S(t)
gélla att

lim S(t) = co.
t—0

Inflation anses kunna l6sa tre stora problem inom kosmologin, namligen

planhetsproblemet, horisontproblemet och problemet med initialvillkoren.

Problemet med initialvillkoren 16ses genom att universum under inflations-
scenariot anses ha planats ut sa till den grad att dess utseende innan denna
fas kan betraktas som godtyckligt vad géller den fortsatta utvecklingen efter
inflationsfasen.

Horisontproblemet stéller fragan om hur universum kan vara sa homogent
och isotropt. Tva motsatta dndar av universum som pga ljusets dndliga hastig-
het aldrig borde ha kunnat utbyta information har exakt samma temperatur
(med relativa variationer av storleksordningen 107°). Med inflationshypotesen
kan man visa att alla universums delar i ett tidigt skede har varit kausalt sam-
mankopplade, trots att de idag ligger utanfér varandras ljushorisont. Inflations-
scenariot forklarar den universella homogeniteten genom att lata alla univer-
sums punkter vid nagon tidigare tidpunkt ha befunnit sig inom en och samma
horisont. Under inflationsfasen skulle sedan punkter inom en och samma hori-
sontvolym ha expanderat forbi horisonten vilket kan ha skett om expansions-
hastigheten under denna fas 6verskridit horisontens tillvixthastighet.

Planhetsproblemet stéller fragan om hur universum kan vara sa pass plant,
dvs hur parametern 2 kan ligga sa néra det kritiska virdet 1. Det jag kommer
att visa hir ar att i ett mycket tidigt skede maste ha haft virdet 1.

Proposition:

Densitetsparametern {2 maste i ett tidigt skede av ett inflationistiskt universums
utveckling ha legat godtyckligt néira det kritiska véirdet 1, dvs universum maste
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i det ndrmaste ha varit plant for tillrickligt sma vérden pa t.

Bevis_:
Med S # 0:
ke = H?S*(Q—1)
<~
kc? 52

For ett inflationistiskt universum erhalls darfér da lim;_,o = oo att

k 2
lim <C> =lim(Q—1)=0
t—0 S2 t—0
=
limQ = 1.
t—0

O

En 6vre gréns for aldern ¢ av ett expanderande homogent isotropt Big Bang-
universum definieras av den sk Hubbletiden 7o = H; L d4r Hy betecknar det
vid tiden ¢y, uppmaétta virdet pa Hubbleparametern och Sy = 1. Med v = HD
ar det uppenbart att ! = % har enheten tid. I ett universum med konstant
virde Hy pa Hubbleparametern giller att detta universums alder ges av den
motsvarande Hubbletiden .

I ett expanderande universum med positiv densitet p maste enligt Fried-
manns andra ekvation gélla att S < 0 varfor S &r en avtagande funktion av
tiden. Extrapolering bakat i tiden under antagande av en konstant expansions-
hastighet som ges av virdet pa Hubbleparametern vid tiden ¢ty — dvs det storsta
majliga virdet pa H fram till tiden ¢, eftersom H = S/S och S #r en avtagande
funktion och S en véxande funktion av tiden — resulterar i

S(to)  S(to)  S(t)

-1
tma:v: T = = = = t:t():Ho .

Smin(t)  S(to)  S(t)

Proposition:
En sluten (k = +1) Friedmannsk nolltrycks-Big Bang-modell med A = 0 har en
alder ty given av

do™ Todo™

to=Hy" =
OO (2g0 — 132 T (2q — 1)3/2

dér Hy &r Hubbleparametern, gy decelerationsparametern och 0-indexeringen
avser de vid observationstillfallet uppmétta virdena.
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Bevis:
Universums nuvarande alder ty kan berdknas ur

to S0 49 ! dx
we [Cam [
0 /o o S 0 o (2q0/x +1—2g0)'/?

déir 7o = Hy ', 2 = S/Sp och dax = dS/S.
Integranden erhalls med hjélp av uttrycken:

5% = 871G pS3 /38 — kc?
H(t) = 5(t)/S(2)
g(t) = —S®)S()/S)’

Q(t) = 8nGp(t)/3H*(t)
ke = S2H?*(2q — 1)
0 =2q
som ger
. 87TG/7053 87TGp053H2
2 _ 0o 2 _ 00 2Q2 o —
§8 = = ke —asmT H252(2q0 — 1)

8rG S
H§S§< SHgO 'SOJF12%) = H3S3(2q0/ 4+ 1 — 2q0)

varfor med S > 0 under expansionsfasen

fo Sods 1 % ds
to = / dt = ==
0 0

S HoSoJo 2q0/x+1—2q0

/50 ds /1 dx
=170 =170 .
o Sov/2q0/r +1—2q0 0 V2q/z+1-2q

For att berékna aldern i det slutna fallet £ = +1 som i ett universum med A = 0
enligt tidigare (sid. 36) svarar mot att go > 1/2 utnyttjas substitutionen

2

(2q0 — 1)

Berikning av tg i fallet go > 1/2 ger nu

2 2
T = 200 sin?0 = dx = 40
2(]0 -1 2q0 -1

déar 6 € [0,7/2].
Inséttning ger

- 2sinfcos6dl

t_T/l dx _7_/1 dx _
0 0 o (2q0/x + (1 —2qp))*/2 0 o (2q0/z — 2qosin26/x)?
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/1 dx o (b 2V%dx

= T = =

*Jo 2 . V2 V2q0 Jo V1 sin%0
=0 (1 — sin?0)

T /1 (v2q05in0 //2q0 — 1)[4qosinbfcosfdf/(2qo — 1)]  4qoTo /Tr/2 sin20d
T V20 Jo cost) (290 —1)3/2 )y
4 ™21 — cos2 2 20«
_ qoTo / cos edﬂ _ qoTo [0]3/2_[8m 9] /2\ _ TO_L
(2q0 —1)3/2 Jo 2 (2q0 — 1)3/2 2 -0 (2q0 — 1)3/2

dar 79 = H(;l
O

Lemma:
I ett Friedmann-Lemaitre-nolltrycksuniversum med A # 0 géller foljande rela-
tion: w2 A
9 c
H*(Q2-1)= @ 3
Bevis:
Med Friedmann-Lemaitres forsta ekvation erhalls

S2 + k2 8rG ﬁ
3

s 3T
<
ke 8mGpH? A A
2 —_— — —_ = 2 —
H+52 Ve +3 QH +3
=
k2 A
H*(Q-1)= — — =
( ) Sz 3

O

Jamfor detta med motsvarande relation pa sid. 39 som géller i ett Friedmann-
universum. I ett universum med A # 0 karakteriseras det plana fallet alltsa inte
langre av parametervirdena k = 0, 2 = 1 och ¢ = 1/2. Universums geometriska
struktur kan inte ldngre avgoras genom att kédnna till enbart H och 2 utan man
maste dven antingen kénna till A eller nagon annan parameter relaterad till den-
na pa ett kint siatt. Da den kosmologiska konstanten foréandrar relationen mellan
k och Q fordndrar den ddrmed de tidigare kriterierna pa slutenhet/dppenhet i
universum. Dérfor kan det mycket vil ténkas att ett universum med p < perit
trots allt dr slutet om bara A > 0 vilket visas i féljande proposition.

Proposition:
Med k > 0 géller foljande relation i ett Friedmann-Lemaitre-nolltrycks-universum:
A
Q>1-—.
- 3H?
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Bevis:
Med k > 0 erhalls med hjélp av det nyss hérledda lemmat sambandet:

k2 A A
H*Q-1)= "1 -=>-2
( )= 3273
-

A
>1— —=.
Q>1- -

44



4 FRIEDMANN-MODELLER

Alla kosmologiska modeller behandlade hér dr baserade pa antagandet av en
kosmologisk princip som innebér att universum dr homogent och isotropt
for alla observatorer vid varje given tidpunkt. Ett par modeller (bla stationéra
tillstandets) utgar ifran en perfekt kosmologisk princip enligt vilken univer-
sum ar homogent och isotropt d&ven under alla tider.

Den mest allménna metrik som satisfierar den kosmologiska principen &r
Robertson-Walker-metriken. De hér behandlade kosmologiska modellerna &r
baserade pa denna metrik tillsammans med Friedmanns ekvationer och kallas
déarfor Friedmann-Robertson-Walker-modellerna, eller kort FRW-model-
lerna vilka betraktas som kosmologins standardmodeller.

Att universum maste vara homogent och isotropt for alla observatorer behéver
inte betyda att det maste vara oéndligt i utstrickning. Man skulle kunna tdnka
sig att en observator pa ett dndligt universums 'rand’ skulle observera ett icke-
isotropt universum, men man ju kan ha ett universum som é&r andligt i ut-
strackning och #nda saknar rand, som tex i fallet med en observator som befin-
ner sig pa 2-dimensionella sfaren i R3.

Jag kommer enbart att behandla de sk nolltrycksmodellerna av universum.
Dessa modeller dr materiedominerade modeller i vilka materians slumpméssiga
rorelser kan forsummas. Det géller déarfor att man kan sétta bade stralnings-
och materietrycket till noll i en sadan modell. Ett sddant féorsummande av
stralningen &r berdttigat om man vill utveckla en modell fér universum un-
der ett inte alltfor tidigt utvecklingsskede. Det géller vidare att Hubbles lag
foljs exakt av varje partikel i en sadan modell.

I det fall de slumpméssiga rorelserna inte kan féorsummas har man att gora
med sk kontinuum-modeller som blir mycket mer komplexa &n de modeller jag
behandlar hér.

De olika kosmologiska standardmodellerna skiljer sig at forst pa avstand sa
stora att Hubbles lag inte langre &r linjér ty forst pa sa stora avstand upptriader
effekter som beror pa universums geometriska struktur k& och pa den kosmologis-
ka konstanten A. Ur Friedmann-Lemaitres ekvationer kan man néamligen utlisa
att bade den kosmologiska konstanten och krokningens karaktér har férsumbar
inverkan pa universums utveckling fér sma véiirden pa skalfaktorn.

Rumtidkrokningen K &r i enlighet med antagandena om isotropi och homo-
genitet konstant i rummet vid en given tidpunkt ¢. K kan emellertid mycket
vél vara icke-konstant i tiden. Detta &r exempelvis fallet for ett expanderan-
de universum dér ingen materieproduktion sker, eftersom ett sadant universum
tunnas ut varfor K blir en avtagande funktion av tiden.

Modeller med kosmologisk konstanteA = 0 kallas med ett samlingsnamn for

Friedmann-modeller och modeller med A # 0 fér Lemaitre-modeller.
Jag undersoker nu modeller med A = 0. Dessa Friedmannska modellerna erhalls
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genom att for olika vérden pa de i Friedmanns ekvationer ingaende paramet-
rarna 16sa dessa ekvationer. Med k = —1,0,+1 och p > 0 eller p = 0 finns sex
kombinationsmdéjligheter. Fallet & = 41, p = 0 behandlas inte da det leder till en
imaginér expansionshastighet och déarfor saknar 16sning. Fallet p < 0 behandlas
inte heller eftersom det saknar fysikalisk motsvarighet.

Friedmanns forsta ekvation tillsammans med massbevaringsvillkoret for ett
materiedominerat universum

5%+ ke*  8nG " S8
@~ g P o P=rogy

resulterar i

_ 8rGpoSy
- 38

och det ar detta uttryck jag kommer att anvinda mig av for berdkningarna i
detta avsnitt. Det &r uppenbart att om pg > 0 sa géller eftersom S och Sy &r
positiva att

S? — ke?

87GpoSs
38

Om skalfaktorn antar ett maximalt virde giller vid nagon tidpunkt att S = 0
varfor k£ > 0 da pg. Da k &r konstant under alla tider for en given modell maste
gilla att k = +1. En Friedmann-modell med positivt energiinnehall i vilken
skalfaktorn antar ett maximalt virde maste vara positivt krokt.

S? 4 ke = > 0.

P& liknande sitt inses att Friedmann-modeller for vilka S > 0 V¢ maste
vara modeller med k = 0 eller £ = —1. For dessa tva fall giller vidare enligt
ovanstaende ekvation att k =0= S — 0 da t — oo samt att k = -1 = S —
konst da t — oo eftersom S — oo da t — oo.

Modellerna jag undersoker hér dr vidare alla Big Bang-modeller for vilka
antas gélla
EE%S(t) =0 = }gr(l)p(t) = 00
eftersom p(t) ox S73(¢).

Modeller med pg = 0 kallas tomma modeller eftersom dessa uppenbarligen
saknar bade materia och stralning.

Proposition:

Skalfaktorn har féljande utseende i de materiedominerade Friedmann-modellerna:
Fall 1: k=0,p0=0 = S = konst.

Fall 2: k=—-1,pp=0 = S ==ct.

Fall 3: k=0,p0 >0 = Sot?/3.
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Fall 4: k=+1,p0 >0 = S= @(1 — cosy).

Fall 5: k=—-1,p0 >0 = S= @(coshy -1).
Bevis:

Skalfaktorn har féljande utseende i de materiedominerade Big Bang-modellerna
(S(0) =0 och A =0):

Fall 1:
k=0, po=0
- 87TGpOS3
2 _ OMGP000 g 2
S 39 c
4
S=0
<~
S(t) = konst.

En tom plan modell &r saledes statisk.

Fall 2:
k= -1, pp=0:
. 87GpoSE
2 _ 0 _ 1.2 _ .2
S° = 39 ke® =c
=
dS = +cdt
=
S(t) = £ect.

En tom hyperbolisk/6ppen Minkowski-modell expanderar eller kontrahe-
rar monotont.

Fall 3:
k=0, py>0

. 87GpoSE

82 _ 0

35
<~
3\ 1/2
1248 = i(SﬂGg"SO) dt.

Integration med S(0) = 0 i expansionsfallet med S > 0 ger
3\ 1/2
/S S1/2409 — (&TGMS> / /t dt
0 3 0
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=

2432 _ (87TGPOSS ) 1/2t
3 3
&

S(t) = (67GpoS) 2/
=
S(t) o t2/3.

Detta &r ett plant Einstein-de Sitter-universum som expanderar mono-
tont med en avtagande hastighet som ges av

S(t) o t71/3
=
Jim S(t) = 0.

For de aterstaende fallen med pg > 0 och k = +1:

87GpoS3
ds =\ —220 4 2t
V735 ¢

erhalls foljande 16sningar pa parameterform med ¢ = Sy =1 (se dven sid. 45):
Fall 4:
k=+41,po>0

S = @(1 — cosy)

t= Lgpo (y — siny).
Avsitter man skalfaktorn som funktion av tiden erhalls alltsa en cykloid. Detta
ir en sfirisk/sluten oscillerande modell.

Fall 5:

k=-1,p9>0
S = %(coshy -1
t= Lgpo (sinhy — y).

Hyperbolisk/6ppen expanderande modell.
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Iustration:

Proposition:
Hubbleparametern och decelerationsparametern har féljande véarden i modeller-
na svarandes mot fall 2 med k = —1 och py = 0:
=1
t
qg=20
varfor expansionen forléper med konstant hastighet.
Bevis:
: ) 1
()= ct= S(t) =c= H(t) = g = ¢
5SS
Proposition:

Hubbleparametern och decelerationsparametern har féljande vérden i en modell
svarandes mot fall 3 med k& = 0 och pg > 0 (Einstein de Sitters plana universum):

_2
3t
qg=1/2
dér 7 dr den tidigare definierade Hubbletiden.
Bevis:
. 2 _ dotS(t) 2
t) =3 =2t H(t) = — ==
S(0) =177 5 §() = 37 > H) = "G = o
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och med 7 = H~! erhalls

t=-——==2r

3H 3
. 2 Ss
Sit)y=—t""B=g=-"0=1/2
()= (=% =1/
Einstein-de Sitters plana universum har dérfor en 6vre begrinsning pa sin

alder t( given av
2 2

t < —_— = =T
=3H, 3°
For ett universum av typen fall 4 med k = +1 och pg > 0 giller att det finns
ett virde pa tiden (%tmw) och ett virde (Sy,q.) pa skalfaktorn for vilka S = 0,
dvs for vilka expansionen avstannar. Expansionen omvénds i en kontraktion vid
den tidpunkt %tmax som svarar mot virdet S,,.. pa skalfaktorn.

Proposition:
Det maximala virdet pa skalfaktorn S,,q, samt livstiden t¢,,,, for ett materie-
dominerat universum med massa M av typen fall 4, dvs k = +1, pg > 0 och

A =0 ges av

AMG AMG
—— och tmar = —5—
3mc? 3c3

dar S,,q4z svarar mot tiden ¢t = %tmaz eftersom cykloidkurvan &r symmetrisk

Smar =

kring det vérde pa t = %tmw for vilket S = 0.

Bevis;
Med S = 0 och & = +1 i Friedmanns forsta ekvation erhalls

S2 4+ k2 871G

sz~ 3"’
=

¢ 8rG

S2ar 3
=4

g-2 :87TG

mazx ﬁp
Med den maximala volymen for ett positivt krokt universum enligt tidigare

erhalls medeldensiteten som

P = M/‘/;rLax = ]\4/(271—253

max )

varfor
g2 _ 381G M _4AMG 1
mar o3¢ 2283 o 3me? S3,,.
<~
4MG
Smaa: = o _ 5 -
3mc?
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Berdkning av t,q./2 med S > 0 som svarar mot expansionsfallet (pga cyklo-

idkurvans symmetri hade det emellertid gatt lika bra att utfora berdkningen i
kontraktionsfallet):

S2 4 ¢2 &G
sz~ g ”
<
dsS 881G
o O oo 2
dt g P
<
dt = ! dS.
87er82

Integration ger

1 tma.z /2
“lmaz =
stoes = |,

/ max / max / \/gdS
4MG 0 /S mat C\/ Smam /1 — S '
371'025 Smam

Med substitutionen

max max
,/0 / 87TG /0 87G SQIM

3c2 27253

max

S = S,0z5i020 = dS = 25,,4z8in0cos6do

dér 0 € [0, 7/2] erhalls

1 V' Smazsing - 2Smaxsm00030d9 2Smaz [™? 9
—tmaz = sin“0do =
2 c\/Smm V1 — sin20 c 0
_ 25maz /rr/2 (1 — c0529)d9 _ 284z [Q]ﬂ/z B 2Smaz [sin29]ﬂ/2 B
¢ 0 2 ¢ t2d0 c 4 do
_g o 4MG o 2MG
T 90 3mwe2 2¢ 33
varfor AMC AMC
Smaz = 5 _ 9 h tmae = —5——
3mc? oc 3c3

O
Bade utstrickning och livstid okar alltsa for 6kat materieinnehall i en positivt

krokt icke-tom Friedmann-modell.
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UNIVERSUMS ALDER.

Proposition:
Ett icke-tomt (p > 0) materiedominerat Friedmann-universum av Big Bang-typ
har foljande alder ¢ uttryckt i detta universums materiedensitet och skalfaktor:

Sm {arcsin, / b% — Si ( Si)} k=+1

1= Ba(e)” k=0

Sci"{,/s‘fn(l—k Sé:n) —arcsinhq/s‘i} k=-1

dér S = S(t) och Sy, = Sﬂgipzos" ar konstant.

Bevis:

Ett materiedominerat universum med A = 0 och p > 0 &r en Big Bang-modell
eftersom lim;_,¢ S(¢) = 0 varfor {6ljande tidsintegral erhalls vid berdkningen av
ett sadant universums alder:

(t) dS S(t)
A o /87GpoS3/38 —kez

1 /S ds
c /S
0 S k
dar
SWGposg
3c2

Sm =
Fallet k£ = 0:

_1/5 as 1 /S\/§ds— 1 [253/2]5_ 253/2_23m<5>3/2
e o /%_kfcm 0 ©eV/Sn 3 1o 3¢VSm 3¢ \Sm '

Fallet £k = +1:
\/S/ST,LdS 1 S \/8ds
/ [ Sm / / [Sm _ C\/ Sm A /1 — Sim '

Med substitutionen

S =3, sin’0 = dS = 28, sinfcosHdb

och
S e[0,9] = 0 € [0, arcsiny/S/Sm]

erhalls

1 /S VSds 1 /W“’”VS/ S /S - sind - 28, sinbcosfdf
/S o/ s ¢ V1 — sin?6 B
Sm

92



29 arcsiny/S/Sm S arcsiny/S/Sm
== sin®0df =~ / (1 — cos260)dh =
¢ Jo ¢ Jo
Sm arcsin S/Sm sin260 aresin S/Sm Sm arcmn\/S/S,n
= 7[9]0 D) —10 ]0
& 0 C

arcsiny/S/Sm Sﬂ i i
lo p rcszm/ 5. 5.
sinf = sin(arcsin\/S/Sm) =/S/Sm cosh = /1 — sin?0 = \/1— S/S,,
) /S Y
= sinfcosfd = Sm-\/l—sm—\/sm(l Sm).

Fallet k = —

— " [sinfcost
c

eftersom

/ / \/S/Tds /5 VSds

Med substitutionen

S =S5, sinh’0 = dS =28,,sinhfcoshfdfd

och
Sel0,S] = 0¢€]0,arcsinhr/S/Sn]

erhalls

1 S \/§dS 28 arcsinha/S/Sm )
cm/o S c /0
Sm

arcsinhy/S/Sm arcsin inh20 arcsinh\/S/Tm
= Sm/o (cosh20—1)dO = —S—m[G] " S/Sm-l-Sﬂ [sm ]

0
c c 2 0

S []arcsmh S/Sm ]arcsznh S/Sm

cosh@smh&

S /S /S
7 S— 1—|—— — arcsinh }

1 1
sinh 9—4(69—6 9)2:46294-46_29—5:

eftersom

1 1 1 1 h20 — 1
— _5 +Z(620+6_29) — _5 +§COSh29= C()Sf
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och

sinh26 _

1 1 1
5 1(626 —e ) = Z(e? + e )= (e — e7?) = coshfsinhb

2 2

och

sinhf = sinh(arcsinh\/S/Sm) = \/S/Sm
coshf = \/1 + sinh20 = \/1 +S/Sm

) S S S S
= sznh@coshG—\/;-m_ Sm(1+Sm>_
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5 LEMAITRE-MODELLER
5.1 OM DEN KOSMOLOGISKA KONSTANTEN

Den kosmologiska konstanten A inférdes av Einstein fér att motverka
den expansion som annars upptréider i l6sningarna till faltekvationerna. For att
erhalla en statisk 16sning — ett sk Einsteinskt universum — lade han till
en attraktivt verkande term, A < 0, som var avpassad till att motverka den ur
ekvationerna resulterande expansionen.

Det visar sig att den kosmologiska konstanten pa stora avstand modifierar
gravitationslagen till en repulsiv eller attraktiv kraft direkt proportionell mot
avstandet enligt F' = Ar. Da man inte mérker av nagon sadan effekt i mindre
skala kan man sluta sig till att A maste vara mycket litet (uppskattningsvis ca
10~°%) och att kraften dérfor kan ge miirkbar effekt forst pa avstand av samma
storleksordning som universum sjilvt, eftersom det enda kénda systemet med en
massdensitet av samma storleksordning som vakuumenergin dr just universum
sjalvt.

For att universum skall vara statiskt sa som Einstein ville ha det erhalls med
S(t) = konst att S = 0 varfor Friedmanns andra ekvation ger

=
p=—pc/3
dvs ett positivt viirde pa densiteten resulterar i ett negativt tryck. Detta foranledde

Einstein att korrigera ekvationerna med en kosmologisk konstant A < 0.

Jag kommer i detta avsnitt att arbeta med de fullstindiga Friedmann-
Lemaitre-ekvationerna som &dven inkluderar den kosmologiska konstanten.
Dessa ges av

S2+kc2787rG Jré

52~ 3 P’7T3
S 471G 3p A
sTT3\teE)Ts

I ett Friedmann-universum (A = 0) kommer universum att tunnas ut alltmer
under expansionen eftersom medelavstandet mellan de innehallna partiklarna
okar (savida ingen nettoproduktion av materia sker). Da potentiell energi defi-
nieras som negativ och som omvéint proportionell mot medelavstandet mellan
partiklarna — for varje par av partiklar — giller att beloppet av universums
potentiella (hir gravitationella) energi avtar under expansionsfasen, dvs den po-
tentiella energin blir allt mindre negativ och 6kar darfér. Pga kravet om ener-
gibevaring, E,ot + Erin, = konst, leder detta till att den kinetiska energin, som
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driver expansionen och &r definierad som positiv, ocksa maste minska i belopp
varfor expansionen saktar av. Det giller alltsa att expansionen saktar av i ett
Friedmann-universum pga kravet pa energibevaring,.

Genom att studera Friedmann-Lemaitres ekvationer inser man att A > 0
verkar som en positiv energidensitet och att A < 0 verkar som en negativ
energidensitet. Det giller alltsa att A > 0 verkar som en repulsiv kraft och
A < 0 som en attraktiv kraft.

Till skillnad fran vad man skulle tro verkar inte den tillférda positiva energi-
densiteten A > 0 graviterande utan snarare som en repulsiv kraft som accelererar
upp expansionen. Detta beror pa att man vid inférandet av A antar existensen
av en fix sk vakuumenergi. Ett A > 0 antas svara mot en positiv sadan va-
kuumenergi. Allteftersom universum expanderar fylls det automatiskt ut med
denna vakuumenergi som driver pa expansionen ytterligare. I ett sadant uni-
versum ar den totala energin, vakuumenergin inkluderad, inte bevarad eftersom
universum tillférs ’gratis’ vakuumenergi under det att expansionen fortgar.

Ett A < 0 verkar a andra sidan decelererande pa expansionen eftersom det
svarar mot inférandet av negativ, och dérmed potentiell (graviterande), energi.
Om A > 0 i Friedmann-Lemaitres forsta ekvation

_ 8nGpoSy | AS?
Y 3

erhalls for tillriackligt stora virden pa S oberoende av k

S2 kc?

2
520(% = Socei‘/r/?’t.

Detta innebér att expansionen accelereras upp for stora virden pa t. Modellerna
med A > 0 och k& = 0, —1 skiljer sig saledes fran de med A = 0 och k£ =0, -1
med evig och avtagande expansion endast i den accelererade expansion som
upptrader for stora virden pa ¢t da A > 0. Det kommer att visa sig att modeller
med A > 0 och k = +1 ocksa slutar i evig och slutligen accelererad expansion
om A > A, for nagot kritiskt virde A, pa A.

Proposition:
Ett statiskt Einstein-universum med k& = 0 &r tomt savida inte A £ 0.

Bevis:
For ett statiskt Einstein-universum med S = konst, k = 0 och A = 0 erhalls
med Friedmann-Lemaitres forsta ekvation

5'2—|—k62_87rG
sz~ 37"
=
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— alltsa ett tomt universum.
O

Genom att infora den kosmologiska konstanten erhalls for detta universum
istdllet med samma villkor pa k och §
S2 4+ k2 A 817G

52 33

=

A J—

871G

dér —p definieras som vakuumenergidensiteten. Ett negativt virde pa A re-

sulterar alltsa i ett positivt energiinnehall i detta statiska Einstein-universum,
vilket ju &r ett rimligt skél till att vilja A < 0 i en sadan modell.

—p

For en statisk modell (S = 0) med k # 0 och A = 0 erhalls med Friedmann-
Lemaitres ekvationer

kc? &G B 81G

w3 r=ar O

dvs det maste gélla att k = +1 i (%) om man ska ha en positiv energidensitet.
Detta leder emellertid till ett negativt tryck p = —pc?/3 vilket kan korrigeras

for med en negativ kosmologisk konstant A —%L; enligt nedan sa att bade p
och p blir positiva:
0< > 8rG +A7 8rG
2= 3Tyt a2l
Med k& = —1 i (%) erhalls ett positivt materietryck men diremot en negativ
energidensitet varfor inférandet av A < 0 enligt nedan gor p positivt:

0> i_&rG +é_ G
sz T3 Py T Ta2h

Jag studerar nu skalfaktorns uppférande och beréknar aldern for olika mate-
riedominerade nolltrycks-modeller av Lemaitre-typ. Modellerna &r baserade pa
Friedmann-Lemaitres ekvationer tillsammans med massbevaringsvillkoret under
materiedominans

S
p= PO§ .

For universums expansionshastighet erhalls med Friedmann-Lemaitres forsta

ekvation

S2(t) = %p(t)sa(t) — kc® +

2 3 2
- AS*(t) _ 8mGpoSy ke 4 AS=(t)

3 3S(@) 3

= G(S)
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varur ett tidsintervall berdknas som

S(t) dS
L=t = / |
S(t1) G(S)
Tidsintegralen ovan kan i det allména fallet uppskattas med elliptiska funk-

tioner. Hiar undersoker jag emellertid skalfaktorn kvalitativt och utvecklar dérefter
detaljerna for nagra specialfall som nu féljer.

Det kommer att visa sig att A # 0 inte nédvandigtvis innebér att
limy—0S(t) =0

dvs en modell med A # 0 behover inte nodvandigtvis inledas med en Big Bang.
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5.2 DEN MODIFIERADE PLANA MODELLEN

Jag behandlar nu modeller med ¥ = 0 och A < 0, A = 0 och A > 0. Med
A = 0 kallas modeller med k = 0 for plana modeller. Da A # 0 visar det sig att
modellerna med k = 0 inte ldngre &r plana i den meningen att energidensiteten
inte langre antar det kritiska virdet varfor 2 # 1. Det kommer exempelvis att
visa sig att inférandet av ett A < 0 ’sluter’ ett universum med k = 0 varfor detta
inte lingre kan betraktas som plant. I ett plant universum rader ju exakt balans
mellan den potentiella (graviterande) energin och den kinetiska (expansionella)
energin. I ett slutet universum déremot Overstiger den foérra energitypen den
senare.

Proposition:
Tidsintegralen med k =0

t 5ds o ds
t= dt = —_ =
0 o S 0 87Gpo S n AS?
3

38

har foljande 16sningar

- 3/2-
_2 ; [A] S
NET arcsin|\/ gxGpe (So> A<O

372
t= 1 S -
\/67Gpo <50) A=0

- 3/2_
2 . A S
Vel arcsinh §7Cro <So> A>0

och ur dessa erhalls de explicita uttrycken for skalfaktorn som

So(isﬂcpo)l/gsinw?’(—v ?;‘Al 1) A<O
S(t) =13 So(67Gpo)'/3 - t2/3 A=0

(50 P2 () A >0,

99



Iustration:

S

/fds \/&YG?:ng[;SS/Z}

0

t —
/ \/ CLIETC \/87er083

/ 871'Gp0 53 dS
- SWGPOSO A52 35 SﬂGpoSO A52
+ 8nGpo Sy +

\/ SWGpQS / 3
S
1 + 87TGp0 (So)
Med substitutionen

AN o (387G s B

B 3 /5 VSdS B
S S0 1 e (3
7 po 0
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erhalls

1 S\ 2
~ V6mGo <SO>

81Gp0\ "2 s,
A 3



[ 1Al (s 3/2 871'G 1/6 8mGpo \1/3 -
/ ek ss IAIPO) -51/350( \Alpo) % 1/3ds:
87TGpOSO V1—s?
Al i 3/2
87er0 So
i
d

J-arcsin(s) =

-aresin -
m 3[A]| 8mGpo \ So

eftersom
1—s2

Med liknande substitution erhalls for fallet A > 0:

_ 2 / _ 2 arcsinh(s) = L arcsinh A i o2
CVBAS V1+s2 V3A - V3A 87Gpo \ So

L gresinh(s) = —=

eftersom T

O

Skalfaktorn &r saledes en begridnsad och periodisk funktion av tiden i ett
universum med k£ = 0 och A < 0, som dérfor &r en sluten modell. Skalfaktorn
vixer ddremot obegrénsat i modellerna med £k = 0 och A > 0 som alltsa &r
O6ppna modeller. Alla modeller med k& = 0 &r uppenbarligen Big Bang-modeller
eftersom lim; o S(t) = 0 oberoende av tecknet och vérdet pa A.
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5.3 STATIONARA TILLSTANDETS MODELL

En stationdr modell maste satisfiera den perfekta kosmologiska prin-
cipen enligt vilken universum ser likadant ut i all riktningar for alla godtyckligt
beldgna observatorer &ven under alla tider. Det stationéra tillstandets modell
foreslogs pga den diskrepans som uppstod mellan universums alder och aldern pa
de innehallna objekten eftersom Hubble missbedémde storleken pa Hubblepara-
metern. Det av Hubble beriknade virdet pa H resulterade i att de i universum
innehallna objekten forefoll tio ganger dldre &n universum sjalvt Det stationédra
tillstandet var alltsa ursprungligen ténkt som en l6sning pa denna paradox.

De stationédra modell tillhor naturligtvis inte Big Bang-modellerna. Ett sta-
tiondrt universum maste ha konstant rumtidkrékning och déarfor konstant densi-
tet i tiden sa att den perfekta kosmologiska principen satisfieras. Om ett sadant
universum expanderar samtidigt som p > 0 maste ett kontinuerligt nyskapande
av materia ske for att bibehalla konstant densitet och ddrmed konstant rumtid-
krokning.

Foljande mojligheter finns for en stationér modell:
k=+1,0,-1  S=konst = H=0
k=0 H=S5/S = konst #0

De forsta tre modellerna ar stationira och statiska medan den sista ar
stationdir och icke-statisk. I det sista fallet kommer kravet &k = 0 fran att

krokningen
k

K(t)=
maste vara konstant i tiden for att den perfekta kosmologiska principen skall

vara satisfierad. Med da S(t) inte &r konstant eftersom modellen &r icke-statisk
kan K (t) vara konstant under alla tider endast om k = 0.

Det icke-statiska stationira fallet tillsammans med kravet p = 0 kallas
de Sitters standardlésning. Skalfaktorn i de Sitters standardlésning erhalls
genom att 16sa ekvationen

——~ = Hy = konst

<~
S(t) = Spetlot .

Det stationidra icke-statiska fallet med kravet p # 0 resulterar i det som
kallas stationéra tillstandets modell. I denna modell maste varje observator
méta upp samma virde pa parametrarna H, g, p och K och dessa maste dven
vara konstanta i tiden for att den perfekta kosmologiska principen skall vara
satisfierad. For skalfaktorn géller liksom i de Sitters standardlésning

S(t) = Spethot .
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Proposition:
Decelerationsparametern g i det stationéra tillstandets modell har vardet —1.

Bevis:
Med
S(t) = SoeHOt

S(t) = H()S()eHot

S(t) = HgSOGHot

erhalls med den tidigare definitionen pa decelerationsparametern gg vid obser-
vationstillfallet ¢g:

1 o —HgSUGHot 1

P =

5
©=TG T HE T T SpettH,

O
Detta strider mot de flesta observationella resultat som tyder pa att go > 0,

dvs att expansionen ir decelererad. Med ¢ > 0 < S < 0 iir ju S en avtagande
funktion.
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5.4 DE SITTER-MODELLER

Modeller med A # 0 och p = konst kallas fér de Sitter-modeller. Universa
med A > 0 — accelererad expansion — kallas de Sitter-universa medan uni-
versa med A < 0 — decelererad expansion — kallas anti-de Sitter-universa.

Astronomernas uppfattning ér att de Sitter-modellerna har sitt tillampnings-
omrade i det tidigaste skedet av universums utveckling. Enligt inflationsscena-
riot anses ju expansionen i ett tidigt skede ha varit kraftigt vixande varvid uni-
versum praktiskt taget planats ut. Under inflationsfasen anses vidare dndringen
i massdensitet ha skett mycket langsammare &n dndringen i skalfaktorn och
man kan darfor betrakta densiteten som konstant under den inflationistiska pe-
rioden, varfor de Sitter-modellerna med sin exponentiella tillvixt av skalfaktorn
och konstanta tédthet utgor en lamplig approximation till just denna fas.

Proposition:
Skalfaktorn har foljande uppforande i ett de Sitter-universum, dvs i ett univer-
sum med A # 0 och p = konst:

k=0: S(t) = Speht=to)
k=+1:  S(t)= %cosh(ht)

k=—1: S(t)= %sinh(ht)

dérh:\/@zkonst>0 = %>—%p,

I fallet K = 0 &r h lika med Hubbleparametern.

Bevis:
Genom att 16sa Friedmann-Lemaitres forsta ekvation erhalls:
Fallet k£ = 0:

$2 8rG A 5
=4
S 1 dS 81G A
AL Y sl L
ST S dt 3773
=4
d(InS)
=h
dt
=4
d(InS) = hdt.
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Integration ger
s t
/ d(InS) = h/ dt
SO tO
<
S = Speht=to) .
Fallet k& = +1:

= h? = konst

S24+ 281G A
52 3 P13
<~
S2
h252 — ¢2
<~
S —
Nt
=
dS/dt

22
hS_l

c2

=1

+1

=1

dér jag valt hogerledet som +1 eftersom detta svarar mot ett expanderande
universum. Motsvarande kontraherande universum erhalls genom att lata ¢t —
—t.

Med substitutionen S; = hS/c erhalls

dSy/dt
VSt -1

=

h/dt:/\/% = arccosh(S1)

54
S1 = cosh(ht)

=h

-~
S = %cosh(ht).

Fallet k = —1:
Med samma substitution som i foregaende fall:

52 —¢?

2
gz h
=
75 =41
VST &
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<~
ds/dt

c h2S52 + 1

54
s, /dt
VS +1

=

=1

= arcsinh(S1)

asS,
nfa= [ o=
VSt +1

=

Sy = sinh(ht)
54

S = %sinh(ht).

O
Naturligtvis erhalls samma typ av 1sningar dven da A = 0 eftersom hogerledet

dven da blir konstant med h = \/%p.

TOMMA MODELLER.

Dessa modeller utgor ett specialfall med p = 0 av de Sitter-modellerna for vil-
ka A # 0 och p = konst. En tom modell kan séigas utgora en bra approximation
till det verkliga universum sa linge de materiella partiklarnas émsesidiga gravi-
tation kan anses forsumbar, alltsa om universum har en mycket lag medeltithet.

Jag undersoker hir tva av de tomma modellerna. Den ena modellen har
kE = +1 och A > 0 och &ar inte #r en Big Bang-modell. Alla universa med
p =0,k =41 och A > 0 inleder ndmligen expansionsfasen fran ett tillstand
S = ¢y/3/A > 0 (se nista proposition) och med &ndlig densitet. Jag kommer
lingre fram att visa att modeller som &r icke-tomma med k& = +1 kan undvika
Big Bang-scenariot endast for vissa virden pa A, medan de tomma modellerna
med k = +1 undviker en Big Bang for alla A > 0. Jag kommer att kalla model-
ler som undviker Big Bang-scenariot for ’icke-Big Bang-modeller’.

Den andra tomma modellen jag tar upp ar en Big Bang-modell med det som
anses vara den mest realistiska kombinationen av k och A, ndmligen £ = —1
och A < 0. Att denna kombination 4r den mest realistiska beror pa att de flesta
observationer tyder pa att ¢ > 0, och detta villkor tillsammans med de tidigare
héirledda sambanden mellan &k, ¢ och A i ’Kosmologiska parametrar’ pa sid. 37
resulterar i att k < 0 och A < 0.
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Proposition:
For de tva tomma Lemaitre-modellerna med kK = +1 och A > 0 samt k = —1
och A < 0 géller foljande for alder och skalfaktor:

iarccosh(f\/g) k=+1,A>0
,/ﬁarcsin(fy/@) k=-1,A<0

c\/Ecosh<\/§t> k=4+1,A>0
cﬁsin(ﬁt) k=-1,A<0

dvs en modell med k£ = +1 och A > 0 utgér ett monotont expanderande Gppet
universum och en modell med & = —1 och A < 0 resulterar i ett slutet oscille-
rande universum.

t =

S(t) =

Bevis:
Med p = 0 ges tidsintegralen av

t_/ ds
) JASZ3— ke

I det forstndmnda fallet med & = +1 och A > 0 antar S ett virde storre dn noll
da t = 0 och detta virde S(0) = Sy utgoér dirfor undre integrationsgriins.
Genom att sitta S = 0 i Friedmann-Lemaitres forsta ekvation erhalls denna
grians som Sp,in = ¢/3/A varfor integration ger

e /S ds B /S ds
/2 VAS?/3 —c? /2 ¢ /AS?/3c? —1 .
Med substitutionen

s = gx/A/i% = dS =c\/3/Ads

erhalls
S A
t_/s ds B /3/c\/? ds
ey/E /AS?/3c? — 1 A Jy Vvs? -1

Y svE_ 3 5./A
= \/;[arccosh(s)]1 =V arccosh<c 3>

1
s2—1"

eftersom arccosh(1) = 0 och “Larccosh(s) =
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Skalfaktorn erhalls nu som en explicit funktion av ¢ ur uttrycket ovan:

510 =y Teomn( 5.1

— en monotont expanderande anti-Big Bang-modell.

Fallet p =0, k = —1 och A < 0 ér en Big Bang-modell, dvs lim; .o S(t) = 0,
och med liknande substitution som i féregaende utrikning erhalls med undre
integrationsgréins S(0) = 0 f6ljande:

t_/sds_..._f/fvg'ds_ smsm<5,/w>
0o 2 —|A[S?/3 A Jo V1 — 52 A c 3
=

— en oscillerande Big Bang-modell.

Proposition:
I ett tomt de Sitter-universum ges Hubbleparametern av

H(t):ﬂ'?'-tanh’“( |A3|t>
Bevis:

Med p = 0 i Friedmanns forsta ekvation

$2+ke? _8nG A A
52~ 3 PT373

och med hjilp av den tidigare hérledningen av skalfaktorn i ett de Sitter-
universum erhalls skalfaktorn i det tomma specialfallet genom att sitta p =0 i
dessa uttryck, dvs genom att sitta h = /|A|/3, varfor

1/%‘8 e k=0

Sit)y=<{ ¢ ﬁcosh ( V;t) k=+1

. A
c,/ﬁsmh( |3|t) k=-1.

Hubbleparametern ges enligt tidigare av

68



varfor

|k=+1 - jadl
S(t 3 3
) % cosh( % t)
: c- cosh 1A] t)
S(t ( 3 A A
H(Oles = G bt = —— - |3|m”h1< |3|t)
) ey 1AL sinh( 1A] ~t)
3 3

Proposition:
Infors tva testpartiklar i ett tomt de Sitter-universum med A > 0 kommer dessa
att avldgsna sig exponentiellt ifran varandra.

Bevis:

Antag att de tva partiklarna har en rumslig separation r¢S, dir S betecknar
skalfaktorn och Sy = 1, och antag vidare en accelererad expansion, dvs A > 0.
Da ges ekvationen for partiklarnas relativa rorelse av Friedmann-Lemaitres and-
ra ekvation

S 4nG, , A
5= e Tty
4
S = A—; - ?(p—i— 3pc?)S

<~
. A 4G
roS = g(ros) - T(P+ 3pc=?)roS

efter genomgaende multiplikation med r¢. Den andra termen i hogerledet sva-
rar mot en decelererande kraft orsakad av den gravitationella vixelverkan. Den
forsta termen i hogerledet svarar mot kraften orsakad av vakuumenergidensi-
teten och denna kraft &r alltsa direkt proportionell mot avstandet r¢S mel-
lan partiklarna, precis som en fjiaderkraft som dr proportionell mot avstandet
fran jamviktsliget. Témmer man nu detta universum pa materia och stralning
(p = p=0) erhalls

Tog = %(T()S)

med 16sningen

S(t) = cle\/g + cze_\/g

dir ¢; # 0 eftersom S > 0 och S > 0 under expansionsfasen.
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Jag studerar nu objekthorisonten o,y i ett de Sitter-universum.
Proposition:
Objekthorisonten i ett de Sitter-universum med k& = 0 gar mot det konstanta
gransvirdet H ! vilket innebér att vi aldrig kommer att kunna skada alla ob-
jekt innehallna i ett sadant universum.

Bevis:
Objekthorisonten representerar enligt tidigare den yttre grinsen for det obser-
verbara universum och beréknas enligt

/Uoh do /to dt

Ton = ——=c|

o V1—ko? 0o S(t)

dér oon(t) = ron(t)/S(t) varfor objekthorisontavstandet r,p, ges av (med ¢ = 1)

o dt
oh(t) = aon(t) - S(t) = S(t —
Th() Uh() () ()() S(t)
dér ¢y ar observationstiden. Med undre integrationsgréns ¢ = 0 erhalls den yt-
tersta griansen for de teoretiskt sett synliga objekten. Med Sy = 1 ges skalfaktorn
enligt tidigare (sid. 60) av S(t) = e i ett plant de Sitter-universum med k = 0.
Dérfor erhalls foljande for objektens avstand som funktion av observationstiden
t()Z

ron(t) = S(t) o dt — Ht /to o~ Ht gt — th[e_Ht]to = HLefto(1—Hio)

’ o S(t) 0 —H 0 .
Objekthorisontens dimensionslésa koordinat som ror sig med expansionen ges
darfor av

Oon(t) = ron(t)/S(t) = H~1 (1 — e~ )

och detta uttryck nidrmar sig det konstanta virdet H—' for tillrickligt stora
vérden pa t.
O

Saledes kommer objekthorisonten for en observator i ¢ = 0 som ror sig med
expansionen alltid att vara beligen i H~! for tillrackligt stora ¢. Det observer-
bara universum &r alltsa begriansat under alla tider fér en observator i nagon fix
koordinatposition, och hindelser utanfér denna horisont kommer inte vid nagon
framtida tidpunkt att kunna paverka nagonting innanfor denna gréns.

Detta kan jimfoéras med den expanderande Minkowski-modellen som &r ett
Friedmann-universum med S(t) o ¢. Objekthorisonten o, (t) &r hér en viixande
funktion av observationstiden och gar inte mot ett konstant grinsvirde som i de
Sitter-fallet. Saledes kommer objekt som i ett Friedmann-universum vid nagon
tidpunkt inte varit kausalt sammankopplade att bli kausalt sammankopplade
(dvs kunna utbyta information) vid nagon senare tidpunkt eftersom objekthori-
sonten hela tiden flyttas fram. Detta innebér att varje observator i ett sadant Fri-
edmannskt expanderande Minkowski-universum kommer att kunna skada varje
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objekt inom detta universum bara han eller hon véntar tillrackligt lange.

Mitt mal dr nu att klassificera de mojliga Friedmann-Lemaitre-modellerna
efter deras karaktér vad géller slutenhet/6ppenhet och ursprungsscenario (Big
Bang-typ eller icke-Big Bang-typ) beroende pa parametervirdena k och A.

Med A = 0 och p > 0 resulterar Friedmanns ekvationer fér £k = —1,0 i mo-
notont expanderande Big Bang-modeller och & = +1 i oscillerande Big Bang-
modeller. Dessa &r de tre klassiska Friedmann-modellerna svarandes mot fallen
3,4 och 5 pa sid. 44.

For expansionens acceleration géller enligt Friedmann-Lemaitres andra ek-
vation tillsammans med massbevaringsvillkoret under materieeran:

4@ AS(t) _ 4nGpoS , AS(1)

S(t) = 5 POSH) + ——=— 352(1) 3

Med A < 0 och p > 0 blir § < 0. S-kurvan méste ha skurit ¢-axeln vid nagon
tidpunkt ¢ < ¢g. Alla modeller med A <0 och p > 0 4r darfér Big Bang-
modeller. For alla modeller med A < 0 existerar ett kritiskt virde S. pa skal-
faktorn for vilket G(S,.) = S2%|s—s, = 0 for vilket expansionen avstannar varefter
kontraktion inleds, eftersom inséttning av S, i Friedmann-Lemaitres andra ek-
vation ger S < 0 varfor S, utgor ett maximum. Om ingen sidan begriinsning
pa S funnes skulle man erhélla ett imaginiirt virde pa S. Alla modeller med
A < 0 dr darfor oscillerande Big Bang-modeller.

Om A > 0, £k < 0 och py > 0 giller att S > 0 under alla tider och man
erhaller monotont expanderande Big Bang-modeller. Modeller med A > 0
behover emellertid inte vara Big Bang-universa av det skélet att for A > 0 &r
S inte alltid negativt. Det kommer att visa sig att vissa modeller med k = +1
och A > 0 kan undvika ett Big Bang-scenario. Dessa kallas icke-Big Bang-
modeller. For nagot ¢ finns ett S, > 0 fran vilket expansionen utgar, sa att det
ursprungliga tillstandet alltsa varit ett icke-singulért tillstand med #ndlig densi-
tet istéllet for ett odndligt sammanpressat tillstand som i Big Bang-modellerna.

Sammanfattningsvis giller att alla kombinationer av k£ och A utom kombina-
tionen k = +1 och A > 0 med nédvindighet &r Big Bang-modeller. Alla tomma
modeller med k& = +1 och A > 0 &r emellertid icke-Big Bang-modeller liksom
alla icke-tomma med k = +1 da 0 < A < A, vilket jag snart visar.
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5.5 EINSTEINS STATISKA UNIVERSUM

Jag borjar med att visa att Einsteins statiska modell med § = § = 0
resulterar i att S = S, och A = A, dar

kc?

AC:??

= 4rGp.

varfor kravet pa positiv energidensitet, p. > 0, innebér att en sadan modell
maste vara en med k = +1. Notera att c-indexeringen pa p inte har nagot att
gora med den kritiska densiteten p¢pi.

Dérefter visar jag att en Big Bang kan undvikas om 0 < A < A, och § > S..
Om déremot A > A, #r S > 0 under alla tider vilket resulterar i en monotont
expanderande Big Bang-modell.

Proposition:
I en nolltrycksmodell med k = +1 och A > 0 finns ett kritiskt virde pa A, A,
for vilket S = .S = 0. Detta intraffar da

S = Sy(4nGpo/MN)V/3=8.  och  A.=c5/SS(4nGpo)>.

Saledes finns mdéjligheten av en statisk modell med S = S. och A = A, férutsatt
att

A, = 47Gp. = ¢*/S?
dér p. betecknar densiteten i detta statiska universum som kallas Einsteins

statiska universum.

Bevis:
Med k£ = +1 i Friedmann-Lemaitres andra ekvation:

S=0
=
4mGpoS§ | AS 0

352 3
==
_4nGpoS§ | AS® 0

352 352
<

S = So(4nGpo/A)/? = S,

och med detta uttryck for S insatt i Friedmann-Lemaitres forsta ekvation med
villkoret S = 0 erhalls )
5?2 =0

=
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2/3
o_ 87GpSE o ASZ _ 8nGpoS} AL/3 62+A'<47erOSS’> o

3. <773 3 (4nGpoSH)A © 3 A
= (4nGpo)¥PAY/3 52 — ¢
<~

A =c/S(AnGpo)* = Ac

och Sy = S, ger 4rGpo/A = 1 déir A = A, och pg = p, 1 detta statiska universum
sa lange ingen materieproduktion sker varfér A, = 4rGp, och

Ac= 471—Gpc = 06/58 (47TGpc)2
4
(471—Gpc)3 = cﬁ/sg
54
A. = 4nGp. = ¢*/S2 = ¢*/S?.
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5.6 ICKE-BIG BANG-MODELLER

Jag undersoker nu villkoren pa Friedmann-Lemaitre-universa som undviker
Big Bang-scenariots ursprungstillstand och som inte &r stationéra. Detta innebér
att den kosmologiska principen som vanligt &r satisfierad, men inte den perfekta
kosmologiska principen.

Med A > 0 ser man att for k = 0 och k = —1 #r alla termer i G(S) = S2
positiva. G(S) saknar alltsa nollstéillen och S idr dérfor alltid en stringt avtagan-
de eller stringt vixande funktion av t. S maste dérfor vid nagot tillfdlle korsa
t-axeln och darmed anta virdet noll, varfor dessa universa med nédvandighet
innehaller en Big Bang.

Om k = +1 kan diiremot G(S) = S? ha tva nollstéillen eftersom G(S) — oo
bade da S — 0 och da S — oo. Vidare inses genom insdttning i Friedmann-
Lemaitres forsta ekvation att G(S.) > 0 da A > A. och att G(S.) < 0 da
A <A

For de viirden pa S for vilka G(S) = $? < 0 saknas reell 1sning. Sadana
virden pa S finns om G(S) har ett negativt minimivérde.

Mojliga icke-Big Bang-modeller dr sadana for vilka k = +1, S > S. > 0 och
0 < A < A.. Sadana universa kontraherar monotont till S. varefter de expan-
derar monotont.

Proposition: )
Minimat S, till funktionen G(S) = 52 i modellen med k = +1, S > S. och
0 < A < A, upptrader i

S =5, =Sy(4nGpo/N)*/3.

Bevis:
)

1) - LGy =o

<~
87Gpo S (_ 1) @ _0

3 S2 3
<~

3 _ g3 _ 47Gpo Sy

¢ A

=

S. = So(4nGpo/ N3,
O

Den 6vre begrinsningen A. pa A for vilket detta universum undviker en Big
Bang fas genom att soka de virden A for vilka detta minimum i S, &r negativt.
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Proposition:
Den 6vre begransningen A. pa A i en anti-Big Bang-modell med k = +1, S > S,
och 0 < A < A, ges av
A= CG/SS(4TFGPO)2'

Bevis:
Inséttning i G(S) med k = +1 ger

. 3 A 2
G(S.) = 8.7 |s—s, = 8rGroSo _ oy ASe _ (AnGpoSS)2/3AY3 — 2
. 38, 3
och déarfor
G(S:) <0
=4
S2(4mGpo)?/3 - AV3 —? <0
<~

A < c8/S5(4nGpo)? = A..
O

De enda Friedmann-modellerna som inte behéver ha inletts med ett odndligt
sammanpressat tillstand, dvs med en Big Bang, dr séledes de for vilka k = +1
och0<A<A.och S >S..

Fallen med A > 0 och k£ = +1 kan alltsa delas upp i de tva underfallen
A > A.och 0 < A < A.. Fallet A = A, svarar mot det statiska fallet med
S =S, Da A > A, giller att S > 0 och vi har ett monotont expanderande
universum.

Fallet 0 < A < A, resulterar i en icke-Big Bang-modell om S > S.. Om A lig-
ger i det angivna intervallet saknas losningar for de S for vilka G(S) = 2 < 0.
Jag later intervallet [S1, Sy] beteckna de virden pa S for vilka G(S) = $2 < 0.
Modeller med S < S resulterar i ett oscillerande universum. Om S > S5 har
man en sk 'bounce-modell’ som ’studsar’ under inverkan av den kosmiska repul-
sionen.

()



Illustrationer:
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5.7 EDDINGTION-LEMAITRE-MODELLERNA

Det finns vidare tva expanderande modeller som asymptotiskt ndrmar sig
respektive avligsnar sig ifran den statiska Einstein-modellen med A = A.. Dessa
kallas Eddington-Lemaitre-modellerna och var av intresse under slutet av
1960-talet da man fann ett 6verskott av kvasarer med rédforskjutningen z = 2.
Detta skulle kunna tyda pa en oforklarlig 6veraktivitet i kvasarbildningen vid
den motsvarande tidpunkten, eller pa att universum under en lang period varit
néstintill statiskt med en utstriackning svarandes mot att z = 2. Det upptécktes
emellertid felaktigheter i tolkningen av observationsresultaten varfér dessa mo-
deller ganska snabbt Gvergavs.

I den ena Eddington-Lemaitre-modellen expanderar universum gradvis fran
det statiska Einstein-tillstandet i ¢ = oo tills expansionen blir exponentiell enligt
S o eVA/3t T det andra majliga universat inleds expansionen enligt det géingse
Big Bang-scenariot varefter det asymptotiskt nérmar sig det statiska Einsteinu-

niversat da ¢t — oo.

For den sk Lemaitre-modellen giller att A = A.(1+¢) déir e < 1. Under
en mycket lang period ligger da S vildigt ndra S. eftersom den kosmologiska
repulsionen och den gravitationella attraktionen &r néstan exakt balanserade.
Slutligen tar dock den repulsiva kraften 6verhanden och modellen fortsétter att
expandera.

Tllustration:
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5.8 SAMMANFATTNING

Sammanfattningsvis giller foljande for icke-tomma materiedominera-
de Friedmann-Lemaitre- modeller av nolltryckstyp:

Monotont expanderande/kontraherande Big Bang-modeller:
k=—-1 A>0

k=0 A>0

Ek=+1 A>A.

Oscillerande Big Bang-modeller:
k=—-1 A<O

k=0 A<O

E=+1 A<0

E=+1 O0<A<A, S<8

Monotont expanderande icke-Big Bang-modeller:
k=4+1 O0<A<A., S§>8.

Statisk modell:
k=+1 A=A, S =25..
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