KNUTAR OCH TOTAL KROKNING

TOBIAS EKHOLM

1. KNUTAR OCH MATEMATISKA KNUTAR

De flesta knutar vi md&ter i vardagslivet &r inte knutar i matematisk mening
eftersom de, om man studerar dem lite ndrmare, &r lite tilltrasslade snarare adn
riktigt knutna: Antag att ndgon knyter en (kanske mycket komplicerad) knut pa
ett snore, lamnar snoret till dig och fragar om knuten kan trasslas upp. Ett sétt
att besvara den fragan dr naturligtvis att sitta sig ner och helt enkelt trassla upp
den besvirliga knuten. Ett annat mindre konkret men mer heltdckande sitt att
besvara fragan ar foljande. Antag att dar nagon knot knuten stod en videokamera,
och spelade in hela forloppet. I slutet av videofilmen ser vi da en person med den
till oss givna knuten i handen och om filmen spelas baklanges kommer vi att se
personen trassla upp just denna knut. Detta resonemang leder oss till att varje
knut pd ett sndre kan trasslas upp. (Aven om vi givet en knut pa ett sndre inte har
en aning om hur man trasslar upp den).

Till skillnad fran (de flesta av) vardagslivets knutar har matematiska knutar den
viktiga egenskapen att de dr slutna. En matematisk knut produceras sa hér: Tag
ett snore och sla en knut pa det. Satt sedan ihop snorets dndar sa att snoret blir
slutet (dvs saknar &ndar). Den enklaste knuten far man genom att lagga sitt snore
pa ett bord och féra ihop dess dndar sa att snéret bildar bokstaven “o” pa bordet.
Denna knut kallas o-knuten.

Den grundliggande fragan i knutteori dr: Givet tva matematiska knutar avgor
om den ena kan deformeras (trasslas) till den andra (naturligtvis utan att 6ppna
de slutna knutarna).

I den hir artikeln ska vi presentera ett geometriskt villkor som garanterar att
en given knut kan deformeras till o-knuten, se Sats 6. (Sats 6 visades av Fary [2]
och Milnor [3] omkring 1950. Nyligen visades ett resultat om minimalytor [1] som
bland annat ger ett nytt bevis for Sats 6, se §4.C.) For att forsta detta geometriska
villkor maste vi forst skaffa oss nagra matematiskt mer latthanterliga definitioner
av de ingaende begreppen.

2. KURVOR OCH PLAN I DET 3-DIMENSIONELLA RUMMET

2.A. Koordinater. En matematisk beskrivning av det 3-dimensionella rummet
far vi genom att vilja en punkt i detta rum och genom denna punkt ligga tre
parvis vinkelrdta axlar. Vanligtvis brukar man kalla den valda punkten origo. Vilj
sedan en positiv riktning pa varje axel. Med hjilp av denna riktning forstar vi
vad det betyder att ga 1 lingdenhet i nagon av axlarnas riktning fran en punkt
p: Det betyder att vi utgar fran p och gar 1 langdenhet i azelns valda riktning.
Att ga —1 langdenhet i axelns riktning fran p betyder att vi utgar fran p och gar 1
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langdenhet i den motsatta riktningen. Vi kan nu representera varje punkt i rummet
som en tal-trippel (z,,2). Den punkt som svarar mot (z,y,2) (har koordinaterna
(z,y,2)) dr den punkt vi nar om vi forst gar x lingdenheter fran origo langs den
forsta axeln, vidare dérifran y ldngdenheter i den andra axelns riktning och till
sist vidare darifran z langdenheter i den tredje axelns riktning, se Figur 1. Darfor
betecknas det 3-dimensionella rummet ofta R® (= R x R x R), dir R betecknar
méngden av reella tal (det vill sdga mingden av mdjliga avstand ldngs en axel).

(Xry! Z)

F1GURE 1. Koordinater i rummet

2.B. Linjer, linjesegment och vektorer. Genom varje par av olika punkter p
och ¢ i rummet gar en unik linje A(p, ¢). Denna linje bestar av de punkter man nir
om man gar s langdenheter fran p i riktning mot ¢ for alla s i R. Ett linjesegment
L, se Figur 2, dr en &ndlig bit av en linje A och om linjesegments dndpunkter &r a
med koordinater (24, Ya, 2,) och b med koordinater (zp, ys, 25) ar, enligt Pythagoras
sats, langden I(L) av L

L) = \/(xa —25)? + (Yo — ¥5)? + (20 — 21)% (1)

En vektor ar ett riktat linjesegment.

2.C. Plan genom origo. Genom varje par av olika linjer Ay och A; genom origo
gar ett unikt plan IT genom origo. Detta plan bestar av de punkter man nar om man
gar forst s langdenheter fran origo lings Ag och sedan vidare dérifran ¢ lingdenheter
i Ay’s riktning for alla talpar (s,t) i Rx R = R2, se Figur 3. Till exempel kallas det
plan som innehaller de tva forsta av vara koordinataxlar for zy-planet och bestar
av alla punkter med koordinater (z,y,0).

2.D. Kurvor i det 3-dimensionella rummet. Betrakta en partikel som ror sig
i rummet. Vid tiden ¢ befinner sig partikeln i punkten p(¢) med koordinaterna
(z(t),y(t),2(t)). En kurva T &r den méangd av punkter som en sddan partikel
passerar mellan en viss tidspunkt ¢ = 0 och en tidpunkt ¢ = T, T tidsenheter
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FiGure 2. Ett linjesegment mellan p och ¢

FiGURE 3. Ett plan genom origo

senare. (Med andra ord &r kurvan T' partikelns bana.) Om p(t;) # p(tz) for alla
tider 0 < ¢ < to < T si sigs T' vara en enkel kurva. (Med andra ord skér inte
T sig sjalv.) Om p(0) = p(T') sa sags I' vara en sluten kurva. I Figur 4 ser vi tre
kurvor. Kurvan A ar varken sluten eller enkel (eftersom den skér sig sjalv vid p och
har dndar), kurvorna B och C ar bada bade enkla och slutna. Vi ger nu en formell
definition av begreppet knut.

Definition 1. En knut dr en enkel sluten kurva i rummet.
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Fi1GURE 4. Tre kurvor

O-knuten kan beskrivas som den kurva som bestar av alla punkter i zy-planet
som ligger pa avstand 1 lingdenhet fran origo. Med andra ord, dr den banan for
en partikel som ror sig enligt (cos(t),sin(t),0) for tider ¢ mellan ¢ = 0 och t = 2,
se kurvan B i Figur 4.

Tva knutar I'g och T’y séigs vara isotopa om det finns en kontinuerlig deformation
I's, som beror av deformationsparametern s, 0 < s < 1, som borjar i Ty, slutar i T’y
och dr sadan att for varje s dr 'y en knut, se Figur 5. Det finns ménga knutar som

S

FIGURE 5. En deformation av oknuten

inte ar isotopa med o-knuten ett exempel ar trekléverknuten, se kurvan C i Figur
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4, och det finns manga metoder utvecklade for att visa att tva givna knutar inte
ar isotopa. Nagra av de mer berémda &r fargliggning, knut-grupper, Alexander-
polynom och Jones-polynom, se [|. Istéllet for att skilja knutar at ska vi i det
nedanstaende presentera ett geometriskt villkor for knutar som garanterar att de
ir isotopa med oknuten.

2.E. Langden av en kurva. Lat I" vara en kurva i rummet som &r banan for en
partikel som ror sig enligt p(t) = (x(¢),y(t),2(t)), 0 < ¢t < T. For att berdkna
langden av I' approximerar vi forst I' med en samling linjestycken: Lat N vara ett
positivt heltal. Dela in intervallet [0,7] i 2V delar

[0, 51, (&, 2F), ..., [E5:0T 7.

2N 2N

For 1 < k <2V, 14t Ly (k) vara linjestycket mellan p (£%) och p ((k;','#) och 13t

In (k) vara dess langd. Langden av kurvan T’ approximeras d av summan [y av
dessa linjestyckens ldngder, se Figur 6

Iy = lN(l) + lN(Z) + -+ lN(QN).

Eftersom summan av ldngderna av tva sidor i en triangel alltid ar storre dn lingden
av den tredje sidan foljer att [y > Iy om N > M. Man definierar darfor 1angden
I(T) av kurvan T som det minsta tal som dr storre an Iy for alla positiva heltal
N. (Om man kénner till integral- och differentialkalkyl kan man uttrycka langden

FIGURE 6. Tva approximationer av I' med linjesegment

/ 1(p'(t)) dr,

dar p'(t) ar derivatan av p(t) och I(p'(t)) ldngden av denna vektor.)

genom
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3. ENHETSSFAREN, PLAN OCH KURVOR

Enhetssfiren S? i R® &r den méingd punkter i rummet som ligger pa avstandet 1
lingdenhet fran origo (0,0,0). Med andra ord, se (1), ir S? den méngd tal-tripplar
(z,y, z) som uppfyller

i+ =1.

3.A. Plan genom origo och normaler. Vi ska forst anvinda enhetssfaren fér
att fi ordning pa alla plan genom origo. Lt II vara ett plan genom origo i R3.
D4 skir II enhetssfaren S2? i en cirkel Gr. En siddan cirkel kallas storcirkel (och
ar ett slags ekvator pa sfiren). Lat ny och sy vara de vektorer av langd 1 som
borjar i origo och &r vinkelrdta mot II. Dessa kallas II’s enhetsnormaler. (Om Gp
betraktas som ekvator &r ny nordpolen, och sy sydpolen, se Figur 7)

Sn

FIGURE 7. Storcirkeln G och enhetsnormalerna ny och sy

Med hjalp av denna konstruktion kan vi méta arean av kollektioner av storcirklar:
Om A &r en samling storcirklar sd &r samligen av deras enhetsnormaler N(A4) en
bit av S2. Vi siger att A har area o om N(A) har area 2a. (Faktorn 2 inkluderas
eftersom varje plan har precis tva enhetsnormaler.) Exempelvis har vi eftersom
sfarens area ar 47 att arean av alla plan genom origo dr 47” = 2w. Vi ska anvanda
detta areabegrepp for att studera medelvirden:

Antag att det till varje plan IT &r ordnat ett positivt heltal n(II). For ett givet
heltal k, 1at Area(k) vara arean av alla plan II med n(Il) = k. Medelvirdet M av
n over alla plan 7 definieras da som
_1-Area(1) +2- Area(2) + 3 - Area(3) +4 - Area(4) + ...
= 27‘_ )

Lat oss ta ett enkelt exempel: Antag att n = 1 for hilften av alla plan och n = 2
for den andra hilften. D4 blir medelvérdet

l-7n+2-w 3

27 2

M
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3.B. Kurvor pa sfiaren. En kurva pa S? ir en rumskurva I som ligger helt i S2.
Med andra ord maéste varje partikel rorelse p(t) = (z(t),y(t), 2(t)), 0 <t < T med
bana I" uppfylla

z(t)? +y(t)? + 2(t)* = 1, for alla t.

Storcirklar ar dr exempel pa slutna kurvor pa sfiren. En bit av en storcirkel kallas
for en storcirkelbdage. For att rikna ut lingden av en kurva T' pa S? kan man

ersitta de réta linjestyckena Ly (k) i konstruktionen i §2.E med den kortaste stor-

cirkelbagen An (k) mellan p (&%) och p ((k;#)

Alternativt kan man anvidnda sig av foljande intressanta sats som gar under
namnet Crofton’s formel.

Sats 2. Om T dr en kurva pd S? och M ar medelvirdet éver alla storcirklar G pd
S? av antalet skdrningspunkter mellan G och T sd dr lingden I(T') av T lika med
m M.

Bevis. Fran definitionen av ldngd foljer att om Crofton’s formel giller f6r sméa
storcirkelbagar s& géller den for alla kurvor. Vi behover siledes bara bevisa den f6r
sma storcirkelbdgar. Lat A vara en liten storcirkelbage som ligger i storcirkeln G' och
har lingd /(A). Normalerna till planen vars skirningar med S? ger storcirklar som
i sin tur skir A utgor tva apelsinklyftor. Dessa bada skar G i tva storcirkelbagar
med langd [(A), se Figur 8. Varje storcirkel (utom G sjélv som vi inte behover
riikna med eftersom arean av G #r arean av en punkt pa S? vilken ir noll) som skiir
A skar A i exakt en punkt. Eftersom langden av G ar 27 foljer att medelvardet M
r 2LUA) — A o op g3ledes giller I(A)=7-M. O

2w K

| e |

\\\\\\\\\\\\\&\\\\\\\\\\\\\\\s

[ (A)

FIGURE 8. Apelsinklyftor i vilka normalerna till plan vars stor-
cirklar skar A ligger.
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4. TOTALKROKNING

4.A. Enhetstangentkurvan och totalkrokning. Till varje kurva I' i R® ordnas
en kurva V1 pa sfiren, pa foljande sétt: Lat en partikel rora sig med den konstanta
farten 1 langs I'. Dess rorelse beskrivs déa av p(t) = (x(¢),y(t), 2(¢t)). Lat partikelns
hastighet vid tiden ¢ vara vektorn v(t) = (v (t),vy(t), v;(t)). Att farten for partikeln
ar 1 betyder att lingden I(v(t)) = /vy (t)? + vy (t)? + v, (t)? av v(t) i varje Sgonblick
t ar 1. Med andra ord ger v(t) en kurva Vi pa sfiren. Denna kurva kallas T'’s
enhetstangentkurva. Om p = (z(t),y(t), 2(t)) definierar vi enhetstangenten V (p)
till T i p genom V(p) = v(t). Det foljer da att kurvan Vi bestar av punkterna V (p)
for alla punkter p pa I, se Figur 9. (Den som kanner till differentialkalkyl vet att

V(p)

FIGURE 9. En kurva T, dess enhetstangent V (p) i punkten p och
dess enhetstangentkurva Vr pa S2.

v(t) = (2'(t),y'(8),2'(¢)),

dar z'(t), y'(t) och 2'(t) betecknar derivatorna av funktionerna x(t), y(t) och z(¢).)

Definition 3. Den totala krokningen TC(T) av kurvan T ar lingden av dess en-
hetstangentkurva. Det vill sdga

TC(T) = (V).

Lat oss rdkna ut totalkrokningen i tva enkla exempel: Lat L vara ett linjestycke.
Om en partikel ror sig langs L med farten 1 pekar dess hastighetsvektor alltid l&ngs
L. Saledes ar kurvan Vi, bara en punkt och darfor &r TC(L) = 0.

Lat C vara en cirkel i zy-planet med centrum i origo. Om en partikel ror sig
langs C' moturs med farten 1 och vid tiden ¢ befinner sig i punkten (z(t),y(t),0)
pekar dess hastighetsvektor i riktningen (—y(t), z(t),0), se Figur 10. Saledes galler
att om partikeln rort sig ett varv runt C' kommer hastigehtsvektorn att ha ritat
ut en storcirkel pa sfiren och TC(C) = 2x. (Om man gir N varv runt C blir
totalkrokningen 2N).
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FiGure 10. En cirkel och dess enhetstanget

Vi ser fran dessa enkla exempel att den totala krokningen av en kurva méter hur
mycket kurvan béjer sig.

4.B. Jamviktspunkter. Lat I' vara en knut och lat g vara en vektor med langd
1. Utrusta rummet med ett gravitationsfilt som pekar i riktning g. Vi tanker oss
nu att I’ &r en fixerad stalwire i rummet och att en partikel med massa 1 &r fri att
rora sig langs T'. Om vi sétter partikeln i en punkt p pa T" och sldpper den kommer
den f6r de allra flesta p att borja rora sig lings I'. Dock finns det vissa speciella
punkter fran vilka den inte ror sig efter den slappts. Lat oss kalla dessa punkter
jamuiktspunkter pa T i riktning g och studera dem lite nirmare:

Villkoret for att p ska vara en jamviktspunkt dr att gravitationskraften som
verkar pa partikeln ska upphédvas av normalkraften fran I' pa partikeln. Eftersom
normalkraften alltid ar vikelrat mot I" och lika stor som gravitationskraftens kompo-
nent vinkelrét mot I' sker detta precis i de punkter p pa I' déar enhetstangentvektorn
V(p) &r vinkelrdt mot g. Saledes ser vi att jamviktspunkterna pa T i riktning g &r
exakt de punkter p dir V (p) ar vinkelrdt mot g, se Figur 11.

Sats 4. Lat p(g,I") beteckna antalet jimuviktspunkter pa T i rikning g och lat p
vara medelvirdet av u(g,T) dd g varierar éver S?. Da giller att totala krékningen
av ' dr lika med 7 - .

Bevis. Skdrningspunkterna mellan Vi och storcirkeln G, som &r skdrningen mellan
det plan genom origo som #r vinkelritt mot g och S? svarar precis mot jaimvikts-
punkterna pa I i riktning g. Enligt Sats 2 géller da att {(Vr) = 7 - . O

Betrakta anyo en knut T' och ett gravitationsfalt i riktning g. Notera att varje
jamviktspunkt for T' i riktning g ocksa ar en jaimviktspunkt for T' i riktning —g.
Eftersom det finns en ldgsta och hogsta punkt pa T i riktning g och en partikel som
slidpps fran den lagsta punkten maste ligga still om gravitationen &r riktad lings —g
och en i den higsta maste ligga still om den &r riktad i riktning g ser vi att I" har
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FicURE 11. Hastigheter hos en partikel pa en kurva som slapps
fran olika punkter

atminstone tva jamuiktspunkter i riktning g. Detta géller for varje g och tillimpar
vi Sats 4 far vi:

Sats 5. For varje knut T gdller att dess totalkrokning TC(T') dar storre dn eller lika
med 2.

4.C. Fary-Milnors sats. I foljande sats aterfinns det utlovade geometriska villko-
ret pa knutar som garanterar att de &r oknutna.

Sats 6. Om T ar en knut som har total krékning mindre dn 47 sa dr T isotop med
o-knuten

Bevis. Vi maste producera en deformation som borjar i I' och slutar i o-knuten.
Denna deformation och dess konstruktion dr illustrerad i Figur 12. Eftersom
TC(T) < 4r f6ljer fran Sats 4 att det finns ndgon nollskild area av riktningar i
vilka T" har farre dn 4 jimviktspunkter. Man kan visa (vi gor inte det hir) att
mangden av alla riktningar med udda antal jdmviktspunkter har area noll. Saledes
kan vi hitta en riktning ¢ i vilken I' har exakt tva jamviktspunkter, den hogsta och
den légsta i riktning g. Betrakta nu ett plan IT vinkelritt mot g langt under T (i
riktning g). Lat sedan II rora sig med konstant hastighet i g-riktning och beteckna
det plan i vilket II befinner sig vid tiden ¢t med II;. Vid nagon tidpunkt a md&ter
planet I, den ligsta jimviktspunkten. Sedan fortsétter planet uppat, vid nagon
senare tidpunkt b moter I, den hogsta jamviktspunkten och for tider ¢ > b skar I,
inte langre I

For tider ¢t mellan a och b skir planet II; kurvan T i exakt tva punkter: Det ar
latt att inse att II; skdr I' i exakt tva punkter for ¢ nira a och om det fér nagon
tid ¢ fods en ny skirningspunkt maste detta vara en jamviktspunkt for T i riktning
g. Saledes ar de tva ursprungliga skirningspunkterna de enda och de 6verlever tills
de kolliderar i den hogsta jamviktspunkten f6r ¢ = b.
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Lat L; vara linjestycket i mellan skdrningspunkterna mellan II; och T och lat
D besta av alla punkter som ligger pa nagot linjestycke L;. D& &r D en disk som
begransas av I'. Vilj nagon punkt p pa denna disk och gor D platt i en liten
omgivning U(p) kring p. Deformera sedan I' genom att trycka den inat langs D
mot p tills den blir en liten cirkel I kring p i U(p). Flytta nu U(p) till zy-planet
s& att p hamnar i origo. Expandera sedan I till o-knuten. a

r

w
FIGURE 12. Konstruktionen i beviset for Sats 6

Man kan ocksa visa Sats 6 med hjélp av area-minimerande diskar. Det visar sig
namligen att om I' &r en knut med totalkrékning mindre an eller lika med 47 sa
begrinsar I' en disk som har mindre area &n varje annan disk I" begrinsar och att
denna minimala disk kan anvidndas som disken D i beviset ovan for att deformera
T till o-knuten. For en detaljerad beskrivning av detta hanvisar vi till [1].
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