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Inledning

Konungens Hogtbetrodde Man, Landshéfdingen 6fver Skaraborgs Lan, Kommend. m.st.k
af Nordstjerne-Orden, f.d. Stats.Radet, f.d. Professorn. L. K. W. A. m.m.

Herr Carl Johan Malmsten

med det djupaste vordnad

Forfattaren

Sé inleds Emil Fogelmarcks larobok i differentialrakning fran 1873. Texten ar skriven for
hand pa ett av forsattshladen av Emil Fogelmarck. Boken var en gava till Carl Johan
Malmsten, en av den tidens mest ansedde svenske matematiker. Det kan tyckas vara en i
overkant och vordnadsfull halsning fran en matematiker till en annan matematiker, men
det var sa man officiellt tillskrev en person i Malmstens position vid den har tiden. Att
boken var en gava till Malmsten &r en gissning, men inte helt utan grund da texten ovan
var just handskriven och laroboken tillhér det Malmstenska biblioteket.

Uppsatsen kommer alltsa att behandla en larobok i differentialrakning fran ar
1873. Boken omfattar 139 sidor och 170 punkter. Punkterna innehaller regler, bevis
exempel och uppgifter om vart annat och de flesta punkter beror teknisk matematik, t ex
deriveringsregler och hur de kunde tillampas pa olika typer av problem. Det forekommer
fa bilder och den &r faktaspackad.

Tyngdpunkten i studien kommer att ligga pa det grundlaggande matematiska
innehallet och det matematiska spraket, d v s hur Fogelmarcks framstallning ar uppbyggd,

och i vilket pedagogiskt och kunskapsideologiskt sammanhang som boken &r skriven.



Matematik och historia

| England pa 1700-talet paborjas den process som populart benamns den industriella
revolutionen. En utveckling som kom att férandra Europa, saval ekonomiskt som
politiskt, socialt och kulturellt. Ovriga Europa industrialiseras dock betydligt senare och i
Sverige kan vi inte tala om ett industrialiserat samhalle forrén i slutet av 1800-talet, d v s
mer an 100 ar efter England. Anledningarna till Englands relativt tidiga samhélls-
forandring varierar med vilket historiskt perspektiv man anlagger.

I England hade man under 1700-talet en utveckling dar en stor del av
befolkningen kompletterade jordbruksarbete med nagon form av hantverk. Det nya
forsorjningssattet kom for allt fler manniskor bli den priméra kallan for 6verlevnad.
Enskilda hantverksarbeten som till en borjan skedde i hushallet, kom successivt att
samlas under samma tak och sa smaningom att utvecklas till industrier.

Vad har da detta med matematik och den moderna analysen att géra?
Utvecklingen i England var relativt oberoende av akademisk vetenskap och dess
utveckling. Frankrike l1ag ju pa manga vis betydligt langre fram bade kulturellt och
vetenskapligt.

En viktig férandring av ekonomin och samhallet var dels ndr mé&nniskans arbete i
storre utstrackning borjade ersattas av maskiner och dels de mangder av varor som en
masstillverkning medforde. Det uppstod ett allt storre behov av noggranna berékningar.
Berakningar som rorde maskiner, gruvor, broar m m och berakningar som rorde tillgang
och efterfragan. S om det fanns ett behov av matematisk kunskap sa fanns det ett annu
storre behov av personer som besatt denna kunskap och kunde omsatta den i praktiken,

d v s ingenjoren och ekonomen. Det ar alltsa inte en tillfallighet att KTH:s foregangare,
teknologiska institutet, grundades 1825 och det var inte bara i Sverige det bildades
tekniska skolor. Ecole Polytechnique grundades i Paris 1794.

Idéhistorikern Sven-Eric Liedmann skriver i sin bok | skuggan av framtiden om
upplysningsprojektet inte fore utan efter franska revolutionen. Liedman urskiljer tva linjer
inom upplysningsprojektet under 1800-talet, men &ven under 1900-talet. Den forsta ar de
s k harda vetenskaperna. Dessa r just naturvetenskap och ekonomi, och det & med dessa

som bakgrund den industriella utvecklingen kan foljas. Liedman menar att denna linje



kan tillmatas en ratlinjig utveckling. Till skillnad fran den harda linjen har den andra, s k
mjuka linjen, en mera ojamn utveckling, Den andra linjen &r de s k mjuka vetenskaperna
och till dem rédknas de humanistiska, filosofiska och samhallsvetenskapliga disciplinerna.
Utifran dessa kan den politiska och kulturella, den ideologiska, utvecklingen av samhéllet

forstas.?

Analysen i historien

Gemensamt for naturvetenskap, teknologi och ekonomi &r deras grund i matematiken.
Industrisamhallets framvaxt skapade ett behov av praktiker inom dessa discipliner, dar
man kunde berékna och forutsdga. Jag menar att utvecklingen av den moderna analysen,
den stringenta analysen, skall ses mot bakgrund av detta behov, dock ej som en
ovillkorlig konsekvens. Differentialkalkylen, eller snarare dess grunder, existerade likval
innan industrisamhallet pa allvar borjade ta form.

I och med Newton och Leibniz arbeten kring differentialer och infinitesimaler i
slutet av 1600-talet togs det slutgiltiga steget ver fran en geometrisk till en aritmetisk
behandling av matematiska problem kring kurvor, ytor, och kroppar.? De engelska
matematikerna kom dock att halla fast vid den geometriska ansatsen betydligt langre &n
sina kontinentala kollegor.® Problemet for Newtons och Leibniz efterfoljare 1ag bl a i den
oklara definitionen av infinitesimalen och hur den anvéndes. Det var just mot
infinitesimalen kritiken kom att riktas under hela 1700-talet. En av de frdmsta kritikerna
var den irlandske filosofen och anglikanske biskopen George Berkeley (1685-1753), som
kritiserade anvéndandet av den oandligt lilla enheten. En enhet som man initialt anvande,
for att slutligen bortse ifran nar 6nskat resultat skulle uppnas. Kritiken stannade dock inte
vid det rent matematiska, utan blev en svag punkt for den moderna vetenskapen. For hur
kunde de moderna vetenskapsménnen bortforklara guds anglar, samtidigt som de forlitade

sig pa infinitesimalens odefinierbara spoke.* Den mest kénda strofen i Berkleys kritik 16d:

! Liedman (1997), s 26 passim
2 Edwards (1979), s 189f, 265ff
® Edwards (1979), s 267

* Edwards (1979), s 292ff



And what are these fluxions? The velocities of evanescent increments? And what are these
same evanescent increments? They are neither finite quantities, nor quantities infinitely small,
nor yet nothing. May we not call them the ghosts of departed quantities?®
Problemen med de formella grunderna hindrade dock inte vetenskapsméannen fran att
praktiskt tillampa den tidiga analysen inom de naturvetenskapliga disciplinerna.
Problemet I6stes i borjan av 1800-talet med hjalp av gransvardes- och
kontinuitetsbegreppen, begrepp som utgor grunden for den moderna analysen.

En av portalfigurerna inom den moderna analysen var Augustin Louis Cauchy
(1789-1857) och han anses vara den forste att betona gransvardes- och
kontinuitetsbegreppen som grund for differentialkalkylen och inte som tidigare, bara en
del av den. Nu var Cauchy inte den enda matematiker som agnade sig at
differentialkalkylen, sa att utse honom till den forste ar ju riskabelt. Cauchy var dock
nyskapande i den mening att hans framstéllning var systematisk och stringent. Cauchy
angav sjalv, som anledning till sitt forsok till en klarare och stringentare framstallning, de
fordelar det medforde vid undervisning i analys. Cauchy var sjélv verksam som
matematiklarare vid Ecole de Polytechnic och hans teorier kring gransvarde och

kontinuitet &terfinns i den av honom férfattade laroboken Cours d’Analyse. ®

Utgangspunkter for uppsatsen

Synen pa skolkunskap

Ur ett rent disciplineringsperspektiv reduceras ett skolamne till en uppséattning koder och
regler utifran vilka elevernas kunskaper kontinuerligt skall examineras, en examination i
syfte att normalisera, men ocksa utifran normerna, att differentiera. Vilka elever ar
underkanda, vilka &r godkénda, vilka ar mycket val godkanda, o s v. Den franske
filosofen Michel Foucault urskiljer just de disciplinerande institutionernas framvaxt under
slutet av 1700-talet och framat. Fangelserna, sjukhusen, fabrikshallarna,

regementsbarackerna, folkskolorna och lardomsskolorna blev viktiga delar i det moderna

® Thompson (1991), s 191
® Grabinger (1983), s 185ff



industrisamhallet. Institutioner som kom att pragla samhéllet och déar kunskap byggdes
upp av laroplaner, betygskriterier, larobdcker och prov. Examinationen av elevens
kunskaper reglerade i betyg far tva motriktade effekter. Elevgruppen normaliseras,
likriktas, da hela elevgruppen bedoms efter samma kriterier och kunskapsmal. Samtidigt
differentieras gruppen da betygen bestammer vem som ar bast respektive samst, eller vem
som ar mest normal.’

Pedagogen och skolhistorikern Tomas Englund foresprakar en didaktisk forskning
som betonar skolundervisningens och larobdckernas skapande av mening och
sammanhang for eleverna. Text och undervisning blir darfor inte isolerade foreteelser,
utan de sker i en kontext dar olika faktorer skapar forutsattningar fér meningsskapande.
Den av Foucault tecknade 6vergripande utvecklingen rymmer pa sa satt variationer, da
skolundervisningens meningsskapande mojligheter ar en 6ppen fraga i den mening att
olika sociala krafter paverkar skolan och dess undervisnings form och innehall. Englund
betraktar det som en “uttolkningskamp” olika nivaer, dar det ar staten som utgor
maktcentrat.? | ett sddant sammanhang blir rddande kunskapsideologier intressanta, d v s
hur t ex larare, forskare och politiker sdg pa kunskap och undervisning, men ocksa till vad
undervisningen syftade.

Exempelvis kan en och (ytligt sett) samma skolkunskap - formulerad pa ett satt som “alla”

kan godkanna (exempelvis i laro- och kursplaner) - pa véagen till och i en undervisnings- och

larandesituationer ges helt olikartade uttolkningar. Uttolkningar ar beroende av skilda

ideologier i vid mening hos de agerande (politiska ideologier, utbildningsfilosofier, skilda satt

att uppfatta ett &mnes karna och perspektiv, olika forforstaelse och tidigare erfarenheter etc.)’
En viktig komponent i uppfattning av ett skolamnes syfte ar dess relation till den
akademiska disciplinen och reproduktionen av kunskap. Englund papekar att denna
koppling manga ganger &r och har varit stark och grundlaggande, men att den ofta under
historiens gang utmanats av tanken pa skolans syfte som samhallsfostrande. Eleverna

skall ges olika fardigheter och formagor och fostras till sjalvstandiga och kritiskt

" Foucault (1974), s 199 passim
8 Englund (1991), s. 129f
° Englund (1991), s. 131



granskande samhéllsmedborgare. Olika utbildningsfilosofier kan huvudsakligen delas in i
tva huvudkategorier, den traditionella och den icke traditionella. Dessa kan i sin tur delas

in i underkategorier féljande karaktaristiska inslag.'

Traditionella

Perennialism

e Kulturarv, bildning

e Kilassiska verk central utgangspunkt
Essentialism

e Formedling av kunskaper.

o Innehallet starkt relaterat till bakomliggande vetenskaplig disciplin

Icke traditionella
Rekonstruktivism
e Skola for kritisk fostran och vardering av olika alternativ
e Med sikte mot den framtida medborgaren
Progressivism
¢ Den studerande som “kunskapare”, eleverfarenheter som kunskapsbakgrund,
amnesoverskridande innehallsorganisation

e Samarbete och social fostran, elevaktiva arbetssatt
e Eleven i centrum

Syftet med uppsatsen ar att studera forhallandet mellan skolmatematiken och den
under mitten av 1800-talet moderna matematiken vid universiteten. Samtidigt vill jag
belysa det i manga fall forbisedda forhallandet mellan det konkreta innehallet i en larobok
och den betydligt subtilare och svarfangade uppfattningen av ett skolamne och dess syfte.
Ett forhallande som kan kasta nytt ljus 6ver matematikundervisningen i Sverige under
andra halvan av 1800-talet.

Matematikhistorikern Judith Grabinger driver en tes om att det var pedagogiska
behov som drev pa utvecklingen mot en stringentare analys. | denna uppsats vill jag

omformulera denna tes och préva den pa matematikundervisningen utanfor universitetet,

9 Englund, s. 132ff



pa vad vi idag skulle kalla gymnasieniva. Den precision som algebraiseringen,
aritmeriseringen medfdrde borde ju ha pedagogiska férdelar, framfor verbala intuitiva
definitioner, for bade elever och larare.

En Gvergang fran en matematisk analys praglad av verbala och intuitiva begrepp
mot en stringentare och logiskt mer genomarbetad analys sk&nker undersékningen
ytterligare en dimension. Analysen nadde i systematiserad form via laroverken och
skolmatematiken samhéllet utanfor universiteten, varfor analysen darmed blev en del av
en civiliserings- och disciplineringsprocess som omfattade en relativt stérre del av

befolkningen och pa sa sétt blev en del av fler méanniskors tankande och handlande.

Hypotes och fragestallning

Min hypotes &r att den rigordsare analysen med en klar grunduppséttning av definitioner,
regler och tekniker var en bidragande faktor till analysens inférande som en del av
skolamnet matematik. Jag vill visa pa att nar analysen blev en del av skoldamnet
matematik i Sverige, sa utgjorde en rigor6s analys det teoretiska fundamentet, dar bl a
Cauchys verk var centralt. Den akademiska disciplinen matematik och dess utveckling
paverkade i stor utstrackning utvecklingen av skolamnet matematik

Skolmatematikens innehall och aktiviteten i klassrummet var likvél inte pa
forhand given. Hur Fogelmarck skrev sin bok och hur den anvéndes, bestdamdes ej enbart
av den ndra relationen till den hdgre matematiken. Metoden for undervisning i matematik
var inte absolut avhangigt innehallet, utan det fanns tydliga inriktningar som angav olika
vagar fram till en god undervisning i matematik.

For att kunna bedéma hypotesens giltighet vill jag underséka hur analysen i
Fogelmarcks larobok i differentialrakning framstélldes och i vilket sammanhang den
framstalldes. Fragorna som jag forsoker besvara med uppsatsen ar:

1. Hur definierade Fogelmarck begrepp inom analysen som hos Cauchy intog en central
plats? De begrepp som undersoks ar:
o de reella talen
o funktionsbegreppet
e gransvarde

e kontinuitet



Dessa begrepp jamfors ocksa med den med Fogelmarck samtida matematikern
Bjorling.
2. lvilken utstrackning anvande Fogelmarck begreppen ovan i andra delar av analysen?
De delarna ar
e derivata
e medelvardessatsen
e extremvarden
¢ integral
3. 1 vilket pedagogiskt sammanhang skrev Fogelmarck sin larobok, d v s hur sag man i
samtida pedagogiska tidskrifter pa undervisning i matematik. Vad var
skolmatematikens syfte och hur var skolamnet beskaffat?
Med fraga 1 och 2 vill jag undersoka i hur stor utstrackning Fogelmarck hade influerats
av Cauchys rigorosa framstallning och begreppsapparat. Med fragorna 1 och 2
tillsammans med fraga 3 vill jag fanga de olika faktorer som paverkade Fogelmarck och
som beskriver den kontext som han var verksam i. Observera att studien &r begransad till
envariabelanalys. Aven om Fogelmarck i viss utstrackning beror analys med fler
variabler, sa anser jag anda att de formella teoretiska grunderna i stor utstrackning ryms

inom envariabelanalysen.

Metod

Undersokningen av Fogelmarcks larobok ar delvis en komparativ textanalys. Textanalys i
den mening att jag studerar det grundlaggande matematiska innehallet, d v s definitioner
och satser. Komparativ i den mening att jag jamfor passager ur Fogelmarcks larobok med
passager ur tva andra larobocker i differentialkalkyl, namligen Cauchys och Bjorlings.
Fragorna 1 och 2 i fragestallningen svarar mot ovan angivna metod.

For att kunna dverblicka det pedagogiska sammanhanget och besvara fraga 3 maste jag
soka mig till andra kéllor och flytta mitt perspektiv fran det rent matematiska till det
matematiskt didaktiska. VVad &r skoldmnet matematik och vad &r dess syfte? De kallor jag
da vander mig till ar av tva skilda typer.

1. Léroplaner.

2. Pedagogiska tidskrifter.



Myndigheters dokument beréattar vad som géllde for skolan och undervisning just da,
regler och bestdmmelser som lararna var tvungna att folja. De pedagogiska tidskrifterna
berattar hur man i praktiken valde att omsétta dessa regler i undervisningsmetoder,
pedagogik och variationer i amnesinnehallet och vilka tankar lararna hade i dessa fragor.
Jag har valt att inte understka vare sig politiska partiers skrifter eller
dagstidningar eftersom min bedémning ar att de idéer kring pedagogik och matematik,
som eventuellt star att finna dar, &r av en langsiktigare och mer framatpekande karaktar

och inte pa samma séatt beskriver situationen i klassrummet.

Matematiska kallor

Fredrik Emil Theodor Fogelmarcks (1833-1904) larobok Larokurs i differentialréakning,
del 1 (Stockholm) gavs ut ar 1873 och var avsedd for matematikundervisning pa laroverk.
Del 2 kom ut fyra ar senare 1877. Fogelmarck var verksam vid KTH som professor i
matematik ar 1874-99 och som bibliotekarie &r 1858-69, samt 1874-1902."

Carl Fabian Emanuel Bjorlings (1839-1910) larobok Algebraisk analys och
differentiell kalkyl var avsedd for studier vid universitet och &r utgiven 1867 och var den
forsta storre laroboken i differentialkalkyl utgiven pé svenska.'?

Cauchys larobok Cours d"analyse fran 1821 finns tyvarr inte 6versatt till svenska
och jag beharskar ej det franska spraket. Jag har darfor varit tvungen att satta min tillit till
tre engelsksprakiga artiklar. Tva artiklar av Judith V. Grabinger, fil. dr. i matematik och
professor i historia vid CSU da artiklarna skrevs. ** Artiklarna har féljande rubriker:
“Who gave you the epsilon? Cauchy and the origins of rigorous of calculus”, America
Math. Monthly (1983), och “The origins of Cauchy’s theory of the derivative”, Historia
Mathematica (1978). Den tredje artikeln &r skriven av Detlef Laugwitz vid Technische
Hochschule Darmstadt. Artikeln har féljande rubrik: “Infinitely Small Quantities in

Cauchy’s Textbooks”, Archive for History of Exact Sciences. | dessa artiklar finns for

1 Svenskt Biografiskt Lexikon
12 Garding (1994), s. 54

13 Californian state university
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denna uppsats anvéndbara citat ur Cauchys texter samt forklaringar dar Cauchy overséatts
till ett modernare matematiskt sprak.

Min ambition &r att genom hela arbetet betrakta k&llorna som dokument av sin tid,
inte som delar av en rétlinjig utvecklingskedja som slutar i en fullandad modern
matematik i vara dagar. Svaren pa mina fragor kommer darfor inte att tala om pa vilken
“niva” Fogelmarck lag pa med Cauchys eller dagens analys som utgangspunkt. Givetvis
kan man hos Fogelmarck finna gemensamma punkter och spar som leder tillbaka till
Cauchy och spar som leder fram till dagens analys, men dessa &r alltsa av mindre intresse.
Istallet vill jag kunna visa pa hur den tidens analys var uppbyggd och satta in det i ett
historiskt didaktiskt sammanhang, ty det intressanta ar hur Fogelmarck i sin larobok

pressenterade den moderna analysen anno 1873.

Disposition

Strukturen pa uppsatsens fortsattning ar sa beskaffad att nastfoljande kapitel ger en
orienterande bakgrund om hur den svenska gymnasieskolan var organiserad under den
aktuella perioden samt en kortfattad beskrivning av den matematiska analysens
utveckling och vad som utmérker Cauchys arbete i sammanhanget. Den egentliga studien
svaren till fragorna soks ar uppdelad i tva kapitel. Det ena kapitlet &r dopt till “Kontext™.
Dér ar min ambition att i pedagogiska tidskrifter undersdka det kunskapsideologiska
sammanhang som Fogelmarck verkade i. Det andra kapitlet ar dopt till “Text”, da jag dar
analyserar och komparerar det matematiska innehallet i Fogelmarcks, Bjorlings och
Cauchys larobocker. Uppsatsen avslutas med en avslutande diskussion dar jag besvarar
fragorna och vaver ihop text med kontext. Pa sa satt erhalls i min mening en betydligt

komplettare didaktisk beskrivning &n om text och kontext hade behandlats separat.

Bakgrund

Laroverk och gymnasium

En jamforelse av dagens teoretiskt inriktade gymnasieskola, naturvetenskapligt och

samhéllsvetenskapligt program, med det gymnasium som rymdes inom laroverkens ram
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for cirka 150 ar ger fa likheter. | dag liksom da var studierna universitetsforberedande,
men annars ror det sig om tva helt skilda skolor, i tva helt skilda samhallen.

Utvecklingen kan naturligtvis betraktas ur ett perspektiv dar skolans syfte var att
mota det framvéxande industrisamhéllets behov, men laroverket och gymnasiet blev
samtidigt en viktig del i olika sociala gruppers professionalisering. Historikern Christina
Florin och pedagogen Ulla Johansson visar i “Dér de harliga lagrarna gro...”. Kultur,
klass och kon i det svenska laroverket 1850-1914 pa hur den lagre medelklassen under
andra halvan av 1800-talet, i laroverkens och gymnasiernas breddade innehall samt
vidgade rekryteringsbas, fick en sprangbrada uppat i samhéllet. En sprangbrada som dock
relativt fa kunde utnyttja. Laroverkseleverna utgjorde i borjan av 1900-talet fem procent
av landets manliga ungdom.*

En forklaring till de forandringar som skedde av gymnasiet under 1800-talet star
att finna i laroverkens och gymnasiets klassiska inriktning och den lilla och exklusiva
rekryteringsbasen. Latinets stallning som vetenskapssprak i Europa utmanades av de
moderna nationella spraken, samtidigt som yrkesgrupper utanfor den traditionella
standsindelningen ville fa tillgang till en hogre utbildning. Den klassiska linjen i
laroverket komplementerades med en reallinje inriktad pa matematik och naturkunskap.
Yrkesskolor tilldelades gymnasiums status och det inréttades bl a tekniska skolor och

laroverk.®

Den moderna analysen

Lite slapphant brukar en del historiska personer tilldelas epiteten uppfinnare, grundare av
olika omraden inom var kulturhistoria. Huruvida det &r pedagogiskt fordelaktigt skall jag
lata vara osagt, men det ger onekligen en forenklad bild av det forgangna, dar enskilda
personer lyfts till skyarna som halvgudar. En battre beskrivning erhalls om man istallet
forsoker urskilja utvecklingen av det vetenskapliga spraket och de personer vars
prestationer ar en del av den processen. De sa annars lysande personerna ges da en nagot

modestare framtoning. Det galler dven for analysens och den moderna analysens

' Florin, Johansson (1993), s 268ff
> Richardson (1994), s 45 ff
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utveckling. Att utse Cauchy till dess grundare &r fel, da de tankar och idéer han framforde
inte var nya for sin tid. Han delade dem med en rad andra matematiker och det var idéer
som hade varit i omlopp under hela 1700-talet. Cauchy utmarkte sig just genom att han
férmedlade dessa idéer, hur han komponerade sin framstallning och lyfte fram vissa delar

som mer betydelsefulla an andra.*®

Analysen innan Cauchy

Ett viktigt steg i analysens utveckling var den successiva 6vergangen fran en geometrisk
behandling till en aritmetisk behandling av matematiska problem rérande ytor och linjer.
Ett stort genombrott kom i slutet av 1600-talet da Gottfried Wilhelm von Leibniz och
Isaac Newton presenterade sina teorier om differentialer respektive fluxioner. Den
aritmetiska behandlingens fordel var att metoden dgde en generalitet som den
geometriska saknade. Tidigare kravdes vid varje ny berdkning en ny geometrisk
konstruktion.'’

Problemet med Newtons och Leibniz teorier var att de saknade ett teoretiskt
fundament och da sarskilt definitioner av sadana viktiga begrepp som infinitesimalen.

Leibniz anvande exempelvis likheten

X+dx =X

och Newton likheten

X+X0=X

med motiveringar att dx resp. o var oandligt sma kvantiteter som gjorde dem
negligerbara, men som and& gick att rakna med.'® Kritiken mot denna inkonsekvens var

fran vissa hall hard. Bland kritikerna fanns som tidigare namnts biskop Berkley.

16 Grabinger (1983), s 185
Y Lund (1995), s 59ff
8 Lund (1995), s 36ff, 50ff
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Matematikerna under 1700-talet kom dock inte namnvart att ta at sig av kritiken, i den
mening att de inte gjorde nagot at problemet. Metoden fungerade och man lyckades
presetera losningar till problem och bevis for satser som tidigare inte var mojligt. De
forsok som gjordes till en formell grund for analysen var fa och inte sarskilt
genomarbetade. Vi kan idag med en stringent analys till hands tycka att det forelag risker
for fel nar det inte fanns nagon teoretisk grund. Faktum var dock att 1700-talets
matematiker oftast gjorde ratt, vilket Grabinger forklarar med att de hade att géra med
reella variabler, funktioner med en variabel, serier och diverse praktiska tillampningar.
Dartill skall laggas matematiker som Eulers och Laplaces djupa insikt i analysens

grunder, d&ven om de var intuitiva och oklart formulerad.™

Analysen i borjan av 1800-talet

Mot slutet av 1700-talet hade dock situationen bland Europas matematiker forandrats mot
ett allt stérre intresse for en stringentare analys. Matematikhistorikern Judith Grabinger
menar att orsakerna till denna forandring kan reduceras till tre faktorer. For det forsta var
Berkleys kritik fortfarande en nagel i 6gat som man inte kunde bortse ifran. For det andra
upplevde manga matematiker att de nu hade natt den punkt dar nya framsteg inte langre
var mojliga med de metoder som da stod till buds. Exempelvis Lagrange menade i sin
brevvéaxling med D’ Alembert, vid slutet av 1700-talet, att den hogre matematiken hade
blivit dekadent. En tredje faktor var att en stringentare analys ansags ge fordelar i
undervisningen.?

Grabinger betonar lararens behov av att kunna forklara de mest elementéra och
grundlaggande delarna i ett &mne. Med en solid teoretisk begreppsapparat uppnas ju en
generalisation som underlattar undervisningen for bade larare och elev. Detta skall ses
mot bakgrund av att matematikernas arbetssituation kom att fordndras under 1700-talet.
Fran att i stor utstrackning ha varit knutna till olika kungliga hov kom matematikernas
kunskaper att efterfragas av militarer och senare i utbildningen av ingenjorer. Allt fler

matematiker kom darfor att tjana sitt uppehélle vid olika militarskolor och tekniska

19 Grabinger (1983), s 188
2 Grabinger (1983), s 188ff
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skolor. Manga av de arbeten som behandlade analysens grunder aterfinns just i larobocker
som skrevs under 1800-talet av matematiker som Weierstrass, Dedekind och Cauchy nér

de var verksamma som larare vid olika larosaten?!

Cauchy och den moderna analysen

Cauchys framstallning av derivatan med tillhérande delta-epsilon-bevis av modernt snitt,
var i sig inget nytt. Lagrange anvénde sig av en i stora drag liknande beskrivning av
derivatan och man vet att Cauchy var bekant med Lagranges arbeten pa omradet. Det
omvélvande hos Cauchy var att han slog fast att detta ar derivatan. | hans arbete Lecons
sur le calcul infinitesimal fran 1823 var derivatans definition borjan och grunden for det
fortsatta arbetet, inte som tidigare, hos andra matematiker, en tillhérande del.??

Analysen blev inte bara ett verktyg, dar anvandarna hade en intuitiv forstaelse for
dess teoretiska grund, utan en uppséttning teorem baserade pa stringenta definitioner.
Definitionerna var dock, pa samma satt som tidigare, verbala, men dessa Gversattes av

Cauchy i bevisen till en modern bevisforing med delta och epsilon.?®

Olikheter, gransvarden och kontinuitet

Det matematiska, och i mangt och mycket filosofiska, problemet som oklarheterna kring
infinitesimalen och det oandligt lilla medforde, 6vervanns da Cauchy definierade det som
en variabel med gransvardet noll. P4 sa sétt kunde han definiera en kontinuerlig funktion
som...

...the numerical ( i.e., absolute) value of the difference f(x+c) - f(X) decreases indefinitely with that

of a... (Thatis,) an infinitely small increment in the variable produces always an infinitely small

increment in the function itself (1821, 43).%
Har bor papekas att Cauchy definierar det vi idag benamner likformig kontinuitet och
man vid den aktuella tiden inte gjorde skillnad pé likformig och punktvis kontinuitet.?

Derivatan av en kontinuerlig funktion kunde da definieras som:

2! Grabinger (1983), s 189f
22 Grabinger (1978), s 380f, 384f
% Grabinger (1983), s 185
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If the function y = f(X) is always continuous between two given bounds (his word is “limites”) of the
variable x, and if we choose a value of the variable between these limits, than an infinitely small
increment given to the variable will produce an infinitely small increment in the function itself.
Therefore, if we set Ax = i, the two terms of the ratio of differences Ay/Ax = f(x+i) - f(x) / i will be
infinitely small quantities. But, when the two terms indefinitely and simultaneously approach the
limit zero, the ratio itself can converge toward another limit, which may be positive or negative. This
limit, when it exists, has a determined value for each particular value of x; but it varies with x... The
form of the function which serves as the limit of the ratio f(x+i) - f(x) / i will depend only on the
form of the proposed function y = f(x). In order to indicate this dependence, we give the new
function the name derived function ( fonction derivée, our “derivative”), and we denote it, by means
of accent mark, by the notation y” or f(x). (1823, 22-23; his italics)®

I sina bevis anvande Cauchy definitionen ovan med ett sprak baserat pa delta-epsilon-

olikheter. Ungefar, givet ett €, sa kan & véljas sa att

lil <& medfératt f(x)-e < f(x+i)-f(x)/i < F(x) +e.

En teknik som dverensstammer med dagens. Har marker man ocksa Lagranges inflytande

pa Cauchy. Utifran en Taylor-utveckling av f(x+i), argumenterade Lagrange att

f(x+i) = f(x) + if (x) + iV

dar V var en funktion av x och i och gick mot noll med i. Givet ett D kan i valjas
tillrackligt litet sa att VV ligger mellan -D och +D. Lagrange menade att givet vilket som

helst D, kan man finna ett i sa att:

“f(x+i) - f(x) ligger mellan i(f"(x) - D) och i(f"(x) + D).” @)
(Lagrange 1806, 87; cp. 1813, 77).

 Grabinger (1978), s 382
% Grabinger (1978), s 382
% Grabinger (1978), s 382f
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Men aterigen betraktade Lagrange (2) som en del av teorin om derivata och inte en
definition av derivata som hos Cauchy.?’

Det centrala hos Cauchy, och det som gjorde honom banbrytande, var alltsa hans
gransvardesdefinition och hur han utifran den definierade kontinuitet, deriverbarhet samt
integralen. Begrepp som utover funktionsbegreppet kom att utgéra grunden for analysens

fortsatta utveckling.

Kontext

Laroverksstadgar fran ar 1856, 1859 och 1878

Eftersom majoriteten av matematiklararna pa laroverken var disputerade, hade de en
naturligare kontakt med universitetsvérlden och den hogre matematiken &n idag. Det &r
darfor svart att avgora om analysen “smog” sig in i undervisningen. Eventuellt fanns ju
kunskapen hos l&rarna.

Det formella inférandet av differentialrdkning, reglerat i myndigheters
styrdokument, aterfinns i 1859 ars laroverksstadgar. | undervisningsplanen for sjunde
klassen klassisk linje skulle matematikundervisningen innehalla:

Eqvationer af 1:sta och 2:dra graden med flera obekanta. Problemer. L&ran om progressioner

och logarithmer, jemte &fning i logarithm-tabellers bruk. Geometriska problemer.

Konstruktion af analytiska expressioner. Elementerna af Plana Trigonometrien.?
I sjunde klassen icke-klassisk linje skulle matematikundervisningen innehalla:

Analytiska expressionerns konstruktion. Plan trigonometri. Analytiska Geometriens

elementer. Repetition, foretradeswis genom problemer.?
Lasaren bor har vara observant pa att studier vid laroverket paborjades vid motsvarande
fjarde arskursen i dagens skolsystem och att “Sjette klassen” och “Sjunde klassen” var
tvaariga. Den “Sjunde klassen” motsvarar alltsa det tva sista aren pa dagens

gymnasieskola.

%" Grabinger (1978), s 384f
%8 18509 &rs laroverksstadgar, s 116
29 1859 ars laroverksstadgar, s 121
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De delar i matematikundervisningen som vid en jamforelse saknas pa den icke-
klassiska linjen i “Sjunde klass™ aterfinns i den “Sjette klassen”. De “analytiska
expressionernas” placering i texten ovan pekar pa vilken prioritet analysen hade pa de
olika linjerna. Dessutom innehdll den icke-klassiska linjen ett storre timantal i
matematik.*® Observera dven formuleringen “Repetition, foretradeswis genom
problemer” som fanns pa icke-klassisk linje, men inte pa den klassiska. Det sammanfaller
med bilden av reallinjens rationella inriktning mot praktiska tillampningar.

En jamforelse av matematikamnets innehall i 1856 ars laroverksstadgar visar att
analysen saknas helt pa den klassiska linjens sjunde och attonde klasser. Tydligen gjordes
en andring av arskursindelningen i och med 1859 ars laroverksstadgar. | den attonde
klassen pa icke klassiska linjen aterfinns emellertid “Elementerne af Analytisk och
Deskreptiv Geometri.”*

I och med 1859 ars laroverksstadga var alltsa analysen formellt en del av
matematikundervisningen vid laroverken i Sverige. Intressant ar att formuleringen
“Analytiska expressionerns konstruktion” eller annan formulering rérande analysen ej
aterfinns i undervisningsplanen for klassisk linje i 1878 ars laroverksstadgar, vilket jag
tolkar som att analysen forsvann fran den klassiska linjen. Daremot kvarstod analysen
som en del av matematikamnet pa icke-klassisk linje, som ar 1878 benamndes

“reallinjen”.%

Pedagogisk tidsskrift 1867-1880

Pedagogisk Tidskrift gavs ut mellan aren 1865 och 1971 och var ett pedagogiskt forum
for larare vid framfor allt laroverken. Tidskriften innehdll 1angre artiklar med ett allmént
pedagogiskt saval som utbildningspolitiskt innehall, laroboksrecensioner och kungdrelser
rérande laroverken. Jag har begransat min undersokning av tidskriften till aren 1867-
1880. Den matematikmetodiska och matematikdidaktiska diskussionen var dock sparsam

och savél recension av Fogelmarcks larobok och inlagg av Fogelmarck sjalv aterfinnes

% 1859 &rs laroverksstadgar, s 117
%1 1856 &rs laroverksstadgar, s 55, 58
%2 1878 &rs skollag
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inte. Laroverkslektorn A T Bergius gav emellertid ar 1868 i artikeln “Om

skolundervisning i matematik” sin syn pa matematik som skolamne.

“Om skolundervisning i Matematik”

Syftet med artikeln var att besvara de tre fragorna:

a) Hur hade skoldmnet matematik féljt den vetenskapliga matematikens utveckling?

b) Hade en sadan utveckling foljt motsvarande utveckling i de andra kulturlanderna?

c) Vilka atgarder behovdes for att hoja skolundervisningen i matematik?*

Bergius gjorde en uppdelning i “elementarmatematik” och “hdgre matematik.” Vad som
utgjort de bada kategorierna hade enligt Bergius skiftat, saval tidsmassigt som
geografiskt. Som exempel angav Bergius hur Napiers logaritmer vandrat” fran den hogre
matematiken till elementarmatematiken. Differential och integralrékning tillhérde ar 1868
den hogre matematiken, enligt Bergius.

a) | artikeln utvecklar Bergius sin syn pa utvecklingen av skolamnet matematik.

Till hvad nu blivit anfort bor likval 1aggas, att vissa discipliner, och dessa ofta de
betydelsefullaste, redan vid sitt forsta framtradande for det menskliga medvetandet, uppstatt
med den klarhet och bestamdhet, att de inom en jemforelsevis kort tid sa mycket intrangt i det
allménna medvetandet, att de ansetts bora tillhora kretsen af elementarskolans larogrenar.
Men det &r framfor allt denna egenskap af klarhet och bestdmdhet, som, jemte dess betydelse
for den menskliga bildningens utveckling, gor en larogren vigtig sdsom amne for
elementarstudiet, och det &r forst sedan ett nytt la&rodmne, hvars vigt och betydelse for
bildningen redan lang tid varit obestridlig, hunnit utbildas till en sédan klarhet och
bestdmdhet i formellt h&nseende, att det kan kallas lattfattligt, som det inrymmes bland
elemenmarskolans larodmnen. Hvem kan val bestrida den stora vigt och betydelse
differential- och integralrédkningen har for bildningen, och hvem &r v&l okunnig om hvilka
stora resultater som vunnits genom dess tillampning i alla vetenskapsgrenar, der
mathematiska berakningar finna ndgon anvandning; men dock hafva redan mer an 200 ar
forflutit sedan Cartesii, Leibnitz’ och Newtons, och 100 ar sedan Eulers tidsalder, utan att
denna del af den matematiska vetenskapen en till sina forsta elementer hunnit inkomma i

elementarskolans larosalar.®*

% Pedagogisk Tidsskrift (1868), s 213
* pedagogisk Tidsskrift (1868), s 214
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Bergius propagerade vidare for att en “klar och lattfattlig” framstéllning underlattade
larjungens overblick av den tidigare obekanta inhdmtade kunskapen. Enligt Bergius var
den radande uppbyggnaden av larobocker i matematik mindre bra da den framjade
rutinmassig l6sning av ett stort antal likformiga uppgifter, uppgifter som dessutom hade
ringa anknytning till 1arjungens dagliga liv. Han utvecklade &ven sina tankar kring
skolmatematikens och den hdgre matematikens legitimitet. Forutom den rent matematiska
bildningen skénkte undervisningen i matematik &ven en allman noggrannhet och
stranghet i resonemang utanfér matematiken.
Han berorde i ytterligare en passage differentialkalkylen som en del av

skolmatematiken i samband med klarhet och lattfattlighet.

Genom den stora utveckling, som den s.k hogre analysen under innevarande arhundrade

vunnit och genom den klarhet och lattfattlighet, hvartill den formella framstallningen af den

samma genom en Lagrange’s, Poisson’s, Cauchys’s m. fl. arbeten kommit, anse vi saledes

tiden snart vara kommen , om den icke redan ar inne, att géra elementarskolans larjungar

delaktiga af de fordelar, som inhemtandet af de forsta elementerna i detta vetenskapsémne

otvifvelaktigt bor medféra.®
Hos Bergius aterfinns alltsa en tydlig idé om hur analysen, forst med en stringent
genomarbetad teoretisk grund, kan inféras som en del av skolmatematiken. Genom
framstallningens enkelhet kunde den sippra ned fran den hogre matematiken till
elementdr matematiken.
b) I en jamforelse med matematikundervisningen i andra Europeiska lander havdade
Bergius att den svenska matematikundervisningen i alltfor stor utstrackning byggde pa
mekanisk rakning. | de fall dar laroboksforfattarna forsokte vidga larjungarnas perspektiv
var bockerna for “larda”. Alltfor filosofiska utsvavningar var likaledes negativt da
larjungarna tappade traden. Bergius foresprakade istallet en larobok som byggde pa
enkelhet och lattfattlighet dar forstandsutveckling var ledordet. Lararens formaga att
vécka larjungens intresse var viktigt; en formaga som vilade pa lararens djupa kunskaper i
matematik. En larobok i matematik skulle vara sa utformad att den “framjade” tanken och

att elevens utveckling byggde pa att forstaelse och insikt av det tidigare genomgangna.

% pedagogisk Tidsskrift (1868), s 216
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Matematik undervisningen skulle alltsa enligt Bergius vara kumulativ. En utveckling mot

den typ av matematikundervisning som Bergius foresprakade var emellertid inte

problemfri.*

c) Bergius angav foljande hinder foér matematikundervisningens utveckling och de kan

héanforas till “traditionens makt”.

e Matematiklararna i landet hade invanda rutiner. Varfor andra pa dem?

e Forlagens ovilja att trycka modernare larobdcker, da forfattarna inte ofta hade nagon
langre praktik bakom sig eller nagon fast tjanst.

Den av Bergius énskade utveckling skulle astadkommas av att berérda skolmyndigheter,

d v s staten, agerade och angav direktiv som frdmjade utvecklingen mot en modernare

matematikundervisning.®’

Larjungarnas forstaelse av matematik

Bergius foresprakar en matematikundervisning dar mekanisk inlarning av rutinuppgifter
forkastas till forman for larjungens sjalvstandiga férmaga att 16sa konkreta matematiska
problem. Han ar dock inte ensam i denna fraga. Samma ar som Bergius ger L. Phragmén
uttryck for liknande tankar. Enligt Phragmén larde sig larjungarna i Sverige framfor allt
en mekanisk rakning utan insikt och forstaelse. De tyska laroverken framholls som
forebild.?® Ar 1869 skrev E G Bjorling, for évrigt far till C F E Bjorling, ett referat av
1868 ar rektorsméte betraffande matematikundervisningen. Han véander sig dar mot
matematikfientligheten bland kollegorna, dar &ven nagra raknades till det egna facket,
samtidigt som han pekar pa matematikamnets “dubbla egenskap” av att utveckla
“sjalsformogenheterna och bereda for samfundslifvets praktiska forhallanden™.®® Ar 1867
lamnade E G Bjorling ett genmaéle pa en recension av hans exempelsamling. | genmélet

framgar tydligt att Bjorling foresprakade en matematikundervisning dar larjungens

% pedagogisk Tidsskrift (1868), s 216ff
%" pedagogisk Tidsskrift (1868), s 218ff
% pedagogisk Tidsskrift (1868), s 284ff
% pedagogisk Tidsskrift (1869), s 60f
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formaga att 16sa praktiska problem inom framfor allt ekonomi och naturvetenskap
uppmuntrades.*°

Tankar om matematikldrobokens utformning, 6verensstammande med Bergius,
finns hos NN:s referat av “Kommisionen om undervisningen i matematik och
naturvetenskap pa elementar laroverken”, dar NN far antas vara en av redaktorerna for
tidskriften. NN foresprakade att laroboken framfor allt skulle tjana som stod for minnet
och ] at sjalvstudium. Laroboken skulle ocksa sa nara som mojligt folja vetenskapen i
sparen. NN sympatiserade, liksom Bergius, med tanken pa larobokens enkelhet dar
tanken latt kunde foljas. Exempelsamlingen skulle uppmuntra larjungarna till ej enbart

mekanisk rakning, samtidigt som den anknét till arjungarnas omgivning.*!

Den goda skolmatematiken

De artiklar i Pedagogisk Tidskrift som skrevs fran1867 till 1880 angaende
matematikmetodik och matematikdidaktik stallde féljande krav pa en god undervisning
och goda larobdcker i skoldmnet matematik.

1) Enkelhet och lattfattlighet i den mening att ett sa stort antal larjungar som majligt
skulle kunna forsta och kunna tillgodogdra sig undervisningen.

2) Ha sin teoretiska grund i den hogre matematiken vid universiteten under forutsattning
att det kunde uppfylla kraven fran punkt 1.

3) Stimulera larjungarnas sjalvstdndiga och kreativa anvandning av och studier i
matematik. Laroboken skulle vara ett stod for larjungens studier i matematik, inte vara
ett mal i sig, och dar var lararens roll viktig.

4) Anknyta till praktiska problem i larjungens vardag eller framtida vardag, vilket
stimulerade larjungens larande. Viktiga omraden att anknyta till var naturvetenskap

och ekonomi.

“0 pedagogisk Tidsskrift (1867), s 62ff
* pedagogisk Tidsskrift (1863), s 54ff
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Tidsskrift for matematik och fysik, 1868-1871

Tidsskrift for Matematik och Fysik var tilldgnad den svenska elementar undervisningen,
d v s laroverken i landet, och inriktade sig, som rubriken anger, pa matematik och fysik.
Utgivare var Goran Dillner, huvudredaktor, samt Frans W. Hultman och T. Rob. Thalén.
Syftet med tidskriften var att verka “for det matematiska och fysiska studiets allt vidare
utbredande i vart land”.*? I inneh&llsforteckningarna for de aktuella &rgangarna aterfinns
uppsatser rérande da nya rén inom matematik och fysik, men ocksa historiska tillbaka
blickar pa framfor allt skolmatematiken. Vidare innehdll tidskriften l6sningar till olika
problem, bevis av satser, anmélningar av larobocker, prisuppgifter och kungorelser
rorande laroverken och matematik/fysik undervisningen. Bland forfattarna till olika
artiklar och uppsatser marktes bl a Malmsten, Leffler och Bjorling, savél den dldre som

den yngre. Fogelmarck aterfinns inte bland artikelforfattarna.

Frans W Hultmans recension

Det ar i samband med en bokrecension av tio stycken l&arobocker i aritmetik som en
diskussion kring pedagogik och matematik uppstar. Diskussionen ror dock inte direkt
undervisning i differentialkalkyl med tillhdrande larob6dcker. Likval ar de
stallningstagande som debattGrerna gor intressanta, da de kastar ett ljus dver datidens syn
pa matematik i allmanhet. Observera dock att eleverna fick undervisning i aritmetik pa de
lagre stadierna.

Recensent av de tio larobdckerna var Frans W. Hultman och hans argumentation
ar av sarskilt intresse, eftersom den kan anses representera tidskriftens stallning i fragan.
Hultman konstaterade att de tio larobdckerna var en protest mot gangna tiders

pedagogiska grundsats, vilken han formulerade som,
den raknemetod &r bast, som lar att med minsta anstrangning af tanken utrakna ett problem.*

Denna pedagogiska grundtes for larobocker var enligt Hultman den dominerande inom

matematiken dven under 1860-talet. Den dominerande boken, pa just aritmetikens

%2 Tidsskrift for Matematik och Fysik (1868), s IV
*® Tidsskrift for Matematik och Fysik (1868), s 234
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omrade, var Zweigbergks larobok i raknekonsten och Hultman menade att den sa varit

under ett tjugotal ar. Grundproblemet med en sadan instéllning till undervisningen skulle

ha varit att eleverna svarligen begrep vad de egentligen gjorde och risken for felrakningar

i situationer utanfor skolan ansags stor.** Denna pedagogiska metod, som enligt Hultman

aterfinns hos Zweigbergk, betecknar jag i sasmmanhanget som traditionell och det ar den

som Hultman vénder sig emot.
I sin recension av de tio larobockerna anvénde sig Hultman av foljande
kategorisering for hur larobdckerna var utformade med avseende pa eleverna.

1. Eleven skulle Kklart inse lagarna for de aritmetiska operationerna. Eleven skulle vara
receptiv och lara sig anvanda olika for denne uppstéllda matematiska regler.

2. Undervisningen skulle syfta till att utveckla elevernas tankearbete pa aritmetiska
uppgifter och indirekt pa fragor inom “mensklig forskning”. Eleven skulle vara
produktiv i den mening att matematiska regler och samband skulle, om inte sig
upptéckas, sa emellertid behovet av dem.

Enligt Hultman framjade den forra kategorin mekaniskt réknande, medan den senare

framjade eftertanke och forstaelse. | sina recensioner tog Hultman stallning for den senare

kategorin.*®
Vi finner i Hultmans recension en traditionell pedagogik som var mindre bra och
en modernare pedagogik som var bra. Sin vardering grundar han pa hur undervisningen
frdmjade elevens utveckling.
For matematikundervisningen pa de hogre stadierna hade dock Hultman en annan
uppfattning.
Vid akademien eller vid de hdgre klasserna af elementarskolan anse vi daremot att &fven den
andra metoden kan komma i fraga.*°
Av sammanhanget far antas att med “den andra metoden” avses den “traditionella

pedagogik”, vars tillampning pa lagre stadier, Hultman forholl sig kritisk till.

* Tidsskrift for Matematik och Fysik (1868), s 234
% Tidsskrift for Matematik och Fysik (1868), s 234f
*® Tidsskrift for Matematik och Fysik (1868), s 235
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Genmalet pa Hultmans recension

En av de laroboksforfattare som Hultman kritiserade for att framja en allt for traditionell
undervisning var Guldbr. Elowson. I sin artikel “Om den aritmetiska
undervisningsmetoden”, uppdelad pa 1868 och 1869 argangar, besvarade han Hultmans
kritik. Inledningsvis deklarerade Elowson sin uppfattning om hur inlérning borde ske.
1. Eleverna skulle ha en klar och tydlig uppfattning av aritmetikens lagar.
2. Eleverna skulle beharska rakneoperationernas anvandning i enskilda fall.
3. Eleverna skulle ha fardighet i rakneoperationernas utférande.*’
Elowson ansag allmént att den praktiska inriktningen pa senare ar hade varit for stor och
framholl aritmetikens, i kombination med enkel huvudréakning, forstandsodlande
fordelar.*®

Vad géller kritiken mot sin larobok, tog Elowson i artikeln avstand fran Hultmans
argumentation, dar Hultman férknippade Elowson med en traditionell pedagogik som
byggde pa receptivitet. Argumentet som Elowson framforde var att Hultmans dikotomi
receptivitet/produktivitet var mindre ld&mplig i en pedagogisk diskussion. Elowson
menade att eftersom inlarning kravde nagon form av tankeverksamhet av eleven, sa
kunde en inlarning baserad pa fullstandig receptivitet inte existera, det var rent av en
motségelse. Elevens produktivitet Iag i anvandandet av det recipierade, d v s det som
eleven tidigare hade lart. Elowson foéredrog istéllet dikotomin genetisk/heuristisk.
Heuristik definierades av Elowson som uppstkandet av den obekanta grunden till en
given foreteelse. Utifran den definitionen pekade Elowson pa heuristikens nackdel som
pedagogisk metod inom matematik undervisningen, eftersom man inom matematiken
oftast hade grunderna eller forhallandena klara och utifran dem deducerar ett svar. Vidare
menade Elowson att om man sag heuristiken som en regression ifran foljden till grunden,
sa vore det otankbart da eleven i sa fall vore tvungen att uppfinna en regel som det tagit

vetenskapsman lang tid att komma fram till.*®

*" Tidsskrift for Matematik och Fysik (1868), s 294
“8 Tidsskrift for Matematik och Fysik (1868), s 294ff
* Tidsskrift for Matematik och Fysik (1868), s 52ff
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Utifran Elowsons stallningstagande ovan féresprakade han en genetiskt inriktad
pedagogik i matematikundervisningen. | SAOB definieras genetisk som en
vetenskaplig metod som (i olikhet med den deskriptiva) vid behandling av begrepp eller en
foreteelse och dylikt anger dess uppkomst och utveckling.>
Att Elowson framstallning var genetisk i verensstdmmelse med definitionen ovan
bekréftas i Hultmans kritik av laroboken.
Sasom vi nyss antytt, anse vi denna bok, tagen i sin helhet, vara skrifven for ynglingar pa ett
hogre stadium, alldenstund alla réknelagar framstalles i vidlyftiga regler, hvilka sedan strangt
bevisas pa grund af féregdende definitioner, ...>*
Hultman menade att Elowson larobok forutsatte en traditionell och receptiv pedagogik, da

eleverna inte kan ta till sig och forsta Elowsons alltfor teoretiska resonemang.

Genetisk och heuristisk pedagogik

Utifran debattinlaggen i de bada tidskrifterna urskiljs tva argumentationslinjer som foljer
tva metoder. Metoder som jag valjer att bendamna som den genetiska och den heuristiska.
Ett genomgaende tema hos heuristikens foresprakare var att eleven sjalvstandigt skulle
kunna l6sa praktiska problem, men &ven hos den genetiskt inriktade Elowson var
problemldsning en viktig del av skolmatematiken. | framfor allt Tidskrift for Matematik
och Fysik ar matematikens koppling till fysik och naturvetenskap tydlig, men tidskriften
innehaller dessutom en rad forslag pa olika ekonomiska tillampningar. Bland forslagen
marks berakningar av avkastning pa aktier och obligationer, forsakringspremier och
skattesatser, bl a bifogades i en artikel utdrag ur ett forsikringsbolags riakenskaper. Aven
pa de lagre stadierna i laroverken ansags sadana problem med ekonomisk tillampning
lampliga.

Bade Bergius och Elowson, vilka kan ses som representanter for heuristiken
respektive genetiken, betraktade skolmatematiken som allménbildande. Studier i

matematik framjade elevernas logiska tankande, matematiken var "forstandsodlande”.

%'saoB
*! Tidsskrift for Matematik och Fysik (1868), s 235f

26



Utifran artiklarna i de bada tidskrifterna kan man urskilja olika syften med

skolmatematiken.

I Formedla kunskaper i matematik.

Il Ge eleverna en formaga att losa praktiska problem.

1. Trana elevernas logiska tdnkande.
Syftet att eleverna skulle kunna lésa praktiska kan dels grunda sig i idén att fostra dugliga
samhallsmedborgare, dels att fora in matematiken pa andra omraden och skapa
forutsattningar for elevens vidare studier.

Bade den heuristiska och genetiska metoden sag i skolmatematiken dess nytta
utanfor amnet i sig, men de skiljde sig at i synen pa hur matematikundervisningen skulle
laggas upp. En forenklad beskrivning av de genetiska och heuristiska metoderna inom
pedagogiken, som de kommer till uttryck i tidskrifterna, vore att pasta att en genetisk
metod utgick fran det allméanna och abstrakta for att forklara det enskilda och konkreta.
Den heuristiska metoden utgick daremot fran det enskilda och konkreta for att forklara
och skapa forstaelse for det allméanna och abstrakta. Férenklingen ovan ager emellertid en
viktig podng da den tydligt visar pa de bada pedagogiska metodernas fokus. Den
genetiska satte matematiken som vetenskap i centrum. Den heuristiska metoden satte
eleven och dennes utveckling i centrum. De bada tidskrifternas officiella hallning var att
en heuristiskt inriktad undervisning i matematik var att foredra framfor en traditionell

genetisk inriktning.

Text

Fogelmarcks larobok i differentialrdkning, del |

Reella tal och funktioner

Fogelmarcks larobok inleds med ett avsnitt om de reella talen samt de komplexa talen. De
reella talen &r antingen positiva eller negativa med nollan som grans dar emellan. Nollan
ar reell och storre an alla negativa tal, samt mindre &n alla positiva talen. De reella talen
delas in i de hela talen och braktalen och utgor de rationella talen a ena sidan , de

irrationella talen & andra sidan. De irrationella talen &r de rationella talens “motsats”, vars
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varde inte kan “fullt noggrant uttryckas med vanliga siffror, utan endast ndrmevis.”
Dartill laggs det oandligt stora talet som...
vexer och till storleken 6fverstiger hvilket uppgifvet &ndligt tal som heldst, séges vara
oandligt stort och betecknas algebraiskt med tecknet «. Detta tecken &r foljaktligen ingen
siffra och utmarker icke nagot bestamdtangifbart tal, utankan uti serskilda fall, till och men pa
serskilda stéllen i en och samma formel, forestélla qvantiteter af mycket olika inbordes
storlek.>
Negativa tal som avtar obegransat betecknas med -o0. De komplexa talen bestar av en
realdel a och en imaginar del bi, dar b ar ett reellt tal. Den “imagindra enheten” i
definieras via i% = -1

I samband med de olika typerna av tal och den “obegransade delningen av
talenheten” behandlar Fogelmarck kontinuitetsbegreppet.

...mellan tva gifna tal huru manga nya tal som heldst kunna inskjutas s& beskaffade, att
skilnaden mellan tva pa varandra foljande bland dem ar mindre &n hvarje angifbart tal; man ar
derfore berattigad att vid hvarje stalle af talraden tdnka sig ett tal; eller med andra ord, hela
raden af reela tal mellan -co och +w bér betraktas sésom oafbruten eller kontinuerlig.*

En storhet kan antingen vara konstant och oféranderlig, eller variabel och
foranderlig. En variabel storhet ségs vara en funktion av en annan variabel storhet om den
forra storheten ar beroende av den senare, som i sin tur &r oberoende och kan ges
godtyckliga varden. For att tydliggora begreppen drar Fogelmarck paralleller med t ex en
kulas volym som en funktion av dess radie, dar radien &r att betrakta som en oberoende
variabel. En funktion kan vidare bero av flera oberoende variabler, t ex en rektangels yta
som var beroende av bas och hojd. Fogelmarck papekar ocksa att sambandet mellan tva
variabla storheter kan vara obekant eller omdjligt att beskriva analytiskt. Han gar dock
inte narmare in pa detta problem.>

Efter att ha definierat grundlaggande begrepp rérande tal och funktioner gar

Fogelmarck in pa, i matematisk mening, mer tekniskt betonade omraden, bl a tar han

*2 Fogelmarck (1873), s 2
%% Fogelmarck (1873), s 2
> Fogelmarck (1873), s 2f
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kortfattat upp olika typer av funktioner. Potensfunktioner, exponentialfunktioner och
logaritmiska funktioner tillhorde de enklare ur “elementarmathematiken”. Dérefter
behandlas de s k goniometriska funktionerna, vilka dven bendmndes de direkta cirkulara
funktionerna, och som utgjordes av de s k trigonometriska talen eller de trigonometriska

linjerna, vilket motsvarar dagens trigonometriska funktioner:

sin X COS X tan x cotx mfl

Den oberoende variabeln x ar en cirkelbage vars langd méats med radien som enhet. Han
tar aven upp forhallandet mellan radianer och gradtal, dar han utgar fran ett gradantal pa
360°. Dérefter behandlas arcusfunktionerna som han dven benamner omvéanda cirkuléara
funktioner eller cyklometriska funktioner, dar den forsta erhélls ur ekvationen x = sin u
ndr man “upploser eqvationen i afseende pa u.” Eftersom olika bagar kunde svara mot
samma sinusvarde, d v s att x = sin u inte &r en 1-1 funktion och u=a+27n, sa lat man
arcsin x beteckna det minsta véardet som kunde antas i absolut mening. Samma
resonemang som ovan appliceras pa 6vriga trigonometriska funktioner.

Fogelmarck kopplar enbart de trigonometriska funktionerna, samt arcusfunktionerna till
enhetscirkeln.”

Auvsnittet med funktioner avslutas med en allménnare del dér beteckningar och
kategorisering av funktioner tas upp. Notationen ar f(x), f(x,y), F(x) o s v, men istallet for
explicita och implicita funktioner foredrar Fogelmarck att anvanda begreppsparet
utvecklad och outvecklad funktion. Funktioner kategoriseras i entydiga och mangtydiga,
dar en icke entydig funktion & mangtydig och dar entydig och mangtydig funktion
likstélls med kontinuerlig respektive diskontinuerlig funktion. Dessutom forutséatts att
utvecklade funktioner, d v s explicit uttryckta funktioner, ar entydiga.>®

Funktionerna delas upp i algebraiska och transcendenta funktioner dar de
algebraiska funktionerna baserades pa de fyra raknesatten samt potenser. Motsatsen var

transcendenta funktioner. De algebraiska funktionerna delas i sin tur in i rationella och

*® Fogelmarck (1873), s 4ff
% Fogelmarck (1873), s 8f
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irrationella funktioner och aterigen anvander Fogelmarck andra beteckningar &n dagens
géngse, namligen hela och brutna funktioner. En rationell hel funktion har, liksom idag,
formen

a+bx +cx?+..+gx"

dar exponenterna var heltal och m angav funktionens grad. | detta sammanhang och &ven
senare i boken anvénder sig Fogelmarck inte av ordet polynom.>’
Fogelmarck skiljer ocksa pa enkel och sammansatt funktion, dar en sammansatt
funktion ar en funktion av en funktion, d v s f(g(x)). Slutligen definieras den omvénda,
d v s den inversa, funktionen som:
Om tva variabla &ro sammanbundna med hvarandra genom en eqvation hvilkensomheldst, s&

ar i allmanhet hvardera variabeln en funktion af den andra; tva dylika funktioner benamnas

hvarandras omvanda eller inversa funktioner.*®

Gransvarde av en variabel
Fogelmarck definierar gransvarde pa foljande satt:

Om en variabel storhet u, efterhvartannat antager varden, hvilka ndrma sig en konstant
storhet, G, pa det satt, att skillnaden u - G slutligen blir mindre an varje uppgifven storhet,

huru liten som heldst, sd sages G utgéra gransen eller limes for u, hvilket tecknas salunda:
limu=G ()
Det kan harvid intraffa, att u - G &r alltid positiv, alltid negativ, eller msom positiv, 6msom
negativ.”®
En definition som 6verensstammer med Cauchys:

When the successive values attributed to a variable approach indefinitely a fixed value so as
to end by differing from it by as little as one wishes, this last fixed value is called the limit of
all the others.®® (1)

%" Fogelmarck (1873), s 10
*® Fogelmarck (1873), s 11
% Fogelmarck (1873), s 14f
% |_augwitz (1986), s 263
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Fogelmarcks definition saknar emellertid passagen om ett indefinit ndrmande, men han
har anammat Cauchys teknik med olikheter och han definierar det oéndligt lilla som “en
variabel gvantitet, som konvergerar mot noll.”

Skillnaden mellan en variabel qvantitet och denna qvantitets gransvarde ar alltsa oandligt

liten.®
Cauchy definierade infinitesimalen pa ett liknade vis, d v s en variabel med gransvardet
0.%2 Bjorling skriver pé féljande vis om gransvarden.

Om en variabel x succesivt antager val6rer, som allt mer och mer ndrma sig en viss konstant

valor a och x kan goras numeriskt mindre an hvilken gvantitet, man 4n ma uppgiva, sa sages x

narma sig eller tendera indefinit mot a, och a séges vara limes eller gransvarde for x.

Detta forhallande tecknas salunda: lim x=a.%

I Bjorlings definition aterfinns likasa ett tydligt slaktskap med Cauchy och annu tydligare
blir Cauchys paverkan da Bjorling betecknar det oandligt lilla, “som har 0 till limes”, med
oeller & Det oandligt stora betecknades med w. Noterbart &r att Bjorling tydligt papekade
att tecknet oo inte var ett riktigt tal och att “all slags kalkyl med detta” var otillaten. Till
skillnad fran Fogelmarck och Cauchy inneh6ll Bjorlings definition av gransvarden inte

nagon passage om “skillnader”.

Funktioner och gransvarde
Angaende gransvarden for funktioner skriver Fogelmarck att...

Om u = f(x) och om g &r den grans, till vilken x bor >>ndrma sig>>, eller, sisom man
vanligen sager >>konvergerar>>, for att u samtidigt skall konvergera mot G, sa sagas g och G

vara motsvarande granser for x och u, hvilket plagar betecknas salunda:

limu=G, (x=0g9); eller |(iml)J=G o ()
x=g

8 Fogelmarck (1873), s 15
%2 Grabinger (1978), s 188
8 Bjorling (1867), s 11

% Fogelmarck (1873), s 14ff
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Observera har att Fogelmarck inte tog hénsyn till huruvida funktionen var definierad i
narheten av g, inte heller fanns nagot resonemang kring vénster- och hégergransvarde.
Motsvarande definition aterfinns dven hos Cauchy da x gar mot 0 och f(x+1) - f(x) ar ett
andligt tal k. Cauchy skiljer sig dock helt fran Fogelmarck med bruket av ett 5-¢-
resonemang, men Grabinger papekar att Cauchy anvande just olikheter i bevis av satser,
inte i satserna.®®

Designate by £a number as small as desired. Since the increasing values of x will make the

difference f(x+1) - f(x) converge to the limit k, we can give to h a value sufficiently large so

that, x being equal to or greater than h, the difference in question is included between.®®
Passagen om grénsvarden hos Fogelmarck avslutas med féljande axiom:

Om tva variabla storheter forblifva sinsemellan lika uti alla storleksgrader, som af dem

genomgas, och om den ena af dem konvergerar mot en grans, sa konvergerar den andra mot

samma grans eller mot en lika grans.®’ (3)
Satserna (2) och (3) ska da jamforas med den moderna informella definition av
gransvarde som ges i Calculus, a complete course av Robert A. Adams m fl:

If f(x) is defined for all x near (on either side of) a, except possibly at a itself, and if we can

ensure that f(x) is as close as we want to L by taking x close enough to a (on either side of a),

we say that the function f approaches the limit L as x approaches a, and we write

limf(x)=L © (4)

X—a

Fogelmarcks satser (2) och (3) uppfyller alltsa inte den exakthet som idag kréavs av en
rigoros analys och som aterfinns i en formellare §-e-definition av ett gransvarde. Ar da
valet av en informellare definition ett utslag av pedagogiska ambitioner hos Fogelmarck?
Antagligen inte, da den definition (1) som fanns hos Cauchy och andra var just den

definition som fanns att tillga. Den formellare 5-e-versionen, som vi idag anvander, var

% Grabinger (1978), s 382
% Grabinger (1978), s 382
%7 Fogelmarck (1873), s 15
%8 Adams (1995), s 59
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en 6versattning till 3-e-sprak och var en del av Cauchys bevisféring.®® Rimligtvis fanns
det ingen anledning for Fogelmarck att plocka en del av ett bevis och anvénda det som
definition samtidigt som det fanns en definition angiven. Aven i Bjorlings samtida
universitetslarobok i differentialkalkyl aterfinns en hos Fogelmarck liknande definition av
gransvarde.

Om en variabel x succesivt antager val6rer, som allt mer och mer ndrma sig en viss konstant

valor a, och det s, att skillnaden mellan a och x kan goras numeriskt mindre an hvilken

gvantitet, man an ma uppgiva, sa sages x narma sig eller tendera indefinit mot a, och a sages

vara limes eller gransvarde for x.”
Bjorling fortsatte:

Theorien for limites eller gransvarden visar sig forst da verkligt fruktbarande, nar fraga blir
om dependenta variabler, funktioner. Nagon sarskild definition for dessa limites behofves

naturligtvis icke. Vi anmdrcke blott, att beteckningen
limf(x)=b
X=a

betyder att, d& x tenderar indefinit mot a, s& tenderar p& samma géng f(x) indefinit mot b.”

Till skillnad mot Fogelmarck har Bjorling ett resonemang kring indefinit n&rmande, men
Bjorling narmar sig inte den av Cauchy anvéanda teknik med olikheter, vilket Fogelmarck

gjorde i (0).

Kontinuerliga funktioner

Tidigt i boken ber6ér Fogelmarck kontinuitetsbegreppet i samband med de reella talen.
Kontinuitet definieras som nar en variabel storhet, vid 6vergangen fran ett varde till ett
annat, genomgar alla mellanliggande varden. Fogelmarck slar dven fast att en oberoende

variabel kunde betraktas som kontinuerligt féranderlig eftersom den kan ges vilka varden

% Grabinger (1978), s 382
0 Bjorling (1867), s 11
™ Bjérling (1867), s 12
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som helst.”® En explicitare definition och da i samband med funktioner kommer dock
langre bak i boken i samband med “Funktioners geometriska forestallande.”

Definitionen av en kontinuerlig funktion inleds med en definition av den
diskontinuerliga funktionen och har begagnas en av de fa illustrationer som finns i boken.
En funktion &r diskontinuerlig om f(x) vid vardet x=c 6vergar fran vardet lim f(c-k) till
vardet lim f(c+h), da de positiva kvantiteterna k och h konvergerar mot noll, utan att

genomga de mellanliggande vérdena.

Y
D/
N_ -
C ,M
0 : X
A P B

En kontinuerlig funktion definieras da som:

en funktion, f(x), ar vid ett visst x-varde kontinuerlig, om , fér detta x-vérde,
lim[ f (x+h) - f (x—k)] =0, (5a)
da k och h konvergera mot noll.

Som ett komplement till (5a) anger Fogelmarck relationen

. f(x+h)
|Imm=

1
med motivationen att den ibland var praktiskare att anvanda.” Fogelmarck anvander en
typ av 8-e-resonemang som aterfinns hos Cauchy. Cauchy definierade en kontinuerlig

funktion som...

2 Fogelmarck (1873), s 15
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...the numerical [i.e., absolute] value of the difference f(x+c) - f(x) decreases indefinitely
with that of ... [That is,] an infinitely small increment in the variable produces always an

infinitely small increment in the function itself.™ (5b)
Vid en jamforelse med Bjorlings larobok finns likheter, men ocksa skillnader.

Vi forutsatta i denna handelse alltid, att den i funktionen ingdende independenta variabeln
varierar kontinuerligt, och kunna, i analogi med det foregaende, séga, att y eller f(x) ar
kontinuerlig mellan x=a och x=b, om, under det x genomléper det ndmda intervallet, y
afvenledes genomloper sitt motsvarande med oandligt sma steg, sa att mot en oandligt liten

forandring af x svarar en oandligt liten férandring af y.” (6a)
Bjorling formulerade darefter en fullstandig definition:

En funktion, y=f(x), ar kontinuerlig for x=a, om den for detta x-vérde har en finit och
determinerad, d. v. s. &ndlig och fullt bestdmd valdr, och derjemte f(a+), vid indefinit

aftagande &, tenderar indefinit mot f(a).” (6b)

Bjorling &r verbalare an Fogelmarck i den mening att han inte anvander algebraiserade
definitioner, samtidigt som han aterigen inte utnyttjade Cauchys olikhetsteknik. Daremot
kan man hos Bjorling (6a&b) i hans resonemang om “indefinit aftagande” och “tenderar
indefinit mot” spara ett tydligare sléktskap med Cauchy i (5b) an hos Fogelmarck.
Grabinger papekar i sin artikel att Cauchys (1821) saval som Bolzanos (1817)

definitioner av kontinuitet snarast var definitioner av likformig kontinuitet , d v s da sar
oberoende av den valda punkten xo.”” Definitionerna ovan skall d& jamféras med en
modern definition av likformig kontinuitet:

En funktion f fran R till R &r kontinuerlig i ett intervall 1, om for varje punkt x, € | géller att

till varje £>0 existerar 5>0, sadant att | f(x) - f(xo) | <e for allax 1, sdana att | x - xo| <8. |

allmanhet beror & pa den valda punkten x,. Om sa ej &r fallet, kallas f likformigt kontinuerligt

i intervallet 1. 8

" Fogelmarck (1873), s 30f
™ Grabinger (1978), s 382
" Bjorling (1867), s 23

"® Bjérling (1867), s 23

" Grabinger (1978), s 382
® Thompson (1994), 265f
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Tittar vi lite narmare pa Fogelmarcks och Bjorlings definitioner (5a, 6b) av kontinuitet
finner vi faktiskt hos dem en koppling mellan den valda punkten xo och 8. Fogelmarck
slar fast att funktionen ar kontinuerlig “vid ett visst x-varde” och “da k och h konvergera
mot noll”. Bjorling gér kopplingen mellan den valda punkten xo och & &nnu tydligare nér
han ger x ett bestamt varde a och konstaterar “derjemte f(a+0), vid indefinit aftagande 5,
tenderar indefinit mot f(a).” Bjorling kommenterar &ven en funktions kontinuitet i
grannskapet av en valor.

Kontinuerlig i grannskapet af en valér') sages en funktion vara, om den &r kontinuerlig mellan

tvenne valorer af den ingaende variabeln, belagna huru nara som helst, blott att de innesluta mellan

sig den forstnamnde val6ren.
Noten 1 lyder:

Ganska ofta sdger man ock, med hansyn till funktionens geometriska representation, att den ar

kontinuerlig i grannskapet af en punkt.

Fogelmarck och Bjorling och i synnerhet definierade alltsa kontinuitet som paminner om
det vi idag bendmner som punktvis kontinuitet, vilket tyder pa att matematiken och

analysen hade utvecklats sedan Cauchy och att Fogelmarck héll sig ajour utvecklingen.

Tillampning av Fogelmarcks kontinuitetsdefinition

Fogelmarck visar aven hur (5a) kunde tillampas. Om

d2
f(x)="-
sd ar
d?  d? , k+h
O e o SR T

Fogelmarck fortsatte.

Vid samtidigt forsvinnande k och h blir den ifrdgavarande differensen uppenbart alltid noll, s&
ofta som x har ett fran noll skildt véarde och f(x) ar féljaktligen alltid kontinuerlig,

undantagandes vid vardet x=0, for hvilket den betraktade blir
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k+h (1 1)
+h) = f (=K) = —d? —d2l =42
f (+h) - f(-k) =-d o d A

alltsa

lim[ f (+h) - f(-k)]:olz[lim%Jrﬂ:d2 0=,

Den betraktade funktionen erfar alltsa ett kontinuitetsavbrott vid vérdet x=0, pa sa satt, att den

derstades ofvergar fran vardet

d? d?
f(-0) = ~0° —oo till véardet f (+0) = 0" 40 7 @)

Vi mérker har hos Fogelmarck ett annorlunda bruk av gréansvérde och notationen av
densamma. Att idag 6verhuvud skriva noll i ndmnaren &r meningslést, da funktionen inte

ar definierad for x=0. Idag skulle (7) skrivas ungefar

d2 2
lim f(x)=lim—=-00 samt lim f(x)=lim— =

x—0" x=0" X x—0" x—=0" X

och vi hade konstaterat att gransvardet ej existerade.

Fogelmarcks resonemang att f(x)=d?/x skulle vara kontinuerlig med undantag for
x=0, ett s k “kontinuitets avbrott”, och hans resonemang kring kontinuitet i allménhet
skiljer sig fran en modernare framstallning. Fogelmarcks exempel med funktionen
f(x)=d?/x och huruvida den &r kontinuerlig eller ej belyser det vi idag benamner héger och
vanster gransvarden, d v s att en funktion ar kontinuerlig i en punkt da hdger och vanster
gransvardena ar lika.

lim f(x) = f(c)
X—>¢
lim f(x) = f(c)

X—>C~

™ Fogelmarck (1873), s 31f
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Idag séger vi att funktionen f(x)=1/x &r kontinuerlig eftersom x=0 inte tillhor
definitionsmangden. En funktion kan bara vara kontinuerlig eller diskontinuerlig i en
punkt dar den definierad.

| sitt exempel ovan dar han ska visa pa sin definitions anvandbarhet resonerar han
med bristande precision utifran en modern analys. Fogelmarck ar dock inte ensam om att
gora samma “felaktighet”. Bjorling slog fast att:

Betrakta vi nu vara hittills kdnda funktioner, sa inses latt sanningen av foljande satser.
En algebraisk, rationell och hel funktion &r alltid kontinuerlig.

En algebraisk, rationel och bruten funktion blir infinit och foljaktligen diskontinuerlig, sa

ofta som namnaren férsvinner, atminstone sa vida taljaren inte gor det samtidigt™.

Bjorling finner alltsd p& samma grunder som Fogelmarck att funktionen f(x)=d?/x skulle
vara diskontinuerlig. Fogelmarck, liksom Bjorling, anvander sig alltsa i denna situation

inte av ett resonemang dér en funktion ar kontinuerlig pa ett intervall.

Kontinuitet och slutpunkter

Fogelmarck behandlar dven en funktions s k slutpunkter definierade som att funktionen
har en kontinuerlig foljd av reella véarden at ena hallet, men inte at det andra. Han beror i
sitt resonemang om slutpunkter det vi idag benamner kontinuitet pa ett intervall.
Begynnelse- och slutvardena pa x i hvar och en af dessa kontinuerliga féljder angifva hvad
man, for korthets skull, kan benamna slutpunkter.®*
Fyra typer av slutpunkter anges:
1. Da funktionen 6vergick fran reellt till imaginart varde och tvart om.
2. Da funktionen blev diskontinuerlig genom att for vissa varden pa x anta tva olika
varden.
3. Da funktionen for “x=-o” och “x=o0” hade ett reellt varde, d v s

lim f(x)=C

X—>+0

8 Bjorling (1867), s 24
8 Fogelmarck (1873), s 33
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4. “Da funktionen, till foljd af serskilda inskrankande villkor, i en framstalld fraga skall
anses galla endast mellan gifna reela granser x=a och x=Db, i hvilket fall emot hvardera
gransen svarar en slutpunkt. Hvarje funktion af ifragavarande slag har saledes
atminstone tva slutpunkter*”

I noten * till punkt nummer fyra hanvisar Fogelmarck till en uppsats av Hj. Holmgren i

Tidsskrift for Mathematik och Fysik, 1868.%2 Holmgren berér funktioners slutpunkter i

samband med maxima- och minimaberékningar. Liksom Fogelmarck konstaterar

Holmgren att alla funktioner atminstone hade tva slutpunkter, men Holmgren fastslar, till

skillnad fr&n Fogelmarck, att slutpunkterna bestams av “funktionens definition.”®

Angéende exemplet ovan med d?/x och kontinuitet pa ett intervall gjorde

Fogelmarck och Bjorling inte ndgon anméarkning mot att ett sadant villkor i punkt fyra

skulle kunna motsvara en funktions definitionsmangd. Till skillnad fran Fogelmarck,

deklarerade Cauchy i sin definition av derivatan att funktionen var kontinuerlig pa ett

visst intervall, vilket ocksa Bjorling gor.

Derivata

Den definition av derivata som aterfinns i dagens larobocker, bade pa gymnasieskolan

och universitetet, aterfinns redan i Fogelmarcks larobok, namligen:

f(x+h)— f(x)
h

f(x)= I.LT

(8)

Derivatan &r enligt Fogelmarck den deriverade eller harledda funktionen av funktionen
f(x) och &r kvoten mellan tillvaxten eller férandringen av funktionsvardet och av den
oberoende variabeln d& forandringen h narmar sig noll.2* Derivatan &r ocksa i allméanhet

ett dndligt och av h oberoende gransvarde.

8 Fogelmarck (1873), s 33
8 Tidsskrift for Matematik och Fysik (1868), s. 31ff
# Fogelmarck (1873), s 35f
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Definitionen (8) anvénds sedan for att bevisa olika satser, t ex deriveringsregeln for

potenser, f(x)=x".

Fx+h) - f(x)  (x+h)"—x" (1+x) -1
h B h h

h
dar X o och darmed h = xJ, saledes

fx+h)—f() ., (1+8)"-1
h B )

Da h narmar sig noll, gor dven §sa, och gransvardet av det hdgra braket blir medels

binomialutveckling lika med m. Saledes

f(x)=x" frog=mxm %

Efter ett antal bevis av andra deriveringsregler, behandlar Fogelmarck
differentialer, d v s Ax och Ay, och poéngterar det for ssmmanhanget viktiga bruket av
skillnader och differenser framfor positiva eller negativa fordndringar. Fogelmarck

konstaterar att

Ay

lim2Y f(x+Ax)— f(x) _
AX

AX

=lim

f'(x) (9a)

da Ax narmar sig noll. Ytterligare beteckningar infors: dx=A4x och dy=A4y, varefter

féljande likheter identifieras

8 Fogelmarck (1873), s 37
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— 4 d_y_ 4 — i ﬂ
dy = f'(x)-dx dx_f (X)_“mAx (9b)

som avslutas med en verbal tolkning:

differentialer &ro qvantiteter, hvilkas inbordes forhallande ar lika med gransvardet af
forhallandet mellan de motsvarande variablernas samtidiga tillvexter. Den oberoende
variabelns differential &r en at denna variabel gifven tillvext af godtycklig storlek.
Funktionens differential ar ej godtycklig, utan lika med produkten af funktionens derivata

och den oberoende variabelns differential 2

Hos Fogelmarck saknas ett resonemang om en funktions kontinuitet och
deriverbarhet pa ett intervall. Emellertid behandlas nédvandigheten av kontinuitet i ett

efterfoljande avsnitt om derivatans geometriska betydelse:

T
M1
.,-"F/-l
L
M Q
A
T |0 P Pl ¥
L&t
y = f(x)

vara eqvationen for en kroklinie, AMM;, hanford till tva ratvinkliga axlar, OX och QY, och
antag, att denna kroklinie dtminstone till en viss utstrackning ar kontinuerlig; satt vidare...®
(10)

8 Fogelmarck (1873), s 41
8 Fogelmarck (1873), s 43f
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Kontinuitet tas upp i samband med en geometrisk avbildning, vilket ocksa var fallet nar
kontinuitetsbegreppet behandlas i samband med funktioner.

Kontinuitetshegreppet intog hos Fogelmarck alltsa inte den centrala plats i
analysen som idag, vilket det ocksa gjorde hos t ex Cauchy. Fogelmarck forutsatte dock i
(10) derivatans geometriska tolkning att deriverbarhet forutsatter kontinuitet.

Bjorling behandlar i sin larobok derivatans grunder mycket kortfattat, vilket kan ha sin
forklaring i att Bjorlings bok var en larobok for universitetet och varfor studenten

forvéntades ha elementara kunskaper i differentialkalkyl. Derivatan till f(x) definieras som

i f(x+5;— f(x)

samtidigt som Bjorling konstaterar att

F(x+8)—f(x) Ay
) ~AX

dar Ay och Ax kallades variablernas oandligt sma “inkrementer (tillskott)”. Nagot mera
allmént namns inte om derivata, utan darefter 6vergar Bjorling till att redogora for olika
deriveringsregler, deriveringstekniker, partiella derivator m m, men &ven bildande av
differentialekvationer.®®
Emellertid berdr Bjorling intuitivt sambandet mellan funktioners kontinuitet och

deras deriverbarhet i ett senare kapitel om Taylor- och MacLaurinutvecklingar.

Nodvandigheten af det gjorda forbehallet, att bade f(x) och f'(x) skola vara kontinuerliga,

inses latt. Ty om icke f'(x) vore kontinuerlig, utan antingen infinit eller indeterminerad, sa

existerade ju i forra handelsen ingen limes for Ay /Ax... ... foljaktligen maste f'(x) vara

kontinuerlig.®®

8 Bjorling (1867), s 60f
8 Bjorling (1867), s 142
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Att f(x) da ocksa ar kontinuerlig motiveras med att om f(x) blev diskontinuerlig, sa blev
aven f'(x) det, atminstone om f(x) diskontinuitet bestar i att den blev oandlig, vilket var
det “ojemforligt vanligaste fallet!”*® Nagot bevis ansags ej nodvandigt.
Liksom hos Fogelmarck ndmns sambandet mellan kontinuitet och deriverbarhet i
samband med en geometrisk illustration, varfor kontinuitetsbegreppet inte heller hos
Bjorling intar en framtrddande plats.
En detalj som ar vérd att uppmarksamma hos Bjorling och som visar pa en stravan
bort fran det geometriska arbetsséattet ar just bokens “geometriska illustrationer”. Nagra
illustrationer i form av figurer ar det inte fragan om, utan snarare verbala beskrivningar av
hur en geometrisk figur skall konstrueras. Figurerna aterfinns sedan langst bak i boken i
en bilaga.
Fogelmarck och Bjorlings definitioner av derivatan skall da jamforas med
Cauchys, dar kontinuitet intog en sjalvklarare plats.
If the function y=f(x) is always continuous between two given bounds [ his word is “limites”]
of the variable x, and if we choose a value of the variable between these limits, than an
infinitely small increment given to the variable will produce an infinitely small increment in
the function itself. Therefore, if we set Ax=i, the two terms of the ratio of the differences
Ayl Ax=f(x+1)-f(x)/i will be infinitely small quantities. But when the two terms indefinitely and
simultaneously approach the limit zero, the ratio itself can converge toward another limit,
which may be positive or negative. This limit, when it exists, has a determined value for each
particular value of x; but it varies with x.... The form of the new function which serves as the
limit of the ratio f(x+i)-f(x)/i will depend only on the form of the proposed function y=f(x). In
order to indicate this dependence, we give the new function the name derived function
[fonction derivée, our “derivative”], and we denote it, by means of an accent mark, by the
notation y” or f(x)."* 4)

Man ser anda tydligt att Cauchys definition av derivatan som ett gransvarde har Gvertagits

av bade Fogelmarck och Bjorling.

% Bjorling (1867), s 142
°! Grabinger (1978), s 382f
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Tillampningar av derivatans definition

Fogelmarck tillampar sedan (9a & b) nar han hérleder deriveringsreglerna for summor,
produkter och kvoter av funktioner. Exempelvis deriveringsregeln for produkten av tva

funktioner, y=uv.

y + Ay = (U+ Au)(V + Av)
Yy + Ay = UV + VAU + UAV + AUAvV

och da y = uv erhalls

Ay Au Av Av
—=V—+U—+AU—
AX AX AX AX

Eftersom

dy . Ay

= — lim—=

dx AX
erhalls gransvérdet

&y du odv

dx dx  dx

och d(uv)=vdu+udv #

Medelvardessatsen

| kapitlet som behandlar “relationer mellan en funktion och dess derivata” behandlar
Fogelmarck “differentialkalkylens medelvardessats”, &ven om han inte brukar just de
orden. Fogelmarck bevisar att en funktion &r avtagande da dess derivata ar negativ och

vice versa genom att forst konstatera att om

%2 Fogelmarck (1873), s 46f
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lim F(x+h)—F(x)
(h=0) h

- F'(0)

sa foljer att

F(x+h)—F(x)
h

=F'(X)+«.

Kvantiteten o maste da narma sig noll med h och da F"(x) # 0 blir & s& smaningom
numeriskt mindre an F"(x). Tecknet framfor summan F’(x)+« blir da detsamma som
framfor F"(x) nar h antar tillrackligt sma varden. Déarav foljer att tecknet for differensen

F(x+h) - F(x)
ar detsamma som for termen

h-F’(x)
eftersom

F(x+h) - F(x) = h[F"(x) + &] = hF'(x) + he

Da h>0 foljer att

{1. Om F’(x) >0, sa ar F(x+h) - F(x) > 0och darmed F(x+h) > F(x)

93
2.0m F'(x) <0,sd ar F(x+h)—F(x) <0ochdarmed F(x+h) < F(x)} (1)

Fogelmarck gor emellertid undantag for da F(x) eller F(x) ar diskontinuerliga och anger

som exempel

F(x) = tan x F(x) =
(x) () =i

d8 x=(2k+1) 2.

Satsen (11) anvands sedan for att bevisa en sats, som motsvarar Rolles sats. Att om en

andlig och kontinuerlig funktion ¢(x), vid tva skilda x-vérden, erhalls samma

% Fogelmarck (1873), s 65
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funktionsvarden, d v s ¢(a)=¢(b), sa maste derivatan bli noll nagonstans pa intervallet
[a,b]. Genom att anta motsatsen, att ¢’ (x) alltid ar positivt mellan a och b, erhaller
Fogelmarck motsagelsen ¢(a)<g(b). Om ¢ (x) alltid skulle vara negativ pa samma
intervall, erhalls motsagelsen ¢(a)>q(b). Derivatan maste alltsa anta vardet noll mellan a
och b.** Fogelmarck betecknade talet mellan a och b, dér derivatan &r noll, som a+3(b-a)

och formulerade satsen:
om ¢(a)=g(b) sdar ¢’'[a+%(b-a)=0 0<Y<1 (12)

Fogelmarck anvéander sedan (12) till att formulera en variant av medelvardessatsen som vi

ké&nner den idag.

En funktions tillvext &r lika med den oberoende variabelns tillvext multiplicerad med ett

medelvarde p& derivatan.*

Om f(x) ar andlig och kontinuerlig pa intervallet [a,b] och da x gar fran vardet a

till vardet b samtidigt som f(x) gar fran f(a) till f(b), sa konstaterar Fogelmarck att

f(b) - f(a)
EEE ()
eller att
f(b)y—f(a)-(b—-a)K=0. (14)

Utifran (14) konstruerades funktionen ¢ i (12) som

@(x) = f(0) - f(x)-(b-x)K

% Fogelmarck (1873), s 70f
% Fogelmarck (1873), s 71
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dar konstanten a ersattes med variabeln x. Vidare sa géller da likheten
p(@)=p(b)=0.

Vid derivering av ¢(x), dar b, f(b) och K &r att betrakta som konstanta, erhalls
p'(X)=-F"(x)+K.

Dar likheten i (12) ger

o'lat9b-a)=-fla+9b-a)+K=0
(15)
K=fla+3(b-a).

Fogelmarck konstaterar déarefter med (15) insatt i (13) likheten

f(b) - f(a)

= f'la+9(b-a)]

f)-f(a)=(b-a)ffa+rIb-a), 0<9<1, (16)
vilket &r en sats som dverensstéammer med den moderna medelvardessatsen
f(b)—f(a)=(b—a)f’(c)

dar a+9(b-a)=c om a<c<b. Fogelmarck definierar, som tidigare namnts, [a+$(b-a)] som
ett tal liggande mellan a och b. L&saren bor hdr notera att Fogelmarck redan i inledningen

av sina bevis av medelvardessatsen och “<<nddvéndigheten av derivatans nollstélle
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mellan tva punkter dar funktionsvardet var noll>>" forutsatter att funktionen och dess
derivata var andliga och kontinuerliga.*®
Aven Bjorling behandlar medelvardessatsen och Rolles sats, dock utan att

anvanda dessa begrepp. | ett kapitel om “Taylors och MacLaurins Theoremer” behandlar
han “relationer mellan primitiva funktionen och derivatan” och formulerar inledningsvis
féljande sats.

Om en funktion, y=f(x), och dess derivata, y"=f"(x), dro bada kontinuerliga, sa véxer eller

aftager funktionen samtidigt med variabeln x, sa ofta som derivatan ar positiv. Men &ar

derivatan negativ, sa aftager funktionen y, d& x véxer, och tvartom.®’
Till denna sats bifogar han ett verbalt bevis samt ett korollarium som motsvarar Rolles
sats.

Om en funktion f(x) och dess derivata f'(x) aro bada kontinuerliga, och funktionen blir 0 for

tvenne valGrer a och b pa den ingdende variabeln x, sa blir &fven derivatan 0 fér nagon x-

valér mellan a och b.%
Hos Fogelmarck och Bjorling aterfinnes klara likheter i definitionen av motsvarande

Rolles sats, dock med skillnaden att Fogelmarck pa ett stringent vis deducerar likheten

f)-f(a)=(b-a)ffa+rIb-a), 0<9<Ll.
Fogelmarcks larobok i differentialrdkning, del I

Olika former av gransvarden

Del 11 av Fogelmarcks l&arobok inleds med avsnittet “Sanna vardena af obestdmda
uttryck”. De olika formerna &r uppdelade pa tre grupper®®

1. 0/0, © - ©

2. o0foo, Qeco

% Fogelmarck (1873), s 71f
" Bjérling (1867), s 141
% Bjorling (1867), s 143
% Fogelmarck (1877), s 30f
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3. 0% 0 1"

Likadana former av gransvarden aterfinns i moderna larobocker i analysens grunder, t ex
A complete course, Calculus fran 1995, med undantag for 0/0. Fogelmarck anvéander
I"Hopitals regler, aven om han inte benamner dem just sa. En jamforelse mellan den
harledning som Fogelmarck gor och den som gors av Adams visar tydliga skillnader pa
stringens och behandlingen av begreppen kontinuitet, deriverbarhet, intervall och
gransvarde. Fogelmarck skriver:

Qvoten ¢(x)/ y(x) blir, om ¢(a)=0, y(a)=0, for x=a, ¢(a)/y(a)=0/0. Men for detta sarskilda

varde, x=a, ar uppenbart

pl@ . gpla+h) = ¢ )-¢(a)
@ 08y @) -0y @ -y @
(w(a+h)—¢(a)j
plath-p(@) . h _¢'(a)
(o) y (a+h) -y (a) <h=°>(v/(a+h)— vx(a)j ~y'(a)
h

hvaraf

Harledningen ovan skall da jamféras med motsvarande bevis i A complete...:

PROOF. We prove the case involving lim,_,,. for finite a. Define

g(x) ifa<x<b

£ () f(x) ifa<x<b
(x) = 0 if x=a

. and G(X) =

0 if x=a ) {
Then F and G are continuous on the interval [a,x] and differentiable on the interval (a,x) for
every x in (a,b). By the Generalized Mean- Value Theorem (Theorem 5) there exists a

number ¢ in (a,x) such that

199 Fogelmarck (1877), s 30
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Since a < ¢ <x if x — a+, then necessarily ¢ — a+, so we have

lim——=lim =L. 101

f(x) f'(c)
X—>a+ g( X) coa+ g '(C)

Aven om likheterna finns dar sé ar skillnaderna i framstallningen stora. Adams undviker
inledningsvis den idag oriktiga kvoten 0/0, vilket inte Fogelmarck gor da han i sin
harledning utgar fran att ¢(a)=0 och y(a)=0. Adams anvéander medelvérdessatsen dar

Fogelmarck istéllet véljer att anvanda derivatans definition.

Funktioners maximum- och minimumpunkter
Fogelmarck definierar tva typer av maximivarden och minimivéarden.

a) af forsta slaget = alla sddana varden af f(x), till hvilka en kontinuerlig féljd av reella
varden pa f(x) ansluter blott at ena sidan. Dessa slags maxima och minima finnas uti alla
slutpunkter for funktionen f(x); sistnammda punkter ater méste anses vara gifna genom
funktionens egen definition (D. sid. 33).

b) af andra slaget = alla sadana varden af f(x), hvilka &ro antingen storre eller ock mindre &n
de & bada sidor i kontinuerlig foljd narmast anslutande reella funktionsvarden, d. v. s., om

ettdera intraffar for t. ex. x = a, sa ar funktionsvardet

f ett maximumaf f(x),om f(a—h)< f(a)> f(a+h)
V=155 minimum af f(x),om f(a—h)> f(a)< f(a+h)|’

hvarest h betecknar en positiv, mot noll konvergerande qvantitet.’*

Vi marker hdr att Fogelmarck inte som idag anvénder begreppen extremvarden och lokala
minimi- och maximipunkter. I hans uppdelning i tva typer av maximi- och minimivarden,
motsvarar a) dagens andpunkter pa ett intervall och b) lokala maximi- och

minimipunkter.

101 Adams (1995), s 281
192 Fogelmarck (1877), s 34f
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En jamforelse med Bjorling visar pa denna punkt en tydlig skillnad pa vilka nivaer
larobdckerna skulle anvéndas. Bjorling redovisar “Den fullstandiga theorien om maxima

och minima” grundat pa Taylors theorem med taylorutvecklingen av f(x+h)

f(x+h)=f(x)+hf ’(x)+% f''(x+6n).

Han visar att da f'(x) = 0, fastslas maximipunkt resp. minimipunkt genom att undersoka
andraderivatan, d v s huruvida f"(x)<0 resp. f""(x)>0. | det sammanhanget visar Bjorling
pa sambandet mellan derivatans nollstalle, andraderivatans nollstalle och maximi- och
minimipunkter med ett geometriskt resonemang.'® Fogelmarck bevisar inget i sin
framstallning, utan han visar endast att derivatan maste vara noll i en maximi- eller
minimipunkt. For att bestimma maximi- eller minimipunkt anger Fogelmarck tva
metoder. Forst genom en teckenstudie av f"(x) med ett tillskott h till x och ett avdrag h
fran x. Den andra metoden é&r, liksom hos Bjorling, att studera andraderivatan.

Noterbart ar att hos Bjorling ndmns inget som motsvarade Fogelmarcks
“slutpunkter”. Bjorling nojer sig alltsa med att studera det vi idag benamner

extremvarden.

Obestamda integraler

Avsnittet om integraler inleder Fogelmarck med “grundléaror” och “integrationsmethoder”
rorande obestamda integraler. | punkt 56 belyser han sambandet mellan derivata och

integral:

Med integrering af en differential forstas uppsokandet af alla de funktioner, hvilkas
differential den gifna utgor. Hvarje sadan funktion bendamnes en obestamd integral till den
gifna differentialen och betecknas genom att framfor differentialen satt langt | (begynnelse

bokstav i ordet summa).

Eftersom hvarje konstant term forsvinner vid differentiering, finnes ett o&dndligt antal
integraler till en och samma differential, hvilka integraler skilja sig endast genom en konstant.
Om alltsd ¢(x) betecknar ett sarskildt varde (utan godtycklig konstant) af den obestamda

integralen till differentialen ¢’ (x)-dx, d. v. s. om

193 Bjorling (1867), s 166
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Jo'(x)dx = p(x),

sa ar det generella vardet av denna integral

hvarest C betecknar en godtycklig konstant; ...***

Fogelmarck konstaterar att tecknen d och [ upphéver varandra, d v s

df och [d,
men dar det i det senare fallet tillkommer en godtycklig konstant.*®
De “forndmsta” integrationsmetoderna ar enligt Fogelmarck:

1. Omedelbar integration, d v s

m+1

+1

m+1

+C

\ u

Om d( j =u"du, sa Iumdu =
m+1 m
2. Integration genom substitution eller inférandet av en ny oberoende variabel

3. Partiell integration
4. Integration genom utveckling i en summa eller i en serie.'®
Metoderna &r alltjamt en del av den grundldggande undervisningen i analys, men de tre

senare metoderna far pa gymnasieniva numera anses som overkurs eller

fordjupningsuppgifter.
Bestamda integraler

Efter obestamda integraler och integreringsmetoder behandlas bestamda integraler.

Bestamd Integral. Lat f(x) en funktion, som &r dndlig och kontinuerlig for alla x-varden

mellan a och b (inclusive)*); om man da bildar summan af alla de vérden, hvilka produkten

104 Fogelmarck (1877), s 47
195 Fogelmarck (1877), s 48
108 Fogelmarck (1877), s 48ff
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f(x)-dx =f(x)-Ax, erhaller, dd man uti densamma at x ger de n succesiva vardena a, a+4x,
a+24x, ..., a+(n-1) Ax, hvarest Ax uppfyller villkoret b=a+nAx d.v.s.
b-a
AX=—,
n
s benamnes det gransvarde, som denna summa antager, for obegransat vaxande n och mot
noll konvergerande Ax, den bestamda (definita) integralen till f(x)dx, tagen mellan a och b,

och tecknas

t_)|'f( )dx— lim| f (a)Ax + f(a+Ax)Ax+...+f(a+n_—le)Ax],

(Ax=0)
a

eller kortare, med anvandande af summatecknet %,

b x=b
0= i 3100

a

I detta sammanhang berdr Fogelmarck inte det vi idag bendmner som 6éver- och
undersummor, men just i samband med integraler andrar Fogelmarck sitt matematiska
sprak i den mening att han pa ett annat satt an tidigare betonar kontinuitet och dessutom

kontinuitet pa ett intervall. | noten * i citatet ovan etablerar han en beteckning

(a.o.k]
flx) = a‘x‘b '

vars innebord ar att f(x) ar en funktion som &r andlig och kontinuerlig pa ett intervall

[a,b]. Fogelmarck konstaterar i den néstfoljande geometriska illustrationen att

[f(x)dx = [p'(x)dx = (x)+C (1)

och att

b

[f(x)dx = ¢(b) - p(a) ®)

a

97 Fogelmarck (1877), s 78
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Utifran (1) och (2) konstaterar Fogelmarck sedan den bestamda integralen

b

If(x)dx

a

som en funktion av:

1. Granserna a och b och ej utav x, savida inte granserna innehaller eller &r en funktion av
X.

2. De konstanter som kan finnas i integralfunktionen.'%®

Fogelmarck anger langre bak i boken en approximativ metod for berédkning av bestamda

integraler. | ett teorem slar han fast att om olikheten F(x)>f(x) galler pa ett slutet intervall

[a,b], s& gallde dven

b

fF(x)dx > tiff(x)dx

a
Just passagen om ett slutet intervall formulerar Fogelmarck som “for alla x-varden mellan
a och b (inclusive).” Det &r bara pa detta stalle som ordet “inclusive” forekommer i
samband med intervall. | tidigare sammanhang skulle alltsa Fogelmarck behandla 6ppna
intervall.

Av olikheten ndrmast ovan foljer att, om

F(x)> f(x)>p(x) s&var ?F(x)dx > kj|‘1‘(x)dx > kj|‘1//(x)dx 109

1/2 dX

Som exempel anges integralen :
5[ V1-x°

1 1
For0<x<1, ar \/1—X2 <\/1—X3 <1, och > > 1, foljaktligen

Vi—x? ~ A1-x3

1/2 12 1/2 12

Iﬂ> Iﬂ Il dx, eIIerarCS|n1> J‘ﬂ

198 Fogelmarck (1877), s 80
1% Fogelmarck (1877), s 87
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1/2

X
© 2 =05236> | >05
2 oN1- X3

Har finner vi helt klart ett tryckfel da arcsin ¥z = n/6.
En bestdamd integral kan enligt Fogelmarck ocksa approximeras via
serieutveckling. Om
f(X)=u, +U, +U,+.+U_, +R , (3)

sa erhalls genom multiplikation med dx

b

If(x)dx = kj|‘u0dx+...+ tj[un_ldx + k]'Rndx :

a

Omda limR, =0, sd kan man alltid géra -& < R, < +¢, dar & betecknar ett hur litet tal

n—>w

som helst.. Darav
b b b b
- fgdx< jRndx<+fgdx,dvs -¢b-a)< jRndx<+g(b—a),

sa lange granserna a och b r andliga. Eftersom & har gransvardet 0 galler enligt

Fogelmarck:
b
lim fRndx:O forn=oo

Resttermen kan darfor ignoreras och da x satts som 6vre grans erhalls

X

If(x)dx = ]‘uodx + ]‘uldx+...+ ]‘un_ldx+... H (4)

a
Under forutsattning att integralens granser &r &ndliga och att funktionen kan utvecklas i
en konvergent serie, sa kan likasa integralen utvecklas i en konvergent serie. Fogelmarck
papekar att for det fall da x ar lika med nagon av integralens granser och da funktionens
serieutveckling (3) blir divergent, sa kan (4) dndock fortsatta att galla om det hogra ledet i

(4) ar konvergent. | ett av exemplen anvander sig Fogelmarck aterigen av integralen

10 Fogelmarck (1877), s 88
1 Fogelmarck (1877), s 88
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1/2 dX

0 :|.—X3

samt den “Mac-Laurinska serien”

f(x) = £(0)+xf (0) + | +)|(—f”'(0) .. [la=at,forfanm.]
och integralen

2 3 4

('t (0 = xf (0) FRAG T |— "(0)+.

D& x°<1 erhélls

1/2

dx
j — - 0,5+ 0,00781+ 0,00041+...= 0,50822... (vardet for litet).'*
0 —X

Observera har att Fogelmarck inte anvander absolutbeloppstecken utan skriver x*<1.
I den néstfoljande metoden for en approximativ uppskattning av en bestamd
integrals varde, formulerar Fogelmarck det vi idag kéanner som “integralkalkylens

medelvérdessats”, utan att anvanda just de orden. Utgaende fran
b
I f (x)dx = (IAir_Tg)[ f(a)AX + f(a+ AX)Ax+...+f (a + n_—le)Ax]

skriver Fogelmarck, att om...

f(a), f(a+4x), f(a+24x) etc. insattes, ena gangen det storsta vardet, A, andra gangen det
minsta vardet, B, som f(x) antager for x-vardet mellan a och b, sa erhalles, i forra fallet ett for

stort, i det senare ett for litet resultat, det vill séga, att

—a
A-nAX > J.f( -dx > B -nAX, eller eftersom AXT,

b

(b-a)A> [f(x)dx>(b-a)B )

a

Om f(x) ar kontinuerlig mellan a och b, sa maste afven, da x gar kontinuerligt fran a till b,

produkten (b-a) f(x) &ndra sig kontinuerligt mellan de yttersta vardena (b-a)A och (b-a)B och

12Eogelmarck (1877), s 89, “Vardet for litet” & Fogelmarcks anmérkning.
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foljaktligen for nagot x-varde mellan a och b, x=a+ 4 (b-a) blifva lika med integralen uti
(125) [i denna framstallning (5)]***; under de gjorda férutséttningarne erhalles derfor en

ytterligare formel for approximativ uppskattning af en bestdmd integrals vérde, ndmligen

b

[f(0dx=(b-a)fla+9b-a)], 0<g<1 ™

a

Fogelmarck kommenterar inte pa nagot vis att han ovan utnyttjar “differentialkalkylens

medelvardessats” i de tva citaten narmast ovan.

Avslutande diskussion

De grundlaggande begreppen

Fogelmarck utgar fran att det finns en oandlig och kontinuerlig méngd reella tal, saval
positiva som negativa, samt talet noll. En variabel kan vara beroende av en annan
oberoende och godtycklig variabel. Den beroende variabeln &r da en funktion av den
oberoende variabeln. Redan pa den grundlaggande nivan anas en pedagogisk ambition
hos Fogelmarck, da han anvéander konkreta ord framfor mer abstrakta, t ex
utvecklade/explicita funktioner.

De tydliga influenserna fran Cauchy aterfinns i Fogelmarcks
gransvardesdefinition. Dar finns en pafallande 6verensstimmelse med Cauchy som
Fogelmarck inte & ensam om; Bjorling har om inte i &nnu storre utstradckning anvént sig
av Cauchys formuleringar. Fogelmarck nyttjar dock Cauchys differensteknik i sin
framstallning, vilket Bjorling inte gjorde. Vidare sa definierar Fogelmarck, pafallande likt
Cauchy, det “oandligt lilla” som en variabel med grénsvérdet O, vilket kan ses som ett
forsok att undkomma oklarheterna kring infinitesimalen.

Aven i Fogelmarcks behandling av kontinuitetsbegreppet ar likheten med
Cauchy stor, men pa nagra punkter skiljer de sig at. Fogelmarck anvander sig helt klart av
Cauchys 8-g-resonemang, om an inte med den stringens som kravs i dagens matematik,

men det gjorde ju inte heller Cauchy och inte heller den med Fogelmarck samtida

3 E5rf anmarkning
14 Fogelmarck (1877), s 91
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Bjorling. Liksom i sin definition av gransvérde anvéander sig Fogelmarck av
differenstekniken, vilket inte Bjorling gjorde, men det skall nog inte tillméatas nagon
storre betydelse. Av betydelse &r dock att Cauchys definition av kontinuitet definierar
likformig kontinuitet, medan Fogelmarcks och Bjorlings definitioner av kontinuitet
nérmast ar definitioner av punktvis kontinuitet. Troligtvis existerade inte de begreppen
eftersom varken Bjorling eller Fogelmarck specifikt definierade dem. Sarskilt Bjorling
hade anledning till att gora det eftersom hans larobok var avsedd for universitetet.
Skillnaderna kring kontinuitetsbegreppen mellan Cauchy a ena sidan och Bjorling och
Fogelmarck a den andra &r intressant, da det visar pa att Bjorling och Fogelmarck i sin
framstallning foljde den da moderna matematikens utveckling, samtidigt som det visar pa
den hogre matematiken inflytande pa Fogelmarck.

| avsnittet om “funktioners slutpunkter” tangerade Fogelmarck det vi idag
benamner “kontinuitet pa ett intervall”. Han beskrev dock inte sambandet mellan en
funktions kontinuitet och dess definitionsméangd, ett samband som papekades av Hjalmar

Holmgren i en artikel fran 1868, en artikel som Fogelmarck hanvisade till.

Anvandning av de grundlaggande begreppen

| avsnitten om derivata och dess definition uppvisar bade Fogelmarck och Bjorling avsteg
fran Cauchy. Ingen av de bada antar varken att funktionen skulle vara kontinuerlig eller

kontinuerlig pa ett intervall, vilket Cauchy tydligt konstaterade.
If the function y=f(x) is always continuos between two given bounds...

Fogelmarck anser emellertid att funktionens kontinuitet pa ett intervall var nddvandigt
nér han illustrerar derivata geometriskt samt i samband med beviset av
medelvardessatsen. | 6vrigt 6verensstammer Fogelmarcks och Bjorlings definition av
derivata med Cauchys och bada ser derivatan som ett gransvarde. Daremot anvander sig
Fogelmarck i storre utstrackning av gransvardesresonemang och undviker pa sa satt
bruket av det oandligt lilla eller infinitesimalen, till skillnad fran Bjorling som i sin
definition av derivata brukar "oandligt sma inkrementer™. Ur det perspektivet ar alltsa
Fogelmarck modernare i sin framstéllning. Dessutom forandrar Fogelmarck sin

anvandning av kontinuitetsbegreppet mellan del 1 och del 2 av sin l&robok.
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Avsnitten om extremvarden och integraler tillhor del 2 av Fogelmarcks l&robok,
vilken kom ut ar1877, d v s fyra ar senare an del 1. | avsnittet om funktioners "maximum-
och minimumpunkter” anges tva typer av extremvarden. Den ena typen var slutpunkter.
Funktionens “slutpunkter” bestams av "funktionens egen definition” och dessa
"slutpunkter” har en kontinuerlig féljd av reella véarden endast at ena hallet. Den andra
typen av extremvarde ar de punkter som hade en kontinuerlig féljd av véarden pa bada
sidor som var antingen mindre eller storre. | det sammanhanget vilar hela hans
resonemang pa att funktionen &r kontinuerlig pa ett intervall. Dessutom belyser han
implicit sambandet mellan kontinuitet och definitionsméngd i samma sammanhang som
Holmgren gjorde i sin artikel fran 1868. Fogelmarck betonar dock funktionens kontinuitet
an tydligare i efterfoljande avsnitt om integraler.

I definitionen av bestdmda integraler deklarerades den kontinuerliga funktionen
explicit.

Lat f(x) en funktion, som &r andlig och kontinuerlig for alla x-varden mellan a och b
(inclusive)*)...
Hans resonemang om ett intervall med a och b "inklusive” &r ju ett slutet intervall, men
han kommenterar inte det ytterligare och han gor inte heller nagot forsok att skilja pa
nagot som motsvarade 6ppna och slutna intervall. Fogelmarck behaller denna mening i

citat ovan boken igenom i forkortad form som.

(a.o.k]
x)= a‘x‘b '

Aven i beviset av differentialkalkylens medelvardessats deklarerar han tydligt att
funktionen &r kontinuerlig, samtidigt som han anvénder sig av den medelvardessats som

han tidigare formulerat.

Analysen i skolan

Fogelmarck har en rigoros framstallning av analysen med tydliga influenser av
Cauchy och den samtida Bjorling. Larobokens struktur &r spartanskt uppbyggd med
punkter och de grafiska illustrationerna ar fa, vilket ytterligare forstarker intrycket av

stringens och enkelhet. Fogelmarcks larobok i differentialrdkning bekraftar min hypotes
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om att den hogre matematiken tydligt paverkade skolmatematiken. Analysens rigorositet

var alltsa en vasentlig del fran vilken analysen i skolmatematiken kunde utvecklas, det

bekraftas ocksa av samtida artiklar i Pedagogisk Tidsskrift och Tidsskrift for Matematik
och Fysik. Forst nar man tog farval av Newtons och Leibniz intuitiva fluxioner och
infinitesimaler var analysen mogen for skolan.

Atergar vi till Englunds resonemang kring skolans form och innehall som foremél
for en “uttolkningskamp” mellan olika sociala krafter i samhéllet, sa blir min hypotes
rimlig. Oavsett om man i mitten av 1800-talet propagerade for en genetisk eller heuristisk
metod inom matematikundervisning, sa maste kraven pa form och innehall vila pa en
hallbar argumentation. Att argumentera, oavsett bevekelsegrund, for ett omrade som
analys, dar en Kklar och allmant vedertagen formulering av grundldggande begrepp
saknades, maste ha tett sig utsiktslost. An svarare maste det ha varit att formulera en
laroplan, om det inte fanns nagot att grunda sina formuleringar pa.

Laroplanen bestamde vad analysen skulle innehalla, om &n i mycket ringa
omfattning, varfor lararen och laromedelsforfattarens nara kontakt med universitet och
goda kunskaper i den hogre matematiken maste ha spelat en viktig roll i undervisnings-
situationen. Hur analys och matematik i allmanhet skulle undervisas och vad som var att
betrakta som matematiska kunskaper var likvél ingen sjalvklarhet.

Utifran de bada pedagogiska tidskrifterna kan vi sluta oss till att det fanns tva
tydliga metoder som influerade matematikundervisningen, den heuristiska och den
genetiska. Huruvida Fogelmarck skrev med en genetisk eller heuristisk metod &ar dock
svart att avgora, men rimligtvis bor han ha tagit intryck av de bada.

Med respektive pedagogisk metod som utgangspunkt kan emellertid Fogelmarcks
metod och larobok forstas ur tva perspektiv.

l. Lat oss anta att Fogelmarck arbetade utifran en genetisk metod, en i uppsatsens
teoretiska sammanhang essentialistisk metod. Han satte da matematiken i fokus
och hade en ambition att framstélla en sa vetenskapligt korrekt matematik som
mojligt. En rimlig forklaring till att Fogelmarck da inte berérde sambandet mellan
kontinuitet och definitionsmangd och inte betonade kontinuitetsbegreppet pa

samma tydliga vis som Cauchy, &r att han som laroboksforfattare valde bort
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begrepp som &nnu inte var allmant vedertagna. Han kanske annu inte till fullo
forstod dem, dven om han ansag dem viktiga. Att Fogelmarck skulle ha valt bort
dem av pedagogiska skél, p g a att de skulle ha varit for teoretiska, & mindre
troligt eftersom boken i 6vrigt holl en hog teoretisk niva och det motségs ocksa av
den genetiska metoden i sig. Hans val av innehall var primart avhangigt den
vetenskapliga disciplinen matematik.

. Vi antar att Fogelmarck arbetade utifran en heuristisk metod, en i uppsatsens
teoretiska sammanhang progressiv metod. Han utgick da fran elevens forstaelse av
matematik. Hans motiv till att inte betona kontinuitetsbegreppet var da att gora sin
framstallning enkel och lattfattlig. Fogelmarck ansag kontinuitet vara ett sa
abstrakt begrepp att det forst infordes i bevis och definitioner dar de var absolut
nodvandigt. En mojlig ambition hos Fogelmarck var da att successivt fora in
kontinuitetshegreppet i sin framstéallning och visa pa dess nédvandighet och dar
igenom framja elevernas forstaelse. Hans val av innehall var priméart avhangigt
elevens forstaelse av matematik, emellertid med tydliga referenser till den
vetenskapliga disciplinen matematik.

Dessa bada metoder visar pa ett klart samband mellan den hégre matematiken och

skolmatematiken. Studien av Fogelmarcks larobok visar att de vilar pa den hogre

matematiken, skillnaden ligger i skolmatematikens syfte. Metoden bestamde alltsa hur
laroboken anvéandes som pedagogiskt verktyg. Med den genetiska metoden kunde
laroboken relativt den heuristiska metoden i storre utstrdckning anvandas som ett
matematiskt uppslagsverk av eleven. Den senare metoden forutsatte att eleven foljde

laroboken i sadan utstrackning att den pedagogiska strukturen forblev meningsfull, d v s

att man gick fran det enkila till det abstrakta. Med den genetiska metoden anvéandes

matematiken for att 16sa problem inom fysik och ekonomi, medan med den heuristiska

metoden anvandes praktiska exempel fran fysik och ekonomi for att forsta matematiken.
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