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1. Lat A, C vara de tva cirklarnas medelpunkter och B, D de tva skirningspunk-
terna. Av forutsdttningarna foljer att tangenterna till de bada cirklarna i punk-
ten B bildar rit vinkel. Detsamma giller for tangenterna i punkten D. Men
cirkelns radie bildar ju rit vinkel med tangenten i tangeringspunkten. Foljakt-
ligen dr radien AB i den forsta cirkeln vinkelrét mot radien BC i den andra
cirkeln. Detsamma géller for radierna AD och DC'. Da trianglarna ABC' och
ADC' ar likbenta, maste vinklarna vid A och C i fyrhérningen ABCD vara
lika. Fyrhorningen ABCD &r saledes en kvadrat med sidan R. Arean av det
linsformade omrade som ar gemensamt for de bada cirklarna far vi som den
sammanlagda arean av cirkelsektorerna ABD och CBD minskad med arean av
kvadraten ABCD, dvs &r lika med 2- R? - & — R? = R*(5 — 1).

Svar: Arean ir R*(3 — 1)

2. Lat for enkelhets skull den aktuella valutan vara kronor. For att Nisse ska
kunna betala med enbart 5-kronor, enbart 4-kronor osv, maste priset pa skorna
vara delbart med resp 5, 4, 3 och 2, dvs med 5-4 -3 = 60. Men en pase med
enbart 1-kronor ska ricka for kopet, vilket betyder att skorna maste kosta 60
kr. Vi ska visa att Nisse kan betala med jimna pengar oavsett hur valérerna i
pasen ar fordelade inbordes.

Eftersom vi har fem mdjliga valorer maste det enligt ladprincipen finnas minst
100/5 = 20 mynt av nigon valér. Med 20 5-kronor, 20 4-kronor eller 20 3-kronor
i pasen kan uppenbarligen Nisse alltid rdkna upp den begirda summan exakt.

Antag att Nisse har minst 20 1-kronor. Av dessa lagger han fyra stycken at sidan.
Av de 96 resterande mynten réacker han fram ett mynt i taget tills han for férsta
gangen erlidgger 56 kr eller mer. Detta &r alltid mojligt, eftersom virdet av de
96 mynten dr minst 96 kr. For varje mynt 6kar det erlagda beloppet med hogst
5 kr, vilket betyder att det alltid dr mdojligt att dstadkomma nagot av beloppen
56, 57, 58, 59 eller 60 kr. Om Nisse inte har natt beloppet 60 kr direkt, kan han
dock alltid fylla pa till det 6nskade beloppet av de fyra undanlagda 1-kronorna.

Antag att Nisse har minst 20 2-kronor, vilket &r det sista av de fem fall som
vi behover granska. Han borjar med att ldgga fyra av 2-kronorna at sidan och
riknar sedan upp mynt valda bland de 96 Gvriga mynten tills han har natt
nagot av beloppen 56, 57, 58, 59 eller 60 kr. Om beloppet ar 56 eller 58 kan han
av de undanlagda munten fylla pa med 2-kronor tills han far summan 60. Om
beloppet &dr 57 eller 59 maste det bland de framrickta mynten finnas nagot med
udda valér. Om Nisse tar bort ett sadant mynt blir det s& erlagda beloppet ett
jamnt tal som &ar lika med 52, 54, 56 eller 58. Av de undanlagda 2-kronorna kan



han sedan fylla pa tills han har fatt summan 60.
Darmed har vi visat att skorna kan betalas exakt i vart och ett av de fem fall
som kan upptrida.

Svar: Priset dr 60 myntenheter.

3. Vi borjar med att sitta in nagra enkla virden pa z. Foér = 0 far vi f(0) = 0.
For x =1 far vi

f)+1(0) =1,

varav f(1) = 1. For = = 2 far vi
f2)+2f(=1) =4,

dér dn sa lange f(2) och f(—1) bada ar okdinda. Men vi ser ocksé att for x = —1
far vi

fED+ (D) =1,
dvs ytterligare en ekvation som innehaller f(2) och f(—1) och vi har f6ljaktligen
ett ekvationssystem ur vilket vi skulle kunna bestidmma de bada virdena. Lat
oss dock gora detta allmént: vi ersédtter x med 1 — z i ekvationen

f@)+af(l—2)=a? (1)
och far
fA—a)+ (1 —a)f(z) = (1—2)*

For att kunna eliminera f(1 — ) multiplicerar vi den senare ekvationen med x:
cf(l1—2z)+2(1—2z)f(z) = 2(1 —2)> (2)
Subtraktion av ekvation (2) fran ekvation (1) ger
(2% — 2z 4+ 1) f(x) = —2® + 322 — z,

varav
23 4+322 -2z —x(2® -3z +1)

fle) = 22_z+1 22z +1 (3)

Det forutsitter att 22 — 2 + 1 # 0. Men detta uttryck kan skrivas som
(x —3)? + 3, vilket &r > 2 for alla . Vid konstruktion av ekvationssystemet
utforde vi multiplikation med x, varfér vi far se upp med fallet x = 0. Formeln
(3) ger emellertid precis som tidigare att f(0) = 0, vilket betyder att formeln
ar giltig for alla virden pa z.

Svar: f(x) = _Iigf%ﬁffl) for alla z.
4. Funktionen f(z) = tan  — 2z har derivatan f'(z) = % -2 =

tan® 2 — 1, som #r lika med 0 f6r © = Z. Derivatan dr < 0 for 0 < # < § och
>0 for § <x < 7, vilket betyder att f(r) &r avtagande i intervallet 0 <z < 7,
antar ett lokalt minimum fér x = 7 och dr sedan vixande for 7 < z < 7.
Eftersom vidare f(0) = 0 och f(z) — oo, néir x — %, f6ljer det att f(z) har ett

PR
nollstélle i intervallet % <z < %

Vi forscker ringa in detta nollstélle genom att bestdmma f for skilda vdrden
pa z. Forst noterar vi att f(z) =tan(%) — 2F = 3 - 2F </3-2 <0, dvs



nollstillet maste vara > %. Vi véljer ett nagot storre virde och sétter x = 3z

8
Enligt additionsformeln &r

. 3T . (7r+7r) . 7r+ T . T 1 ( n 77)
sin — =sin(— + <) =sin —-cos <= +cos — -sin — = —cos— sin —).
8 4 8 4 8 4 8 2 8
Analogt dr
3T (7r n 7r) ( T 7r)
cos — = cos (- f*—cosffsmf.
8 4 8 V2 8
Kvadraten pa sinus-uttrycket &r
1 1 1 1
i(cos2 g+sin2 g+2sin gcos g) = 5(1 + sin %) = 5(1 + \ﬁ),

medan kvadraten pa cosinusuttrycket ar

Vi bildar kvoten och far

3 2+1
tan? %: g—l = (V2 +1)?

och det foljer att

3
tan%:\/i—l—L

varav f(3%) = V241 - 3% > 1,4+1—T = 0. Eftersom f(§) < 0 och
f (%’T) > 0 foljer att det sokta nollstdllet v uppfyller £ < v < 3z Om vi nu

3 8 :
kan visa att sin 3T < 20 s géller eftersom sin r dr vixande i det aktuella
intervallet, att ocksa sin v < . Vi ser da att
3m 1 1 1 V2, 1 3/2. 7
.2
=14 —)=-(14 L2 1 -
(14 75) =50+ 5) < 50+ =g

vilket &r mindre &n (22)2, eftersom 7-441 < 8- 400, dvs att 3087 < 3200. Alltsa
ar sin v < %.

Svar: Ja, det géller att sin v < %

5. a) Vinoterar att i fallet n = 2 récker det inte med en linje for att téicka alla
fyra rutorna. Déremot dr det mojligt att ticka samtliga rutor med tvd linjer i
fallet n = 3. Lat rutorna i rad 1 markeras med a, b, ¢ fran vénster till hoger, rad
2 med d, e, f och rad 3 med g, h,i. Vi kan lata en linje ticka rutorna a, b, e, h,i
och en annan técka rutorna ¢, f, e, d, g.

b) Var strategi gar ut pa att visa att om det inte férekommer skdrningar
kridvs det n linjer for att varje ruta i en kvadrat med sidan n ska passeras av
nagon linje. Fér n = 1 och n = 2 &r detta omedelbart sant. Vi ska strax visa att
detta ocksa géller for n = 3. I det allménna fallet placerar vi en kvadrat i ett
ratvinkligt koordinatsystem med hérnen i punkterna (0,0), (0,n), (n,n), (n,0)
och drar diagonalerna i kvadraten. Varje linje kommer da att skira nagon av
diagonalerna med en vinkel som &ar storre eller lika med 45°. Vi kan darfér utan



inskrankning anta att nagon av de n — 1 linjerna, sig [, ir en linje med negativ
lutning. Antag att I skir diagonalen i en punkt (z,z), dir k < z < k+1 (nagon
linje méaste ju passera det inre av rutan med horn i punkterna (k, k), (k,k+ 1),
(k+1,k+1), (k+1,k)). Denna linje passerar inte genom nagon ruta i kvadraten
med horn i punkterna (0,0), (0, k), (k, k), (k,0), hir kallad Ag x, och inte heller
genom nagon ruta i kvadraten med horn i punkterna (k+1,k+1), (k+1,n), (n,n),
(n,k+1), hér kallad Agi1 - Vi ska visa att under de givna forutséttningarna
maste det finnas en linje som skir savél kvadraten Ag ; som kvadraten Ay 1 .
Det betyder i sin tur att den maste skira linjen [ nagonstans i kvadraten.

Betrakta fallet n = 3 och antag omvént att det inte féorekommer nagra
skdrande linjer inom kvadraten. Det finns da en linje [ med negativ lutning som
passerar det inre av mittrutan. Men det maste da finnas linjer pa émse sidor
om [: en linje som passerar rutan Ag; och en linje som passerar rutan As 3. Det
skulle alltsa kravas tre linjer for att passera samtliga rutor i kvadraten. Enda
mojligheten att klara av att ticka kvadraten med tva linjer, vilket vi visade i
a), vore att linjen genom Ag 1 ocksa passerade A 3. Men en sadan linje maste
nodvindigtvis skira linjen [, och vi har hir fatt en motsigelse. For att ticka
alla rutor i fallet n = 3 krévs det alltsa tre linjer om det inte forekommer nagon
skirning inom kvadraten.

Det allméinna fallet visas med induktion. Vi ska visa att det krivs n linjer for
att samtliga rutor ska kunna passeras i en kvadrat med sidan n om skirningar
saknas. Vi antar att pastaendet ar visat for alla kvadrater med sidan 1,2,...,
n — 1 och vi ska visa att det da ocksa géller for en kvadrat med sidan n. Vi an-
vander den utstakade strategin och tillimpar samma teknik som i fallet n = 3.
Om det inte féorekommer nagra skirningar i kvadraten krivs det enligt antagan-
det k linjer for att passera samtliga rutor i kvadraten Ag och n — k — 1 linjer
for att passera rutorna i Ag41,y,, dvs utover linjen ! skulle det krévas n— 1 linjer
for att ticka hela kvadraten. Enda mdojlighet att klara av att ticka samtliga
rutor med inalles n — 1 linjer, vore att nagon av de linjer som passerar Ay
ocksa passerar Aj41,,, men da denna i s& fall maste skéira [ har vi hir fatt en
motsigelse. Eftersom pastaendet ar visat vara sant fér kvadrater upp till n = 3,
foljer enligt induktionsantagandet att det dr sant for varje viarde pa n.

6. Vi noterar att pastaendet ar trivialt f6r n = 3 (av ett horn kan vi kapa av
en triangel, med godtyckligt liten area, s att en fyrhoérning bildas); detsamma
géller for n = 4. Antag darfér att n > 5. Lat PQ vara storst bland alla sid-
och diagonalldngder i manghdrningen och dra linjer parallella med PQ genom
alla horn. Hela den givna manghorningen kommer da att ligga mellan tva av
dessa linjer. Dra sedan linjer, ortogonala mot PQ), genom alla horn; aterigen
kommer hela den givna figuren att ligga mellan tva av dessa linjer, ndmligen de
som passerar genom P och . Om nagot hérn funnes utanfér dessa bada linjer
skulle det finnas en sid- eller diagonallingd som &versteg lingden av PQ. Fol-
jaktligen finns det en rektangel, formad av ndmnda par av linjer, som innehaller
manghorningen. Punkterna P och @ jamte ytterligare minst en punkt kommer
da att ligga pa rektangeln.

Antag forst att PQ &r en diagonal i manghorningen. Det betyder att P och @
inte kan sammanfalla med nagot av rektangelhérnen, dvs manghdrningen méaste
ha minst ett hérn pa varje rektangelsida. (Om rektangeln har horn i punkterna
A, B,C, D later vi P ligga pa sidan AB och @ pa sidan C'D. Strackan PQ ar da
parallell med sidorna AD och BC'.) Vi later P, M (pa sidan BC), @Q och N (pa



sidan AD) vara fyra sddana horn och bildar fyrhérningen PM QN (eventuellt
kan N sammanfalla med nagot av hornen A eller D, medan M kan sammanfalla
med nagot av hornen B eller C). Eftersom ménghdrningen dr konvex, kommer
den att innehalla fyrhorningen.

Lat arean av rektangeln ABCD vara T. Manghorningens area, som ju &r lika
med 1, dr d& < T'. Eftersom arean av triangeln PNQ &r lika med halva arean
av rektangeln APQD och arean av triangeln PM (@) ar lika med halva arean av
rektangeln PBCQ, har fyrhorningen PMQN arean T/2, som saledes dr > %
Antag nu att PQ ar en sida i manghorningen. Den kommer d& att sammanfalla
med en av rektangelsidorna, lat denna sida vara AD. Nagot av manghdrningens
horn kommer da att ligga pa sidan BC. Lat detta horn vara M. Om rektangeln
ABCD har arean T', har triangeln PMQ, dvs triangeln AM D arean T'/2. Men vi
kan bilda en fyrhoérning genom att anviéinda ytterligare ett av manghdrningens
horn. Pga konvexiteten kommer fyrhdrningens area att vara minst lika med
triangelns area och vi kan dra samma slutsats som i féregaende fall. Vi har
darmed visat att det alltid finns en fyrhérning av 6nskat slag och vars area &r
minst lika med %



