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1. Vi utvecklar de bada leden och far ekvationen
2+ ay + 2*y° +y® = 2® + 327y + 3xy® + ¢,
vilken efter férenkling kan skrivas
zy(lzy — 3z —3y+1) =0.

Vi ser att alla heltalspar (z,y) dar x = 0 och/eller y = 0 léser ekvationen.
Ytterligare losningar far vi genom att betrakta ekvationen xy — 3z — 3y + 1 = 0.
Vénsterledet kan skrivas som (z — 3)(y — 3) — 8, vilket ger ekvationen

(x—3)(y—3) = 8.

Eftersom 8 =1-8 = (—1)-(—8) =2-4 = (—2) - (—4), kan talparet (x — 3,y — 3) anta
Véirdeparen (178)7 (87 1)7 (_17 _8)7 (_87 _1)7 (274)7 (47 2)7 (_27 _4)7 <_47 _2> Vi far
darfor ytterligare atta losningar, ndmligen de talpar (x,y) som é&r lika med (4,11),

(1174)7 (27_5)7 (_572)7 (577)7 (77 5)7 (17_1)7 (_171)-
Svar: Alla heltalspar (z,y) dér x = 0, y = 0 samt paren (4,11), (11,4), (2,-5),
(-5,2), (5,7), (7,5), (1,-1), (—=1,1)

2. Lat oss studera det allmédnna problemet med n kéande personer, n > 1. Vi betecknar
kunderna med K3, Ks, ..., K,, i den ordning de stod i den ursprungliga kon. Vi scker
S, = antalet mojliga placeringar i den nya kon. For n = 1 &r bara en placering mojlig;
féor n = 2 har vi tva mojligheter, dvs vi har S; =1 och Ss = 2.
Lat oss nu anta att n > 3. I den nya kon kan K; antingen stélla sig pa plats nr 1 eller
plats nr 2. Om K stéller sig forst, kan de ovriga n — 1 kunderna sedan placera sig

over platserna 2,3,...,n enligt givna regler, dvs pa S,_1 olika satt. Om K; stéller
sig pa andra plats, ar det bara K5 som har ratt att stélla sig framst. De n — 2 6vriga
kunderna K3, Ky, ..., K, ska darefter fordela sig 6ver platserna 3,4, ...,n, vilket kan

ske pa S,,_o olika sétt.

Vi finner saledes att S,, = S,,—1+5,_2 for n > 3. I uppgiften gallde det att bestimma
S12. Vi anvander den funna rekursionsformeln och far i tur och ordning:

S3 =8485 = 3,5 =3+2=5,5=28,5 =13, S; =21, Sg = 34, Sg = 55,
S10 = 89, S11 = 144 och slutligen S15 = 233.

Svar: 233 placeringar

3. Lat triangeln ha sidlangderna a, b och ¢ som figuren visar. Enligt bisektrissatsen
|BD| _ ¢

géller att bisektrisen till vinkeln A delar sidan BC' sa att 1cD] = b Det betyder att

strackan C'D har langden # - a. Motsvarande géller for bisektrisen till vinkeln C.



Den delar sidan AB sa att % = g, vilket innebéar att strackan AFE har langden
b

m - C.
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Vi ska salunda visa att
ab N be b
b+c a-+b ’
vilket ar ekvivalent med att a c

— <1,
b+c+a+b

eller

a? + ab+ bc + ¢

1 1.
(1) ab+62+ac+bc<

Men enligt cosinussatsen ar
b2 = a4 ¢® — 2ac-cos B > a® + ¢ — ac,

eftersom vinkeln B &r > 60° (och < 180°), dvs cos B < 1. Men detta innebér att

vinsterledet i (1) 6kar om vi i dess nimnare ersitter b> med a? + ¢ — ac, dvs

a? + ab + be + 2 < a? + ab + be + 2
ab+ b2 +ac+bc  ab+a?+ 2 +bc’

men det senare ledet &r ju ar lika med 1. Foljaktligen maste vénsterledet i (1) vara
< 1 och olikheten &r visad.

. Nollstéllena ligger symmetriskt kring a + % = m, sig. Lat

9(x) = f(a+m).

Da har polynomet g nollstéllena —%d, —%, %, %d, och kan enligt faktorsatsen skrivas
3d d d 3d
g(z) = clz + ?)(53 + 5)(1‘ - 5)(53 - ?)

for nagot tal ¢ # 0.

Nu ar

3d d d 3d
g(—z) = c(—x + 3)(—95 + 5)(—9? - 5)(—95 - 7)
3d d d 3d

c(x — 3)(1‘ - 5)(45 + 5)(33 + ?) = g(z),



dvs g ar en jamn funktion. Da foljer att dess derivata, ¢/, &r en udda funktion.
Eftersom ¢’ ar ett tredjegradspolynom, ar dess nollstéallen darfor —b, 0, b, for nagot
tal b. Men da f'(x) = ¢'(x—m), foljer att nollstéallena till f’ ocksa bildar en aritmetisk
foljd.

Lat oss som tillagg ta reda pa hur nollstéllena till f” forhaller sig till nollstéallena till
f. Vi multiplicerar faktorerna i g(x) och far enligt konjugatregeln

g(@) = c(@® = (§))(=* = (¥)?) = c(a* — —-a? +
Polynomets derivata ar

5d? V5d V/5d

g (z) = c(4a® — 27:{}) =dcx(x — —)(x + 5 )s

vilket betyder att rotterna till ¢’ ar — V/5d 0,

2 )
m,m+@.

V5d

2

medan rotterna till f’ ar m — @,

5. Lat oss i rutnitet betrakta alla mojliga delkvadrater bestaende av fyra rutor.

alb

Vi noterar da att varje hornruta ingar i exakt en delkvadrat (i figuren ingar ruta a i
den heldragna kvadraten), varje kantruta som inte dr en hérnruta ingar i exakt tva
delkvadrater (ruta b ingar i savél den heldragna som i den streckade kvadraten), och
varje inre ruta, dvs som inte ligger lings en kant, ingar i exakt fyra delkvadrater.
Rutorna i figuren nedan &r markerade med antalet delkvadrater som de ingar i. Vi
har totalt M = 20042 olika delkvadrater, dvs M &r ett jimnt tal.

1122|122
2141414
2141414
2144

Lat oss nu rdkna antalet svarta rutor i var och en av de M delkvadraterna. Svarta
inre rutor blir darvid rdaknade 4 ganger, svarta kantrutor blir rdknade 2 ganger och
svarta hornrutor blir rdknade 1 gang. Eftersom varje delkvadrat innehaller ett udda
antal svarta rutor, samtidigt som M &r ett jdmnt tal, maste totala antalet rdknade
svarta rutor vara jamnt.

Lat nu H vara antalet svarta hornrutor, K antalet svarta kantrutor och I antalet
svarta inre rutor. Totala antalet rédknade svarta rutor ar da H + 2K + 4I. Men
eftersom 2K + 41 &r ett jamnt tal, foljer att H maste vara ett jamnt tal. Det maste
alltsa finnas ett jamnt antal svarta hornrutor.

For berékning av antalet mojliga farglaggningar inser vi att monstret entydigt bestams
av hur rutorna i den forsta raden och den foérsta kolumnen ar malade. Om exempelvis
tva av rutorna a, b och d i figuren nedan ar svarta, foljer att rutan e maste vara svart,
eftersom antalet svarta i den heldragna delkvadraten ska vara ett udda tal. Om alla
tre rutorna ar svarta foljer av samma skél att rutan e maste vara vit. Fargfordelningen



i den heldragna delkvadraten &r alltsa entydigt bestamd av fargerna hos rutorna a, b
och d. Vi kan fortsétta resonemanget pa samma satt med den streckade delkvadraten
och konstatera att fargen i ruta f ar entydigt bestdmd av firgerna hos rutorna b, ¢
och e. Vi inser att fargen pa var och en av rutorna i den andra raden kan bestdmmas
stegvis fran vanster till hoger. Om vi fortsatter pa detta sdtt rad for rad kommer
samtliga rutor ha fargbestamts entydigt av malningen i rad 1 och kolumn 1.

Hur vi an fargsétter den forsta raden och den forsta kolumnen &r det alltid mojligt
att ordna sa att varje delkvadrat i rutnitet innehaller ett udda antal svarta rutor.
D4 varje ruta kan malas pa tva sidtt och da sammanlagda antalet rutor i den forsta
raden och den forsta kolumnen ar 2 - 2005 — 1 = 4009, finns det foljaktligen 24009 sitt
att farglagga rutnéatet.

a
aQ
1= O

Svar: Rutnitet kan malas pa 24009 sitt.

. Lat oss forst bestdmma den storsta mojliga arean. Vi inser att bilden av tetradedern
antingen dr en triangel eller en fyrhorning. Nér bilden ar en triangel, maste denna
vara en projektion av en av tetraederns sidor. Den maximala arean av bilden ar lika
med arean av tetraederns sida, eller v/3/4 (hojden mot varje triangelsida ar v/3/2).

Om bilden &r en fyrhorning ar fyrhorningens diagonaler projektioner av tva av tetra-
ederns kanter. Varje diagonal kan darfér maximalt ha hogst lingden 1, vilket gor
att fyrhorningens area dr hogst lika med 1/2. Denna area antas om och endast om
bada diagonalerna har langden 1 och bildar rat vinkel med varandra. Men detta kan
astadkommas om vi later de aktuella kanterna hos tetraedern vara parallella med
projektionsplanet. Vi far da en area som &r storre dn den maximala triangelarean,
namligen 1/2.

Lat oss nu bestdmma den minsta mdojliga arean. Lat hornen i tetraedern vara A, B,
C, D och antag att deras projektioner i planet ar resp A’, B’, C', D'.



B/

A’ C’

I figuren &r punkten D’ en inre punkt i triangeln A’B’C’, men den kan eventuellt
sammanfalla med nagot av triangelhérnen eller ligga pa nagon av triangelsidorna.
Lat linjesegmentet PQ vara den inversa bilden av D’. Det innebéar att om P utgor
hornet D i tetraedern sa ar @@ den punkt pa tetraedersidan ABC som é&r sadan att
varje punkt pa PQ projiceras i D’.

Tetraedern ABC'D kan da delas upp i tre deltetraedrar, PQAB, PQAC och PQBC.
Volymen av PQAB har samma volym som en tetraeder med basytan A’B’D’ och
héjden PQ.

Motsvarande géller for de bada ovriga deltetraedrarna, dvs volymen av tetraedern
ABCD ér lika med volymen hos en tetraeder med basytan A’B’C” och hojden PQ.
Eftersom |PQ| < 1 (avstandet mellan tva punkter pa tetraederns yta kan hogst vara
en kantlangd) och da tetraederns volym &r given, blir arean av bilden som minst nér
|PQ| ar som storst. Detta intréffar ndr PQ sammanfaller med en av kanterna, t
ex nar punkten D’ sammanfaller med A’. Linjesegmentet PQ sammanfaller da med
kanten DA som &ar ortogonal mot projektionsplanet. Volymen av en regelbunden

bh _ a®\2

tetraeder med kantlangden a ar *3* = %53, dar b &r basytans area och h hojden mot

densamma. Med kantlangden 1 blir b, dvs den minimala bildarean, lika med %.
Resonemanget nér bilden &r en fyrhorning ar likartat. Vi betecknar diagonalernas
skarningspunkt med P’ och later linjesegmentet P(Q vara den inversa bilden av P’.
Hér ligger P och @ pa var sin kant. Tetraedern ABC'D kan denna gang delas upp
i fyra deltetraedrar, PQAB, PQBC, PQCD och PQDA. Den forstnamnda har
samma volym som en pyramid med basytan A’B’C’D’ och héjden PQ. Det galler
att |[PQ| < 1 med likhet om och endast om P sammanfaller med en av kanterna,
vilket innebér att den projicerade fyrhorningen 6vergar i en triangel. Vi har darmed
kommit tillbaka till foregaende fall.

Svar: Storsta mojliga area &r 1/2, minsta mojliga area ar v/2/4.



