SKOLORNAS MATEMATIKTAVLING
Svenska Matematikersamfundet

Losningar till finaltavling den 20 november 1999

1. Eftersom vénsterledet &r > 0 maste ev 16sningar z till ekvationen uppfylla olikheten

2?4+ 2—30>0
eller, efter faktoruppdelning,
(x —5)(z+6) >0.
Uppenbarligen galler detta for x < —6 och x > 5. Men for x < —6 ar
?—x—1l=x(r—1)—1>(-6)(-5) — 1 =29,
medan for x > 5 dr samma uttryck
>5-4—1=19.

I bigge fallen betyder det att |22 —x — 1| = 22 — 2 — 1, att |[22 — 2 — 1| — 2| =
|72 —2 —1—2|=2% —2 — 1 — 2 osv. Vi finner att vi pa detta siitt kan plocka bort
samtliga beloppstecken, varfor viinsterledet blir 22 —x — (1 +2+3+4+5) och vi far
ekvationen

2?2 -z —15 =22+ 2 — 30,

eller 2z = 15 med l6sningen x = 7, 5.

SVAR: © =7,5.

. LOSNING 1. Med strackan O;05 som diame-
ter drar vi halvcirkeln C' som figuren visar. Den
gemensamma tangenten till de bada cirklarna &r
normal till namnda diameter i tangeringspunk-
ten, 1T', och skér halvcirkeln i punkten Q.

Drag striackorna QO; och O, samt de andra
tangenterna till de bada cirklarna genom @ sa
att Cy tangeras i punkten A; och Cs i punk-
ten By. Nu ar Z0:Q02 = 90° (bagvinkel pa
en halvcirkelbage) och ZA1Q0; = LO1QT = «
sig, och /TQO; = /02,QBy = ( sdg. Vi vet
ocksa att |A;1Q] = |QT| = |B1Q)|.

Detta innebér att ZA;QB1 = 2(a + () = 180°, dvs A;QB; bildar en rét linje med
Q som alltsa ar tangent till de bada cirklarna. Eftersom denna dr entydig har vi att
A = Ay och B = B;. Mittpunkten pa |AB| ar Q; alltsa ar P = @ och foljaktligen &r
LO1PO3 = 90° om P ligger mitt pa |AB|.
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LOSNING 2. Lat r; vara radien i cirkeln C; och
ro radien i cirkeln Cs. Vi bildar ytterligare tva
cirklar: C] med medelpunkt O} och radie 7,
samt C% med medelpunkt O och radie 5. Vi
placerar C] sa att den tangerar Cy utvindigt
i punkten B och C) sa att den tangerar C
utvindigt i punkten A.

Av symmetriskél tangerar ocksa C] och CY, varan-
dra utvandigt. Om vi forenar medelpunkterna
med réta linjer, O; med Oz, Oy med Of, O]
med 05, O5 med Oq, far vi en romb med sidan
1+ 7o.

Vi vet da att diagonalerna skar varandra under rata vinklar samt att tangenten AB
ar normal till sidorna 0104 och O0]. Trianglarna O; AP och O] BP &r kongruenta
(att trianglarna ar ratvinkliga och har vinklarna O; PA och O} PB lika medfor att de
ar likformiga, medan |01 A| = |BO]| gor att de ocksa &r kongruenta). Saledes maste
diagonalen O10] skéra héjden AB mitt itu. Med samma slag av argument delar
diagonalen 0,0} AB mitt itu. Det betyder att skdrningspunkten mellan rombens
bada diagonaler maste sammanfalla med mittpunkten P pa strackan AB. Alltsa
bildar O P och O3 P rat vinkel med varandra.

LOSNING 3. Viska har anvinda oss av att vinkeln

O1 POy ér riit om och endast om |01 P|>+| PO, |? = Cs
|O102)%. (Med standardbeteckningar for trianglar C

giller enligt cosinussatsen att a? = b% + ¢ — 0

2bc cos A, dvs a®> = b? + ¢® om och endast om 0, DQ
vinkeln A ar rét.) RN T2
Lat ry vara radien i cirkeln Cy och 7o radien i
cirkeln Cy samt antag att strackan AB har lingden A B

2t.

Vi kan utan inskrénkning anta att r1 < ro. Drag parallellt med AB strackan O1D,
dér D ligger pa radien OsB till cirkeln Cy. Triangeln O1 DO, ar ratvinklig med
hypotenusan O;0,. Pythagoras sats ger

(2t)* + (rz —r1)? = (11 +712)%,

varav t2 = r179.
Pythagoras sats tillampad pa trianglarna O; AP och O BP ger

|0, P> = t* + 7% resp. |OoP)? = 1% 413,
Harav foljer att
|O1P|?> + |02 P> = 2t* + 73 + 13 = 2riro + 12 475 = (ry, +12)% = |0104%,

och pastaendet ar visat.

3. Vi betraktar slutsiffrorna i varje term i vansterledet:

5% slutar pa 1 eller 5 (z kan ju vara lika med 0),
6Y slutar pa 1 eller 6,

7% slutar pa 1, 3, 7 eller 9, och slutligen

11* slutar alltid pa 1.



Kontroll av de 2-2-4-1 = 16 slutsifferkombinationerna visar att endast 2 ger en summa
som slutar pa 9. Eftersom ett udda antal av termerna maste vara udda och darmed
ocksa ett udda antal av termerna maste vara jamna for att ge en udda summa, krévs
att den enda mojliga jamna slutsiffran finns med: 6Y maste sluta pa 6.

Men da maste antingen alla de 6vriga termerna sluta pa 1, vilket betyder att x = 0,
z ar delbart med 4 (inkluderar fallet z = 0) och u > 0, eller sa maste 5* sluta pa b5,
6Y sluta pa 6, 7% pa 7 och 11* pa 1.

I det forsta fallet kravs att z = 0 eftersom 7% > 1999 for z > 4. For att detta ska
kunna vara en lésning maste 6Y 4+ 11% = 1997. Men 1997 — 114 < 6Y < 1997 — 113 for
1 <y <4och6Y>1999 for y > 5, varfor vi inte har nagon 16sning i det forsta fallet.

I det andra fallet kan 10-talssiffrorna i vansterledets termer sluta enligt foljande. I
5% :0eller 2,16Y:0,3, 1Leller9,17%:0,111%: 1, 2 eller 3. Eftersom summan av
entalssiffrorna ger en minnessiffra maste summan av tiotalssiffrorna sluta pa 8. Enda
mojlighet ar att tiotalssiffrorna i tur och ordning &ar 2, 3, 3, vilket betyder att vi maste
haz>2 y=2,2=1o0chu=23. Men 1999 — 62 — 7! — 113 = 625 = 5%,

Enda 16sning ar alltsa ¢ =4, y =2, 2z =1 och u = 3.

SVAR: =4, y=2,z=1,u=3.

. Vi kan utan inskrankning anta att hérnen befinner
sig pa sidorna AB, CD och DA i punkterna F, '
F, G resp som figuren visar. Drag striackan HF, :
med H pa AB, parallell med BC. Lat a beteckna |
vinkeln DF'G. Av symmetriskal riacker det att stu- |
dera fallet /ZDFE <90°, dvs vi har 0 < o < 30°. G |
Lat z vara triangelns sida. Uppenbarligen antar x :
sitt minsta varde nér triangelsidan EFF samman- = |
faller med HF', da o = 30°, och vi har alltsa x > 1.
Foljande samband mellan z och « ska darvid vara
uppfyllda:

1)|FD|=zcos a <1

2)|FH| =xcos LZEFH = xcos(30° —a) =1
Darav foljer att cos a < cos(30° — «). Omvént, for varje a som uppfyller denna
olikhet bestdms z entydigt av villkoret 2) som 1/cos(30° — «), vilket vérde ocksa
uppfyller villkoret 1). Eftersom cos a &r en monotont avtagande funktion av « i
intervallet 0 < o < 30°, ar olikheten ekvivalent med o« > 30° — «, dvs @ > 15°.
Sidlangden z kan darfor anta varje virde mellan 1/cos15° och 1. Men

150 /1 + cos 30° 1+v3/2 V2++3
COS = = =
2 2 2

1 2
cos 15° mZQ\/Q—\/g:\/g_gh/g

— \J6+2-2v2V6 = \/(VB— v2)? = VB — V2 ~ 1,035,

som ger

SvaR: Sidlingden kan anta varje virde mellan 1 och v/6 —+/2 (griinserna inbegripna).
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5. Lat t,, beteckna summan i vinsterledet av olikheten, dvs x1xs +Tox3 + ...+ Xp_ 12y,
och lat T;, beteckna alla 6vriga produkter av typ z;z; med olika index 4, j och med
i < j. Saledes &r t, + T,, = summan av alla n(n — 1)/2 mojliga produkter z;z; for
vilka ¢ < j. Darefter konstaterar vi att

P=(xydwat+... ) =@ a2+ 2?) F2x e F a2 11y)

+2((x123 + T12g + ...+ 212p) + (T2xg + ToTs + ...+ ToTy) + ..+ Tp_oTy)
= (22 422+ ..+ 2P) 42, + 2T,

Vi ska visa olikheten
§% > dt,,

dvs
(1) (3 + 23+ ... +22) —2t, + 2T, > 0.

Lat oss se om vi kan omforma vinsterledet i (1), eller delar dérav, till en kvadrat, u2,
dér u, ar ett lampligt linjart uttryck i 1, zo,...,x,. For att fa minustecken framfor
produkterna xqxs, xoxs3, ..., Ty_12, ansitter vi

Up =21 —Ta + 23— ...+ (—=1)"x,,
dér vi alltsa har alternerande tecken pa z-termerna. Kvadrering ger nu
u? = (22 + a3+ .. 4 a?) -2, + 27,

dér T, liksom T;, innehaller alla produkter x;x; (i < j) som inte ingar i ¢,,, dock med
den skillnaden att vissa produkter z;z; i T), &r forsedda med minustecken. Detta
betyder att T,, > T,,. Foljaktligen ar

s —dt, = (a2 + w2+ ..+ x2) =2, + 2T, > (22 + 22+ ... +22) - 2t, + 2T
2
=u, > 0.

Darmed ar olikheten visad.

6. Vi anviander forkortningarna sgd(a,b) och mgm(a,b) for att beteckna den storsta
gemensamma delaren till resp den minsta gemensamma multipeln av talen a och b.
Faktorer som ar gemensamma for a och b finns med i saval sgd(a,b) som mgm(a,b),
medan faktorer som &r specifika for a eller b finns med i mgm(a, b) men inte i sgd(a, b).
Om primtalet p forekommer med potensen z i talet a och med potensen y i talet b,
forekommer salunda p med potensen min(z,y) i talet sgd(a,b) och med potensen
max(z,y) i talet mgm(a,b). Men eftersom min(z, y)+max(z,y) = z +y, ingar p med
potensen x + y i savél a - b som sgd(a, b)-mgm(a,b). Foljaktligen &r

sgd(a,b) - mgm(a,b) = a - b och vi har sgd(a,b) < mgm(a,b).

Nar talen a och b ersétts med talen sgd(a,b) och mgm(a,b) giller for de bada senare
talen att p” ingar i det ena och pY i det andra. Primfaktorerna kommer alltsa att
flyttas mellan talen med oféréandrade potenser och antalet férdelningsvarianter ar
andligt.

(Fér att ta ett exempel dr sgd(36,120)=sgd(2? - 32,23 -3 -5) = 22.3 = 12, medan
mgm(36,120) = 23 .32 .5 = 360. Talet 12 dr det storsta heltal som delar savil 36
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som 120, medan 360 dr det minsta heltal som &r delbart med savil 36 som 120. Vi
ser att 12 - 360 = 36 - 120 = 4320.)

Slutresultatet blir att primtalspotenserna for varje forekommande primtal férdelas
over talen sa att det storsta talet innehaller den hogsta potensen for varje primtal,
det nést storsta den hogsta potensen av de primtal som aterstar, osv. Sa linge som
det finns valmgojligheter, dvs sa lange som det finns tva tal a och b, a < b, sadana att
a inte ar en delare till b, kan vi inte ha natt ndmnda slutméal rérande fordelningen
av primfaktorerna. Det maste da namligen finnas ett primtal p som férekommer med
hogre potens i a dn i b. Det enda som nu skulle kunna férhindra oss att na slutmalet
ar att vi under processens gang hamnar i en cykel som vi inte kan ta oss ur. Vi ska
visa att detta inte kan intréffa.

Om talen a och b byts mot ¢ = sgd(a,b) och d = mgm(a, b) galler ndmligen alltid att
c+d > a—+b. For att inse detta skriver vi a = cx och b = cy, varav d = cxy. Enligt
férutsdttningarna ar savél x som y storre &n 1. Harav foljer att

(c+d)—(a+b)=cl+azy—z—y)=clz—1)(y—1) > 0.

Eftersom summan av n tal innehallande givna primtalspotenser ar begransad uppat
maste processen vara dndlig och kan foljaktligen inte innehalla nagon cykel.
Sammanfattningsvis konstaterar vi att vi efter ett dndligt antal steg hamna i ett
lage dér vi inte lingre har nagra valmojligheter och dér slutresultatet blir detsamma
oavsett hur vi har valt ut paren under processens gang.

(I det i problemtexten givna exemplet med talen 4, 6 och 9 ingar primtalet 2 med
potensen 2 i talet 4 och med potensen 1 i talet 6. Foljaktligen ska 22 inga i det storsta
talet i sluttrippeln medan 2! ska inga i det nést storsta.

Vidare ingar primtalet 3 med potensen 2 i talet 9 och med potensen 1 i talet 6. Saledes
ska ocksa 32 ingé i det storsta talet i sluttrippeln, medan 3! ska inga i det néist storsta.
I sluttrippeln far vi alltsa talen 1, 2-3 = 6 och 22 - 3% = 36.)



