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1. Vi ska forst visa att talet 1 maste vara skrivet med bla farg. Antag omvéant att 1 ar
skrivet med rod farg. Enligt forutsattningarna finns det ett heltal a, 2 < a < 10, som
ar skrivet med bla farg. Men i sa fall maste produkten 1-a = a vara skriven med réd
farg vilket innebér en motségelse.

Vi visar sedan att talen 2 och 3 bada &r skrivna med bla firg. Antag forst att 2 och
3 ar skrivna med olika farg. I sa fall maste summan, 5, vara skriven med bla farg:
motsagelse. Talen 2 och 3 ar alltsd skrivna med samma farg. Men denna farg kan
inte vara rod, eftersom summan av en bla 1:a och en réd 2:a da skulle ge en bla 3:a.
Alltsa ar 2 och 3 bada blafargade.

Med samma argument kan inte 4 och 5 bada vara rodfargade. Talet 4 maste alltsa
vara blafargat.

Eftersom talen 2 och 5 ar olikfargade blir produkten 10 rodfargad. Daremot ar talen
6, 7, 8 och 9 blafargade eftersom alla dessa kan skrivas som summor av tva olikfargade
tal: 1+5,24+5,3+5, 44 5 resp.

SvaR: Utover talet 5 finns ytterligare ett rodfargat tal, 10. De &vriga atta talen ar
blafargade.

2. LOSNING 1. Da polynomet P har formen
P(z) =ag+ a1+ asx® + ...+ 2"

ska insittning av o2 + 1 i stéllet for 2 ge uttrycket 62* — 22 + 5. Vi méaste ha n = 2
och far efter kvadratkomplettering

Pz?+1) =621 =22 +5=6(2*+1)2 = 1222 =6 — 22 +5 = 6(2* + 1) — 13(2? + 1) + 12.

Hirav foljer, eftersom framstillningen ér entydig, att P(z) = 62% — 13z + 12 och med
x utbytt mot 22 — 1 att

P(z? —1) =6(x? — 1) —13(2® — 1) + 12 = 62* — 252 + 31.

LOSNING 2. Alternativt kan man, eftersom P har grad 2, anséitta P = asx?+a x4 ag
och identifiera as, a1 och ag. Det ska alltsa gélla att
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az(2® +1)* + a1 (2* + 1) + ag = 62* — 2> +5.

Men vansterledet ar lika med
azz® + (2az + a1)x® + (a2 + a1 + ag).
Identifiering ger as = 6, a; = —1 —(2-6) = =13, a9 = 5 — 6 — (—13) = 12. Det

sokta polynomet #r alltsd P(z) = 622 — 132 + 12 och vi avslutar pa samma sitt som
i foregaende 16sning.

SVAR: P(z? — 1) = 62* — 2522 + 31.



3. Om n &r delbart med 3 &r forstas n? ocksa delbart med 3. Om n ér pa formen 3k=41 Ar
n? pa formen 9%k%2 4+ 6k + 1, dvs om n inte &r delbart med 3 ger n? resten 1 vid division
med 3. Bland tre pa varandra foljande heltal finns det alltid ett tal som ar delbart
med 3 och tva som inte har denna egenskap. Det innebér att n? + (n+ 1) + (n +2)?
ger resten 2 vid division med 3 for varje heltal n. Men eftersom 0 och 1 ar enda
mojliga rester nir en heltalskvadrat divideras med 3, finns det alltsa ingen 16sning till
den givna ekvationen.

4. LOSNING 1. Vi ska forst visa att projektionen av triangeln pa nagot av planen x = 0,
y = 0 och z = 0 maste vara en triangel vars horn har heltalskoordinater. Om
projektionen pa nagot av planen inte ar en triangel maste den besta av en stracka.
Om projektionerna pa exempelvis xzz-planet och yz-planet bada utgdrs av strackor
maste triangeln ligga i ett plan som &r ortogonalt mot saval xz- som yz-planet, vilket
betyder att triangeln ligger i ett plan parallellt med zy-planet. Projektionen pa detta
plan maste da vara en triangel. Hogst tva av projektionerna kan saledes utgoras av
striackor; den tredje maste vara en triangel och enligt forutsattningarna ha heltals-
koordinater.

Lat oss nu anta att projektionen pa xy-planet utgors av en triangel med koordinaterna
(z1,91), (r2,92), (x3,y3). Om denna triangel har en area som ar > % maste detsamma
gélla den ursprungliga triangeln.

Enligt areaformeln géller att triangelarean &r lika med

%’(1’2 —21)(ys —y1) — (w3 — 21)(y2 — )l

Eftersom uttrycket innanfor beloppstecknet &r ett heltal, som enligt forutsattningarna
maste vara skilt fran 0, &r arean > % - (det minsta mojliga heltalet), dvs > % -1. Men
om projektionens area ar > % maste ocksa den projicerade triangelns area vara > %

LOSNING 2. Vi anvénder oss av att det pa nagot av planen x = 0, y = 0, z = 0
finns en projektion som &r en triangel vars horn har heltalskoordinater. Vi sérskiljer
féljande fyra fall.

1) Triangeln har tva av sina sidor parallella med koordinataxlarna

2) Triangeln har precis en sida parallell med en koordinataxel.

3) Triangeln kan inskrivas i en rektangel med sidorna parallella med koordinataxlarna
sa att ett triangelhorn sammanfaller med ett rektangelhérn medan de bada Ovriga
triangelhornen ligger pa var sin rektangelsida (men inte i nagot rektangelhorn).

4) Triangeln kan inskrivas i en rektangel precis som i 3) men pa sadant sitt att tva
av triangelhornen sammanfaller med tva diagonalt belagna rektangelhérn, medan det
tredje triangelhornet ligger i det inre av rektangeln (men inte pa diagonalen mellan
ndmnda horn).

b b

I fallen 1) och 2) &r savil basen b som hojden h hela tal varfér arean &r lika med
b-h/2>1/2.

I fallet 3) kan vi avskéra en deltriangel till den betraktade triangeln med basen b och
héjden h som bada &r heltal enligt forutsdttningarna. Deltriangeln har da en area
som ar > 1/2. Detsamma maste gélla for hela triangeln.
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I fall 4) kan arean av triangeln uttryckas som differensen mellan halva rektangelarean
ab och summan av tva triangelareor 77 + T5. Eftersom triangelhornet i det inre av
rektangeln har heltalskoordinater maste savil Ty som T, vara pa formen heltal/2.
Detta géller da ocksa for den betraktade triangeln, men da dess area &ar positiv kan
denna inte understiga 1/2.

Vi har alltsa funnit att projektionens area ar > %, varav foljer att ocksé den ursprung-
liga triangelns area ar > %

. Primtalet p har derivatan p’ = 1. Samma derivata far vi forstas om vi skriver talet
som 1-p:
1-p)=1-p+1-p=1"p+1,

vilket ar lika med 1 om och endast om 1’ = 0.

Vidare finner vi att
0'=(0-p)=0-p+0-p'=0"p,

dvs 0/ =0’ - p, varav 0 = 0. Talet 0 ar alltsa lika med sin derivata.
Vi deriverar direfter p?, p primtal:

(P*) =p'p+pp =2pp = 2p.
Derivatan av p blir
() = (p*)'p+ p*p' = 2p* +p* = 3p°,

dvs man kan misstinka att derivatan av p” dr rp”~! for varje positivt heltal r. Vi
visar detta med induktion. Pastdendet ar uppenbarligen sant for r = 1. Antag att
pastaendet #r sant for r = m, dvs att (p™)’ = mp™~L. Vi ska visa att pastaendet da
ocksa maste gélla for » = m + 1. Men

<pm+1)/ — (pm)/p +pmp/ — mpm_l +pm — (m + 1)pm

och pastaendet foljer.
Betrakta tal pa formen p"q¢®, dar p och ¢ ar primtal och heltalen r och s ar bada > 1.
Derivatan blir:

oSy r—ls+r s—1 _ T S C—f—fz f"‘f
(P"¢") =rp" " q" + 1 sq (pq)(p q) n(p q)

1,72

Detta resultat kan generaliseras: Om talet n &r pa formen pi*p5?-...-p;* blir derivatan

1 T2 Tk
1 pyps e oop) =n(—+ = +... + —
) Wrpg Y = (2 2 T

Vi ska nu visa att derivatan ar véaldefinierad, dvs att varje faktorisering leder fram
till representationen (1).

Vi konstaterar att derivatan ar véldefinierad for alla naturliga tal < 12. Exempelvis
finner vi att 12’ ger vardet 16 pa derivatan saval for faktoriseringen 2 -6 som for 3 - 4.
Antag att det stillda pastaendet inte &r sant, dvs att det finns atminstone ett tal
n for vilket anvindande av regel 2 leder fram till skilda virden pa derivatan om n
faktoriseras pa tva olika sitt. Lat ng vara det minsta virdet pa n for vilket detta
galler. Vi ska visa att faktoriseringen

r1—t1, ro—ts rr—tk

no = (p* Pk L p ) (R - .. i) = A - B siig,



inte beror av talen tq,ta, ..., t,, dir 1 <t¢; <r;,;i=1,2,... k.
Har kan vi forutséatta att bada faktorerna ar > 2. Men i sa fall ar derivatan av varje
faktor véldefinierad och uppfyller (1) :

ry—1t1  ro—ts e — btk

(ng) =A"-B+A-B = A( + +.. 4+ )-B
p1 P2 Pk
t, ot t
+A B+ 24 By AP 24 4y,
p1 P2 Pk pP1 P2 Pk

som inte beror av faktoriseringen. Det finns f6ljaktligen inte nagot minsta tal for vilket
derivatan inte ar véldefinierad. Vi har fatt en motségelse och ddrmed &r derivatan
véldefinierad for varje naturligt tal n samt att den verkligen har formen (1).

Vi fann att talet n = 0 var lika med sin derivata. Finns det andra tal for vilket detta
giller? Om talet n &r pa formen p”, p primtal, blir villkoret att p” = rp" !, vilket &r
uppfyllt om och endast om r = p.

Enligt (1) &r derivatan > 1 for varje naturligt tal > 2. Betrakta nu ett tal pa formen
Ap", dar A &r ett positivt heltal > 2 och som inte ar delbart med primtalet p, samt
dar r ar ett heltal > 1. Kan talet vara lika med sin derivata? Derivatan ar

(Ap")' = A'p" + Arp™~ 1.

For att detta ska vara lika med Ap” maste A’'p + Ar = Ap, vilket forutsatter att r ar
delbart med p. Men om r = sp med s > 1, far vi A’ 4+ A(s—1) = 0, vilket ar omdjligt
eftersom véansterledet alltid ar > 0.

SvAR: Talet 0 och alla tal pa formen p?, dar p ar primtal, &r de enda naturliga tal

som ar lika med sin derivata.

. Fran ekvation 1 inser vi att y > 0 och dérefter fran ekvation 2 att z > y. Med hogerled
som bada &r heltal kan det ligga néra till hands att underscka om det finns nagra
heltalslosningar. Fran ekvation 1 ser vi att & + y kan vara hogst 3. Enda méjlighet
ar att y = 1 och & = 2, som visar sig vara en 16sning. Vi fragar oss om det finns flera
16sningar. Fran den andra ekvationen far vi

, 71/3
x:y—i—; 5

som insatt i forsta ekvationen ger

7\ 1/3 2
y<<y3+§> +y> =9

2
<<y9/2 + 73;1/2)1/3 + y3/2> —9=0.

Eftersom varje y-term ar stréngt vixande i y for y > 0 ar hela uttrycket i vanster led
en stringt vixande funktion av y (fér y > 0). Ekvationen har saledes endast 16sningen
y = 1 och systemet ar alltsa entydigt l6sbart med losningen x = 2, y = 1.

eller

SvARr: Ekvationssystemet har den entydiga 16sningen = = 2, y = 1.



