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1. Summan av talen pa platserna 1 — 20 &r 75. Summan av talen pa platserna 2 — 21
ar ocksa 75. Vi far alltsa samma summa om vi ersétter talet pa plats 1 med talet
pa plats 21. Dessa tal ar saledes lika. Denna periodicitet géller allmént: talen pa
platserna k, k+20, k440, ... ar lika for varje heltal k. Vi kan forstas fortsatta cirkeln
runt ett obegransat antal varv.

Salunda har vi samma tal pa platserna 1, 21, 41, ..., 241, 261, 13 osv (det aterstod
ju 268 — 261 = 7 tal pa det forsta varvet, varfor nésta tal i cykeln blir nr 13 pa det
andra varvet). Men samma tal maste vi da ocksa ha pa platserna

33, 53,..., 233, 253, 5 (= 273 — 268) osv, och darmed ocksa pa platserna

25, 45, ..., 245, 265, 17 osv, och sedan dven pa platserna

37, 57,..., 257, 9 osv.

Sammanfattningsvis ar talen pa platserna 1, 5, 9, 13 och 17 alla lika.

Analogt finner vi att talen pa platserna 2, 6, 10, 14 och 18 &r lika; att talen pa
platserna 3, 7, 11, 15 och 19 ar lika samt att talen pa platserna 4, 8, 12, 16 och 20 ar
lika. Talféljden ar darmed periodisk med perioden 4.

Bland 20 pa varandra foéljande tal upptréader perioden fem ganger. Summan av talen
pa platserna 1 — 20 &r foljaktligen en femtedel av summan av talen nr 1 — 20, dvs &r
lika med 15.

Nu vet vi att talet pa plats 17 och darmed ocksa pa plats 1 ar 3;

att talet pa plats 83 och darmed pa plats 3 ar 4;

att talet pa plats 144 och dérmed pa plats 4 &r 9.

Men da maste talet pa plats 210, vilket ar detsamma som talet pa plats 10 eller talet
pa plats 2, vara lika med 15— (3+4+9) = —1.

SVAR: Talet pa plats 210 ar —1.

2. For att alla ska hinna fram och tid maste var och en aka vespa langs nagon del av
strackan. Detta kan vi astadkomma pa foljande sdtt. Antag att punkterna P och @
delar upp den totala striackan i tre delstriackor av langderna a, b och ¢ som figuren
visar. Vi har a + b+ ¢ = 62.
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Antag att A och B aker vespa fran Vinterby till punkten @), varefter B fortsatter mot
Varkoping till fots, medan A vénder och hdamtar upp C som under tiden har hunnit
promenera fram till punkten P. Darefter aker A och C vespa hela vigen fram till
Varkoping.

Akér (a+b)+b+ (b+c)=(a+b+c)+2b= 062+ 2b km med 50 km/h;

B aker a + b = 62 — ¢ km med 50 km/h och gar ¢ km med 5 km/h;

C gar a km med 5 km/h och aker b + ¢ = 62 — a km med 50 km/h.

For att A ska hinna fram i tid, maste det gélla att

62+ 2b
50

< 3 som &r uppfyllt om b < (150 — 62)/2 = 44 km.



For att B ska hinna fram i tid, maste det gélla att

2i
65OC+§<3dvs att (62—c)+100<150ellerc<88/9:9% km.

For att C ska hinna fram i tid, maste det analogt gélla att
a < 9% km.
Av de tva sista villkoren foljer att
a+c<2-95 =192 km, dvs att b > 62— 193 =425 km .

Tydligen hinner alla tre i tid till marknaden om 42% < b < 44. For att de tre ska
anldnda till Varkoping samtidigt kravs att

62+2b_62—c+c a 62—a
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eller
62 + 2b = 62 + 9a = 62 + 9c,

vilket intraffar om

a:c:%b, dvs om %b—l—%b—i—b:GQ,

varav 9 62
_ 7 _ 12
b= 3 b_42—13 km.

De anlander da efter

62+2b 62+2-4213 961

=-—— =231}

50 50 325 325
eller ungefar 2 min 35 sek fore utsat tid.
SVAR: Ja, de kan komma i tid till marknaden.

. Den aktuella cirkeln har ekvationen
2?4+ (y—1)2 =1.
For att parabeln och cirkeln ska skara varandra
i punkten (z,y) = (z,ax?) # (0,0), maste det
galla att
22+ (az? - 1)? =1,

dvs att
22 +a®z* —2a2?+1 =1 eller 2?(a’*2*—(2a—1)) = 0.
Utover (z,y) = (0,0) giller for varje tinkbar skirningspunkt (x,y) att 22 = 2‘;—51
For att x ska vara skilt fran noll maste vi ha 2a — 1 > 0 eller a > % Detta &r
uppenbarligen ett nédvéandigt villkor. Vi far da z = j:—v2fl‘*1' Fragan ar om villkoret

ocksa ar tillrackligt. Vi maste da visa att for namnda vérden pa a ligger z = iiﬂg—l
2 _ a’—(1-a)? _
=o— =

mellan —1 och 4+1. Men detta &r uppenbarligen uppfyllt, eftersom x
1 - 0= o,



SVAR: Cirkeln och parabeln skir varandra i ytterligare tva punkter for varje a > %

. Lat oss beteckna k¥7 med n(k). Direkt ser vi att n(8) = 8 och n(9) = 9z = 3.
Déremot ar inte n(10) = 105 nagot heltal, eftersom 83 < 103 < 273, vilket innebér
att 2 < n(10) < 3. Vidare ir n(11) = 117 < 167 = 2. Men n(k) > 1 for varje k,
eftersom exponenten %-7 ar storre an 0.

Vi noterar saledes att
n(8) > n(9) > n(10) > n(11)

samt att 1 < n(11) < 2. Géller det allmént att n(k) ar en avtagande funktion i (k)?
I sa fall skulle det gélla att 1 < n(k) < 2 for alla k > 11.

Men n(12) = 125 < (25)5 = 2, n(13) = 125 < (26)s = 2 osv. Hér anviinder vi oss
av att k + 7 < 2F, i varje fall for k = 4,5,6. Men detta giller dven for heltal k > 6.
Detta foljer induktivt av att om olikheten ar uppfylld for £ = m, dvs om m+7 < 2™,
saArm+8 = (m+7)+1<2m42m = 2mF! och dirmed #r olikheten uppfylld ocksa
for k = m + 1. Enligt induktionsprincipen &r foljaktligen olikheten uppfylld for varje
heltal £k > 7.

SVAR: Endast for k = 8 och k = 9 antar k¥ heltalsviirden.

. Vi noterar att vinsterledet av den forsta ekvationen inleds med o — 3a?, som ingér
i utvecklingen av (a — 1)3. Lat oss undersoka vad som hénder om vi skriver nimnda
vansterled som en funktion av o — 1. Vi far:

(@® -3 +3a—-1)+2a-2)—14d=(a—1)>+2(a—1)—14 =0,

dvs a — 1 16ser ekvationen z3 + 2z — 14 = 0.
Om vi modifierar vansterledet av den andra ekvationen pa samma satt far vi

(B —=332+33-1)+(26-2) —14=(B-1°+2(B-1)+14=0,

men vi far nu +14 i stéllet for —14. Om vi multiplicerar ekvationen med —1 far vi
emellertid

—(B-1)3=2(—1)—14=0 eller (1-p)*+2(1-p6)—14=0,

och vi ser att ocksa 1 — 3 loser ekvationen 23 + 22 — 14 = 0.
Vilket samband rader mellan l6sningarna o — 1 och 1 — 37 Derivering av funktionen
f(z) =2%+ 22 — 14 ger

f'(x) = 32% + 2,

som ar positivt for alla viarden pa x. Foljaktligen &r f(z) strangt vixande i x och kan
darfor ha hogst ett nollstille. Om « — 1 och 1 — 3 bada &ar nollstéllen till f(z) maste
de salunda vara lika och det géller att « — 1 =1— 3, dvs att a + 3 = 2.

SvAR: Talen a och 8 har summan 2.

. Vi later hornen i tetraedern vara A, B, C' och D och vi soker lingden av kanten
CD. De 6vriga kanterna har alla langden 3. Vi later ett plan skdra klotet sa att
det passerar genom punkterna A, B och C. Lat oss kalla detta plan for basplanet.
Snittet utgdr en cirkel, Capc, med den liksidiga triangeln ABC inskriven. Triangeln
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har arean # och vi finner att cirkelradien ar
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( = produkten av triangelsidornas langder dividerad med 4-(arean)) .

Normalen genom cirkelns medelpunkt 7', som tillika ar medelpunkt i triangeln ABC),
passerar genom klotets medelpunkt O. Vi later ytterligare ett plan, har kallat héjdplanet,
skéra klotet. Detta plan ar ortogonalt mot basplanet, passerar genom punkterna C
och D samt mittpunkten, M, pa kanten AB. Hojdplanet passerar déarmed ocksa
genom punkterna 7" och M. 1 figur 2a ser vi den cirkel som utgor snittet mellan
héjdplanet och klotet. Om avstandet mellan basplanet och klotets medelpunkt ar x,

sé foljer enligt Pythagoras sats tillimpad pa triangeln CTO att z = /22 — (v/3)2 = 1.
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Vi observerar att M C utgér héjden mot sidan AB i triangeln ABC, medan M D &r
héjden mot sidan AB i triangeln ABD. Bada hdjderna har langden %\/g I figur 2b
aterger vi pa nytt héjdplanets snitt med klotet. Det aterstar att bestamma langden av
kanten C D, dvs langden av sidan C'D i triangeln CM D. Eftersom triangeln ar likbent
passerar bisektrisen till vinkeln M genom punkterna O och F, dar E ar mittpunkten
pa sidan C'D. Foljaktligen kommer strackan EM att utgora hojden mot sidan C'D i

triangeln C M D. Eftersom den ritvinkliga triangeln OT'M har kateterna 1 och v/3/2
féljer ur Pythagoras sats att hypotenusan OM é&r g
De ratvinkliga trianglarna OTM och CEM ar likformiga, eftersom de har en vinkel

gemensam. Av likformigheten foljer att

ca] ~ JoM| 5 4
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varav CE = % Kanten C'D har saledes langden 6v3

SvAR: Kanten C'D har langden G—ﬁ ~ 3.928.



