Kvalificeringstavlingen 2004, forslag till 16sningar

1. Vi ser att vi kan resa fran A till E via stdderna B och D lings
delstrackorna AB, BD och DE, som tillsammans har langden 8 mil. Detta
avstand Gverensstammer exakt med langden av strickan AFE. Eftersom sum-
man av delstriackornas langder a4r minst lika med hela striackans langd, maste
stdderna B och D ligga langs vigen mellan A och F.

Vidare konstaterar vi att strickorna AC, CD och AD har de respektive
langderna 5, 3 och 4 mil, vilket innebér att stiderna A, C' och D bildar hérn
i en ratvinklig triangel med réat vinkel vid D.

Men i sa fall &r ocksa triangeln CDFE ratvinklig med kateterna C'D och
DFE med langderna 3 och 4, medan hypotenusan foljaktligen har langden 5
mil. Avstandet mellan C och F &ar saledes 5 mil.

Svar: Avstandet mellan C och F ar 5 mil.

2. Lat de fyra talen vara a, b, ¢, d med summan s = a + b+ ¢ + d,
dér vi utan inskrédnkning kan anta att a < b < ¢ < d. Observera att talen
maste vara olika, ty annars skulle vi f4 minst tva dubbletter bland de sex
parsummorna.

De sex parsummorna kan paras samman och pa tre skilda sétt bilda
summan s:

(a+b)+(c+d)=(a+c)+(b+d)=(a+d)+ (b+c)=s.

Lat den felande summan vara x. Da galler att x +r = s, dar r ar en av
de fem redovisade parsummorna, samtidigt som summan av de fyra ovriga
parsummorna ar lika med 2s, ett jamnt tal. Eftersom summan av de fem
parsummorna ar 71, maste r vara udda, vilket ger tre mojliga varden pa r:
7, 11 och 23.

Om r = 7 blir s = 32 och x = 25, men eftersom vi bara kan bilda
summan 32 pa ett sitt, som 7 + 25, forkastas detta fall. Om r = 23 blir
s = 24 och x = 1, men en parsumma med tva olika positiva termer kan inte
vara lika med 1. Om r = 11 blir s = 30 och = = 19, och hér gar det att
bilda summan 30 pa tre satt: 7+ 23 =114+ 19 = 124 18 = 30. Den felande
parsumman &r alltsa 19 och det aterstar nu att bestdmma de fyra tal som
ger parsummorna 7, 11, 12, 18, 19 och 23.

Till f6ljd av vara antaganden &ar

a+b<a+c<min{a+d,b+c} <mar{a+d,b+c} <b+d<c+d.

Det betyder att den minsta summan &r a + b =7, varav b = 7 — a, och den
nést minsta ar a 4+ ¢ = 11, vilket ger ¢ = 11 — a. Da den storsta summan &r
c+d=(11—-a)+d=234ard= 12+ a, vilket ger a +d = 12 + 2a. Men
detta ska vara lika med nagon av de bada ”mittsummorna”, dvs antingen
12 eller 18. Eftersom a ar positivt maste summan vara 18 och alltsa a = 3,
vilket i tur och ordning ger b = 4, ¢ = 8 och d = 15.



Svar: Den felande summan ar 19 och de fyra talen &ar 3, 4, 8 och 15.

3. Om vi dividerar téljare och ndmnare med mn Gvergar uttrycket i
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vilket ocksa kan skrivas
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Uttrycket antar sitt maximivirde nér kvadraten i ndmnaren ar sa liten som
mojligt: differensen &r lika med 0 om och endast om m = n. Uttryckets
storsta varde ar alltsa %.

Uttrycket antar sitt minimivirde nér kvadraten i ndmnaren &r sa stor
som mojligt. Detta intraffar nar differensens absolutvirde ar sa stort som
mojligt, dvs nar 7 antar sitt minsta virde och > antar sitt storsta virde
(eller omvént). Uttrycket ar alltsa sa litet som mojligt ndr m = 1 och

n = 2004 eller m = 2004 och n = 1. Uttrycket blir i dessa fall lika med
1-2004 2004

(1+2004)2 — 4020025°

Alternativa ansatser. Studera funktionen f(z) = x+ %, dar x = 7. Visa

maximum och minimum via derivering. Man kan ocksa skriva uttrycket pa
m

formen y(1 —y), dar y = -2

m—+n’
Svar: Uttryckets storsta varde ar %, medan dess minsta varde ar (220000532
4. Lat de n talen vara aq,as, ..., a,. Vistuderar fallet k =n —1 (vilket
visar sig récka). Vi utesluter i tur och ordning talen ay, ag, ..., a, och bildar
medelvardet av de aterstaende talen. De n = k + 1 medelvirdena
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ar alla heltal (detta géller forstas dven de ingaende summorna), och da maste
ocksa medelvardenas summa, dvs
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ocksa vara ett heltal. Men om S &r ett heltal och S — a; ar ett heltal for
varje i, maste foljaktligen a; vara ett heltal for varje .

5. Betrakta ballongen efter att den har fallit ned. Om tangeringspunkten
mellan sfaren och planet ligger i en punkt P, som utgor centrum av en ruta
med sidan 1, har vi samma avstand till de fyra omgivande spikarna, ndmligen

@. Ballongen har déa alltid chansen att klara sig om R < g Speciellt géller



detta om spiklangden &r minst lika med radien, dvs for R < @ < h ar det
alltid maojligt.

Om h < @ kan radien tillatas vara storre. Vi later sfaren fortfarande
tangera planet i punkten P. Kravet dr nu att en storcirkel parallell med
planet pa héjden h &ver planet inte far nudda spikspetsarna. Vi inser att
detta ar tillgodosett om R < d for ett tal d som det aterstar att bestamma.
Detta betyder att sfaren nuddar de fyra ndrmaste spetsarna om R = d.

Lat sfiarens medelpunkt vara O. Antag att lodlinjen genom O genom
tangeringspunkten P traffar planet genom namnda storcirkel i punkten Q).
Antag vidare att sfaren nuddar en av spikarna i punkten S. Har har vi
forutsatt att |[PQ| =h < @, medan d > g Punkterna O, @ och S utgor
da horn i en ratvinklig triangel med sidorna |OQ| = d — h, |SQ| = ? och
|OS| = d.

Pythagoras sats ger
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Ballongen kommer saledes att spricka om R > d och har chans att klara sig
om R<d, dird="24+1}.

Svar: Om h > @ kan ballongen klara sig om R < g medan om h < g
har den chansen om R < % + ﬁ.

6. De n bla punkterna kan forenas med de n gula punkterna pa N =

n-(n—1)-(n—2)-...-2-1=n! olika sétt (vi har n valmojligheter for den
forsta striackan, n — 1 mojliga val for den andra osv, dvs vi har N mdjliga
grafer, g1, 9o, ..., gn, sdg. Lat oss for varje graf g beteckna den sammanlagda

langden av de n strickorna med L(g).

Antag att ¢g ar en graf som innehaller varandra skirande strackor och
dér varje stracka har en bla och en gul dndpunkt: Genom att lata tva
skdarande strickor skifta &ndpunkter i nagon av fargerna (exempelvis de
bla) blir resultatet tva icke skérande stréckor (diagonalerna i en konvex
fyrhorning ersétts med tva motstaende sidor i fyrhérningen; konstruktionen
medfor att den aktuella fyrhoérningen maste vara konvex, dvs diagonalerna
passerar genom det inre av fyrhérningen).

Vi noterar darvid att de bada skédrande strickorna maste ha en sam-
manlagd langd som strikt Gverstiger sammanlagda langden av de bada icke-
skdrande strackorna. De skarande och de icke skdrande strackorna bildar
namligen tva trianglar; i var och en av dessa géller att tva av sidorna alltid
har en sammanlagd langd som ar strikt storre &n langden av den tredje sidan
(" triangelolikheten”).



Varje gang som vi pa detta sitt avldgsnar en skdrning mellan tva strackor
kan vi visserligen raka bilda nya skdrningar, men den nya grafen kommer
alltid att ha en total lingd som &r strikt kortare &n den féregaende. Vi far
pa detta sétt en foljd av grafer g,,, gry, gry - .., som alla ar olika eftersom de
har olika graflingd. Da L(g,,) > L(gr,) > L(grs) > ... och da antalet olika
grafer ar andligt, maste processen sluta efter ett dndligt antal steg, dvs nar
graflingden inte ldngre kan minskas. Men d& maste vi ocksa ha astadkommit
en graf som saknar skdrande linjer, ty annars skulle vi ha kunnat minska
den totala langden ytterligare. Ddrmed &r pastaendet visat.

Alternativ ansats: Induktion (detta begrepp ingar normalt inte i gym-
nasieskolans kurser, varfor ingen detaljerad 16sning ges hér): Pastaendet &r
trivialt sant for n = 1. Antag att pastaendet ar sant for n =1,2,...p. Om
vi kan visa att pastaendet da ocksad maste vara sant for n = p + 1 maste
pastaendet gélla for varje positivt heltal n.



