SMYCKESBUTIK I TOMTELAND

av Isac Hedén

En smyckeshandlare i Tomteland har utlyst en tavling under arets julskyltning. For
att kunna genomfora denna har han satt upp tva spikar pa viggen i sin butik med
nagra centimeters mellanrum, dock pa samma h6jd. Spikarna ar till for att hinga upp
halsband pa, och var och en av dem &r forsedda med ett spikhuvud som &ar sa stort
att det hindrar upphéngda halsband fran att glida av. Tavlingen har tva faser. Forst
valjer kunden sitt favorithalsband fran butiken och hénger upp det pa de tva spikarna,
dérefter plockar butiksbitradet fram sin tang, véljer en av de tva spikarna, och drar
loss den fran viggen. Om halsbandet d&nda hanger kvar sa forblir det i butikens &go,
men om det trillar ned pa marken sa tillfaller det kunden.

Det finns forstas manga satt att hinga upp ett halsband pa tva spikar, man kan till
exempel snurra det 5 varv runt den ena av spikarna och 4 varv runt den andra, eller
hénga upp det som en atta, eller bara ratt och sliatt 6ver de tva. Halsbanden i butiken
ar av sadan kvalitet att de glider helt friktionsfritt runt spikarna, vilket innebar att
ett upphéngt halsband trillar ned sa fort det ar mojligt att deformera det pa ett
kontinuerligt sitt sa att det inte ldngre l6per runt nagon spik (naturligtvis utan att
dra det 6ver nagot spikhuvud).

Kund efter kund efter kund forsékte, men ingen férmadde att hinga halsbandet pa
ett vinnande sétt; butiksbitrddet kunde vid varje foreslagen upphéngning vélja en
av de tva spikarna och dra loss den utan att halsbandet trillade ned. Den allména
uppfattningen bland kunderna var att smyckeshandlaren bluffade, och att det i sjélva
verket inte var mojligt att vinna sitt favorithalsband.

Denna uppfattning delades av alla kunderna férutom en, namligen stadens fornamste
topolog, som &aven han hade vigarna forbi den hir dagen. Han trodde inte sina
Ogon nér han sag en efter en av kunderna misslyckas med denna enligt hans mening
triviala uppgift. Topologen sag genast en affarsidé. Han stéllde sig pa gatan utanfor
och spikade upp inte bara tva utan tio stycken spikar pa rad pa narmaste husfasad.
Sedan héngde han upp ett halsband han hade med sig pa dessa tio, och erbjod forbi-
passerande att, for en billig penning, vélja en av de tio spikarna och dra ut den. Om
halsbandet, som gled friktionsfritt mot spikarna, hangde kvar &ven efter att den forbi-
passerande hade dragit ur spiken sa betalade han tiofalt tillbaka den forbipasserandes
insats. Om déaremot halsbandet trillade ned till marken beholl topologen pengarna,
spikade upp spiken igen, satte upp halsbandet pa nytt, och vintade pa nésta forbi-
passerande.

Det visade sig att topologens halsband trillade ned varje gang nagon forbipasserande
drog ur en spik, och vid dagens slut hade topologen tjanat sa mycket pengar att han
kunde g& in i smyckesaffaren och kopa inte bara sitt eget favorithalsband, utan &ven
ett vackert halsband till sin fru.

Problem:

Hur héngde topologen upp halsbandet pa de tio spikarna for att det skulle vara
beroende av var och en av dem for att inte trilla ned? Hur hénger man ett hals-
band pa tva spikar sa att det ar beroende av bada for att inte trilla ned? Gar
upphéangningsmetoden att generalisera till n stycken spikar dar n ar ett godtyckligt
positivt heltal?



Halsbandsproblemet

Losning: Vi borjar med fallet tva spikar. Vi ténker oss att vi utfér var upphéangning
genom att forst koppla isar halsbandet och fiasta den ena dnden i en baspunkt beldgen
ett stycke under spikarna. Sedan betecknar vi operationen att dra den 16sa &nden ett
varv medurs (respektive moturs) runt den vinstra spiken med a (respektive a=1), och
med b (respektive b~!) betecknar vi operationen att dra den lésa dnden medurs (re-
spektive moturs) runt den hogra. Efter att ha utfort dessa fyra operationer ett antal
ganger kopplar vi ihop halsbandet igen (naturligtvis kan man astadkomma samma
upphéngning utan att koppla isér halsbandet, det var bara fér att kunna beskriva
sjélva forfarandet). Sa blir till exempel upphéngningen som motsvarar att bara hinga
halsbandet 6ver de tva spikarna ab, och om man vill hdnga halsbandet som en atta
kan man utféra till exempel ab~!. Vidare ligger vi mirke till att dra ut en spik,
till exempel den vanstra, motsvarar att gora om intet alla varv man dragit halsban-
det runt den spiken, dvs. stryka allt vad a eller a~! heter i uttrycket som beskriver
upphéngningen. Dirfor skulle upphingningen aba~'b~! vara vinnande. Drar butiks-
bitridet ut den vinstra spiken, stryker vi a och a~!, och kvar blir bb~! s4 halsbandet
trillar ned, och motsvarande om bitréddet drar ut den andra spiken.

Ség da att vi har kommit pa ett sitt att 16sa problemet for n stycken spikar, ndmligen
en upphéngning A som uttrycks som ett ord fran alfabetet {a;,a; L ?_,, dar vi med
a; betecknar ett varv medurs runt spik nummer %, och med a; L ett varv moturs. Om
vi lagger till en spik, kan vi géra upphéngningen AanHA_la;}rl, dir A=! betecknar
ordet man far genom att skriva A baklénges samtidigt som man ersétter alla a; med
a; 1 och alla a; ! med a;. Om vi vill 16sa uppgiften for tre spikar, och anvénder

alfabetet {a, b, c}, kan vi alltsa hénga upp halsbandet enligt
aba b ebab a7 et

(stryk en av bokstéverna a, b och ¢, forenkla och se att halsbandet trillar ned). Denna
metod att hdnga upp halsbandet sa att det blir beroende av var och en av spikarna for
att hinga uppe fungerar uppenbarligen, men kraver att man lindar det fler och fler
varv runt varje spik nér antalet spikar dkar; om det gar at k operationer for n spikar,
kommer det att kravas 2k + 2 operationer for n+ 1 stycken. Det finns dock effektivare
metoder for att hénga upp halsbandet sa att det blir beroende av varje spik. Till
exempel i fallet n = 4, skulle vi med den angivna metoden f& upphéngningen
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i alfabetet {a, b, c,d}, men ett effektivare siitt ir att hinga upp det enligt ABA=1B~1,
dir A = aba='b"!, och B = cdc='d~!. D& gar det at 16 operationer istillet for 22.
Topologiskt sett ar det vi undersoker ett n ganger punkterat plans fundamental-
grupp, dér varje halsbandsupphéngning motsvarar ett element (upp till konjugering,
da vi inte har nagon naturlig baspunkt fér halsbandet). Vi véljer generatorer a; som
korresponderar till loopar medurs runt spik/punktering nummer i. Att dra ut en spik
motsvarar att kvota fundamentalgruppen med relationen a; ~ e, dér a; ar generatorn
tillhérande spik nummer 4, och dar e ar identitetselementet. Uppgiften blir, uttryckt
i dessa termer, att hitta ett element i fundamentalgruppen for ett n ganger punkterat
plan som avbildas pa enhetselementet under varje kvotprojektion

m:G— GJ(a;~e), i=1,2,...,n.



