Kommentarer till nagra av problemen fran den 20 april 2007
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. P(A far en vinst) = 2; P(varken A eller B far ndgon vinst) = .

. P(fyra olika filmer)= 2 ; P(alla ser samma film)= g;; P(hogst tre ser samma
film)= 33.
3. P(olika rader och kolumner)= 4.

. P(olika siffror)= 0.72; P(olika siffror i véixande ordning)= 0.12; P(numret
146)= 0.001; P(nummer med siffrorna 1, 4, och 6)= 0.006.

. P(de 20 fyller ar skilda dagar)= % ~ 0.59. Antalet elever i det andra
fallet ar 23.

. Om vi ordnar hallonbatarna i rad i fickan, sa har vi féljande tre ordningsfoljder:
HLL, LHL och LLH. Lat de bada forsta i varje ordning vara de karameller
som valjs. I det forsta fallet véljer jag alltsa HL, i det andra LH och i det
tredje LL. 1 tva fall av tre far jag foljaktligen tva olika karameller. Sanno-

likheten for tva olika ar alltsa %

I det allménna fallet kan vi lata n vara antalet karameller totalt, varav h
stycken hallonbatar. Vi kan fa tva olika karameller pa tva sitt, antingen
drar vi en hallonbat forst och sedan en lakritsbat eller ocksa tvartom. Denna
sannolikhet blir:

h n—h n-—~nh h h n—~h

n n—1 n n—1 n n—1

Men detta ska vara lika med %, vilket ger
4h(n — h) = n(n — 1), varav n® — 4nh + 4h* = n eller (n — 2h)? = n.

Men det betyder att n ar kvadraten pa ett heltal, 1at oss siga k2, och vi far
(k? — 2h)? = k2. Om vi drar roten ur bigge leden, far vi
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k? — 2h = £k, och vi far 16sningarna h = 5

dar k ar ett godtyckligt kvadrattal > 2.

For k =2 arn = 4, medan h = 1 eller h = 3. For k = 3 ar n = 9, medan
h = 3 eller h = 6, osv. Kontroll visar att bada l6sningarna duger for varje
varde pa k. Detta ar forstas logiskt, ty om 1 hallonbat och tre lakritsbatar ar
en 16sning, maste ocksa tre hallonbatar och en lakritsbat vara en 16sning.

. P(baksidan &r gul)= % Vi har en mojlighet att fa en gul sida med det rédgula
kortet, men vi har tva mojligheter att fa en gul sida med det helgula kortet,
dar alltsa baksidan ar gul.

. Har kommer en alternativ 16sning till uppgiften.
Sannolikheten for att A vinner ar
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enligt formeln for en geometrisk summa. Genom att bryta ut faktorn (%)2 ur
termerna 2, 3, ... kan vansterledet ocksa skrivas som

2t GHEPHETHE )

dvs uttrycket inom parentesen ar lika med det ursprungliga vansterledet. Om
detta ar p far vi sambandet
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p= 4 (4 -, som ger 3=}, dvs p =

. Betrakta tva slantsinglingar i rad. Vi kan da fa kombinationerna 11, 00,

10 eller 01. Om myntet ar balanserat har de fyra kombinationerna samma
sannolikhet att upptrada, dvs det ar lika stor chans for byte av sida fran krona
till klave eller klave till krona som att de bada myntkasten ger samma sida
upp. Varje gang som vi gar fran en delfoljd till en annan har vi byte fran
krona till klave eller klave till krona (i exemplet med 14 delf6ljder har sadana
byten skett 13 ganger). Med 25 myntkast finns det 24 stéllen dar byten kan
ske, dvs mellan myntkast 1 och 2, mellan 2 och 3, osv. Men om det ar lika
stor chans for att byta som for att inte byta, blir det i genomsnitt 12 byten,
dvs i genomsnitt 12 ”skarvar” mellan delf6ljder och alltsa i genomsnitt 13
delfoljder. De 14 delféljder som vi noterade ligger saledes mycket néra det
genomsnittliga vardet.

Vi borjar med att betrakta en tarning med tva mojliga utfall, 5 och 6, som

intraffar med lika sannolikheter, % Da vinner A om denne far 6:a direkt,

medan B vinner om A far 5:a, eftersom B da far 6:a. Med tva utfall ar alltsa
1

sannolikheten att A vinner 5

Antag att vi i stallet har en tdrning med tre mojliga utfall, 4, 5 och 6, som
intraffar med lika sannolikheter, % Da vinner A om denne far 6:a direkt,
medan B vinner om A far 5:a. Dessa handelser har samma sannolikhet att
intraffa. Om A far 4:a, sa vinner B om denne far 6:a i nasta kast, medan
A vinner om B i stéllet far 5:a. Dessa bada héndelser har ocksa lika sanno-
likheter, vilket betyder att A och B har lika stor chans att vinna om tarningen

har tremojliga utfall. Med tre utfall ar alltsa sannolikheten att A vinner %

Om vi fortsatter med att utoka antalet utfall till fyra, 3, 4, 5 och 6, vinner
A om denne far 6:a direkt; B vinner om A far 5:a i det forsta kastet. Dessa
héndelser har samma sannolikhet att intrdffa. Om A far 4:a i det forsta
kastet ar situationen i fortsattningen densamma som om man hade anvint en
tarning med tva utfall, och vi sag ovan att spelarna da hade lika stor chans
att vinna. Om A far 3:a i det forsta kastet ar situationen i fortsattningen
densamma som om man hade anvant en tarning med tre utfall, och vi sag
ovan att spelarna ocksa da hade lika stor chans att vinna. Med fyra utfall &r
alltsa sannolikheten dn en gang % att A vinner.

Sa hér kan vi halla med att utcka antalet utfall ett steg i taget och vi kommer
varje gang att fa vinstsannolikheten % for vardera spelaren, vilket darmed ar
det sokta svaret.

Vi later N (> 2) vara antalet platser i planet och betecknar passagerarna
med A1, As, ..., Ay, dir As ar Mr X. Vi numrerar platserna fran 1 till NV



och antar att Ay har bokat plats nr k, £k = 1,2,..., N. Vi antar vidare att
passagerarna gar ombord i ordningen Ay, Ay, An_1,...,As, A;. For varje N
later vi Py beteckna sannolikheten for att A; far sin bokade plats, dvs nr 1.
Uppenbarligen ar P, = %, eftersom Ay da har att vélja mellan tva platser.
Men vad géller for andra varden pa N7 Lat oss anvinda en teknik liknande
den i uppgift 10 och visa att det blir samma sannolikhet for att den siste
far sin plats, % om det ar tre platser i planet. Dérefter visar vi att det blir
samma sak med fyra platser. Sa kan vi fortsatta och vi finner att det inte
spelar nagon roll hur manga platser det ar i planet; sannolikheten blir likafullt
%. Detaljerna foljer har nedan.

Antag fortsdattningsvis att N > 3. Lat oss studera konsekvenserna av att
Ay viljer plats nr s for olika varden pa s. Om s = 1 kommer A; att missa
sin plats, men far behalla den om s = 2. For s > 2 kommer uppenbarligen
An,ANn_1,...,Asy1 att fa sitta pa sina bokade platser, medan Ay far lov
att valja en av de 6vriga platserna slumpmassigt, vilket i sin tur paverkar
placeringen for As_ 1, As_o,..., A3, A1. Det betyder att A, ikldder sig nastan
samma roll som Ay gjorde fran borjan. Enda skillnaden ar att A, har bokat
plats nr 2 och A, plats nr s for nagot s > 2.

Den betingade sannolikheten for att A; far sin plats givet att A har valt plats
nr s ar foljaktligen 0 for s = 1 och 1 for s = 2. For s > 3 ska som sagt A, vélja
bland de aterstaende s — 1 lediga platserna. Namnda betingade sannolikhet
kommer da att bli densamma som sannolikheten for att A; hamnar ratt i ett
plan med s — 1 platser fran borjan, dvs Ps_.

Eftersom As véljer platserna 1,2, ..., N med lika sannolikheter, 1/N, sa géller
enligt lagen om total sannolikhet att

N
Py = Z P(Ajy viljer s) - P Ay far sin plats [A; véljer s)
s=1

=% Pvai+tx - Pvot...+% - Potx-14-0,
(vi har véint pa summationsordningen) varav
(1) N-Py=Py_1+Pn_ao+...+Po+1+0.
Om vi adderar Py till biagge leden far vi
(2) (N+1)-PN=Pv+Pn_1+Pno2+...+Po+1+0.
Om vii (1) byter ut N mot N + 1 far vi
(3) (N+1)-PNvy1=Pv+Pyv_1+Pyo+...+Po+1+4+0.
Subtraktion av ekv 2 fran ekv 3 ger

(N +1)(Py41— Pn) =0,

varav foljer att Pyyq = Py for N = 2,3,.... Men eftersom P, = % ar darfor

Py = P, = P; = ... alla lika med % Sannolikheten att A; far sin plats ar
saledes % oavsett hur manga passagerare som finns i planet.



Mattproblemet. Det gillde att dela en rektanguldr mattbit i storleken
10 x 10 m i tva delar och jamte en annan mattbit i storleken 1 x 8 m tacka
golvet i en sal med bredden 9 m och langden 12 m.

Losning.

Flaggproblemet. En flagga som har formen av en liksidig triangel hangs upp
mellan tva vertikala stolpar av langder 3 och 4 m. En sida &r darvid utstrackt
mellan stolparnas toppar, medan det tredje, fria hornet precis nuddar marken
mellan stolparna. Hur langt ar det mellan stolparna?

Losning. Stolpen DF har langden 3 m och stolpen BC' lingden 4 m. Flaggan
markeras med den ratvinkliga triangeln CEF. Vi forlanger sidan BD 6ver D
och sidan C'F 6ver F, sa att den rétvinkliga triangeln ABC bildas (se figuren).
Vi noterar att triangeln ADF &ar topptriangel till triangeln ABC. Detta
betyder att om den liksidiga triangeln (flaggan) har sidan a, dvs |F'C| = a, sa
har striackan AF langden 3a. Om vidare avstandet mellan stolparna ar z, dvs
|DB| = z, sa har strickan AD langden 3z. Lat GE vara hojden mot sidan
CF i triangeln CEF. Vi observerar att G delar sidan C'F' mitt itu. Hojden
ar lika med %g Eftersom triangeln AGFE ar likformig med triangeln ABC),
galler att

4 av3/2

4 Taj2’

(AG har lingden 3a + %) varav foljer att x = 7/v/3 ~ 4, 04.
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Ett "nytt” problem foljer pa néasta sida!



Extra problem (férekom i en tidskrift 1997). Ernst, Sigmund och Anna
sitter en kvall och smapratar framfor brasan. Plotsligt sager Ernst: ”Om man
lagger ihop siffrorna i mitt fodelsear far man faktiskt min alder.” Sigmund,
som ar nagra ar aldre &n Ernst, tdnker en kort stund och konstaterar sedan
forvanat: ”Det blir samma sak for mig; om man lagger ihop siffrorna i mitt
fodelsear stammer summan med min alder.” Den matematiskt sinnade Anna
grubblar ett tag varefter hon utbrister: "Da ber jag att fa gratulera er bada
pa fodelsedagen!”

Nar agde denna konversation rum? Tillaggas bor att detta intraffade vid
det senaste tillfallet (fére 1997) som det skulle varit mojligt for Anna att
dra namnda slutsats. Det bor ocksa ndmnas att detta ar ett rent matema-
tiskt/logiskt problem och att det inte &r nagra tolkningsféllor i formuleringarna.
Alla yttranden falldes under en och samma dag. Forekommande aldrar anges
i hela ar. En person anses exempelvis vara 47 ar fr o m det datum som
vederbdrande fyller 47 t o m dagen innan personen fyller 48. (Forresten: Var
kommentaren att de tréffades fore 1997 nédvindig?)

Svarsforslag kan skickas till mig: dag@math.uu.se



