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Losningar till kvalificeringstavlingen den 2 oktober 2002

1. Antag omvént att det inte finns tva barn som &ar lika gamla. Eftersom alla barn &r
minst ett ar gamla maste summan av de fyra aldrarna vara > 1+ 2+ 3 +4 = 10.
Men detta motsdger forutsattningen att barnens sammanlagda alder &r 9.

Alternativ lésning. Vi bildar alla kombinationer av aldrar som ger summan 9. Efter-
som alla barn dr minst ett ar gamla far vi foljande fall (med talen ordnade i vixande
storlek):

(1,1,1,6) (1,1,2,5) (1,1,3,4) (1,2,2,4) (1,2,3,3) (2,2,2,3).

I samtliga sex fall &r det alltid nagon alder som dubbleras.

2. Ekvationen kan skrivas
x(x — 3y) = 2002.

Eftersom x > z— 3y méaste vi ha x > 1/2002. Vi finner att 442 = 1936 och 452 = 2025.
Foljaktligen ar x > 45. Faktorisering av hogerledet leder till ekvationen

x(r—3y)=2-7-11-13.

Téankbara varden pa z far vi genom att multiplicera lampligt valda primfaktorer i
hogerledet sa att produkten &r > 45. Vi har tre sadana produkter innehallande tva
faktorer: 7-11=77,7-13 =91 och 11 -13 = 143.

Med x = 77 blir x — 3y = 2 - 13 = 26, varav 3y = 51 eller y = 17. Med =z = 91 blir
y = 23, medan x = 143 ger y = 43.

Vi har fyra produkter bildade av tre primfaktorer, ndmligen 2-7-11 =154, 2-7-13 =
182, 2-11-13 =286 och 7-11-14 = 1001. For dessa z-virden far vi i tur och ordning
y-vardena 47, 57, 93, 333.

Slutligen finns det en produkt dér alla fyra primfaktorerna ingar, dvs talet 2002 sjélvt.
For detta z-vérde blir y = 667.

SvAR: Ekvationen har féljande atta l6sningspar:

r 2002 1001 286 182 154 143 91 77
y 667 333 93 57 47 43 23 17

3. Lat dr, ange antalet danskar vid avgang fran Lund och d4,dp, ..., dr antalet danskar
vid avgang fran resp A, B, ..., F.
Lat vidare z,y, z vara totala antalet passagerare vid avgang fran resp A, C' och F.
Vi far da foljande uppstéallning;:

Vid avgang fran station Antal passagerare ombord
Lund 17
A r=17—d,

B 10:x—dA:17—(dL—|-dA)
C =10—dp
D 5=y—dc=10— (dp + d¢)
) 2225—dD
F 3:Z—dE:5—(dD+dE)



Fran B-raden far vi att dp, +da =7 (1);

fran D-raden foljer att dg +dc =5 (2);

fran F-raden far vi att dp +dg =2 (3).

Men dyp, > da > dp > de > dp > dg > dp och det maste enligt (1) galla att

da < 3 och enligt (2) att dg > 3 och darmed att d4 = dg = 3. Enligt (1) ar d;, = 4.
Men enligt (2) &r da do = 2. Enligt (3) & dp > 1. Men eftersom Hans stiger av vid
station F' maste antalet danskar ombord vid avgang fran F vara positivt, dvs dg > 1.
Saledes dr dp = 1 och dg = 1. Sammanfattningsvis far vi

dp =4,ds=3,dg=3,dc =2,dp = 1, dp = 1.

Eftersom vi inte vet om Hans &r svensk eller dansk kan vi inte avgoéra hur manga
danskar som fanns ombord vid avgang fran F. Det var 13 svenskar och 4 danskar pa
taget nar det lamnade Lund, 10 svenskar och 3 danskar var kvar efter A, 7 svenskar
och 3 danskar var kvar efter B, 5 svenskar och 2 danskar var kvar efter C, 4 svenskar
och 1 dansk var kvar efter D samt 3 svenskar och 1 dansk var kvar vid avgang fran
E. Vid avgang fran F' fanns tre personer kvar pa taget. Bland dem var tva svenskar
och en dansk (om Hans &r svensk) eller tre svenskar (om Hans &r dansk).

SVAR: Antalet svenskar och danskar ombord efter varje station (forsta talet anger
antalet svenskar) var:

241
eller
Lund | 13+4 {10+3| 7+3 | 5+2I 4+1 } 3+1} 340 | Kopenhamn
A B C D E F

. Lat oss borja med att dra en cirkel med medelpunkt B och radien 1. Cirkeln gar da
genom hornen A och C. Vi fragar oss da hur hérnet D ligger i forhallande till cirkeln.
Ar det mojligen sa att D ligger pa namnda cirkel?

Figur 1

Vi undersoker detta med hjilp av randvinkelsatsen.

Lat fyrhorningen RSTU vara inskriven i en cirkel med medelpunkt O. I figur 2 ar
vinkeln RST en randvinkel och vinkeln ROT en medelpunktsvinkel pa samma bage.
Enligt randvinkelsatsen &r da medelpunktsvinkeln dubbelt sa stor som randvinkeln (i
figuren 2a resp ). Observera att ocksa vinkeln RUT &r en randvinkel som star pa
samma bage (nu den "motsatta bagen”) som medelpunktsvinkeln ROT (av storlek
360° — 2a) och det foljer av satsen att vinkeln RUT &r 180° — av.



Figur 2

Satsens omvandning géller ocsa: Om ROT ar en medelpunktsvinkel av storlek 2«
och vinkeln RST (med samma orientering) &r av storlek «, sa maste ocksa punkten

S ligga pa cirkeln, dvs RST &r en randvinkel.

Vi noterar vidare att motstaende vinklar i en fyrhorning som &r inskriven i en cirkel ar
supplementvinklar (som exempel har vi S och U), dvs ér tillsammans 180°. Omvéndningen
galler ockséd: Om motstaende vinklar i en fyrhérning RSTU ar supplementvinklar sa

kan fyrhorningen inskrivas i en cirkel.

Vi atergar till ursprungsproblemet och noterar att det finns tva medelpunktsvinklar
ABC, den ena av storlek 102°, den andra av storlek 258°. Men den senare ar dubbelt
sa stor som vinkeln ADC', som &r 129°. Enligt namnda omvéndning till randvinkel-
satsen maste vinkeln ADC vara en randvinkel i cirkeln och hérnet D ligger saledes
pa cirkeln. Striackan BD é&r foljaktligen en radie i cirkeln och har lingden 1. (Se figur
3.)

Alternativt kan vi dra diametern AE. Triangeln £ BC ar likbent med toppvinkeln 78°
och vardera basvinkeln 51°. I fyrhorningen AEC D éar alltsa de motstaende vinklarna
E och D tillsammans 180°, vilket enligt ovan betyder att ocksa hoérnet D ligger pa
cirkeln. (Se figur 4.)

Figur 3 Figur 4

SvVAR: Langden av strackan BD ar 1.



5. Med tanke pa symmetrin i de tre variablerna ligger det néra till hans att undersoka
fallet x = y = 2. Systemet 6vergar da i den enda ekvationen x = 1+In z, som tydligen
har l6sningen x = 1. Foljaktligen ar x = y = z = 1 en 16sning till ekvationssystemet.
Finns det fler 16sningar?

Vi har konstaterat att funktionen g(z) =z — 1 — In = &r lika med 0 fér z = 1. Hur
uppfor sig denna funktion for 6vriga varden pa x? Derivering ger

1
/
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som &r lika med 0 for z = 1 (enbart). Vidare dr ¢'(z) < 0 for 0 < z < 1 och > 0 for
x > 1, vilket betyder att g(z) antar minimivérdet 0 for = 1. Sammanfattningsvis
ar 1 +1n z < z for alla > 0, med likhet om och endast om 2 = 1. Omz =y = 2
kan vi vi darfor endast ha losningen x =y = z = 1.
Finns det nadgon 16sning for vilken x, y och z inte alla ar lika? Om vi anvander ndmnda
olikhet i ekvation 1 finner viatt t =1+ Iny <y, iekvation2 att y=1+1n 2z < 2z
och i ekvation 3 att z =1+ 1In z < x. Men dérav foljer att < y < z < z, vilket ar
mojligt om och endast om vi har likhet 6verallt.
Saledes maste varje l6sning (x,y, z) till ekvationssystemet uppfylla z = y = z, vilket
gav den entydiga 16sningen r =y =2 = 1.

SvAR: Enda 16sning ar (z,y,z) = (1,1,1).

6. Vi betecknar cirklarna med resp C; och Cs. Lat oss fixera Cy och rotera Cs kring
den gemensamma medelpunkten. Det finns da 2n olika l4dgen for cirkeln Cs saddana
att varje horn pa Co sammanfaller med ett horn pa Cf.

Vi numrerar de 2n hérnen pa Cj i tur och ordning fran 1 till 2n. Betrakta position
1 pa Cy. Nar cirkel Cy genomloper de 2n ligena kommer vi att fa matchande par i
hélften av fallen, eftersom det finns n gula och n bla horn. Detsamma géaller forstas
var och en av Ovriga positioner. Réknat 6ver samtliga 2n ldgen och 2n positioner far
vi en summa med 2n termer (lika med antalet positioner), dar varje term &r lika med
n (lika med antalet matchande par for varje position), vilket ger totalsumman 2n?.
Detta betyder att det genomsnittliga antalet matchande par per lige ir 2n?/2n = n.
Men da maste det finnas ett ldge som ger atminstone n matchande par. I annat fall,
dvs om varje ldge skulle innehalla farre &n n matchande par, skulle totala antalet
matchande par vara fiarre &n 2n - n = 2n2, vilket innebure en motségelse.

Alltsa finns det alltid ett ldge med minst n matchande par.



