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Lésningar (flera andra alternativ finns)

1. Eftersom Petra har en sedel av varje valor maste hon ha exakt en 500-kronorssedel.
Hon har alltsd sammanlagt 500 kr i dvriga valorer. Lat a, b och ¢ vara resp antalet
20-, 50- och 100-kronorssedlar. Vi far ekvationen

20a + 500 + 100c = 500,

dar a, b och c alla &r > 1. Vidare ar b > a. Eftersom tre av koefficienterna &r
delbara med 50 maste ocksa den fjarde vara det, dvs vi har a = 5k for nagot heltal
k. Foljaktligen &r b > 6. Vi har alltsa

100k + 50b 4 100¢ = 500,

med k > 1,b > 6 och ¢ > 1. Men insédttning av angivna undre granser i vinsterledet,
k =1 (som motsvarar a = 5), b = 6 och ¢ = 1, ger just summan 500, vilket betyder
att ndmnda véarden pa k, b och ¢ entydigt 16ser ekvationssystemet.

SVAR: Petra har fem sedlar av valoren 20, sex sedlar av valoren 50, en sedel av valéren
100 och en sedel av valoren 500 kr, vilket tillsammans ger 13 sedlar.

2. Eftersom summan av de elva talen dr udda maste talsummorna i de bada grupperna
vara olika. Om den mindre gruppsumman ar a ska salunda den storre gruppsumman
vara ka for nagot positivt tal kK > 2. Det betyder att summan av de elva talen har
formen (k+1)a, dvs den mindre gruppsumman &r en delare till den totala summan.
Denna &r 413 = 7 - 59, varfor a ar lika med 7 eller 59. Men summan 7 kan inte bildas
av givna tal, sa a = 59. Inget av de elva talen ar dock lika med 59. Eftersom alla tal
ar udda kravs minst tre termer for att summan ska bli den sokta.

Vi ser att 17 + 19 4+ 23 = 59 medan alla andra grupper med minst tre tal ger en
summa som o6verstiger 59. Enda mojliga 16sning ar att talen 17, 19 och 23 bildar den

ena gruppen och Gvriga atta tal den andra. I den senare gruppen ar talens summa
lika med 413 — 59 = 354.

SvAR: Den ena gruppen bestar av talen 17, 19 och 23 med summan 59, medan
den andra gruppen bestar av talen 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53 och 73 med summan
354 =6-59.

3. Forst noterar vi att ekvationen inte ar definierad for x # +1. For att rotuttrycken
ska vara véldefinierade kravs att x + 1 och  — 1 har samma tecken. I fallet att bada
ar positiva satter vi a = v/x + 1 och b = v/x — 1. Vi far ekvationen
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som kan skrivas
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Men a? — b = (x + 1) — (z — 1) = 2, s& ekvationen kan forenklas till
2 4

ab  a?’

varav a = 2b, dvs vz + 1 = 2y/z — 1. Kvadrering ger x + 1 = 4(x — 1) med losningen

T = g Insdttning visar att detta braktal ocksa &r en 16sning till den ursprungliga
ekvationen.
I fallet att  + 1 och & — 1 bada &r negativa satter vi i stéllet a = \/—(z + 1) och

b=+/—(x —1). Med samma forfarande som ovan kommer vi fram till ekvationerna

;7? _ _%2 och /=@ +1) = 20/ = 1),

som efter kvadrering ger samma rot som ovan, namligen z = %
SVAR: Entydig 16sning ar « = g

. Lat oss placera triangeln ABC' i ett ratvinkligt koordinatsystem med A i punkten
(—a,0), C i punkten (a,0) och B i en punkt med koordinaterna (0, —a —b). Hér &r a
bestamt av att sidan AC har langden \/Q, dvs a = V2 /2 och eftersom a + b uttrycker
héjden mot sidan AC' i den liksidiga triangeln ACB blir a+b = v/3-1/2/2 och séaledes
b=12(V3-1)/2.

Myran startar i punkten O med koordinaterna (0,a). Eftersom A &dr medelpunkt
pa strackan OP far punkten P koordinaterna (—2a,—a). Da vidare punkten B é&r
medelpunkt pa strickan PQ far punkten @ koordinaterna (2a, —a — 2b). Pa samma
siatt ar punkten C medelpunkt pa strackan QR och vi finner att punkten R har
koordinaterna (0,a + 2b). Avstandet till punkten O med koordinaterna (0,a) &r

foljaktligen 2b = v2(v/3 — 1) = v6 — V2 ~ 1,035.

R
\

SVAR: Avstandet ar v6 — /2 ~ 1,035.



5. De 2003 brickorna ldnkas samman till en sammanhéngande kedja av manghdrningens
sidor. Kedjan kan delas upp i delkedjor eller sviter av brickor av samma farg (somliga
sviter kan darvid besta av en enda bricka). Om samtliga brickor fran borjan visar
samma farg ar ju malet redan uppfyllt, sa vi antar att det forekommer saval bla som
roda sviter.

Eftersom varje bla svit f6ljs av en roéd svit, nér vi vandrar runt manghorningen, maste
antalet bla sviter vara lika med antalet roda, dvs vi har ett jamnt antal sviter. Men da
det totala antalet brickor &r udda kan inte alla sviter besta av ett udda antal brickor.
Sa ldnge det finns minst tva sviter finns det saledes minst en svit med ett jamnt antal
brickor. Lat oss utféra operationen pa brickor i en saddan svit.

Om det endast finns tva sviter, en rod och en bla, maste den ena innehalla ett jamnt
antal brickor. Vi kan da vénda pa brickorna i denna svit genom att utféra operationen
pa tva brickor i taget, varefter samtliga 2003 brickor visar samma farg.

Antag nu att det finns minst fyra sviter, dvs atminstone tva roda och tva bla. Minst
en av sviterna maste innehalla ett jamnt antal brickor. Om exempelvis alla brickor-
na i en sadan svit ar roda, dr den omgiven av tva sviter med idel bla brickor. Om
nu samtliga brickor i den réda delsviten vdnds genom att vi utfor operationen for
tva brickor i taget, far vi av den réda sviten och de omgivande bl sviterna en enda
bla svit. Antalet sviter har sidledes minskat med 2. Men sa ldnge bada fargerna &r
representerade finns det alltid en svit med jamnt antal brickor och vi kan hela tiden
reducera antalet sviter med 2, utom i fallet med tva sviter som kan reduceras till en
enda.

Da antalet sviter fran borjan &r begrédnsat, hogst 2002, kommer vi efter ett dndligt
antal operationer att ha reducerat antalet sviter till en enda, vilket visar att vi kan
na malet oavsett hur fargerna &r fordelade fran borjan.

6. Losning 1 (insind av Anders Lonn, Sandvikens Gymnasieskola). Den sammanlagda
arean av alla kvadrater antogs vara storre &n 1. Vi maste ha minst fyra kvadrater,
da pastaendet i texten uppenbarligen ar sant for tva eller tre kvadrater.

Vi antar vidare att hos alla kvadrater ar sidlingden mindre &n 1, ty annars ar
pastaendet trivialt sant.

Placera ut kvadraterna sa att den storsta kvadraten ligger langst till vanster i inter-
vallet [0,2] och sa att den nést storsta (ev ar de tva storsta kvadraterna lika stora)
ligger langst till hoger i samma intervall. Ovriga kvadrater placeras ut godtyckligt i
intervallet mellan de bada forstndmnda. Ev kan nagon kvadrat tédcka mittpunkten 1
pa intervallet [0,2]. Lat arean av kvadraterna i intervallet [0, 1] vara A; och arean
av kvadraterna i intervallet [1,2] vara As. (Om nagon kvadrat técker mittpunkten 1,
ingar delarean till vianster ddarom i A; och tillhéger ddrom i A,.)

Den storsta kvadratens sida (och lika med dess héjd) &r da > A;, medan den néist
storsta kvadratens sida ar > A;. Summan av de tva storsta kvadraternas sidor ar
foljaktligen > A; + Ag som ju &r storre &n 1. Darmed &r pastaendet visat.

Area = A;

Lésning 2. For n = 2 ar pastaendet uppenbart sant. Om n = 3 kan inte det minsta
delintervallets langd Overstiga totala intervallangden dividerad med 3, dvs kan inte



overstiga % och foljaktligen maste de tva bredaste intervallen ha en sammanlagd langd
som ar minst lika med %.

Antag for n > 4 att delintervallens lingder ar ordnade i avtagande ordning: z; >
To > ... >z, > 0. Antag att x% +a:§+ —i—az% > 1. Vi ska visa att da maste
1+ 22 > 1. Om 27 > 1 ir sikert 22 + 22 + ... + 22 > 1 och pastdendet &r forstas
sant. Antag darfor att 1 < 1. Da galler, eftersom x; < x5 for ¢ = 3,4,...,n, att

x%—i—x%—f—xg—i—...—i—xiSx%+x§+x2x3+...+m2xn
=27 + ma(z2 + 23+ ... +2,) = 27 + 22(2 — 21)

Om vi kan visa att detta ar < x1 + xo sa ar det hela klart. Vi ska alltsa visa att
22 4+ 29(1 — 1) <y eller (27 — 22)(1 —21) > 0.

Men detta ar uppfyllt under de givna forutsattningarna, da x, < x; < 1.



