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Forslag till l1osningar

1. Lat B och B; vara punkter pa en av stralarna som utgar fran A och lat C' och
(4 vara punkter pa den andra stralen fran A (som problemet &r formulerat
forutsatter vi att punkterna B och C ar skilda fran A och vi antar att det-
samma géller By och C). Lat oss utan inskrdnkning anta att B och C' ligger
pa skilda avstand fran A. Vi ska visa att for givna positioner for B och C
galler att de omskrivna cirklarna till trianglarna ABC' och AB;(C; passerar
genom samma punkt D, oavsett hur B; och C; ar valda pa stralarna om
villkoret |AB| + |AC| = |AB1| + |AC1| &r uppfyllt.

For att bestamma léget for D ska vi vélja By och C7 pa ett speciellt satt.
Lat B; vara bilden av C' och ' vara bilden av B vid spegling i bisektrisen
till ZBAC. Den omskrivna cirkeln till triangeln AB;C; ar da bilden av den
omskrivna cirkeln till triangeln ABC', varfér D maste vara skirningen (# A)
mellan den omskrivna cirkeln till triangeln ABC' och bisektrisen till /BAC.

Lat oss nu gora ett nytt val av B; och (7. Vi kan anta att B; ligger pa
linjesegmentet AB. Da kommer, enligt forutsattningarna, C' att ligga pa lin-
jesegmentet AC,. Av villkoret |[AB|+|AC| = |AB;|+|AC, | foljer att |BB;| =
|CC4|. Eftersom ABDC' é&r en fyrhorning inskriven i en cirkel medan AD &r
bisektris till ZBAC, géller att |BD| = |CD| och ZC;CD = B1BD. Det sista
resultatet foljer av omvandningen till randvinkelsatsen: vinklarna BAD och
CAD, som ju ar lika stora, maste sta pa bagar av samma langd. Foljaktligen
ar trianglarna By BD och C;CD kongruenta, varav /DB1B = /DC,C. Det
betyder i sin tur att /B;DCy = /B1DC7, som medfor att vinklarna vid
A och D ar komplementvinklar dven i fyrhorningen AB;DC4. Detta ar ett
tillrackligt och nédvandigt villkor for att fyrhérningen kan kan inskrivas i en
cirkel, vilken masste vara den som omskriver triangeln AB;C;. Punkten D
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ligger alltsa pa denna cirkel. Under givna avstandsvillkor &r saledes liget av
punkten D oberoende av hur B; och C; valjs.

2. Fran ekvationen x + i =kfarvi = ﬁ Vidare leder y + 1 = £ till att
z = k—iy Om vi satter in dessa uttryck i ekvationen z + % = k, far vi
1 Y
+ =k,
k—y ky—1

som successivt kan omskrivas och forenklas till

ky —1+y(k —y) = k(k —y)(ky — 1),
By —k -y +1—ky+y?> =0,
ky(k* —1) — (k* = 1) = y*(k* = 1) = 0,
(k* = 1) (ky — 1 —y*) =0.

Det aterstar alltsa att undersoka nir ekvationerna k? = 1 och (ky—1—y?%) =0
ar uppfyllda. Av den senare foljer att k = y+i, vilket av de givna sambanden
leder till att x = y = 2z, vilket strider mot forutsattningen. Enda mojligheten
ar saledes att k2 = 1, dvs att k = £1.

Dessa k-varden kan verkligen antas. T ex visar ¢ = 2, y = —1, z = % att
k =1 ar mojligt, medan x = -2, y =1, z = —% visar att k = —1 ar mojligt.
De mojliga k-vardena ar saledes £1.

3. Om a, ar ett jimnt kvadrattal, & a,, = 0 mod 4 och om a, ar ett udda
kvadrattal, ar a,, = 1 mod 4, dvs a, ger resterna 0 och 1 respektive vid
division med 4.

Om ar, = 0 mod 4, &r a? = 0 mod 4 och axy1 = 3 mod 4, eftersom 487 = 3
mod 4.

Om ar = 3 mod 4, ar az = 3 mod 4 (ar har da formen 4r + 3, r heltal;
(47 4 3)® ger resten 3 vid division med 4) och a1 = 2 mod 4, dvs ajy1 kan
inte vara ett kvadrattal.



Om ar = 2 mod 4, ar az = 0 mod 4 och ag,1 = 3 mod 4. Inte heller har kan
a1 vara ett kvadrattal.

Harav foljer att om ax = 0 for nagot k, kan a,, inte vara ett kvadrattal for
n > k.

Om slutligen ay, = 1 mod 4, dr a) = 1 mod 4 och ag1; = 0 mod 4, vilket
innebar att ag4i skulle kunna vara ett kvadrattal.

Sammanfattningsvis konstaterar vi att foljden inte kan innehalla nagra kvadrat-
tal om ag = 2 eller ag = 3 mod 4. Om aq ar ett jamnt kvadrattal kan foljden
inte innehalla ytterligare kvadrattal.

Om ap ar ett udda kvadrattal skulle eventuellt a; kunna vara ett jamnt
kvadrattal, medan foljden i 6vrigt skulle sakna kvadrattal. En foljd kan alltsa
inte innehalla fler &n 2 kvadrattal.

Antag att ag = m och a; bada ar kvadrattal. Har maste m vara ett udda tal
lika med r2, sig, och a; = 7Y 4 487 ett jamnt tal, lika med t2, sig. Eftersom
a; > r'Y kan vi utan inskrinkning lata ¢t = r% 4+ s, dir s > 0. Detta ger
t2 = 10 4 2955 + 52, varav foljer att

(1) 2r°s + 5% = 487

For r =1 far vi s(2 + s) = 487, som saknar heltalslosning i s, eftersom 487
ar ett primtal. For r = 3, dvs for m = 9, far vi 486s + s> = 487, med den
entydiga 16sningen s = 1, vilket ger ¢t = 3% +1 = 244. For r > 5 och s > 0 &r
vansterledet 1 (1) storre &n 487, varfor ekvationen saknar 16sningar.

Det maximala antalet kvadrattal som foljden kan innehalla ar saledes 2, vilket
intraffar om och endast om ag = m = 9, vilket i sin tur ger a; = 2442,

. Lat R; och K; vara antalet farger som anviands for att mala rutorna i rad ¢
och kolumn 7 respektive, ¢ = 1,...,100. Vi ska visa att atminstone ett av
talen Ry, ..., Rigo, K1, ..., K00 ar storre an eller lika med 10.

Betrakta summan 2322 R, + Zjﬂﬂ K;. Vi observerar att denna summa ar
lika med Z,}g r; + leiq ki, dar r; = antalet rader som innehaller farg ¢ och
k; = antalet kolumner som innehaller farg .

Enligt A-G-olikheten &r 7; + k; > 2v/7;k;. Eftersom firgen i forekommer i k;
kolumner sett 6ver alla rader, kan fargen i i en given rad férekomma hogst k;
ganger. Da fargen i forekommer i r; rader, kan denna farg forekomma i hogst
rik; rutor. Men da fargen ¢ férekommer i exakt 100 rutor, maste det galla att
Foljaktligen ar

100 100 100 100 100
ZRi +ZKZ' = Zri +Zki = Z(Tz + ki)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
100 100
> " 2y/rik; > ) 2v/100 = 2000.
i=1 i=1
Saledes maste minst ett av talen Rq,..., Ri00, K1,..., K190 vara > 10.



