SKOLORNAS MATEMATIKTAVLING
Svenska Matematikersamfundet

Losningar till finaltavlingen den 24 november 2001

1 Vinoterar att alla talen i en rad eller en kolumn har en gemensam delare som ar > 1.

Den storsta gemensamma delaren till talen i var och en raderna 1, 2, 3, 4, 5, 6 ar
resp 2, 3, 5, 8, 9 och 10. Lat oss kalla dessa tal for radtal. Den storsta gemensamma
delaren till talen i var och en av kolumnerna 1, 2, 3, 4, 5, 6 ar resp 2, 3, 5, 7, 11
och 13. Lat oss kalla dessa tal fér kolumntal. Vi konstaterar att alla tal i tabellen &r
produkten av radtalet och kolumntalet i aktuell rad och kolumn.
Produkten av sex tal valda ur tabellen kan foljaktligen skrivas som en produkt av sex
radtal och sex kolumntal. Om de sex talen &r valda sa att varje rad och varje kolumn
ar representerad, kommer varje radtal och varje kolumntal att forekomma exakt en
gang. Produkten ar déarfor alltid lika med produkten av radtalen ganger produkten
av kolumntalen, eller (2-3-5-8-9-10)-(2-3-5-7-11-13) = 648648 000.

2. Vi soker a — b, dir @ = v/v/52 + 5 och b = v//52 — 5. Bl a giller
a® =v52+45

och

b} =52 — 5,

som &r tva av termerna i utvecklingen av (a — b)3:
(1) (a—0b)*=a®—3a*b+3ab®> — b* = (a* — b*) — 3ab(a — b) = 10 — 3ab(a — b).

Men

ab= Y/ (VE2+5)(VB2—5) = 53— 25 = V27 = 3.
Med z = a — b far vi ur (1) sambandet
(2) 23 =10 — 9.

Vi ser att x = 1 &r en rot till ekvationen. Vi bryter ut faktorn z — 1 och finner att
ekvationen (2) kan skrivas

(z —1)(z® +  + 10) = 0.

Men 2% + 2+ 10 = (z + 3)? + 92, som &r > 0 for alla 2. Den enda reella roten ir

x = 1. Foljaktligen ar a — b = 1 som ju ar ett rationellt tal.

3. Enligt sinussatsen ar
sinA_sinB_sinC_ 1
a b ¢ 2R’

dar R ar den omskrivna cirkelns radie. Villkoret a + ¢ = 2b leder till villkoret

2Rsin A+ 2Rsin C =2-2Rsin B,
eller
(1) sin A +sin C' = 2sin B.
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Vi utnyttjar nu sambandet

A A—
(2) sin A 4 sin C' = 2sin —gc-cos 20.

Men A + C =7 — B, varfor (2) under anvéndning av (1) kan skrivas

B A—
2sinB:2sin(z——)-cos C,
2 2 2
eller A_C
4sin5~cos§:20055~cos g ,
som kan forenklas till
A-C

28in — =
sin - = cos ——,

eftersom cos g # 0 for 0 < B < 7. Kvadrering av de bada leden ger

2 A=C

B
4sin? = =
Sin COS B

Efter 6vergang till dubbla vinkeln antar ekvationen formen

%.4(1_(;083): (1 + cos (A — OY),

N —

av vilken det foljer att cos (A — C) +4cos B = 3.

. LOSNING 1: Vi anvander beteckningar enligt figur 1, dar vi har dragit kordorna DFE,
DF, EF samt diametern DG. Eftersom vinkeln /ADC = 80° ar /ADG = 10°.
Enligt randvinkelsatsen &r /AEG = 10° (vinklarna ADG och AEG star pa samma
bage). Eftersom vidare ZGED = 90° (star pa en halvcirkelbage) blir ZAED = 80°,
varav foljer att /ZBED = 100°. Vi har foljande allménna resultat: Om en tangent
bildar vinkeln v med en korda genom tangeringspunkten har randvinkeln pa andra
sidan kordan och staende pa kordan ocksa vinkeln ~.
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Figur 1

Da motstaende vinklar i en fyrhorning inskriven i en cirkel ar 180° blir ZAF D = 100°.
Men EF ar bisektris till vinkeln AF D, varfor /AFE = /EFD = 50°. Vinkeln EAD
star pa samma bage som vinkeln EF D, medan vinkeln ADFE star pa samma bage
som vinkeln AFE. Enligt randvinkelsatsen &ar déarfor /EAD = /ADFE = 50°. Nu ar
/BDE = 180° — /ADE — /ADC = 180° — 50° — 80° = 50°. Genom att anvéanda
vinkelsumman i en triangel far vi slutligen /ABC = 180° — /AFD — /ADE =
180° — 100° — 50° = 30°.



LOSNING 2. Vi anvander beteckningar enligt figur 2, dar vi har dragit kordorna DFE,
DF, EF samt radierna OA och OD. Triangeln AOD ar likbent, varfor /OAD =
/ODA = 10°, medan ZAOD = 160°. Men medelpunktsvinkeln AOD och rand-
vinkeln AED star pa samma bage. Alltsa &r /AED = 80°. Eftersom summan av
motstaende vinklar i en inskriven fyrhérning &r 180° maste ZAF D = 100°.
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Figur 2

Da striackan E'F ar bisektris till vinkeln AFD blir /EFD = 50°. Randvinklarna
EAD och EFD star pa samma bage, varfor /EAD = 50°. Vidare &r /ADB =
180° — ZADC = 100°. Vi har ddrmed bestamt tva av vinklarna i triangeln ABD och
det foljer att ZABD = 30°.

SVAR: Storleken av vinkeln ABC ar 30°.

. Om polynomets grad ar hogst 1, sa a&r P” = 0 och da foljer av den givna ekvationen,
(P'(x))? = cP"(z)P(z), att P’ = 0 varfor P ir ett konstant polynom. I detta fall
duger varje viarde pa c¢. Om vi séatter ¢ = 0 far vi ocksa P’ = 0 och foljaktligen ar P
en konstant. Vid sokandet efter polynom av hogre grad och som uppfyller ekvationen
kan vi alltsa forutsétta att ¢ # 0.

Antag salunda att P &r en 16sning till ekvationen av grad > 2 motsvarande ett ¢ # 0
och lat « vara ett nollstélle till P’ av multiplicitet m, dvs P'(z) = (z — )™ Q(x),
dér « inte &ar nollstélle till polynomet Q(x). Da maste o vara ett nollstélle till P” av
multiplicitet m — 1. Vi har namligen

P"(z) = (z — a)"Q'(z) + m(z — )" ' Q()
=(z— )" ((z — a)Q'(z) + mQ(x)),

dér polynomet inuti den sista parentesen inte kan innehalla faktorn (z — «). I den
givna ekvationen maste vidare nollstéllet o ha samma multiplicitet i de bada leden,
nédmligen 2m. Nollstéllet o ar darfor ett nollstélle till P av multiplicitet m + 1.

Om P’ har k olika nollstédllen aq, s, . .., ap med resp multipliciteter my, mo, ..., my,
sa géller saledes att P har samma nollstillen, men med multipliciteter (mj +1), (mqo+
1),...,(mr+1). Menisa fall &r P’ ett polynom av grad ms +mso+...+my, medan P
ar ett polynom av grad (mq+1)+ (me+1)+...+(mr+1) =mi+mao+...+mp+k.
Men detta kan bara gélla om k& = 1 (graden for P och graden for P’ skiljer sig ju bara
med 1). Alltsa maste P ha ett enda nollstélle, dvs vi har

P(z)=a(x —a)" (n>2),

dér a ar en konstant # 0. Kontroll visar att detta polynom uppfyller ekvationen for
varje n > 2. Vi finner att P'(z) = na(x — )"~ ! och P"(z) = n(n—1)(x —a)" "2 och
ekvationen Gvergar i

2n—2 2m—2

n?a*(x — a) =c-n(n—-1)a*(x — a) ,
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varav foljer att ¢ = 5.

SVAR: Ekvationen ar uppfylld om polynomet P &r en konstant, samt om polynomet
ar av grad > 2 och &r pa formen P(x) = a(x — )", dér a ar en godtycklig konstant
# 0. I det forra fallet duger varje virde pa c; i det senare fallet &r ¢ = 5.
. Antag att vi har a horisontella vansterbrickor, b horisontella hégerbrickor och ¢ ver-
tikala brickor. Lat oss tilldela rutorna tal sa att talsumman for vertikala brickor ar
lika med noll, for horisontella vansterbrickor lika med nagot tal &£ och for horisontella
hogerbrickor lika med talet —k, dar k ar ett lampligt tal £ 0.

Antag att vi lyckats konstruera en sadan utplacering av tal. Summan av samtliga 64
tal ar enligt forutsattningarna lika med 0, vilket inses om bradet téacks med enbart
vertikala brickor. Men vi kan ocksa uttrycka summan i antalet olika bricktyper och
far sambandet

a-k+b-(—k)+c-0=0,

varav

a="b

och pastaendet foljer.

Det aterstar att visa att det existerar en utplacering av tal av namnt slag. Om vi
namligen numrerar rutorna i varje rad fran 1 till 8, men med minustecken i de svarta
rutorna, sa far vi foljande uppstéllning:

Villkoren &ar har uppfyllda med k = 1.



