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1 LOSNING 1. Forst noterar vi att bade x och y maste vara positiva tal, annars kan

inte summorna i vansterleden vara positiva samtidigt. Multiplikation av vansterleden
ger

1 1 x
(x—i—y)(——i——):l—i-——&-y—i—l,

vilket ska vara lika med produkten av hogerleden, dvs 4, och vi far

2
£+y_2:<\/?_\/§> — 0.
) z ) €T

Det betyder att uttrycket inom parentes maste vara lika med 0 och déarmed att x = y.

Endera av ekvationerna ger nu att z =y = ﬁ

LOSNING 2. Ekvation 1 ger y = v/2 — = som efter inséttning i ekvation 2 ger

som ocksa kan skrivas

varav
eller

Enda losningen ar x = %, som insatt i ekvation 1 (eller ekvation 2) ger y = %

SVAR: Entydig 16sning ar « = %, Yy = %

. Eftersom den andra produkten &r delbar med 5, maste nagot av talen a + 1, b+ 1 och
¢+ 1 vara delbart med 5. Detta betyder i sin tur att nagot av talen a, b och ¢ slutar
pa 4 eller 9. Eftersom 84 = 2-2-3 -7, finner vi snart att enda moéjliga faktoriseringar
a-b-c, dar nagon faktor slutar pa 4 eller 9, &r 1-1-84,1-4-21,3-4-7,2-3-14 och
1-6-14. Av dessa &r det bara det nést sista fallet som uppfyller férutsattningarna:
(a+1)(b+1)(c+1)=3-4-15=180.

Svar: Enda l6sningen ar (a, b, c) = (2,3, 14).

. Vi kan lata tiderna som kréavs for A, B, C, D att kora strackan vara resp T, T + t,
T + 2t, T + 3t. Enligt forutsittningarna ar T + 3t = 27T, varav T = 3t. Tiderna
kan alltsa skrivas resp 3t, 4t, 5t, 6t. Eftersom forhallandet mellan B : s och C : s
tider ar 4 till 5, maste forhallandet mellan hastigheterna vara det omvéanda, 5 till 4.
Hastigheten for C ar alltsa 80% av hastigheten for B, dvs C kor 20% langsammare
an B.

Svar: C kor 20% langsammare dn B.



4. Taljaren i vansterledet kan skrivas pa formen

1 1 1 1 1 1
2 = L = Y (2 L =
a(a+a)+a2(a+a)+(a+a) (a +a2+1)(a+a),

dvs olikheten ar ekvivalent med att a? + a% + 1 > 3. Men denna olikhet &r i sin tur
ekvivalent med olikheten
a* +1 > 2a2,

eller
(a*=1)* >0,

som uppenbarligen galler. Likhet har vi om och endast om a = 1.

5. I parallellogrammen ABCD skér diagonalerna varandra i punkten P som figuren
visar. Lat diagonalerna ha langderna 2a resp 2b (diagonalerna delar varandra mitt
itu) samt lat den storre sidan ha langden ¢ och den mindre langden d. Vi soker alltsa
kvoten a/b nir kvoten ¢/d &r sa stor som mojligt. Cosinussatsen tillimpad i pa resp
trianglar APB och BPC

? =a®+b> — 2abcos 135°
d? = a® + b® — 2abcos 45°

eller

& =a?+b* +V2ab
d? =a® 4+ b% — V2ab

Dé c¢/d #r maximal samtidigt som ¢?/d? ir maximal, giller det att bestimma virdet
pa x = a/b nir ¢?/d* antar sitt storsta virde. Den senare kvoten kan skrivas

a® + 0% +v2ab  (a® +b%)(1 + V2ab/(a® + 7))
a2+ b2 —2ab (a2 + b2)(1 — V2ab/(a? + b2))
(1) _1+v2p(1-p)
1—-v2/p(1—p)’

dir p = a?/(a® + b?) uppfyller 0 < p < 1. Funktionen p(1 — p) antar sitt maximum
1/4 for p = 1/2. Med p = 1/2+c blir niimligen p(1—p) = (1/2+¢)(1/2—c) = 1/4—?
< 1/4, med likhet om och endast om ¢ = 0.

Betrakta kvoten i (1). Den antar uppenbarligen sitt storsta varde nar téljaren dr som
storst och ndmnaren som minst, vilket intraffar ndr p = 1/2, dvs nédr a = b = 1,
vilket innebéar att ABCD bildar en rektangel. Observera att ndmnaren i (1) alltid
Ar positiv eftersom 1 — v/21/p(1 —p) > 1 — v/2/2 > 0. Kvotens maximivirde #r

(24+v2)/(2 - V2) =3 +2V2~5,828.

SvVAR: Kvoten mellan diagonalernas langder antar vardet 1 nir kvoten mellan sidornas
langder &r maximal. Parallellogrammen ar da en rektangel.
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6. Det racker att visa likheten for positiva heltal n. Fér n = 0 &r likheten uppenbarligen
sann och for negativa heltal n far vi samma likhet om n byts mot —n.
Lat oss for varje positivt heltal n dela upp méngden M i delméngder, dar varje
delméngd antingen bestar av tal som bildar en dndlig aritmetisk talféljd pa formen k,
k+n,k+2n, ..., k+ (r— 1)n eller dir varje delméngd bildar en oédndlig aritmetisk
talfoljd pa formen k, kK +n, k+ 2n, ....
For alla tal m i den dndliga méangden ar antalet m for vilka m+n inte tillhér méngden
detsamma som antalet tal m — n som inte tillhér méngden, dvs sadana delméngder
skulle kunna plockas bort ur M utan att vérdet pa f(—n) — f(n) férédndras.
Daremot for de odndliga delméngderna géller det att for varje tal m i delméngden
ar ocksa talet m + n ett tal i delméngden, medan det for alla tal av typ m — n, med
ett undantag, tillhor delméngden. For det minsta talet i delméngden, mg sig, kan
inte mg — n tillhora delméangden. Féljaktligen galler det for varje sadan delméngd att
vardet pa f(—n) — f(n) &ar lika med 1.
Eftersom talen i varje delméngd upptriader periodiskt med perioden n kan det pa
sin hojd finnas n olika delmingder. Det maste dock finnas minst n delméngder.
Talen 2001,2002,...,2000 + n forekommer nadmligen i exakt var sin delméngd. Det
finns alltsa exakt n odndliga delméngder, varfér det sammantaget maste géalla att

f(=n) = f(n) =n.



