SKOLORNAS MATEMATIKTAVLING
Svenska Matematikersamfundet

Losningar till kvalificeringstdavlingen den 6 oktober 1999

1 Lat np vara antalet personer med bla 6gon, lat ny vara antalet ljushariga personer
och lat ngr vara antalet ljushariga personer med bla 6gon. Lat vidare n vara totala
antalet personer i befolkningen. Enligt forutsattningarna ar
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Detta forutsatter att saval ng som ngr, ar storre an 0 och ddrmed att ny ar storre
an 0. Men da maste ocksa gélla att
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vilket just uttrycker att andelen med bla 6gon av de ljushariga &ar storre an andelen
med bla 6gon av hela befolkningen.

SVAR: Ja.

2 Betrakta den utvikta triangeln ABC med vecket enligt figuren markerat som striackan
M P, vinkelratt mot sidan AB. Har a&r M mittpunkten pa sidan AB och P ligger pa
sidan BC. Lat c=|AM|= |MB| och d = |CP|.

A

Eftersom trianglarna PAM och PBM &ar kongruenta adr deras sammanlagda area
dubbelt sa stor som arean av triangeln AC P, och basen PB i triangeln APB maste
darfor ha langden 2d. Triangeln PBM ar likformig med triangeln ABC' (trianglarna
ar rdtvinkliga och har vinkeln B gemensam), vilket ger sambandet o = %,

c=+/3d. Vi far cos LABC = 5 = @ vilket betyder att vinkeln ABC ar 30°.
SVAR: Vinkeln ABC' &r 30°.

3. Eftersom z — a = (v/x — v/a)(v/z + v/a) kan ekvationen skrivas

(Va = Va) (VT — (1 - vVa) =0.

varav

En rot ar forstas © = a, dar a maste vara > 0. For att ekvationen ska ha tva rotter,
lika eller olika, krdvs ocksa att 1 —y/a > 0, dvs att 0 < a < 1. For att rotterna ska
vara olika maste dessutom /a # 1 — \/a, vilket betyder att a # 1/4.

SVAR: 0 <a<1/4ochl/4<a<]1.



4. Vi antar att Anna anlénder till Nykopingsbro a minuter efter 12.30. Det betyder att
Anna, fran det att hon passerat Bertil, behover 30 + a minuter fram till N, medan
Bertil behover 35 + a minuter. Fran det att Bertil passerat Cilla behover den forre
5 4+ a minuter och den senare 10 + a minuter for att ta sig till N. Slutligen kér Anna
pa 10 minuter samma stricka som for Cilla tar 15 minuter.

Om Anna, Bertil och Cilla kér med resp. hastigheter v, vp och vo géller det
foljaktligen att va/vp = (35 +a)/(30 + a), vg/ve = (10 +a)/(5 + a) och vo/va =
10/15. Produkten av dessa tre kvoter ar lika med 1, vilket ger ekvationen

35+a 10+a 10

30+ a . m 1 =1, som forenklas till

a® 4 15a — 250 = 0,

med den enda positiva losningen a = 10.

Det innebér att Anna pa 40 minuter kor lika lang stracka som for Bertil tar 45
minuter. Om Bertil finge 5 minuters forsprang skulle Anna alltsa hinna upp honom
pa 40 minuter. Eftersom forspranget i detta fall &r 10 minuter tar det 80 minuter for
Anna att hinna ifatt Bertil. Men Anna anlénder till rastplatsen kl 12.40 och ger sig
darifran kl 12.55. Klockan ar foljaktligen 14.15 nér hon hinner upp Bertil.

SVAR: Anna hinner upp Bertil kl 14.15.

5. 1 varje f6ljd av 18 konsekutiva tal finns det precis tva som ar delbara med 9, varav
ett ar jamnt och saledes delbart med 18.
Varje tal, vars siffersumma ar delbar med 9, ar sjalvt delbart med 9 och omvéant. For
tresiffriga tal inses detta pa foljande sétt. Om talet &r abe (dvs bestar av siffrorna
a,b,c i denna ordning) kan det skrivas 100a + 100 + ¢ = 99a + 9b + (a + b + ¢), vilket
tydligen ar delbart med 9 om och endast om siffersumman a + b+ ¢ ar delbar med 9.
Speciellt ar talet 999 delbart med sin siffersumma, 27, eftersom 999 = 27 - 37. Varje
annat tresiffrigt tal har en siffersumma mellan 1 och 26. Om talet dessutom &r
delbart med 18 maste siffersumman vara 9 eller 18 och talet ar alltsa delbart med sin
siffersumma. Pastaendet dr darmed visat.

6. Eftersom summan av radsummorna ar lika med summan av kolumnsummorna maste
S = summan av samtliga rad- och kolumnsummor vara delbar med 2. I det forsta
fallet &r hélften av de 3998 rad/kolumnsummorna, 1999 stycken, udda tal, varfor
ocksa S maste vara udda. Foljaktligen dr inte problemet 16sbart i det forsta fallet.

I det andra fallet fungerar summavillkoret, men vi maste kontrollera att det gar att
placera ut talen 0, 1, 2 pa onskat sétt.

Lat oss beteckna rutan i rad a och kolumn b med (a, b). Vi placerar talet 1 iruta (1, 1)
och fyller resten av rad nr 1 med 0:or, rad nr 2000 med idel 2:or, resten av kolumn nr
1 med 2:or och resten av kolumn nr 2000 med O:or. Vi har nu férbrukat summorna
1, 2, 3999 och 4000. I alla 6vriga rader och kolumner finns nu en 2:a utplacerad.
Om vi stryker rad 1, rad 2000, kolumn 1 och kolumn 2000 aterstar ett rutnit med
1998 rader och 1998 kolumner, dar vi ska bilda summorna 1,2,...,3996 (motsvarar
summorna 3,4, ..., 3998 i det ursprungliga rutnétet). I det nya rutnétet fyller vi forsta
och sista raden, férsta och sista kolumnen enligt monstret, stryker sedan ndmnda rader
och kolumner och far ett ytterligare reducerat rutnét.

Efter att ha upprepat proceduren sa langt det gar far vi som slutresultat enbart 1:or
i 6vre halften av huvuddiagonalen, dvs i rutorna (1,1), (2,2),..., (1000,1000), och
enbart 2:or i resten av diagonalen. I rutorna ovanfor diagonalen far vi idel O:or; i
rutorna under diagonalen far vi idel 2:or.

SVAR: Det forsta fallet ar inte losbart, det andra &r 1osbart.



