Losningsforslag till NMC 2011

Problem 1

Om ag, aq, ..., ajgoo betecknar siffror, kan summan av de bada 1001-siffriga talen
aoy - - - a1000 OCh ajgooaggg . . . ag besta av enbart udda siffror?

Lésning. Svaret ar nej.

Foljande diagram illustrerar berdkningen av summan, siffra for siffra.

Qo ap ... a; -+« @500 ... Q10003 --- A998 Ag999  A1000
a1000 @999 ... ai1000—; - - - asoo - - - a; c. Q9 aq Qo
$1001  S1000 S999 ...  S1000—i .-+  S500 .- - S; e 52 S1 S0

Talen s; utgor saledes siffrorna i summan. Siffran s199; utgar eventuellt. Om den
forekommer dr den lika med 1. Kolumnen med siffran s; betecknar vi med <.

Antag att s; ar udda for ¢ = 0,1,...,1000. Med induktion 6ver ¢ visar vi att
a9; + a1000—2; ar udda for ¢ = 0,1,...,250, dvs for kolumner med jamna nummer.
Men detta géller da ocksa for kolumn nr 500, dvs vi har as.050 + @1000-2.250 = 2500
udda, vilket innebér en motsdgelse.

Beviset ar som foljer: Eftersom sq ar udda, ar ag+ai000 udda, sé pastaendet dr sant for
1 = 0. Antag att as; +aq900_2; ar udda for nagot ¢ = 0, 1, ... 249, dvs fér nagon kolumn
i den hogra halvan med jamnt nummer 2:. Om vi nu betraktar kolumn nr 1000 — 2¢
i den vanstra halvan géller att sj9g0_2; r udda och eftersom ag; + a1900_2; ar udda sa
finns det ingen minnessiffra i denna kolumn, varfér summan i kolumnen omedelbart
till hoger ddrom, agit1 + aip00—(2i+1), maste vara < 9. Men da géller, eftersom sg;44
ar udda och ag;y1 + a1000—(2i+1) < 9, att det inte finns ndgon minnessiffra i kolumn
2i + 2. Harav foljer att agiio + a1000—(2i+2) 8r udda eftersom sy 9 dr udda. Darmed
ar induktionssteget avklarat.

Problem 2

I en triangel ABC' antas AB = AC. Lat D vara en punkt pa forlangningen av
strickan BA bortom A och E en punkt pa strickan BC| sa att linjerna C'D och AFE
ar parallella. Visa olikheten

4h
CD > B0 CFE, déar h ar hojden fran A i triangeln ABC'. Nar géller likhet?



Lésning. Eftersom AFE || CD far viatt CD/AE = BC/BE, D

varay AE-BC  AE-BC p
= = . 1 |
¢p BE BE-CFE CE (1) B!

Eftersom h ér det kortaste avstandet fran A till linjen BC B : - c

géiller att AE > h med likhet om och endast om E é&r
fotpunkten till hojden, Men eftersom AB = AC &r E i sa fall mittpunkten pa sidan
BC.

Vidare giller att BE-CE < ((BE+CFE)/2)? = (BC/2)? med likhet om och endast om
BE = CFE (om en stricka av given lingd uppdelas i tva delstriackor sa ar produkten
av delstrackorna maximal da delstriackorna ér lika langa). Detta &r ekvivalent med
att F dn en gang ar mittpunkten pa BC.

Om vi kombinerar dessa bada resultat far vi fran (1) den 6nskade olikheten med likhet
om och endast om E &r mittpunkten pa BC.

Problem 3
Finn alla funktioner f sadana att
f(f(@)+y) = fla® —y) + 4y f(z)

for alla reella tal x och y.

Lisning. Genom att sitta y = z? far vi f(f(x) + 2%) = f(0) + 422 f(x) for alla

reella z. Insittning av y = —f(z) ger f(0) = f(2? + f(x)) — 4f(x)? for alla z.
Kombinerar vi dessa bada ekvatloner far vi 4f(z)? = 4af ( ) sa for varje = géller
antingen f(z) = 0 eller f(z) = z*. Speciellt har vi f(0) = 0. Lat oss undersoka om

dessa bada funktioner upptréder enbart var for sig eller i kombinationer av bada. I
forsta fallet ér séledes f(z) = 0 for alla z eller ocksa dr f(x) = 22 for alla x.

Antag att det existerar ett reellt tal a # 0 sadant att f(a) # 0. Om f(z) = 0 for
nagot x # a giller det att

0= f(z) = f(f(a) + (z = f(a)) = f(a® = (x = f(a)) +4(z — f(a))f(a) (i sambandet
f(ft) +y) = f(t* —y) + 4y f(t) har vi satt t = a och y = o — f(a)). Eftersom
f(a) = a® far vi

0= f(2a* — z) + 4(x — a®*)a®>. Om z # a?, &r den sista termen # 0, och d& &r ocksa
f(2a* —x) # 0, dvs vi har (2a® —z)? +4(x — a®)a® = 2. Det betyder att om f(z) =
for nagot = # 0, dvs om f(z) = 0 &r antingen z = 0 eller x = a?. Genom att ersitta
a med —2|a| ska vi dock visa att z = a? inte kan gilla. (Notera att vi anviinder ett
negativt uttryck i a; med exempelvis 2a skulle vi fa 2a = a? for a = 2.) Vi genomfor
samma resonemang som tidigare och far



0= f(x) = f(f(=2la]) + (z = f(=2lal))) = f((=2]a])* — (= = f(—2lal))

+4(x— f(—2|a])) f(—2|a|). Vihar hédr anvint att f(—2|a|) # 0, eftersom (—2|a|) # a.
Det foljer att

0= f(x) = f(a® — (x — 4a®) + 4(x — 4a®)a® = 22, och vi finner att om f(z) = 0 &r
den enda mojligheten att x = 0.

S& antingen dr f(z) = 0 for alla x eller f(x) = x? for alla x. Det &r litt att kontrollera
att dessa tva funktioner verkligen dr 16sningar till den givna ekvationen.

Alternativ l6sning. P& samma sétt som tidigare géller for varje z att f(x) = 0
eller f(z) = 22. Om f(z) = 0 for nagot x, kan villkoret i uppgiften skrivas som
fly) = f(z* —y). Speciellt giller f(y) = f(—y), varfor vi ocksd har sambandet
fly) = f(z*>+y). Om f(y) # 0 for nagot y, maste bade f(z? —y) och f(z? +y) vara
skilda fran 0, dvs vi har dels y* = (2? — y)?, dels y*> = (2? + y). Summering av de
bada ekvationerna ger 22! = 0, dvs z = 0. Detta innebér att om f(y) # 0 for nagot
y, s& medfor f(z) = 0 att 2 = 0 och slutsatsen blir densamma som tidigare.

Problem 4

1
Visa att det for varje heltal n > 2 géller att summan av braktalen o dar a och b ar
a

1
relativt prima positiva heltal sadana att a < b < n och a + b > n, ar lika med 3

Anm. Tva heltal ségs vara relativt prima om de saknar gemensam delare > 1.

Lésning. Vi visar detta med induktion. Vi observerar forst att pastaendet géller for
n = 2 eftersom a = 1 och b = 2 &r de enda talen som uppfyller villkoren. Dérefter
visar vi att om n Okar med 1 sa fordndras inte summan, sa den &r fortfarande lika
med 1/2. For att klara detta récker det att visa att summan av termerna som tas
bort ar lika med summan av de nya termer som léggs till. Alla termerna i summan
for n— 1 finns kvar i summan fér n med undantag av de braktal 1/ab for vilka a och b
ar relativt prima och som uppfyller 0 < a <b <nocha+b=n. A andra sidan ér de
nya termer som laggs till summan for n pa formen 1/an (dvs b=mn) med 0 < a < n.
Det racker saledes att visa

1 1
Z a(n—a): Z an’

0<a<n/2 0<a<n
ged(a,n—a)=1 ged(a,n)=1

dér vansterledet anger summan av de braktal som tas bort och hogerledet de braktal
som laggs till ndr man 6vergar fran n — 1 till n.

. . - 1 .
Vi noterar att varje term i vansterledet pa formen ﬁ kan skrivas som summan
a(n —a

av tva termer i hogerledet, — och . Det géller namligen att
an

(n—a)n



1 1 (n—a)+a 1

an  (n—an  aln—an  a(n—a),
dér vi utnyttjar att ged(a,n) = ged(n — a,n), vilket betyder att antingen ingar bada
termerna i summan eller ingen av dem.

Ingen term uteldmnas, ty om n dr jamnt och storre dn 2 sa géller att ged(n/2,n) =
n/2 > 1. Hogerledet ges foljaktligen av

1 1 1
Z an Z aln—a) Z a(n —a)’

0<a<n 0<a<n/2 0<a<n/2
ged(a,n)=1 ged(a,n)=1 ged(a,n—a)=1

vilket var just det vi ville visa.

Anm. Ovanstaende l6sningar foljer i stort de officiella 16sningar som utarbetats av
de danska arrangorerna. For ytterligare detaljer kring tévlingen, se hemsidan for
Georg Mohr-Konkurrencen som ar den danska motsvarigheten till Skolornas mate-
matiktivling: www.georgmohr.dk



