Losningsforslag till NMC 2009

Problem 1. I en godtycklig triangel viljs en punkt, P. Genom P dras tre linjer,
parallella med triangelns sidor. Linjerna delar triangeln i tre mindre trianglar och
tre parallellogrammer. Lat f vara kvoten mellan den sammanlagda arean av de tre
mindre trianglarna och arean av den givna triangeln. Visa att f > % och bestam de
punkter P for vilka f = %

Losning. Eftersom de mindre trianglarnas sidor ar parallella med motsvarande sidor
i den storre triangeln ar trianglarna likformiga med varandra. Sidorna i var och
en av de mindre trianglarna &r proportionella mot motsvarande sidor i den storre
triangeln. Léngden av en sida i den ¢ :e av de mindre trianglarna kan darfor skrivas
som langden av motsvarande sida i den storre triangeln multiplicerad med en konstant,
en skalfaktor, k; sig. Lat b vara ldngden av en godtycklig sida i den ursprungliga
triangeln och lat motsvarande métetal i de tre mindre trianglarna vara resp by, bo,
b3, dar saledes b1 = k‘l . b, b2 == k‘z . b, b3 = ]{33 - b.
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Eftersom parallella sidor i en parallellogram ar lika langa ser vi fran figuren att
b = by + by + b3, och alltsa lika med ki - b+ kg - b+ ks - b = (k1 + ko + k3) b, varav det
foljer att k1 + ko + ks = 1. Eftersom areaskalan ar lika med kvadraten pa langdskalan,
géller det att arean av den 4 :e mindre triangeln forhaller sig till arean av den storre
triangeln som (%)% = k2, i = 1,2,3. Saledes dr f = k? + k3 + k2. Vi ska visa
att f > %, dvs att k? + k2 + k2 > %, dar kq, ko, k3 ar positiva tal som uppfyller
ki+ ko +ks=1.

Vi anvander oss av foljande resultat.

Hjilpsats: Lat x1,xs,...,x, vara godtyckliga reella tal. Det géaller da att

24l 2> S(rFast .+ xy)?

S|

Anm. Olikheten kan alternativt skrivas som

$1+$2+---+xn)2
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it >
n(x1+a:2+ +x5) > ( -
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vilket innebér att medelviardet av talens kvadrater alltid &ar storre an eller lika med
kvadraten pa medelvirdet av talen.

Bewvis: Lat T beteckna det aritmetiska medelvirdet av de n talen, dvs z = %(371 +

To + ...+ x,). Bilda kvadratsumman Q = (x; — 2)? + (22 — 2)%2 + ... + (2, — 7)?,
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som kan utvecklas till

Q=(x?+22+... +22)—2%(xy + 22+ ... +2,) +nZ?

=(2? + 23+ .. +22) - 2nz? + nz?
=i +as+.. . +a))— Lt +a+.. +a,)’

och olikheten foljer, eftersom @ > 0 for alla xq,xs,...,z,. Likhet galler om och
endast om x; = T for alla i. Med n = 3 och x; = k; for ¢ = 1,2,3 har vi

1
(1) k2 + k2 4+ k2 > (k1+/c2+k3)2:§.

W =

Likhet géller om och endast om k; = k = % for ¢ = 1,2,3, dvs om och endast om
by =by =b3 = g.

Anm. De som &r fortrogna med statistisk teori bor kidnna igen de olika formerna av
kvadratsumman Q. Variansen s? i stickprovet 1, s, ..., 2, ar nimligen lika med
ﬁ@. De som inte har sysslat med statistik kan studera foljande bevis.

Alternativt bevis av olikheten (1):

kT + k3 + k3 > (k1 + ko + ks)?
= 3(ki+k3+k3) > (ki + ko + ks)?
= kT + k5 + k3) — 2(kaka + koks + kzk1) > 0
= (k1 —k2)® + (k2 — k3)® + (ks — k1)* > 0,

dar den sista olikheten uppenbarligen géller. Vi har likhet om och endast om k; =
ko = ks = %

Fallet f = % Lat M vara mittpunkten pa sidan med ldngden b, i en av de mindre
trianglarna. Eftersom b; = b3 &r M ocksa mittpunkten pa sidan med langden b i den
storre triangeln. Multiplikation med faktorn 3 med utgangspunkt i M 6verfor namnda
mindre triangel i den storre triangeln (eftersom de tva trianglarna &r likformiga och
sidan med lédngden by Gvergar i sidan med ldngden b). Saledes & PM en median i
den mindre triangeln och det foljer att P ligger pa en median i den storre triangeln,
och da P overgar i ett horn i den storre triangeln vid multiplikation med 3 fran M
raknat, drar vi slutsatsen att P ar skarningspunkten till medianerna i denna triangel
(medianerna i en godtycklig triangel skir varandra i en punkt som delar varje median

i forhallandet 2 : 1 fran resp horn réknat).

Svar. Vi har likhet om och endast om by = by = b3 = %b, vilket intraffar om och
endast om P ar skdrningspunkten for medianerna i triangeln.

Problem 2. Pa ett gulnat papper kan man med viss moéda urskilja resterna av en
polynommultiplikation:

(2 +zx+a)(2®—..) = 27+ 2" +2° - 902* + 2 — 90.

Vissa delar har gatt forlorade, dels konstanttermen i den foérsta faktorn i vénster-
ledet, dels storre delen av den andra faktorn. Det skulle vara mdéjligt att restaurera
polynomet som utgor den andra faktorn, men vi néjer oss har med att stilla fragan:
Vilket varde har konstanttermen a? Vi forutsétter att alla forekommande polynom
har enbart heltalskoefficienter.



Lésning. Vi betecknar polynomet z2 + z + a med P,(x), polynomet som bildar
den andra faktorn i vénsterledet med Q(z) och polynomet i hégerledet med R(x).
Polynomen antar heltalsviarden for varje heltal . For x = 0 far vi P,(0) = a och
R(0) = —90, sa a ar en delare till 90 = 2-3-3-5. For x = —1 far vi P,(—1) = a
och R(—1) = —184, sa a &r ocksa en delare till 184 = 2-2-2-23. Men den enda
gemensamma primfaktorn till 90 och 184 &r 2, varfor de enda mojligheterna for a ar
+2och +1. Om a =1 far vi for x = 1 att P;(1) = 3, medan R(1) = —176 vilket inte
ar jamnt delbart med 3. Om a = —2 far vi f6r x = 1 att P_(1) = 0, dvs vénsterledet
ar lika med 0, medan hogerledet ar lika med R(1) = —176 och skilt fran 0. Varken
a =1 eller a = —2 &r saledes mojligt. Det aterstar att undersdka a = 2 och a = —1.

Innan vi anvinder ndmnda procedur igen kan vi ha nytta av att faktorisera R(x).
Vi kunde naturligtvis ha faktoriserat R(x) fran borjan, men i sa fall hade vi behovt
studera de faktorer som R(x) gett upphov till. Vi observerar att 2 + 1 dr en delare
till R(z), eftersom detta polynom kan skrivas som (z*+1)(2!® +2 —90). Om a = —1
far vi for x = 2 att P_1(2) = 5, medan 2% +1 = 17 and 23 + 2 — 90 = 8104, men dir
ingen av faktorerna &r delbar med 5. Saledes adr den enda aterstaende mojligheten
att a = 2, dvs att 2% + 2 + 2 &r en delare till R(x).

Anm. Man kan visa att Q(z) = (z* + 1)(z*! — 2% — 29 + 32% — 27 — 525 4 7% +
3zt — 1723 + 1122 + 232 — 45).

Svar: a =2

Problem 3. Heltalen 1, 2, 3, 4 och 5 star skrivna pa en tavla. Det ar tillatet att
sudda ut tva tal a och b och ersitta dem med talen a + b och ab. Ar det mojligt,
genom att upprepa denna procedur, att komma fram till en situation dér tre av de
fem heltalen pa tavlan ar lika med 20097

Losning. Svaret ar nej. Forst noterar vi att i varje drag ersétts tva heltal med tva
storre heltal, utom i fallet nar talet 1 suddas ut. Vi observerar vidare att vi startar
med tre udda och tva jdmna tal och forscker komma till en situation med minst tre
udda tal. Om vi ersétter tva udda tal kommer antalet udda tal pa tavlan att minska
med 1. Om vi ersdtter tva jamna tal eller tva tal med olika paritet kommer antalet
udda tal pa tavlan att vara oférandrat. For att kunna fa tre tal som alla ar lika med
2009 &r det alltsa inte tillatet att nagon gang ersatta tva udda tal. Talet 2009 kan vi
dérfor bara fa som summan a + b, inte som produkten ab, nir vi suddat ut a och b.

For att fa talet 2009 for forsta gangen, maste vi valja tva tal a och b som ar sadana
att a + b = 2009 och dar ab > 2009 eller ab = 2008. I fallet ab = 2008, &r en av
faktorerna lika med 1, och talet 1 finns da inte langre kvar pa tavlan. De tva heltalen
a+b = 2009 och ab som uppstar forsta gangen som talet 2009 skapas kan saledes inte i
nagot av fallen anvindas vid bildandet av de aterstaende tva talen 2009. For att bilda
nésta tal 2009 ar detta endast mojligt om man viljer sadana tal ¢ och d pa tavlan
att ¢+ d = 2009 och ed > 2009 (om vi inte anvinde talet 1 till det forsta talet 2009)
eller e¢d = 2008, och i det sistndmnda fallet kommer talet 1 inte langre att finnas med
pa tavlan i fortsattningen. Talen ¢+ d = 2009 och cd kan i ingendera fallet anvéndas
vid skapandet av ett tredje tal 2009, eftersom fyra av talen redan &r ”férbrukade”.
Foljaktligen ar det inte mojligt att bilda ett tredje tal 2009 6verhuvudtaget.

Svar: Nej, det ar inte mojligt.
Problem 4. En turnering har 32 deltagare. Det gar inte att hitta tva tdvlande med

samma spelstyrka och vid inbérdes moten ar det alltid den starkare som vinner. Visa
att 39 matcher racker for att faststélla guld-, silver- och bronsmedaljvinnarna.
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Losning. Antag mera allmént att 2™ personer deltar i turneringen och lat oss dela in
dem i 2"~ ! par for inbérdes matcher. Segrarna i denna forsta omgéng indelas i sin tur
i 2772 par for en andra omgang av matcher. Proceduren fortgar pa samma sitt, dir
segrarna hela tiden gar vidare, till och med omgang n da bara tva spelare aterstar.
Vinnaren i denna match maste vara guldmedaljoren, eftersom alla de 6vriga spelarna
har forlorat (exakt) en match var. Totala antalet matcher maste déarfor vara lika med
antalet forlorande spelare, eller 2™ — 1. For n = 5 kravs foljaktligen 31 matcher for
att hitta guldmedaljoren. I fortsdttningen betecknar vi denna med G.

Silvermedaljoren, i fortsattningen betecknad med S, kan bara ha forlorat mot G, dvs
sa lange som hon har mott andra spelare har hon fortsatt som segrare fram till det
oundvikliga métet med G. Spelaren S maste saledes ha mott G i nagon av de n
omgangarna. Lat de m motstandarna till G i tur och ordning vara C1,Cs,...,C,.
For att bestdmma vem av dem som &r S later vi C7 spela mot Cy varefter segraren
moter C'3. Segraren i den matchen méter Cy och vi fortsétter pa detta sétt tills vi har
hittat den béste, som d& maste vara S. Eftersom n — 1 av spelarna ska eliminieras,
krédvs n — 1 matcher for att kora vinnaren. Fér n = 5 behover man alltsa 4 matcher
for att hitta silvermedaljoren, dvs sammanlagt 31+4= 35 matcher for att kora ettan
och tvaan i turneringen.

Det aterstar nu att faststélla vem som &r bronsmedaljor, hiar betecknad med B. Denna
kan ha forlorat mot G, mot S eller mot bada. Det sista fallet kan intraffa om B i
nagon omgang spelade mot G och sedan mot S i en efterféljande utslagningsrond.

Antag att G motte S i den forsta omgangen. Da maste B ha vunnit mot nagon
annan spelare i den forsta omgangen och sedan gatt vidare med vinster tills hon sa
smaningom métte G och blev besegrad. Eftersom S deltog i alla n—1 matcherna i den
efterfoljande utslagsronden, vet vi inte vem som ar bést av de 6vriga n — 1 spelarna,
varfor vi maste genomfora en ny utslagsrond bland de aterstaende. Eftersom S = C
later vi Cy spela mot (s, sedan far segraren méta Cy osv tills vi har hittat den béste,
som da maste vara B. For detta krivs ytterligare n — 2 matcher. Men vi ska se att
n — 2 inte ar tillrdckligt om G och S skulle ha motts i en senare omgang.

Antag salunda att G motte S i omgang k, dar 2 < k < n. Om B varken motte
G eller S i nagon av de k — 1 forsta omgangarna, maste hon ha vunnit mot andra
motstandare under de k forsta omgangarna och sedan mott G i nagon av omgangarna
k+1,k+2,...,n. Nagon av motstandarna till G i dessa omgéangar, dvs nagon bland
spelarna Cy41, Ciya, ..., Cy, maste i detta fall vara B.

Om B i stéllet motte G och S i nagon av de k — 1 forsta omgangarna (B kan inte ha
mott bada, eftersom ett sadant méte innebér forlust och stopp for vidare spel), skulle
B kunna vara nagon av G :s motstandare i dessa omgangar, dvs C1,Cs,...,Cr_1
resp., eller nagon av S :s motstandare i samma omgangar; dessa spelare betecknar
vi med Dy, Ds, ..., Dy_1 resp. Men i inledningen till utslagningsronden omfattande
spelarna C1, Cs, ..., Ck—1 vid sokandet efter S, forekom inte S (hon dok ju dok upp
forst i omgang nr k), dvs om B varit nagon av de k — 1 forsta motstandarna till G,
maste hon i sa fall ha varit slutsegraren i denna delrond av matcher (dvs bést av
spelarna C1,Cy, ..., Cg_1). Lat oss beteckna denna spelare med C(;_1).

I fallet att G motte S i omgang k, 2 < k < n, har vi ddrmed funnit att B maste vara
nagon av spelarna D1, Da, ..., Dy_1,C_1),Cri1,Cpya,...,C,. For att hitta den
béasta bland dessa n spelare kravs ytterligare en utslagningsrond omfattande n — 1
matcher. For n = 5 behovs det alltsa som mest ytterligare 4 matcher (utéver dem som
atgick vid bestdmningen av G och S) och totalt behover vi som mest 31 +4+4 = 39
matcher for att hitta de tre medaljorerna.



