UPPSALA UNIVERSITET Prov i matematik

Matematiska institutionen F-programmet
Anders Killstrom Komplex analys
2006-08-21

Skrivtid: 9-14 . Tillitna hjalpmedel: Icke-symbolhanterande rdknare, formelblad (pa bak-
sidan). Losningarna skall 4tfoljas av forklarande text/figurer. Varje problem ger hogst 5
poéng.

1. Lbs fullstandigt ekvationen
tanz? = 1.

Svaret skall anges p& formen a + ib.

2. Lat C vara cirkeln |z| = 2 genomlépt ett varv i positiv led. Definiera funktionen f
genom
2

£ = [ gt (2l #2)
Berédkna f(4i), f(0) och f'(1).

3. Utveckla i Laurentserie i ett omrade av typ 0 < |z + 1| < R, funktionen
z

&)= avsra

Ange dven det storsta mojliga vérdet pa R.

4. Berdkna integralerna

a)

T cost

0 4+cost
b) / %2 4z, diir C r cirkeln |z + 1| = 1 ett varv i positiv led
cz3+1"" L P '

dt, och

5. Hur ménga rétter har ekvationen z? + 4z = sinzi |z| < 1?

6. En funktion f &r analytisk i C med undantag fér z = —1, dér den har en enkel pol.
Vidare &r | f| begransad i |z| > 2 samt uppfyller f(1) = 0 och f(2) = 1. Bestdm f.

7. Bestdmalla funktioner f som &r analytiska i forsta kvadranten och som uppfyller villko-
retRe f(z) = ¢(xy), dér ¢(t) ar definierad f6r t > 0 och har kontinuerlig andraderivata.

8. Antag att f och g &r tva analytiska funktioner i ett 5ppet sammanhidngande omride (),
sadana att

f(@)]? =Reg(z), zeq.
Vad kan man sdga om funktionerna f och g? (Eventuella pastdenden méste bevisas!)

(V.g.v.)



Trigonometriska, formler

sin2x = 2sinxz cosz

g —sin’z

C0S 2z = cos
=1—2sin’z =2cos?z — 1
sin(z + y) = sinz cosy + cosxsiny

cos(z £ y) = coszcosy Fsinzsiny

Maclaurinutvecklingar

2 3

sin” 1z = (1 - cosz)

1
2z
cos® 1o = 1 (1 + cosz)

sinzsiny = 1(cos(z — y) — cos(z + y))
sinz cosy = 1(sin(z + y) + sin(z — y))

cosz cosy = 3(cos(z + y) + cos(z — y))

z "
—1+x+—+§+ T+ +0@E™)
I B . 2 .
] - ——— s v —_— n-— —_— n
sinz =g - o + =] +(-1) (2n—1)!+0($ )
$2 .’L'4 :L.Zn
—1_ 2 . 1" 0 2n+2
cosz =1 T +(-1) (2n)!+ (z°™F%)
2 3 4
ln(1+m):w—%+%—%+---+( e +O(x”+1)
2 not 27 2n+1
a,rcta,nm-—:r—?+—5——-~--|—( ) T 1+O(a: )
-1 —1 2
(1+w)a:1 %m+a(a2' )2:2 CY(OZ 3),(05 ) 3+ o4 (Z)xn_l_o(xn—t-l)



UPPSALA UNIVERSITET Prov i matematik

Matematiska institutionen F-programmet
Anders Kéllstrom Komplex analys
2005-10-19

Skrivtid: 15-20 . Tillitna hjdlpmedel: Icke-symbolhanterande riknare, formelblad (pa baksidan).
Losningarna skall 4tf6ljas av forklarande text/figurer. Varje problem ger hogst 5 poidng.

1.

7.

Los fullstandigt ekvationen
sinz+cosz=2.

Svaret skall anges pa formen a + ib.

. Visaatt v(x,y) = x* - y® +2xy+2x ir imagindrdelen till en analytisk funktion f(z) och bestim

samtliga sddana funktioner f.

Bestdm konvergensradien for Taylorutvecklingen kring punkten z = i fr funktionen

2
z°(1 —cosz)
zZ)= —————
f( ) (efz — 1)3
Berédkna integralerna
% cosx 2 cosx
a f - b) —dx
o X2 +2x+2 0 V3+cosx

En funktion f har som enda singularitet i C en enkelpol i z = -2 med residu 16. Vidare har f
ett dubbelt nollstélle i z =2 och | f(z)/z| ar begrdnsad da |z| = 4. Bestdm f.

Visa att ekvationen z° + z2 — 16i = 0 har alla sina rétter i omradet 1 <|z| < 2.

Kl ki T Z@+Dez+D
Utveckla funktionen f(z) (z22+1)(z+1)

Vilket &r det storsta méjliga virdet pa R?

i Laurentserie i ett omrade av typen 0 < |z + i| < R.

Lat f vara en analytisk funktion i |z| < 1 som uppfyller f(z%) = zf(2).

a) Visaattom f ej &r identiskt noll s har f ett nollstille av ordning 1 i origo.
b) Visaatt f(z) = az for nagot ae C.

(V.g.v)



Trigonometriska formler

sin 2z = 2sinz cos
cos 2z = cos® z — sin’
=1-2sin’z =2cos?zx — 1

sin(z £ y) =sinz cosy £ cos zsiny

cos(z £ y) = coszcosy Fsinzsiny

Maclaurinutvecklingar

m2 3

sm 21}

If

(1 — cosz)
cos® Lz = L(1 4 cosz)
sinzsiny = £ (cos(z — y) — cos(z + v))
sinz cosy = 1(sin(z +y) + sin(z — y))

coszcosy = 2(cos(z + y) + cos(z — y))

n
’":1+x+—+—+-~-+i—‘+0(ac"+1)

T
2! 3!
sinz =z 3U?)-i-ﬁ + (
TR
2 n
COS(II=1—‘2—!'+E—"'+(—1)
2 3 g
n(l+a)=c- >+ 2 % ..
n(l+z)==z 2+3 el
arctanz = a:3+a:_5_ + (-
B 35

1+z)° =14+ 22+ o(a ﬁl)x2+

z

n—1)!

o ' +O(.’L‘2n+2)

o —1

2n—1
+ O(x2n+1)

+ (_1)71—1 % + O($n+l)

—1
+ O(x2n+l)

ala-1(a-2) ,

1! 2!

. Q n n+1
al + 4 (n)m + O(z™*)



Losning till problem 1: Vi skriver om ekvationen som

eiz_ e—iz eiz+e~iz
+
2i 2
7 14i(¥ ) =die = (1+1)e? P —die®~1+i=0=

= 4 = multiplicera med 2i¢**

-2+ ie +i=0= (e -1+0) =i
Detta ger att

e’ = (1+i)il—\% = (11%)(1”):(\/& 1)eim/4

v
och vi far . .
iz=In(V2++1)+ (7 +2kn)= 2= 7T 2kr-iln(V2:1), keZz

Losning till problem 2: Vi kan bestdimma en funktion u sadan att u + i v blier analytisk med hjilp
av Cauchy-Riemanns ekvationer. Om v(x, y) = x* - y2 +2xy+2xsadgeru, = vy

Uy =—2y+2x=>u= -2xy+x2+¢(y)
dér ¢ beror av endast y. Nu ger den andra av Cauchy-Riemanns ekvationer, Uy = —vy att
“2x+ ¢ () =-2x-2y-2= ¢/ () =-2y-2=¢(y) = -y* -2y +C
dér C ar en reell konstant. Nu far vi
flx+iy)y=u+iv= -2xy+x2—y2—2y+C+ i(x* = y? +2xy+2%)

Séttervi y =0serviatt f(x) = x>+ C+i(x*+2x) = (1 +)x* +2iz+C. Byier vi namn pa variabeln x
till z s& 4r séledes f(2) = (1+1)z>+2iz+C, dir Ce R.

Losning till problem 3: Vi har nollstéllen i nimnaren i
héavbar

e?=1=z=2kn keZ i /

Dessa &r av ordning 3 (pa grund av exponenten 3).
Vidare ser vi att nollstéllen i tdljaren ges av

-27 2n

cosz=1=>z=2kn, keZ

Dessa &r av ordning 2 (varfor?), men just nollstillet z = 0 kommer att ha ordning 4 i tédljaren pa
grund av den extra faktorn z?. Detta innebir att z = 0 4ren hévbar singuldr punkt (z = 0 blir faktiskt
ett nollstalle till funktionen), medan de 6vriga punkterna blir enkelpoler. Den nirmaste singuldra
punkten frén ; &r alltsd +27 och konvergensradien blir

R=12n—i|=V4n2+1.



Losning till problem 3a: Vi betraktar integralen

el eiz
————dz=| ————d
fcz2+2z+2 z fc(z+1)2+1 z Cr
dér C &r kurvan i figuren. De singuldra punkterna innanfér C
dr en enkelpol i z = -1+ i. Residuet i denna punkt 4r > >

elz elz ez(—1+i)

Res,—_1. =
= 2Rl 224 D)

z=—14i 21

Residusatsen ger nu

R elx P —i-1 .
f —z———dx+f -—;_———-——dz:ZJri—.—:rze_l"l
_RX*“+2x+2 czc+2z++1 21

Eftersom |e'#| = ¢ <1 6vre halvplanet kan vi uppskatta integralen &ver halvcirkelbagen

J

Om vi later R — oo far vi

- ldz] _ 7R
“Je, R2-2R-1 R2-2R-1

—0 dadR— oco.

o0 eix s T .
f T———dx:nel‘z—e‘
—00 X°+2x+2 e

Realdelen av detta ger integralen

0 COS X T
—2———dx:—cosl.
—c0 X+ 2x+2 e

Losning till problem 4b: Vi skriver om integralen som en kurvintegral 6ver enhetscirkeln genom

‘ o 1 o '
substitutionen z = e'’ dér vi anvinder att cos t = (¢! + e~ ) /2 = E(z+ 1/z)ochdz=ietdt=izdt.
Detta ger

2

cos t dt—f 3z+1/z2)  dz lf 22 +1
lel=1 V3+1(z+1/2) iz i

0 V3+cost iz i lzl=1 z(z2 + 23 +1)

Singuldra punkter finns i z = 0 och nollstéllena till z2 +2v3z+1 =0 = z = —v/3 + v/2. Endast
z=0ochz=-V3+V2 ligger innanfor enhetscirkeln. Residuet i 0 &r 1 och residuet i enkelpolen

z=~V3+V2blir
_ =vB+v2P+1  6-2v6  VB(VE-2) V6

C(—V3+V2)-2v2 22-v8)  22-v6) 2

Detta ger véardet pa den sokta integralen

Res

27ri-%(1— @) =12~ V6).

Losning till problem 5: Vi kan skriva f pa formen

fla)=

(z-2)?
. g(2)

+2

4



dér g dr en hel funktion (och g(2) # 0). Vi ser nu att eftersom funktionen

1@ _(@-2?
z z(z+2)

g(2)

dr begrénsad for stora |z| s maste g vara begréansad for stora |z|. Liouvilles sats siger att g ar
konstant C. Saledes ar

_ C(z-2)?

T oz+2

f(2)
Vi finner att
16 =Resz=—3 f(2) = C-(-4)=16C=>C=1.

Losning till problem 6: L&t f(z) = z° + 2% - 16i. Ekvationen f = 0 har totalt 5 rétter. P4 |z| = 2 gor
vi uppdelningen P(z) = z° och Q(z) = z% - 16i. D4 &r f=P+Qochpé|z|=2ir

IP(z)| =2°=32 och Q)| <lzP+16=4+16=20

dvs |P| > |Q|. Enligt Rouchés sats har ekvationerna f = P+ Q = 0 och P = 0 samma antal rétter i
{z] <2, Men P = 0 har 5 rotter dar.

Pa |z| = 1 gor vi uppdelningen P(z) = ~16i och Q(z) = z° + z°. D4 giller pa |zl =1 |P| =16 och
Q| = Izl5 +|z|?=2. P=0har inga rotter, dvs f = P+ Q =0 har inga rotter i |z| < 1. P4 sjilva cirkeln

|z| = 1 har f = 0 inte heller nagra rétter, ty |f| = [P + Q| = |P| - Q] > 0. Saledes ligger alla rétter i
1<|z|<2.

Losning till problem 7: Funktionen har singulariteter i punkternaz = -1, z =
i och z = —i. Fran figuren ser vi att den nirmaste singulariteten fran —i ar
—1 pé avstandet |- i+ 1| = V2. Vi kan saledes Laurentutveckla i omradet
0<l|z+i|< V2.

Om vi sétter w = z+ i dvs z = w — i kan vi skriva funktionen pé formen : )
(partialbraksuppdela) A

1 ~ 1 |

(z+)(z=i)(z+1)  w(w-20)(w+1-10)

fl2) =

1 1 1
:(1+i)w[w—2i_w+l—i]

som ska utvecklas i omradet 0 < |w| < v'2. Om vi anvinder den geometriska serien kan vi enkelt fa
utvecklingen

B 1 o) wk oo (__l)kww _ 1 > 1 (_l)k k-1
f@a= 1+ i)w{—,g_o (2i)k+1 ‘,§0 (1= i)k+1 } T o1+ ,2,{(21')'6+1 * (1-p)k+l }w

_-l+i 1 i{ 1. (-DF } b1
4w 1+ig @ikl (- pkel

Losning till problem 8: f kan utvecklas i en Taylorseriei|z| <1,
Nk
f@)=) axz".
k=0
Det givna villkoret f(z?) = zf(z) medfor att

(o) o0
Z akzzk = Z akzkﬂ
k=0 k=0

5



Om vi jamfor koefficienter for olika potenser av z i dessa serier finner vi

grad

k=0 a=0

k=1 0=q

k=2 ay=a; = agodtycklig
k=3 0=aqa

k=4 ay=a3 = az=0

och om vi fortsitter finner vi alla a; = 0 for k = 2.



UPPSALA UNIVERSITET Prov i matematik

Matematiska institutionen E-programmet
Anders Kéllstrom Komplex analys
2006-01-12

Skrivtid: 9-14 . Tilldtna hjalpmedel: Icke-symbolhanterande riknare, formelblad (p& baksidan).
Lésningarna skall 4tfoljas av forklarande text/figurer. Varje problem ger hégst 5 poéng.

1. Los fullstdndigt ekvationen
3
tanz = — -—l.

Svaret skall anges pé formen a + i b.

2. Bestdm alla analytiska funktioner f = u+ iv som uppfyller villkoret u(x, y) = "™,

3. Lat .
z(eZIz -1

fl2)= 3

sin“z
Bestdm konvergensradien for Taylorutvecklingen av f kring punkten z = —ir.

4. Beridkna integralerna

T cos26 xsinx
2% 4 b ihtddesctadil
a) fo 1+cos20 0 ) f_oox2+x+1dx

5. Ange Laurentutvecklingen till

iomradet2 <|z-3i| < 4.

6. Enfunktion f(2) &r analytisk i C utom fér z = —1 dér den har en enkel pol. Vidare ar f begran-
sad i|z| > 2 och uppfyller f(1) = 0 samt f(2) = 1. Bestam f.

7. Avgor i vilka kvadranter eller pa vilka halvaxlar rétterna tilll ekvationen z* — iz + i = 0 ligger.
8. Visa att det inte finns ndgon funktion f analytisk i |z < 2, sadan att

1, (-D¥ _
f(7c-)— P k=1,2,3,....

(V.ig.v)



Trigonometriska formler

sin2x = 2sinz cosz sin? %:E =
cos 2z = cos® z — sin’ cos? %x =

=1-2sin’z =2cos?z ~ 1
sin(z + y) =sinzcosy & coszsiny

cos(z & y) = coszcosy Fsinzsiny

Maclaurinutvecklingar

z_l 2 fL'g LL‘n O n+1
e” = +x+ﬁ+§!‘+"'+‘a+ (™)
. z2 b ooy T2l ain
ZL‘2 :1,’4 " m2n .
COS$:1_—2—!—+ZT_"'+(_1) (2n)!+0(w )
2 3 g4 "
ln(1+$):55——2"+?—74—-[-"'4'(—1)”—1?4-0(2:"4'1)
3 5 2n—1
arctanz=a:—%+%—....,.(_1)71—1 2xn—1 + O(z®+1)

(1+$)a:1+2x+a(a~1) 2+Ol(a—1)(a._2)m3

e [HYm n+1
1l ol 3l * +<n)"” +0E™)

3(1 — cosx)
1(1 + cos )
sinzsiny = §(cos(z — y) — cos(z + y))
sinzcosy = 3(sin(z + y) + sin(z — y))

coszcosy = 1(cos(z + y) + cos(z — y))



Losning till problem 1: Vi skriver om ekvationen enligt

sinz el —g-iz e*iz 3i / ;
= = — = : =-—= 5?2 1) =3(e%% +1
cosz j(efz+eiz)  j(eiz+1) 5 ( )=3( )
Detta ger att

ez’z=4=>2iz=ln4+i-2kn=~z:~iln2+kn, kez.

Losning till problem 2: Om f = u+ivoch u = e’ s& far vi genom derivering

— oV 2
Uy=e Uy

Uy =e’vy Ury = V2 + ¥ Uy
=
Yy

uyy =e'vy+e’vy,
Addition ger att Au = e¥ (v + vf,) +e"”Av. Men eftersom u och v 4r harmoniska s 4r Au = Ay =0
och allts3 ar v2 + vf, =0. D& méste v = C (konstant). Detta ger att f = ¢© + i C.

Losning till problem 3: Nollstéllen i tiljaren di e?* = 1 = z = k7, k € Z. Dessa 4r alla enkla, utom
nollstéllet z = 0 som &r dubbelt (p.g.a. faktorn z).

Nollstéllena i nimnaren ges ocksa av sinz = 0 = z = kx. Dessa ir alla dubbla (p.g.a. sin).
Detta gor att z = 0 blir en hévbar singularitet, medan z = kx (k # 0) blir enkelpoler till funktionen.
Konvergensradien i Taylorutvecklingen kring punkten — i r avstandet till nirmaste singularitet,
t.ex. z = 7 vilket ger konvergensradien R = | — (—in)| = |7(1 + Dl=nv2.

Losning till problem 4a: Vi skriver om integralen som

b4 n - 25
sz cos26 dB:f 2cos20 I ¢=20 } cos¢
0

=[P
0 1+3(1+cos26) 3+cos26 dp=2d6] Jy 3+cos¢ ¢

z=e? ~f %(Z+%) dz_l[ Z2+1 2
dp=dzliz| "~ |z|=13+%(z+%) iz i lzi=1 2(z22 + 62+ 1)

Singulédra punkter i z = 0 (enkelpol) ochi z? + 6z + 1 = 0 vilket ger z= -3+ V8 (enkelpol) innanfor
enhetscirkeln. Vi beridknar

Z2+1 Z2+1
Res;—¢ = =1
2(z22+6z+1)  z2+62+ 1|,
Z+1 Z+1 _ (VB-3)*+1 18-6v8 3

R

2=vB3 2 4 624 1) 2(z+3+VB) =i (VB-3)-2v8 16-6vV8 V3

Residusatsen ger nu att

1 3 3
I=—2gil-—j=271|1-—]|.

i ( \/g) ( \/g)
Losning till problem 4b: Vi betraktar integralen

f zel? i G
—dz ,
cZ2+z+1

langs kurvan C = L+ Cy enligt figur. Singuldra punkteriz®+z+1=0 -R L

Y

1 iv3
vilket ger z = 3 + l-2£ innanfor C. Detta 4r en enkelpol med residu



Res ze’” ze’? ("% + %kﬂ./z_\/ﬁz
=i+ 2zl 1. i3 = -
2772 Z+§+—2-z=—%+1? E\/g
1 1 iVv3 1 1
= —"e_\/gl?'(—~+-—)(cos——-isin—-)
iv3 2 2 2 2

Vi far nu med residusatsen

R xeix zel? 1 1 iv3 1 1
f 2————dx+fC—§————dz=27zi-———e“/gﬂ‘(——-fi](cos——isin—)
RX%+x+1 . ZP+z+1l iv3 2 2 2 2

Naér vi later R — oo s gér f — 0 enligt Jordans lemma och vi ser
G

©  xel* 2 1 iV3 1 1
f ——2—x—————dx = —7r—e"/§/2(— —+ l—\/-:)(cos— —isin=)
~o0 X*+x+1 V3 2 2 2 2
Den s6kta integralen far vi om vi betraktar imaginérdelen av detta resultat.

Losning till problem 5: Vi partialbréksuppdelar funktionen
z V2 1
(z+i)z—i) z+i z-i

flz)=

och satter sedan w = z —3i vilket ger z = w + 3i och funktionen blir

1 ( 1 + 1 ‘)
2\w+4i w+2i)
Denna funktion utvecklas i 2 < |w| < 4 med hjilp av den geometriska serien som

1 1 1 171 & k1 & 2i\k
§(w+4i+w+2i)=§ ZE,;O(—%) +;,§0(_—wi) ]

Losning till problem 6: Om vi sétter g(z) = f(z)(z+ 1) s& blir g en hel funktion och for stora |z|
galler att

(g2}l = |f(2)(z+ )| = M(1 +|z|)

dvs g vixer i co som ett férstagradspolynom. Den generaliserade Liouvilles sats séger att g méste

vara ett férstagradspolynom, g(z) = a+ bz. Detta ger f(z) = at blz . Villkoren f(1) =0och f(2) =1
ger *
a+b=0 a=-3
et
a+2b=3 b=3
3(z-1
Den sokta funktionen 4r alltsa f(z) = (ZZ+ I ) .

Losning till problem 7: Sitt f(z) = z* — iz +i. Vi har en polynomnekvation f(z) =0 av grad 4 och
saledes finns 4 rotter. Eftersom koefficienterna inte 4r reella i polynomet kan vi inte vara sikra pa
att rotter forekommer parvis komplex-konjugerade.

Det finns inga rotter pa axlarna, ty pa reella axeln r z = x och f(x) = x* + i(1 - x) = 0 vilket inte
ar sant for nagot reellt x. P4 imaginéra axeln &r f(iy) = y* + y + i vilket ocksa &r skilt frén 0.



For stora vérden pé radien blir argumentvariationen pa varje kvartscir-
. 7 . o .
kel i fuguren 4- 3= 2m. Vi kontrollerar argumentvariationen langs

axlarna. P4 rella axeln &r arg f(x) = arg(x4 +i(l-x)) = arctanl—_;—.
X
Detta ger

]—oo 0 1 00
1-x
—x‘i_ 0 + +4ooloo + 0 - 0
/4
agflx) | 0 o N 0N 0
1
Vi far pa motsvarande sitt pd imagindra axeln arg f(iy) = arg(y* + y+1) = arctan — " och
y +y
‘—-oo -1 0 00
1
— + ool-oc0 - ooloo + 0
Y+ D) i1 n
argf(iy)| 0/ > N B N0

Detta ger for argumentvariationen i de olika kvadranterna

T T ow

Var;argf=4-g+g—g=2n=>N=l
Var”argf=4-—g+g—g=2n=>1\e’:l
Va1111argf=4-§+§—§=2n:>1\1=1
Varwargf=4~%+g—g~=2n=>N=1

Losning till problem 8: Om vi tittar p4 jimna k (k = 2m) sa blir

1 1
f(5-)= om

Om singulariteteni z = 0 vore hivbar skulle f(z) 6verensstimma med funktionen zien punktfsljd
Zm = 1/2m som konvergerar mot en inre punkt analyticitetsomradet (i detta fall punkten 0). Men i
sa fall skulle f(z) = z. Detta strider mot att fér udda k ar f(1/k) = -1/k. Singulariteten i z = 0 kan
inte vara hdvbar.

Den kan inte heller vara en pol ty i sa fall méste | f(z)| — oo d& z — 0. Men detta #r inte sant for
punktféljden 1/ k. Sledes maste singulariteten vara visentlig.



