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Nu skall vi visa att foljande galler, dir 4, B och C #r godtyckliga méngder.

{r) A A,
(s) A~B=rB ~4,
) (ABAB~C) = 4aC

(r) ir en f8ljd av att den identiska avbildningen av 4 &r en bijektion frin A til 4,
() f8ljer av att om f #r en bijektion frdn A till B sd dr f~* en bijektion frdn B till 4.
Och () slutligen foljer av att en bijektion f frin A il B och en bijektion g frén B
till ¢ kan sammanséttas till en bijektion g o £ frin A4 tili C (6vning 5.3.3).

Vi har alltsd visat att symbolen ~ uppfyller de tre egenskaper som man behdver
for att kunna infra en ekvivalensrelation, Den mingd pd vilken man ldmpligen
skulle vilja definiera en ekvivalensrelation genom begreppet samma miktighet ir
mingden M av alla mingder dverhuvudtaget. BEnligt den axiomatiska miéngdiiran
#ir detta egentligen ingen tillaten méingd (se 3.3), men vi tilliter oss #nd4 att i det hir
sammanhanget anviinda miingdbegreppet. Det gir att visa att det resonemang som
vi kommer att fora kan helt legitimeras i den axiomatiska mingdliran,

Vi hat alltsd en ekvivalensrelation pA M, och siledes en indelning i ckvivalens-
klasser. Bn ckvivalensklass kallas ott kardinaltal.

Det 4r Iatt att inse att en av ekvivalensklasserna endast innehéller méngden @,

"Bér detta kardinaltal har man infort beteckningen 0, En annan ekvivalensklass bestar

av alla mingder av typen {a}, allisd méngder med endast ett element, och det kardinal-
talet kallas 1. Mingderna av typen {a, 6} bildar ocks ett kardinaltal som betecknas
2, klassen av mingder {a, &, ¢} & ett kardinaltal som betecknas 3.

Vi skall nu infdra vissa operationer och relationer for kardinaltalen, Om x och y
#ir kardinaltal, ater vi E och F vara méngder med kardinalitet x respektive y (d.v.s.
innehallna i ekvivalensklassen x respektive ekvivalensklassen y), Vi forutsitter afi
E och F #r disjunkta och bildar sedan EU F, Man kan visa att kardinaliteten z hos
E\J F 4r oberoende av det speciella valet av E och F {(exempel 5.6,1.) Man definierar
nu x + y =z, varmed vi har infSrt en summa av tvd godiyckliga kardinaltal,

Man kan ocksa definiera eft tal som betecknas xy och kallas produkten av x och
y. Man vilier d4 E och F med kardinalitet x respektive y och definierar xy som kar-
dinaliteten hos EX F. Man kan néimligen visa att den ir oberoende av det speciella
valet av E och F (dvning 5.6,2). Man kan sedan [4tt visa att om vi har ep mingd med
kardinalitet x, vilkens element Ar parvis disjunkia méngder, alla med kardinalitet
y, 54 Hr unionen av dessa senare mingder en méngd med kardinalitet xy.

Man infor vidare x <y som beteckning for utsagan att det finns ett kardinaltal z
sd aft X+ z =y, Symbolen < utlises »mindre #n eller lika med». Man kan visa att
man hérigenom fir en linfér ordning, t.o.m, en vilordning av kardipaltalen (se 5.4
betriffande dessa begrepp).

Vissa kardinaltal har egenskapen att motsvarando méngder aidrig kan ha samma
mitktighet som nigon av deras dkta delmiingder. Dessa kardinaltal kallas naturliga
tal och motsvarande mingder kallas dndiiga. Ovriga méingder kallas odndliga.

Genom defta har vi skisserat den moderna definitionen av begreppef natutligt
tal, De inforda additions- och multiplikationsoperationerna svarar exakt mot de
vilkanda taloperationerna pd N, motsvarande glller om ordningsrelationen, Ut.
ghende fran den hir definitionen har man nu m&jlighet att visa alla de kiinda egen-
skaperna for de natorliga talen, Induktionsaxiomet i version III (3.5) dr shledes en
f6ljd av vilordningen, som givetvis miste medfora att ocksd N &r vilordnad.
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Lat 4 och B vara tvd méngder., Man sfiger aft de har samma miktighet (samma M ‘

kardinalitet) om det finns en bijektion frin 4 till B, och vi betecknar detta 4 ~ B.




EXEMPEL 5.6.1 Visa att om &y ~ By och F, ~ F, och om Ey N F, =@ och Ey(\Fy =
mg, Sé gﬁ“er att Ej_UFI RsEgUFg.

t o

g o
Bevis. Enligt forutsdttningen finns en bijektion f fran E, till E, och en bijektion g
frén Fy till F,. P4 hela E,U F, kan vi d4 definiera en funktion # genom fSreskriften

h(x)=f(x), om x€E,,
h(x)=g(x), om x€F,

Séledes dr A en sorts kombination av de tva funktionerna, Det #r litt att visa att
A ir en bijektion, varav pistdendet foljer. |

OVNING 5.6.2. Visa att om E; ~ E, och F, ~ F, giller att E) X Fy ~nE, X F,.

5.1, Odndliga mdngder

De kardinaltal som inte &r naturliga tal kallar vi ofindliga kardinaltal, Bt sddant 4r
kardinaltalet f6r den ekvivalensklass i vilken méngden N ingdr. Det kailas 8, (alef
noll) och man kan visa att det &r det minsta odndliga kardinaltalet. Att en mingd E
har méktigheten R, innebdr att man kan bijektivt avbilda mingden pid N. Vid en
sddan bijektion kommer varje clerent i E att svara mot ett #EN, dov.s, mingden
kan betecknas (a,);. Méngden kan siledes numreras och man kallar dirfor ming-
derna med kardinaliteten R, for numrerhara, alternativt upprikneliga,
Vi skall visa tva satser om numrerbarhet.

SATS 5.7.1. Q ar numrerbar.

Levis. Vi kan forse de rationella talen med nummer enligt féljande princip. Varje -

rationelit tal kan entydigt skrivas p/g eller -p/q, ddr PEN och g €Z,, och dir vi har
forkortat s4 langt som majligt. Vi véilier forst de tal dér p+qdr lagst, dov.s, 1, direfter
de tal dir p + g 4r nist lagst, d.v.s, 2 etc. Alltsd 01, 11, —1/1, 2/1, =2/1,1/2, —1/2,

3/1 ete. Alla rationefla tal kommer di med i denna upprikning och Q kan dirfér
numeras, "

SATS 5.7.2, R dr inte numrerbar.

Bevis, Vi anviinder den indirekta bevistekniken och utghr Jd#rfor frdn att vi har
en numrering. Vi skriver varje reellt tal i form av eté indligt elter o#indligt decimalbrik
och stéller upp hela R § nurimerordning pa foljande sitt,
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dér alits alla a, r heltal och alla a,, dr ensiffriga naturliga tal,
Vi betraktar nu »diagonalen» a,,, ag,, @y, ... och bildar ett nytt decimalbrak

b =0, b, by by ...
som vi bestimmer s att vi for alla p € Z, viiljer

by=1, om a, =0,
b,=0, om a,,#0

Det giller nu att b inte kan Sverensstimma med ndgot av talen i uppstiiliningen, Ty
om det skulle dverensstdimma med tal nummer ¢ skulle det innebiira att vi maste
ha samma decimal 1 position ¢ for bada talen d.v.s.

Age =byy

vilket inte giller.

Hirigenorm har vi funnit att man kan finna eft tal b som inte &r med i uppriikningen,
Men vi utgick ifrdn att det var en upprikning av alla reella tal. Genom denna mot-
stigelse foljer satsen, ]

Vi vill slutligen pépeka att sats 5.7.2 forst uppstilldes och visades av Cantor,
och bevismetoden brukar beskrivas som Cantors diagonalforfarande. Satsen innebir
tydligen att det finns andra odndliga kardinaltal &n 8. I si4lva verket finns det o#nd-
ligt manga odndliga kardinaltal, |
OVNING 5.7.3. Visa att 8, + 8o =X,

OVNING 5.7.4. For varje n €N ir E, en numrerbar mingd, Visa att

4r en numrerbar méngd,

OVNING 5.7.5. Visa att méngden av delm#ngder av N ¢j 4r en numrerbar miingd,
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