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Skrivtid: 8-13. Inga hjalpmedel tillatna. Maxpodng pa varje uppgift dr 5 poing.
Losningarna skall atfoljas av forklarande text. For betyg 3 (eller 4 resp. 5) krédvs minst 18
(eller 25 resp. 32) poédng. Om du ér godkénd pa duggan, ska du inte ldmna in uppgift 1.
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1. Los olikheten 1 < '

" & 1 )
2. (a) Berékna Z AN for n = 2.
k=1

(b) Bevisa med induktion att

- 1 1 1
; kk+1)(k+2) 4 2n+1)(n+2)
for alla heltal n > 1.
3. Los ekvationen logy,(x — 6) + 1 = log,o(z — 30).
4. Los ekvationen cos2x — sin4x = 0.
5. Lat 4 olika vokaler och 5 olika konsonanter vara givna.

(a) Hur manga 5-bokstaviga “ord” med 2 olika vokaler och 3 olika konsonanter kan
bildas av de givna bokstéverna?

(b) Hur manga ord kan bildas om man dessutom kraver att de tva vokalerna inte
far sta bredvid varandra?

1—3 17
6. Skriv det komplexa talet (—Z) pa formen a 4 bi dir a och b &r reella tal.
(14 iv/3)9
7. (a) Berdkna avstandet mellan punkterna (6, —1) och (—2,3) samt ange ekvationen
for linjen genom dessa punkter.
(b) Bestdam typen av samt skissa kurvan 36z* +y* + 722 — 8y +43 = 0 i talplanet.
Skissen skall tydligt visa kurvans form och léage i planet.

8. Ekvationen z*+42* —32% — 262 — 10 = 0 har roten i — 3. Los ekvationen fullsténdigt.

LYCKA TILL !



SVAR till tentan i Baskurs 2009-10-02

1
1. x>§,x7é3.

5
2. (a) —. (b) Utfor bas, induktionsantagande, induktionssteg, samt dra slutsats med

hjalp av induktionsaxiomet.

3. x = 150.
T s s om
4. = — -—ell = — - ell = — . Z.
T 4—|—n 2eera:' 12—1—71 7 eller x 12+n ™, N e

5. (a) 7200 ord.  (b) 4320 ord.

1 1.
6. —§ + QZ.

. " . o - -1-3 1

7. (a) Avstandet ér 4v/5. Linjens riktningskoefficient &r k = 612 — 3

En ekvation for linjen ar y = 5% + 2.

1
(b) Ellips med mittpunkten (—1,4) och halvaxellingderna 5 i z-led och 3 i y-led.
8. Rétterna dr —3 &4 och 1 £ v/2.

Losningsforslag till nagra av uppgifterna

2 2
1. Olikheten &r ekvivalent med rr < —1 ELLER 3 e > 1. Vi soker alla x som
- -z
2 2
uppfyller minst en av olikheterna (A): 3 e < —1 och (B): 3 Rk > 1. Bada loses
x -z

genom att gora 0 pa ena sidan, faktorisera och teckenstudera.

9 _
+x+3 m<0,dvsmed >
—r 33—z 3—=x
Alltsa géller (A) <=z > 3.

2
Pa liknande sétt far vi att (B) <= °

(A) ar ekvivalent med <0, dvs med 3 —z < 0.

> (. Gor teckenstudietabell: Intressanta

punkter att ha med i teckenstudietabellen (punkter dir tecknet kan dndras): © = 3

och z = 3.

1 3
.1' J—

2
2c—1 |- 0 + + +
3—z |+ + + 0 -
2r — 4
* — 0 4+ odef -—
33—z

1
Vi ser att (B) giller om och endast om — < z < 3.

Den givna olikheten géller om och endast om (A) eller (B), dvs om och endast om

1 1
x > 3 eller 3 < x < 3, vilket kan skrivas x > 3 ¥ # 3.



1 1 1 1
2b. Bas: VL = 5 och HL; = - — — = 5 sa pastaendet stdmmer for n = 1.

4 1
Induktionsantagande (I.A.): i L 1 1
—~k(k+1

- JE+2) 4 20p+1)(p+2)
dvs. VL, = HL, for nagot heltal p > 1.
Induktionssteg: Vi maste visa att V' L, 11 = HL,4;. Vi har

p
1 1
VI = = VL, +
Pt ;k(k+1)(k+2) P+ D)p+1+1)(p+1+2)

. B 1

= [enligt .A]=HL,+ ER D)

1 1 1
T 10012 Gt De+ ) +3)
B 1_ p+3 B 2
1 (2(p+1)(p+2)(p+3) 2(p+1)(p+2)(p+3))
_ 1 p+1 :1_ 1 _ I

4 20+ D)p+2)(p+3) 4 2p+2)(p+3) e

Enligt induktionsaxiomet foljer nu att pastaendet ar sant for alla heltal n > 1. VSB.

3. For att logaritmerna i ekvationen ska vara definierade krévs att bade x — 6 och
x — 30 &ar positiva. Alltsa maste x > 30.
Metod 1: Ga over till log,, genom att anvanda basbytesregeln:.

_ logy(z —6)

1
log;go(z — 6) = =3 10%10(55 —6).

log;o 100~ 2

Ekvationen kan nu skrivas log,q(x — 6) + 2 = 2log;,(z — 30), vilket &r ekvivalent
med (for x > 30) att

(z —30)?
1 — =2
0810 r—6 )
(x — 30)2 . )
dvs ——— = 100. Denna andragradsekvation har rétterna x = 150 och =z = 10.

Eftersoxm x > 30 maste roten x = 10 forkastas. Svar: x = 150.
Metod 2: Sétt A = logygo(z — 6), och B = log;,(x — 30). Ekvationen séger att
B = A+ 1, och def av logaritmer ger att 100" = z — 6 och 10® = 2 — 30. Vi har
alltsa

z=100" + 6 = (10)? + 6 = 10** + 6 = (10*)*> + 6

och
=108 430 = 104" + 30 = 10 - 10° + 30,

och alltsa maste (10*)? 46 = 10- 10 + 30. Denna andragradsekvation med obekant
104 har lésningarna 104 = 12 och 10? = —2. Eftersom den senare &r orimlig maste
den forkastas. Alltsa dr 104 = 12, och vi far = (10*)? +6 = 122 + 6 = 150.

4. Ekvationen kan skrivas cos2z (1 —2sin2z) = 0, vilket &r ekvivalent med att

cos 2z = 0 eller sin2x = 7 Vi har

cost:O:)Qx:g—i—nW{:}x:%—l—ng, och



1 5
sin2x:5<:>2x:%+n-27reller2x=%4—71-271

Svar: o = = +n- = eller z = — + ller z = 2% 4
Var.l'—4 n 2661'.77—12 n-me erx—lz n-m.

4 )
. (a) Vilj forst 2 vokaler pa <2> = 6 sitt, och déarefter 3 konsonanter pa (3) =10

sitt. Permutera sedan de 5 bokstéverna pa 5! siatt. Multiplikationsprincipen ger sva-
ret 6 - 10 - 5! = 7200.
(b) Valj vokaler pa 6 sétt och konsonanter pa 10 sétt (som i uppgift (a)). Det finns

= 10 sétt att vélja 2 platser for vokalerna, men av dessa ar 4 val forbjudna, sa

vi kan vélja platser for vokalerna pa 10 —4 = 6 sétt. Satt ut vokalerna pa de 2 valda
platserna pa 2! sétt, och sitt ut konsonanterna pa 3! siatt. Med multiplikationsprin-
cipen far vi nu svaret 6 -10-6 -2 -6 = 4320.

. Notation: Skriv © = a om © och « ar argument for samma komplexa tal, dvs skiljer
sig at med ett antal hela varv.

Talet 1 — ¢ har belopp V2 och argument —%. Enligt de Moivres formel har (1 —4)'7

16
beloppet (\/5)17 = 2%v/2 och argument —17 - Z =— 7T4+ LR P % = —%.

Talet 1+iv/3 har belopp 2 och argument g, sa (1+i\/§)9 har belopp 2% och argument

9-%237r57r.

28,/2 1 L ¢ T Sr 3w
= —_— I 1 _— [ — _
, och argume 1 T 1 1

» "/

Det givna talet har alltsa belopp

och kan alltsa skrivas

1( 37r+..37r> 1< 1+,1> 1+.1
— COSs — 7S1nN — = — e 1— = —— 1—.
V2 4 4 NORAURYZ Y2 2 2

. Efter kvadratkomplettering far man 36(z+1)*+(y—4)* = 9, vilket efter forkortning
med 9 kan skrivas som ( 0 (g4
r + Y= .
R .
2

Fran denna ekvation kan man utlésa att kurvan &r en ellips med centrum i punkten

1
(—1,4) och halvaxellingderna 3 i z-led och 3 i y-led. Rita sjélv.

. Lat f(z) vara polynomet i ekvationens vénsterled. Ekvationen har endast reella
koefficienter, sa bade —3 4 ¢ och —3 — i &r nollstéllen till f(z). Enligt faktorsatsen
har f(2) faktorn (z — (i —3))(z — (=i — 3)) = (2 + 3 —i)(z + 3 +1i) = 2> + 62 + 10.
Ansitt att z* +42° — 322 —262—10 = (2 +62+10)(2*+ Az + B). Konstanttermerna
lika ger att —10 = 10B, dvs B = —1. Att z*-termerna #r lika ger att 4 = A + 6,
vilket ger A = —2. Vi har nu

f(2)=0 <= 22+62+10=0c¢ller 22 —22—-1=0
= z=-3fiellerz=1+v2



