OM KOMPLEXA TAL

Inledning.

Vilka olika talomraden finns det? Jag gor en snabb genomgéng av vad ni tidigare stott pa, bl.a.
for att repetera standardbeteckningarna for de olika talméangderna.

e Positiva heltal, Zy = {1,2,3,4,...}.

e Naturliga tal, N ={0,1,2,3,...}.

o Heltal, Z = {0,£1,+2,+3,...}.

e Rationella tal (braktal), Q = {m/n;meZ, neZ, }.

e Reella tal, R = {Andliga eller oéindliga decimalbrak}.

Héar kommer jag att behandla talsystemets hjd - och (i viss mening) slutpunkt, de komplexa talen.
Dessa levde en slags skuggtillvaro under ca. 300 ar (1500 till 1800), man tyckte inte om dem, de
existerade bara ”i fantasin” (var finns de andra talen da?), men dok dnda hela tiden upp i rakningar,
i ekvationslosning och inom analysen. Man upptéackte med deras hjalp en méangd gatfulla samband
som t.ex. mellan trigonometriska funktioner och exponentialfunktionen. Det var forst i och med
att man fann ett satt att geometriskt illustrera de komplexa talen (se avsnitt 2) och operationerna
med dem (Caspar Wessel i Norge, Argand i Frankrike och Gauss i Tyskland, alla kring ar 1800),
som de kunde erfaras som mer konkreta och ”existerande”. En logiskt invandningsfri framstéllning
kom dock inte forrén William Hamilton (1837) kom pa att man kunde representera komplexa tal
som par av reella tal. Denna framstéllning bygger alltsa pa de reella talen och en invandningsfri
framstéallning av dessa kom i sin tur forst ett tjugotal ar senare, uppenbarligen "kédnde man pa sig”
att dessa verkligen existerade édnda, kanske framst for att de kunde ses som punkter pa en tallinje.
Historiskt sett finns det forresten ett intimt samband mellan tdnkandet kring de komplexa talen
och wvektorbegreppet, dven har spelade Hamilton en avgorande roll.

1. Presentation av de komplexa talen.

Ett komplext tal har formen z = a + bi, dar a och b ar reella tal och symbolen ¢ betecknar ett
objekt med egenskapen i2 = —1. Man skriver ibland i = \/—1 vilket &r litet problematiskt.! Hur som
helst, forst géller det att kunna utfora de mest fundamentala aritmetiska operationerna (addition,
subtraktion, multiplikation och division), kort sagt att kunna rdkna med de komplexa talen, utan
att nédvandigtvis begripa vad man gor - forstaelse kommer ju ofta efterat (eller sa vanjer man sig
vid att ej begripa), och den forsta regeln ar helt enkelt att man kan rdkna ”som vanligt” - bara
man haller i minnet att 2 = —1, s& att hogre potenser av i in den forsta kan fas att forsvinna. Sa
giller t.ex. att i =42.i=(=1) i = —i.

évning 1. Skriv upp de successiva potenserna av ¢ for att upptéicka det monster som uppkommer.
Nir du funnit detta monster kommer du att kunna berikna “alla” potenser av i som t.ex. 72211,

LOm a &r ett positivt reellt tal si betecknar \/a det positiva reella tal vars kvadrat dr @ men det Ar
omojligt att dela upp de komplexa talen i positiva och negativa sa att de “vanliga” rédknereglerna
géller. For ett reellt tal géller ju att det antingen &r positivt, negativt eller noll, vidare vet vi att
produkten av tva positiva (negativa) tal &r positiv. Om samma sak skulle gélla for de komplexa
talen sa skulle speciellt i vara positivt eller negativt - fallet noll kan vi utesluta. Men nu ar ju
i -1 = —1 sa rikneregeln ovan géller ej vare sig ¢ skulle vara positivt eller negativt!
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Exempel 1. Om z =2 — ¢ och w = 5 + 37, berdkna z + w och z - w.

Vi har:
shw=02—-0)+(5+3)=2+5) +(—i+3)=7+2

och

zow=2-1)-(54+3i)=2-5+2(3i) + (—i) -5+ (—i) - 3i =10+ 6i — 5i — 33> = 13 +i.

Innan vi visar hur man dividerar tva komplexa tal ar det praktiskt att inféra nagra fundamentala
begrepp. Lat z = a + ib vara ett komplext tal.

e Realdelen for z ar da a, man skriver Re(z) = a.

e Imagindrdelen for z ar b vilket skrivs Im(z) = b.

e Konjugaten till z ar a — bi som skrivs Z = a — bi.

e Beloppet av z, skrivs |z| och ges av |z| = Va2 + b2.
Exempel 2. Lat z = —2 + 5i. Da ar:

Re(z) = =2,
Im(z)=5,
Z = _2_5i,

12| = /(—2)2 + 52 = V/29.

Observera till att borja med att imaginédrdelen &r ett reellt tal, ndmligen det tal som star tillsammans
med . Vidare ser man att beloppet av ett komplext tal ar ett reellt tal som dessutom &r storre an
eller lika med noll. Observera ocksa att

z-Z = (—2+5i) - (—2 — 5i) = (Konjugatregeln!) = (—2)% — (5i)? = (—2)? + 5% = 29

och vi har generellt den praktiska formeln z -z = |2]2.  (Q)

6vning 2. Visa att den just angivna formeln géller.

Ovning 3. Anvind formeln (Q) for att visa |z - w| = || - |w|, (dvs. “beloppet av en produkt &r
lika med produkten av beloppen.”)
Exempel 3. Bestam pa formen a + bi det komplexa talet zp = %

Principen vid division ar att férlanga med namnarens konjugat for att fa en reell ndmnare:

2-i _ (2-90-3) -1-Ti 1 T
1+3 (1+3i)(1-3) 10 10 10
Vi ser att t.ex. Re(zg) = —%, Im(zo) = _% och

sl () (L1 2 L+£_\/ﬂ_\ﬁ
o 10 10/ V100 100 V100 V2

(")VIIil’lg 4. Visa att man lika gérna kan berdkna |zp| genom att forst bestimma beloppet for
téljaren och ndmnaren var for sig och sedan ta kvoten mellan dem! (Eller: “beloppet av en kvot
ar kvoten av beloppen!”.)



Har kommer ytterligare ett par exempel:

Exempel 4: Vilka komplexa tal z uppfyller z +2zZ =27

Losning: Vi delar forst upp z i realdel och imaginédrdel: z = x + iy. Da &r Z =  — iy och den
givna likheten blir:

z+z=2& (4w +(r—y)=2c2r=2<z=1.
Likheten uppfylls alltsa av alla komplexa tal med realdel 1 och godtycklig imagindrdel.. 1 det

komplexa talplanet (se avsnitt 2) svarar detta mot punkter som ligger pa en lodréit linje genom
punkten x = 1 pa reella axeln.

Exempel 5: Vilka komplexa tal z uppfyller 2z =z — 1+ 3i?

Losning: Som i foregaende problem sédtter vi z = x + 4y i likheten och far da:
22=Z—-143ie2x+iy) =(r—iy) —1+3ie20+2yi=(x—1)+i(B3—y) (%)

Vi anvander oss nu av det viktiga faktum att:

Tva komplexa tal ar lika precis nar de har samma realdel och samma imaginérdel.

Detta leder till att vi ur den komplexa likheten (x) ovan far tva reella:

{ 2r=x—1

2y=3-y

Den forsta ekvationen ger: x = —1 medan den andra ger: y = 1. Svaret pa uppgiften ar alltsa att
likheten uppfylls av ett enda komplext tal, ndmligen z = —1 + 1.

2. Det komplexa talplanet.

Som namndes i inledningen blev de komplexa talen inte allmént accepterade férrdn man under
aren kring 1800 upptéckte att man kunde representera dem geometriskt, ndmligen som punkter i
planet, samt att man pa ett askadligt satt kan tolka begrepp som absolutbelopp och konjugat och
operationer som addition och subtraktion. Mer konkret gar det till sa att vi borjar med ett helt
vanligt ratvinkligt koordinatsystem i tva dimensioner. Vi kallar z-axeln for den reella axeln, y-axeln
for den imagindra azeln och det komplexa talet z = x + iy representeras helt enkelt av punkten
(z,y). Sa kommer t.ex. de reella talen, dvs. de som har imaginédrdel 0 att ligga pa z-axeln medan
punkterna pa y-axeln representerar de tal som saknar realdel (och som séges vara rent imagindra),
t.ex. talen ,2i, och —i.

évning 5. Om z = 4+, rita i det komplexa planet de punkter som svarar mot talen z,%, —z och
12.

6vning 6. Rita upp de komplexa tal som uppfyller ekvationen i Exempel 4 ovan.

Slutligen vill jag papeka att beloppet av ett komplext tal har en naturlig geometrisk tolkning. Vi
har ju att om z = x + iy sa &ar |z] = /22 + y? och enl. avstandformeln i planet (eller om man sa
vill Pythagoras sats) far vi:

Beloppet av ett komplext tal ar lika med avstandet mellan talet och origo.

Exempel 6: Bestam de punkter z i komplexa planet som uppfyller |z| = 5.
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Losning: Det inramade pastaendet sager direkt att likheten uppfylls av de punkter vars avstand
till origo ar 5, dvs. det ar alla punkter som ligger pa cirkeln med medelpunkt origo och radie 5.

Exempel 7: Motsvarande problem for |z — (2 4+ 4)| = 1.

Losning: Om vi sdtter z = x 4 iy far vi

2= (2+10) =z =2) +ily - 1| = V(z = 2>+ (y — 1)?,

och ekvationen blir efter kvadrering (z—2)?+(y—1)% = 1, som ju beskriver en cirkel med medelpunkt
i(2,1) och radie 1.

3. Rotutdragning.

Ni kanner alla till hur man loser andragradsekvationer; det sker oftast via “p, g-formeln”. Denna
i sin tur harleds genom att man med hjalp av kvadratkomplettering reducerar ekvationen till den
enklaste typen av andragradsekvation, nimligen den som har utseendet 2 = a. Metoden for att
16sa andragradsekvationer fungerar precis lika bra om man har koefficienter som ar komplexa tal,
men da uppstar problemet om och i sa fall hur man kan skriva ett tal, exempelvis /7 — 247 pa
formen a + bi (se nedan). Vidare kan man inte som i fallet med rotutdragning av positiva reella
tal ge kvadratroten en entydig mening genom att vélja den positiva reella roten: det finns, som vi
sag ovan, inga positiva komplexa tal. Det kan man motivera geometriskt genom att observera att
origo delar upp tallinjen i tva delar, de positiva talen och de negativa talen, men om man tar bort
origo fran det komplexa talplanet kan man ga fran ett komplext tal till ett annat “utan att passera
origo”!

Ater till fragan ovan: om vi tar ett komplext tal t.ex. 7 — 244, finns det da ett annat komplext tal
z sa att 22 = 7— 2447 Vi vet ju nu att man kan dra roten ur negativa tal och att resultatet blir ett
komplext tal, vi har t.ex. att /—1 =i och /=7 = /7 (=1) = V/7-v/—1 = iv/7. Kommer man att
behdva ga vidare och utvidga talsystemet ytterligare nar man drar roten ur t.ex. talet i7 Nej, det
behovs inte och det ar ett av skalen till att de komplexa talen bildar en slags slutpunkt. I sjalva
verket ar det ett specialfall av algebrans fundamentalsats, som sédger att varje polynomekvation,
t.0.m. med komplexa koefficienter har komplexa rétter.

Processen for att finna kvadratrotter ar foljande:

Exempel 8: Beriakna /7 — 24s.

Losning: Vi soker tva reella tal a och b sadana att
VT —=24i =a+bi = 7—24i = (a+ bi)? = a® + 2abi — b* & 7 — 24i = (a® — b?) + 2abi.

Vi vet nu att tva komplexa tal ar lika om och endast om det har samma real - och imaginardelar,
detta ger oss foljande ekvationssystem:

a? - =7

2ab = —24.

Detta system loses enklast genom att man l6ser ut ex.vis a ur den andra ekvationen (och far

a = —12/b) och sétter in detta a i den forsta. Da far vi
—12 144
(T)Q—bQ:7<:>b—2—b2:7<:>b4+7b2—144:0.



Denna, fjirdegradsekvation 16ses genom att vi gor variabelbytet ¢t = b? varvid vi far en andragrad-
sekvation i ¢ :

[4
t2—|—7t—144:0{:>t:—;i Zg+144:

Den ena roten, t = —16 &ar ointressant eftersom t maste vara positiv, den &ar ju kvadraten pa ett
reellt tal, ndmligen b. Den andra roten, t = 9 ger b = &3 och aterinsattning ger slutligen a = F4,
(observera att positivt b ger negativt a och omvéant! Detta f6ljer ur ekvationen 2ab = —24 ovan
som ju visar att a och b maste ha olika tecken). Sa slutresultatet blir alltsa:

VT =247 = +(4 — 34).

N~

:I:?@tzQ eller t = —16.

Observera ocksa att det ar latt, och en bra 6vning, att kontrollera att svaret &r korrekt (hur?).

Kompletterande 6vningsuppgifter:
1. Om z = 2+ 5i och w = —3 + 44, berakna
a) z+w,z-w,z/w.
b) |z|,|w| och |z + w|. (Reflektera &ver resultatet!)
2. Berédkna och rita in i komplexa planet

a) 181 b)V8—6i ) V=3+4i.

3. Ilustrera i komplexa talplanet mangden av tal som uppfyller:
a) |z21=2, b)z+zZ=2, c)Re(z+iz)=1, d)|z+1—i]=2.

3. Beriikna absolutbeloppet av (anvind resultatet i Ovning 3 och 4 ovan)
. _lo
a) (1+0)%, b) B0

Gunnar



