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Skrivtid: 9-14. Inga hjalpmedel tillatna. Losningarna skall atfoljas av forklarande text.
Varje uppgift ger hogst 5 poing. For betyg 3 (eller 4 resp. 5) krédvs minst 18 (eller 25 resp.
32) podng. Om du dr godkidnd pa duggan, ska du inte ldmna in uppgift 1.

1.

2.

Los ekvationen logg(z? + 6x) = log, .

a) Skriv upp ekvationen for cirkeln med medelpunkten (—1,3) och radien 2.

b) Bestam ekvationen for den rita linje som gar genom punkterna (1,—2) och
(=2,1).

c¢) Visa att ekvationen x2 +y* — 42 + 14y +50 = 0 beskriver en cirkel samt bestdm
dess medelpunkt och radie.

a) Forenkla sa langt som mojligt log, 10 + 2log, 12 — log, 45.

b) Los ekvationen e** — 3¢** = 0.

5
c¢) Skriv det komplexa talet z = 2—1—% pa formen a + bi dir a och b ar reella tal.
i

d) Bestam belopp och argument for talet z = —3 + 3iV/3.
Los ekvationen /17 — 8x = 2x + 1.

Bestdm alla l6sningar i intervallet 0 < x < 27 till ekvationen

cos 2x + sindx = 0.

. Visa med induktion att

1-242-2243-224+...4n-2"=(n—-1)2"" +2
for alla heltal n > 1.
For full poang maste alla ingredienser i induktionsbeviset tydligt anges.
Los den binomiska ekvationen 2° = —64. Skriv ocksa polynomet f(z) = z°+ 64 som
en produkt av reella polynom av sa lag grad som mojligt.

Ekvationen z* + 2° +32% 4+ 42 —4 = 0 har en rot som ligger pa den imaginira axeln,
dvs av formen a: for nagot reellt tal a. Bestdm samtliga l6sningar till ekvationen.

LYCKA TILL !



SVAR

1.

log,(2? + 6x)

Obs: Vi maste ha o > 0. Vi har logg(z® + 6z) = , sa ekvationen kan

log, 8
skrivas log,(2? + 6x) = log, #>. For x > 0 &r det ekvivalent med att 2% + 6z = z°.
Denna ekvation har rotterna © = —2, x = 0 och x = 3. Men —2 och 0 maste

uteslutas, varfor den enda l6sningen till ekvationen ér x = 3. SVAR: x = 3.

a) (z+1)*+(y—3)*=4. b)y=—-x—1. c) Kvadratkomplettering ger
(z —2)? + (y 4+ 7)* = 3, dvs. en cirkel med medelpunkt (2, —7) och radie v/3.

2
a)b. b)z=In3. ¢)1—i d)|z] =6, Arg(z) = %
Kvadrering av bada leden och forenkling ger ekvationen 22 + 3z — 4 = 0, som
har rotterna * = —4 och x = 1. Dessa maste kontrolleras i den givna ekvationen.

Ve 4y =+/17—8(—4) = V49 =7, och HL,—_4 = 2(—4)+1= —7. Sd = = —4 &r
inte en 16sning. Vidare, VL, =17 —8=v9=3,0ch HL,_; =2-1+1=3. Sa
x =1 &r en 16sning. SVAR: x = 1.

Eftersom sin 4x = 2 sin 2x cos 2x kan ekvationen skrivas cos 2z-(14-2sin 2z) = 0, dvs.
1
cos 2z = 0 eller sin 2z = —5 Men cos 22 = 0 <= 2z = g—l—mr o= %%—ng
1 5
Och sin 2z = ) — 2r = —%+n27reller2:c = —g—i—n%r = x = —17T—2+

5

nm eller x = —% + nm. Losningar i intervallet 0 < z < 27 ar:

m 3 bw Tm Twm 1lm 197 237w
SVAR: -, —, —, —, — .

4’ 47 47 47127 127 127 12
Bas: VL; =2, och HL; =0+ 2 = 2, sa pastaendet stammer for n = 1.
Induktionsantagande (LA.): 1-2+2-22+3-2° 4+ ... +p- 22 = (p—1)2°"! + 2, dvs.
VL, = HL, for nagot heltal p > 1.
Induktionssteg: Vi maste visa att V' L,y1 = HL,4;. Vi har

Vi = 12422243224 4p- 2+ (p+ D)2 = VL, + (p+1)2°H!
= [enligt LA)=HL,+ (p+1)2°" = (p— 1)2°"" + 2+ (p+ 1)2°*!
= M p-14p+1)+2=2p-2°""+2=(p+1-1)- 22" =H[,.,.

Enligt induktionsaxiomet foljer nu att pastaendet ar sant for alla heltal n > 1.

Ansitt z = re'®. De Moivres formel ger 2% = 5¢5©. Vi har dven —64 = 64e™. Det
foljer att r® = 64, dvs r = 2, och att 60 = 7+n2m, dvs © = %—i—ng Losningarna blir

20 — 2€i7r/6 = \/§—|—Z, Z1 = 26i7r/2 = 22, Z9 = 2€i57r/6 = —\/g—l-l, 23 = Z9 = —\/§—Z,
z4 =71 = —2i och z5 = Zy = V3 —i. Anviind de parvis konjugerade rotterna for att
fa reella andragradsfaktorer: 28 4 64 = (2% — 2v/3z + 4)(22 + 2v/3z + 4) (22 + 4).

Ekvationen har endast reella koefficienter, sa &ven —ai ar en rot. Polynomet maste
enligt faktorsatsen vara delbart med (z — ai)(z + ai) = 2> + a®. Ansitt 2* + 2° +
322+ 4z — 4 = (22 + a®)(2* + Bz + C). Identifikation av koefficienter ger att B = 1,
a? = 4 och C = —1. Ekvationen kan alltsa skrivas (22 +4)(2* 4+ 2z — 1) = 0.

5
Den hogra parentesens nollstéllen ar —5 + £

2
SVAR: z = 427 eller z = —% + \/75



