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Skrivtid: 8-13. Tilldtna hjalpmedel: Inga, annat dn pennor, radergum och papper (det sista tillhan-
dahalles). Podngsdittning: Varje (a)-del ger maximalt 3 podng; varje (b)-del ger maximalt 2 poéng.
Betygsgrinser: For betyg 3 krévs minst 2 podng pa varje (a)-del samt sammanlagt minst 18 poéng; for
betyg 4, skall man ha uppnat kraven fér betyg 3 och fatt sammanlagt minst 25 poéng; fér betyg 5 skall
man ha uppnat kraven for betyg 3 och fatt sammanlagt minst 32 poéng. Anmdrkningar: Losningarna
skall innehalla relevanta forklaringar och utrédkningar.

1. (a) Formulera vad som skall bevisas i basfallet och i induktionssteget i ett induktionsbevis
av pastaendet att

n
1 5 1 ..
;051::4_4.571 for allan=0,1,2,3,....

(b) Bevisa pastaendet i (a)-delen med induktion.

2. (a) En liten skola har tva klasser, som vi kallar A och B, med vardera 20 studenter. Tre
elever fran klass A och tre elever fran klass B skall véljas till skolans elevrad. Pa hur manga
sitt kan detta ske?

(b) Antag att man klipper isir bokstéverna i ANANAS s& att en bokstav star pa varje pap-
persbit. Hur manga "ord" av langd 6 kan man bilda genom att ordna bitarna pa olika sitt om
tva N inte far sta bredvid varandra. (Langd 6 innebér att alla bitarna anvénds i orden.)

3. (a) Beskriv méngden av reella tal z 16ser olikheten —4z — 2 < ‘3:6 + 1‘.
(b) Beskriv méngden av reella tal = l6ser olikheten ‘43: + 2} < ‘31’ + 1‘.
(Méngderna kan beskrivas med olikheter eller med intervall.)

4. (a) Forenkla foljande uttryck till ett heltal:

& (log,(81)-+1og5 (2) ~10)

(b) Los ekvationen
(log, ) (390 - 27<%+2)) —0

5. (a) Berikna kvoten och resten da 2* — 223 4 722 — 10x + 10 divideras med 2% — 2z + 2.
(b) Ekvationen z* — 223 4+ 722 — 102 + 10 = 0 har en rot pa formen bi (diir b &r reellt). Finn
alla rotter.

6. (a) Ange ekvationer for cirkeln med radie 5 och centrum i (—2,4), och for linjen med
lutning 5 som passerar igenom punkten (—2,4).
(b) Skissa kurvan som beskrivs av 922 + 18z + 4y* + 16y = 11.

7. (a) Los ekvationen sin(—x) =

1
=1
(b) Los ekvationen 3sin?(2z) — co

s2(2x) =

8. (a) Berdkna produkten och kvoten och ange resultaten pa polar form:

—2 4+ 2/3i

(=24 2v30) (V3 + 1) — i

(b) Los ekvationen z* = —8 4 8+/3i.
Lycka till!



LOSNINGAR ELLER FORKLARINGAR

1. (a) I basfallet skall man verifiera att

n
1 5 1
omn =0 sa Z—:f—

k 5
k:05 4 4.5

I induktionssteget skall man visa att

n

1 5 1 S5 1
om kz_:o 1 1o stammer, sa staAmmer aven kz_o ok =1 1T

(b) Basfall: om n =0 sa

Z”:1 L, LD 1 5 1 5
—_—= — = OcC. _—— = - —— = -
o 5k 50 4 4.5 4 4.50 4

s& det stdmmer for n = 0.

Induktionssteg: Antag (som induktionshypotes) att

Da géller att

1 1 1
57/€ - Z 5776 + 5n+1
k=0 k=0
_5 1-1- (enligt induktionshypot )
T4 4.5 " pntl enligt induktionshypotesen
5 5 4
= +
4 4.5n+1 4. pntl
) 1
T4 4.5nt1lC

Eftersom basfallet och induktionssteget ar klart s& foljer fran induktionsaxiomet att

n
1 5 1 ..
;05/% 1T I for allan =0,1,2,3,....

2. (a) Tre elever fran klass A (med 20 elever) kan viljas pa (230) séitt. Sedan kan, oberoende
av det tidigare valet, tre elever viljas fran klass B (med 20 elever) pa (230) siatt. Sammantaget
kan elevradet (med tre elever fran varje klass) véljas pa

20\ /20 20-19-18 20-19-18 2 ..
(3)(3): 3 . 30 = (20-19 - 3)° sitt.

(b) Antalet “ord” av langd 6 som kan bildas dverhuvudtaget med bitarna ar

B)G)0) =555 =

(Vi véljer 3 placeringar bland 6 mojliga for A:na, sedan 2 placeringar bland 3 aterstaende for
de tva N:en och sist har vi bara en plats kvar for S:et.) Antalet “ord” dér tva N star bredvid

varandra ar &\ /N /1 £4.3
=" 2 .9=20,
G005




eftersom “blocket” med tva N kan betraktas som ett enda tecken. Antalet ord av lingd 6 som
kan bildas dar tva N inte star intill varandra ar 60 — 20 = 40.

3. (a)
—dr—2<|3z+1|e —4dr—2<3x+1leller3z+1< —(—4z—2)=4x+2

@—%<xeller —-1l<z

< -1l<z
< z tillhor (-1, 00).

e +2| <32+ 1] < —[3z+ 1| <4z +2 < |3z + 1|
—|13x + 1| < 4z +2
Ao +2 < |32 + 1|
32 + 1| > —da — 2
Ao +2 < |32 + 1|

{:U > —1 enligt (a)-delen

=

i3

dr+2<3z+1eller3z+1< —4x —2

x> —1
r<—1 ellerx<—%

i3

{ZL’ > —1
At 3
r < -7
3 I 3
& -l<z< —m e tillhor (—1, —?).

OBS! Man kan ocksa losa saval (a)- som (b)-delen genom att anvinda definitionen av absolut-

belopp:
aom a > 0,
la| =
—aoma <0
4. (a)
5 (log2 (8%)+Hog5(2)—10) _ r5(4log,(8)+logs(2)—10) _ 5(4-3+logs(2)—10)
— 5(2+log5(2)) — 52 . 5logs(2) — 95 .9 — 50.
(b) Vi har

(log, z) (396 - 27<%+2)) =0

om och endast om en av faktorerna &r noll. Vi har logy 2 = 0 om och endast om z = 1, vilket
ar en losning. Antag nu att
3° — 2762 —

Detta ger



3% — 27(%—1—2)
= logs(3") = logs (27(%”))
1
= zlogs(3) = (5 + 2) logs 27

1
=(=+2)-
= (x—i- )-3
=22 -6r-3=0
=z =3+V12

Men 3 — v12 < 0 s& logy(3 — v/12) ar odefinierat, och déarfor ar losningarna z = 1 och
z =3+ V12

5 (a) Jag skriver inte ut sjilva utrikningen (vilket ni skall ha gjort) men kvoten blir 2%+ 5
och resten blir 0, s& divisionen gar jamnt ut.
(b) Men hjélp av ledtraden att en rot har formen bi sa kan man byta ut 2 med bi i ekvationen

2t =223 + 722 — 102 +10=0

och sedan "samla ihop" realdelen respektive imaginédrdelen. Eftersom bada skall vara noll,
s& far man tva ekvationer som kan anvindas for att fa fram att b = +v/5. Sa de tva forsta
rotterna dr x = ++/5i. Da delas p(z) = 2* — 223 4+ 722 — 102 + 10 av (z — V/5i)(z + V/5i) =
(2 4+ 5). Enligt 16sningen for (a)-delen sa p(z) = (22 + 5)(2? — 22 + 2). Detta innebir att
de aterstaende rotterna loser 22 — 2z 4+ 2 = 0, vilket medfor att de dr = 1 £+ 4. Samtliga
rotter ges alltsa av o = v/5i, —v/5i, 1 + 4,1 —i. OBS! Eftersom losningen av (a)-delen ger att
p(z) = (22 4 5)(2? — 22 + 2) sa kan man alternativt (och snabbare) fa fram alla rétter genom
att 16sa de tva andragradsekvationerna 22 +5 = 0 och 22 — 2z +2 = 0.

6. (a) Cirkeln med radie 5 och centrum i (—2,4) har ekvationen (z + 2)% + (y — 4)? = 25.
En linje med lutning 5 har ekvationen y = 5z + b och om den passerar igenom (—2,4) sa géller
4 =>5(—2)+b, dvs. b =14, sa linjens ekvation ar y = 5z + 14.

(b) En begriplig ekvation fas genom kvadratkomplettering:

922 + 18z + 432 + 16y = 11

& 9(x? +2z) + 4y +4y) = 11
S9((@+1)2—1)+4((y+2)?—4) =11
S9z+1)2 +4(y+2)2=36

(@+1?, W+ _

» . 1.

Vi ser nu att ekvationen beskriver en ellips med centrum i (—1, —2), vars "radie i sidled" ar 2,
och vars "radie i hojdled" ar 3. (Jag hoppar 6ver skissen.)

7. (a) sin(—z) = 1/2 < —sinx = 1/2 & sinx = —1/2. Betraktelse av en 30-60-90-graders
triangeln samt definitionen av sinus visar att pa intervallet [0,27) sa &r 77/6 och 117/6 de
enda losningarna. Darmed ges alla 16sningar av © = 77/6 &+ 27n, ddr n = 0,1,2,3,... och av
x=117w/6 £ 2mn, ddr n =0,1,2,3,.. ..



& tan(2z) = +—
an(2r) = +—.

V3
Lat y = 2z. Vi loser forst tany = i%. Betraktelse av 30-60-90-graders triangeln samt defini-
tionen av tangens visar att tany = :I:% har l6sningarna 7 /6, 57/6, 7w /6, 117/6 pa intervallet
[0,27), s& alla losningar ges av y = 7/6 &+ 7n och y = 57/6 &+ mn, dar n = 0,1,2,3,....

Eftersom z = y/2 si ges alla l6sningar till 3sin?(22) — cos?(2z) = 0 av = 7/12 + 7n/2 och
x=5m/12+7mn/2,darn=0,1,2,3,....

8. (a) Vi har

2 2
(=2 +2V3i)(V3+i) = Zl(cosg7T + isin g) : 2(cos% + z’sin%)

2 2 ) )
=4- 2((:05(?7T + %) —i—z’sin(g7T + %)) = 8(cos % + isin %)
—2+42v/3i  4(cos & +isin &)
V3+i  2(cosE +isinZ)
4 2 2
- 5(COS(E7r - %) + isin(g - %)) - z(cosg + ising).
(b) z* = -8+ 8V3i & z* = 16(cos & + isin ZT). Antag att z = r(cosf + isinf) &r en

lésning, s&

4 (cos(46) + isin(40)) = 16(cos 2% + isin 2%)

det vill séga

=16 = 167 =2

40 = 2% + 27k, dér k =0,1,2,3. f=7T+7k dirk=0,1,2,3.
Rotterna har alltsa absolutbeloppet 7 = 2 och argumenten %, %”, %r, 5{, s& rotterna ar

2(cos—+zsm ) V3+i

6

2 2
2(cos§+181n§) =—-1+3i

7 7
2(008%—#1’8&11%) = V3 —i

2(008% —i—isin%r) =1—/3i.



