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1. Bestäm följande gränsvärden

(a) lim
x→0

√
2 + x−

√
2− x

x
(b) lim

x→∞

3x 23x + (ln(e3x))4

(1 + 4x)8x + x25

2. (a) L̊at f(x) =
√

2 sin
(π

4
√

x
)
. Bestäm tangenten till kurvan y = f(x) i den punkt där

x = 1.
(b) Bestäm derivatan av funktionen g(x) = (1 + x)

1
x .

3. Beräkna integralerna

(a)
∫ 16

0

2 +
√

x

x + 3
√

x + 2
dx (b)

∫
2x arctanx dx

4. (a) Lös differentialekvationen y′′ + 2y′ + y = 0 (där y är en funktion av t).
(b) Bestäm den lösning till differentialekvationen y′′+2y′+ y = 4et, som uppfyller begyn-

nelsevillkoren y(0) = 0, y′(0) = 0.

5. Beräkna volymen av den kropp som f̊as d̊a omr̊adet som begränsas av x-axeln och kurvan
y = (8− x2)

1
3 , 0 ≤ x ≤

√
8, roterar ett varv runt y-axeln.

6. L̊at f(x) = x + 1 +
3

x− 1
+

1
(x− 1)2

. Rita kurvan y = f(x) med angivande av defini-

tionsmängd samt eventuella asymptoter och lokala extrempunkter.

7. Undersök konvergensen av följande serier:

(a)
∞∑

n=1

(2 + n2)
1
3

1 + n + n2
(b)

∞∑
n=1

n
2
3

(
1− cos

1
n

)

8. För funktionen f gäller att f(x) =
ex − 1

x
, för x > 0, medan f(x) = ax + b, för x ≤ 0.

Bestäm konstanterna a och b s̊a att f blir kontinuerlig och deriverbar överallt.



Lösningar till tentamen i Envariabelanalys 2008–03–14

Lösning till problem 1. a) Förläng med konjugatet till täljaren, och förkorta därefter med x:

Man f̊ar lim
x→0

2√
2 + x +

√
2− x

=
2

2
√

2
= 1/

√
2.

b) Bryt ut snabbast växande term (x · 8x) i täljaren och nämnaren, samt förkorta:

lim
x→∞

3 + 81x3

8x

4 + 1
x + x24

8x

=
3
4
.

Lösning till problem 2. a) Man har f ′(x) =
√

2 cos
(π

4
√

x
)
· π

8
√

x
, och tangentens riktningsko-

efficient blir f ′(1) =
π

8
. Tangentens ekvation blir y − 1 =

π

8
(x− 1). Svar: y =

π

8
x + 1− π

8
.

b) Logaritmera g(x), d̊a f̊as ln g(x) =
1
x

ln(1 + x). Derivering ger:

g′(x)
g(x)

= − 1
x2

ln(1 + x) +
1
x
· 1
1 + x

,

vilket ger Svar: g′(x) = (1 + x)1/x
( 1

x(1 + x)
− ln(1 + x)

x2

)
.

Lösning till problem 3. (a) Efter substitutionen t =
√

x f̊as integralen∫ 4

0

(2 + t)2t

t2 + 3t + 2
dt =

∫ 4

0

(2 + t)2t

(t + 2)(t + 1)
dt = 2

∫ 4

0

t

(t + 1)
dt

= 2
∫ 4

0

(
1− 1

(t + 1)

)
dt = 2

[
t− ln |t + 1|

]4

0
= 8− 2 ln 5.

3(b) Använd partiell integration med f ′ = 2x och g = arctanx:∫
2x arctanx dx = x2 arctanx−

∫
x2 · 1

1 + x2
dx

= x2 arctanx−
∫ (

1− 1
1 + x2

)
dx = x2 arctanx−

(
x− arctanx

)
+ C.

Svar: (a) 8− 2 ln 5. (b) (1 + x2) arctanx− x + C.

Lösning till problem 4. (a) Den karakteristiska ekvationen r2 + 2r + 1 = 0 har dubbelroten
r = −1. S̊a lösningarna till ekvationen är yH = e−t(A + Bt) där A och B är konstanter.
(b) Ansätt partikulärlösningen yP = Cet. D̊a är yP = y′P = y′′P , och insättning i ekvationen ger
Cet + 2Cet + Cet = 4et, vilket medför att C = 1. Alla lösningar till ekvationen ges nu av

y = yH + yP = e−t(A + Bt) + et.

Villkoret y(0) = 0 ger att A + 1 = 0, dvs A = −1. Derivering ger y′ = e−t
(
B − A − Bt

)
+ et,

s̊a villkoret y′(0) = 0 ger att B −A + 1 = 0, dvs B = A− 1 = −1− 1 = −2.
Svar: y = e−t

(
−1− 2t

)
+ et.



Lösning till problem 5. Med rörformeln och substitutionen u = 8− x2, du = −2x dx, f̊ar vi

V =
∫ x=

√
8

x=0
2πx(8− x2)

1
3 dx =

∫ u=0

u=8
−πu

1
3 du =

[
−π

3
4
u

4
3

]0

8

= π
3
4
24 = 12π

Svar: V = 12π.

Lösning till problem 6. Funktionen f(x) är definierad d̊a x 6= 1. Vi ser direkt att f(x) −
x − 1 → 0 d̊a x → ±∞, s̊a y = x + 1 är asymptot b̊ade d̊a x → ∞ och d̊a x → −∞. Efter

omskrivningen f(x) = x + 1 +
3x− 2

(x− 1)2
är det ocks̊a uppenbart att f(x) → +∞ d̊a x → 1, s̊a vi

har den lodräta asymptoten x = 1. För derivatan gäller

f ′(x) = 1− 3(x− 1)−2 − 2(x− 1)−3 = (x− 1)−3[(x− 1)3 − 3(x− 1)− 2] = (x− 1)−3x2(x− 3)

Vi ser att f ′(x) > 0 d̊a x < 1, förutom att f ′(0) = 0. Funktionen är allts̊a strängt växande för
x < 1, med en terrasspunkt i x = 0. Ytterligare gäller att f ′(x) < 0 för 1 < x < 3, f ′(3) = 0
och f ′(x) > 0 d̊a 3 < x. Allts̊a har vi ett strikt lokalt minimum d̊a x = 3 (f(3) = 23/4). Det
efterfr̊agas inte i uppgiften, men orkar man derivera en g̊ang till s̊a f̊ar man f ′′(x) = 6x(x−1)−4.
Det följer att f(x) är strikt konkav (”ledsen”) d̊a x < 0 och strikt konvex (”glad”) d̊a 0 < x.
Svar: Asymptoter: y = x + 1 d̊a x → ±∞ och lodrät asymptot x = 1. Strikt lokalt minimum
d̊a x = 3 (f(3) = 23/4).

Lösning till problem 7. (a) För stora värden p̊a n har vi

an =
(2 + n2)

1
3

1 + n + n2
=

n
2
3 (1 + 2n−2)

n2(1 + n−1 + n−2)
≈ n

2
3

n2
=

1

n
4
3

= bn

D̊a
an

bn
→ 1 (ändligt tal) d̊a n → ∞ och

∑
bn är en p-serie med p > 1 följer att

∑
an

konvergerar, enligt jämförelsekriteriet p̊a kvotform.

(b) Med hjälp av Maclaurinutvecklingen av cos x, med x =
1
n

, f̊ar vi

an = n
2
3

(
1− cos

1
n

)
= n

2
3

(
1− (1− 1

2n2
+ O(

1
n4

)
)

=
n

2
3

n2

(
1
2

+ O(
1
n2

)
)

= bn

(
1
2

+ O(
1
n2

)
)

med samma bn som i (a). Denna g̊ang gäller att
an

bn
→ 1

2
(ändligt tal) d̊a n → ∞, s̊a∑

an konvergerar.
Svar: B̊ada serierna konvergerar.

Lösning till problem 8. Man ser direkt att funktionen f(x) har kontinuerliga derivator av alla
ordningar för x 6= 0, s̊a det räcker att bestämma a, b s̊a att f blir kontinuerlig och deriverbar i
origo. Genom Maclaurinutveckling av ex f̊ar vi

f(x) =
1
x

(1 + x +
x2

2
+ O(x3)− 1) = 1 +

x

2
+ O(x2)

för x > 0. För kontinuitet i origo skall gälla att

b = lim
x→0−

f(x) = lim
x→0+

f(x) = 1

Med b = 1 = f(0) ges vänster- och högerderivatorna i origo av

f ′−(0) = lim
h→0−

(ah + 1)− 1
h

= a, resp. f ′+(0) = lim
h→0+

(1 + h
2 + O(h2))− 1

h
=

1
2

s̊a vi har deriverbarhet i origo, med f ′(0) =
1
2
, om och endast om a =

1
2
.

Svar: a =
1
2
, b = 1.


