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1. Bestäm följande gränsvärden

(a) lim
x→0

arctanx− ln(x+ 1)
x sin x

(b) lim
x→∞

x
(
e

1
x − 1

)

2. (a) Derivera funktionen f(x) = ln |x+ 2|.
(b) Derivera funktionen g(x) = |x+ 2|x.
(c) Bestäm ekvationen för tangenten till kurvan y = g(x) i den punkt där x = −1.

3. Beräkna integralerna: (a)
∫ π2

0
sin
√
x dx (b)

∫ 2

0

3x− 1
x2 − 2x− 3

dx

4. Lös differentialekvationen (x2 + 1)y′ = y(x+ 1) med begynnelsevillkoret y(0) = 1.

5. Bestäm volymen av den kropp som genereras d̊a omr̊adet som ges av sinx ≤ y ≤ 1 och
0 ≤ x ≤ π

2
roteras kring (a) x-axeln, (b) y-axeln.

6. L̊at f(x) =
x3

x2 − 4
. Rita kurvan y = f(x) med angivande av definitionsmängd samt

eventuella asymptoter och lokala extrempunkter.

7. Avgör konvergensen av följande serier:

(a)
∞∑
n=1

n arctan
1
n2

(b)
∞∑
n=1

1
n2

arctann

8. Betrakta en rätvinklig triangel med omkrets 1. L̊at a vara längden p̊a den ena kateten.

a) Visa att triangelns area kan skrivas A(a) =
2a2 − a
4a− 4

.

b) Bestäm triangelns sidor s̊a att arean blir s̊a stor som möjligt. Ange ocks̊a den maximala
arean.

LYCKA TILL!!



Svar till tentamen i Envariabelanalys 2009–03–13

1. SVAR: a)
1
2

. (Maclaurinutveckling) b) 1. (Sätt t =
1
x

, och Maclaurinutveckla et.)

2. SVAR: a) f ′(x) =
1

x+ 2
. b) g′(x) = |x+ 2|x

(
ln |x+ 2|+ x

x+ 2

)
.

c) Tangentens ekvation är y = −x.

3. a) Substitutionen t =
√
x ger dx = 2t dt och integralen blir

∫ π

0
2t sin t dt. Partiell integration

ger [2t(− cos t)]π0 +
∫ π

0
2 cos tdt = 2π+0 = 2π. b) Faktorisera nämnaren x2−2x−3 = (x+1)(x−3)

och partialbr̊aksuppdela:
3x− 1

x2 − 2x− 3
=

1
x+ 1

+
2

x− 3
.

Integralen är allts̊a∫ 2

0

(
1

x+ 1
+

2
x− 3

)
dx =

[
ln |x+ 1|+ 2 ln |x− 3|

]2

0

= − ln 3.

SVAR: a) 2π. b) − ln 3.

4. Ekvationen är separabel (och linjär). Vi f̊ar
∫

1
y
dy =

∫
x+ 1
x2 + 1

dx, s̊a att

ln |y| =
∫ (

x

x2 + 1
+

1
x2 + 1

)
dx =

1
2

ln(x2 + 1) + arctanx+ C.

Av villkoret y(0) = 1 f̊ar man att konstanten C = 0. Vi har allts̊a ln |y| = ln
√
x2 + 1+arctanx,

och allts̊a |y| = eln
√
x2+1+arctanx =

√
x2 + 1 · earctanx, vilket ger

y = ±
√
x2 + 1 · earctanx. Endast den positiva lösningen uppfyller begynnelsevillkoret.

SVAR: y =
√
x2 + 1 · earctanx.

5. (a) Skivformeln ger volymen

π

∫ π
2

0
(1− sin2 x) dx = π

∫ π
2

0
cos2 x dx =

π

2

∫ π
2

0
(1 + cos 2x) dx =

π2

4
.

(b) Skalformeln ger volymen (partiell integration används)∫ π
2

0
2πx(1− sinx) dx =

[
2πx(x+ cosx)

]π
2

0

−
∫ π

2

0
2π(x+ cosx) dx =

π3

4
− 2π.

6. Funktionen är udda eftersom f(−x) = −f(x). Definitionsmängd Df = {x ∈ R : x 6=
2 och x 6= −2}. Eftersom lim

x→2+
f(x) = +∞ och lim

x→2−
f(x) = −∞ s̊a är linjen x = 2 lodrät

asymptot, upp̊at fr̊an höger, och ner̊at fr̊an vänster sida. Eftersom f är udda är ocks̊a linjen
x = −2 lodrät asymptot, ner̊at fr̊an vänster och upp̊at fr̊an höger sida.

Polynomdivision ger f(x) =
x3

x2 − 4
= x+

4x
x2 − 4

, varur vi ser att linjen y = x är sned asymptot

åt b̊ada h̊all. (Eftersom f(x)− x −→ 0 d̊a x→ ±∞.)



Extrempunkter: Derivera med kvotregeln (eller efter omskrivning med produktregeln!). Efter
förenkling och faktorisering f̊ar man

f ′(x) =
x2(x2 − 12)
(x2 − 4)2

s̊a att stationära punkter är 0 och ±2
√

3. Teckenstudietabell:

x −2
√

3 −2 0 2 2
√

3
f ′(x) + 0 − odef. − 0 − odef. − 0 +
f(x) ↗ −3

√
3 ↘ odef. ↘ 0 ↘ odef. ↘ 3

√
3 ↗

Vi ser att f har lokalt maximum vid x = −2
√

3, terrass vid x = 0 och lokalt minimum vid
x = 2

√
3.

7. a) Divergent. (Maclaurinutveckla arctan
1
n2

, och jämför med harmoniska serien.)

b) Konvergent. (Kom ih̊ag att lim
n→∞

arctann =
π

2
, och jämför med den konvergenta serien

∞∑
n=1

1
n2

.)

8. a) Den andra katetens längd är b =
2a− 1
2a− 2

, (härleds fr̊an Pythagoras sats och att omkretsen

är 1). Arean blir
1
2
· a · b.

b) Arean blir störst när a = 1− 1√
2

. D̊a är b = a och hypotenusan är c = 1− a− b = 1− 2a =

√
2− 1. Den maximala arean blir

3− 2
√

2
4

.


