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Del A

1* Bestdm en ekvation for tangenten till kurvan y = f(x) = arctan (g) i punkten dér x = 2.

Losning. En ekvation for tangenten till y = f(x) i punkten (a, f(a)) dr, som bekant, y =
f(a)+ f'(a)(x —a). Har har via = 2, f(2) = T och

_ 11 2
IR

f'(x)

En ekvation for tangenten dralltsd y = T + ;(x — 2).
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2" Bestdm, om det existerar, gransvardet
im 2x3 —4x+5
x——oc0 6x3 4+ x2 47
Losning. Vi forlanger med x> och far
. 2x3 —4x+5 2—4/x>+5/x°\ 2 1
xo—co | 6X3+x24+7  6+1/x+7/x3 [ 6 3
OJ
3* Bestdm f'(—e) om f(x) = e *|x|". (2)

Losning. Héar behovs det logaritmisk derivering. Vi har
f(—e)=¢%e*=1, In|f(x)]=Inf(x) = —x+xIn|x],

DIn|f(x)] = —1 —I—x% +In|x|=In|x|, f(x)=f(x)In|x|, f'(—e)=f(—e)lne=1.
Svar. f'(—e) = 1. O



4. Bestdm, om det existerar, gransvardet

. 3x —6sinx + arctan 3x
lim
x—0 X — X COSX

genom att Maclaurinutveckla de ingaende funktionerna.

Losning. For tdljaren och ndmnaren har vi utvecklingarna

T:3x—6<x—x63+0(x5)> (3 72 o )>:—8x3+O(x5)

3

respektive

Detta ger oss

X—0 X — X COS X %3—|—O(x5) %+O(x2
Svar. Gransvirdet ar —16.

5. Avgor om

_/ efdx
1841 s

Losning. Substitutionen u = e*, du = e*dx, ger

=1 e¥dx u=e  dy
I:/x——l &+ 1 :/u:e—l w1
=[Infju+1]]"=¢ =In(e+1) —In(e ' +1)
e+1 e(e+1) e(e+1)

M1 ne(e*1—|—1) "1 e

=Ine =

Pastaendet att 1 = I dr alltsa sant.

6. Berdkna integralen
T
I:/ (7 — x) cos 5 dx.
0

Losning. Med partiell integration far vi

Svar. [ = 4.

7. Berdkna integralen

. 8,3 5 _ 2 _
lim {3x 6 sin x + arctan 3x 8x° +0(x°) 8+O(x))} _ TS _ 16
2

)



Losning. Vi partialbraksutvecklar funktionen:

x—2 A B (A4 B)x+2A

——c == = — A=-1, B=2.
x(x+2) x+x+2 x(x+2)
Detta ger oss
I—/ —1+L dx =C —1In|x| +2In |x + 2|
B x  x+2 B '

. Los differentialekvationen v/xy' +y =1, y(0) =2.

Losning. Ekvationen, som ér linjar av forsta ordningen, har standardformen

! _1 —
y_|_x Zy:x 2

Vihar g(x) = X1, G(x) = 2x%. Den integrerande faktorn &r alltsa

Efter multiplikation med den integrerande faktorn kan ekvationen skrivas

1

1 1
dci [erZy:| — x—%62x2

Integration av bada leden ger

1

ezx%y = /x_%ez"%dx = +C
Den allmédnna losningen &r alltsd
1
y=1+Ce
Begynnelsevillkoret ger
2=y(0)=1+4C = C=1
1
Svar.y =1+e¢ 2",

. Los differentialekvationen y'e* = xy* med begynnelsevillkoret y(0) = 1.

Losning. Ekvationen dr separabel. Losningen ges av

/—y’Zdy = /—xe’xdx, yl=xe "~ /(1) e Ydx=(x+1)e " +C

Den allmdnna losningen &r alltsa

1
y= (x+1)e*+C
Begynnelsevillkoret y(0) = 1 ger
1

Svar.y = (x + 1) 'e".



10. Los differentialekvationen y” —y' — 2y = x + 1 (IH).

Losning. Karakteristiska ekvationen 0 = > —r —2 = (r + 1)(r — 2) har rétterna r; =
—1, r, = 2. Motsvarande homogena differentialekvation v — ' — 2y = 0 har déarfor
l6sningen

y =1y, = Cre " + Cre*

Eftersom hogerledet i (IH) &r ett forstagradspolynom ansétter vi som partikuldrlosning
y=yp,=ax+b,y =a,y" =0ochfar

x+1=0—-a—2(ax+b)=—-2ax— (a+2b), —1=2a, —1=a+2b,

2x +1
— a=—ho=-l—-f oy -EEL

Allmédnna losningen till (IH) ges darfor av

2x+1

Y=Ypt+yn=— 1 + Cre ¥ + Cpe*™
O
11. Avgor konvergensen hos serien
i n?\/n + Inn
= n3+1In(n?)
Losning. For att gora en uppskattning av storleksordningen av termen a,, = m

s& observerar vi forst att In(n*) = 41nn och eftersom logaritmen véxer langsammare &n
polynom s blir den dominerande termen i tiljaren 7%y/n och den dominerande termen

i némnaren ar n°. Darfor uppskattar vi att a,, har samma storleksordning som b, = —.

R Vn

1
Serien Z b, &r divergent, eftersom den &r en p-serie med p = 5 < 1. Vi undersoker
n=1
déarfor kvoten

o Va(Ryvatine) (1) 14

n

—1,dan — oo.

a % : . .
Eftersom —~ — 1 > 0 och E b, dr divergent, sa ger kvotformen av jamforelsesatsen

by

n=1

(o]
(Grénstestet) att serien Z a, ar divergent.
n=1
Svar. Serien ar divergent. O

12. Lat f(x) =1+ 4x°> +Inv/x, x> 0.
Visa att f &r inverterbar samt bestam (f~!)’(5), dvs inversens derivata i punkten 5.



1 1
Losning. Vihar f(x) = 1+4x® +Iny/x =14 4x° + 5 Inx och f'(x) = 12x + 5, > 0 for
alla x > 0. Det foljer att f &r strangt vaxande, och allts har f invers. Vi har (f~!)(5) =

f/za)' dér f(a) = 5. Eftersom f(1) =5sadra = 1, och vi far

Del B

13. Lat D vara omradet i xy-planet som ges av cosx < y < sinx, 7 < x < 7. Berdkna
volymen av den kropp som genereras da D roterar kring
(a) x-axeln, (b) y-axeln.

Losning. Borja med att skissa omradet D.

N\:l/

z
4
(a) Kroppen som bildas da D roteras kring x-axeln har enligt skivformeln volymen
/2 /2
Vv = 71/ (sin” x — cos? x) dx:—n/ (cos? x — sin? x) dx
/4 /4

n/2 T /2 T T
- 2xdy = — Zfsin2x] 2 = ~To-1)=Z,
71/n/4 cos 2x dx 2[sm x| 2( ) 5

(b) Vid rotation runt y-axeln anvédnder vi skalformeln:

/2
V = 2n / x(sinx — cos x) dx = [partiell integration]
/4
T/2
= (—cosx—51nx)]n/4+27t/ (cosx + sinx) dx
/4

27 [x
27 (— + f) +277 [sinx — cos x] 773

—1+\1@) +27(1 - 0) = <\2—1) + 27
1

Svar. (a) ~. (b)) 2 <ﬁ

—1) + 2. O



3

v
(x+1)
Ange intervall dér kurvan dr konvex eller konkav.

14. Rita kurvany = Bestdm extrempunkter och asymptoter.

Losning. Eftersom lim y = lim y = —oosddrlinjen x = —1 enlodrit asymptot nedét

x——1+ x——1-
3x +2 .
5. Eftersom lim (y —

pa bada sidor. Med polynomdivision far viy = x —2 + T o

3x +2
(x=2)) = Hm ot
Derivering ger

= 0, sa dr linjen y = x — 2 en sned asymptot till kurvan.

;o 3x%(x+1)2—x3-2(x+2)  x*(x+3)

= (x+ 1) BCESE
sd de stationdra punkterna dr x = 0 och x = —3. Teckenstudietabell:
x| -3 -1 0
vi+ 0 — odef. + 0 +

y |/ max \, odef.  terrass

27
Vi ser att x = —3 &r en lokal maxpunkt med virde y(—3) = vy och att x = 0 dr en

terrasspunkt med virdet y(0) = 0. Vi avslutar med att undersoka konvexitet. Derivatan
kan skrivas ' = (x4 3x?)(x + 1) % som vi deriverar med produktregeln:
Y = (Bx®+6x)(x+1)3—3(x +1)7*(x®+3x%)

= (et ) (e + D+ 1)~ (P2 43x)) =

(x+1)%

Alltsd ar andraderivatan positiv for x > 0 och negativ for x < 0, vilket innebar att funk-
tionen dr konvex for x > 0 och konkav for x < 0.
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15. For funktionen f giller att f(x) = 31r;3x for x < 0, medan f(x) = ax + b fér x > 0.

Bestam konstanterna a och b sa att f blir kontinuerlig och deriverbar 6verallt.

Losning. Funktionen dr kontinuerlig och deriverbar for alla x # 0. Vi behover undersoka
x = 0. Funktionsvardet vid x = 0 &r b. Alltsa kravs att lirré f(x) = b. Da hogergransviardet
X—
redan dr klart = b, sa behover vi undersoka vénstergransvardet. Eftersom
sin 3x

li =1 = lim 3
Jim f(x) = lim == = lim 3- ="

'sm?)x:B‘l:3

enligt ett kidnt standardgransvarde, sa krdvs alltsa b = 3.

For att undersoka deriverbarhet, observera att deriverbarhet medfor kontinuitet, sa vi vet
redan att b = 3, och alltsd att f(0) = 3. Vi undersoker differenskvoten fran vénster sida,
dvs h < 0.

sin3h .
_ sin3h _ 3 _
lim fh) = fO) _ lim ——= = lim sin3h =3h _ [Maclaurinutv.|
h—0— h h—0— h h—0— h2
B2 L oW -3  —Hh L om)
= lim = lim —&%—— =0
h—0- h2 h—0— 1

Eftersom hogerderivatan ar a sa kravs darfor att a = 0.
Svar. For kontinuitet krdvs b = 3. For deriverbarhet krdvs a = 0 och b = 3. O

16. En likbent triangel har hornen pa ellipsen 4x* + y* = 4 sé att spetsen (dar de lika benen
mots) ligger i punkten (—1,0). Bestim storsta mojliga arean av en sadan triangel.

Losning. Triangelns spets ligger i punkten (—1,0). Triangelns bas ar 2y, och dess hojd ar
avstdndet mellan x och —1 pa xaxeln, och &r darfor x 4 1. (Hojden &r langs x-axeln.)

/N
W/

Den 6vre delen av ellipsen dr funktionen y = 2v/1 — x2. Fér —1 < x < 1 far vi ddrfor
foljande uttryck for arean av hela triangeln:

A(x)zzy(xzm:y(x+1):z(x+1) 1.

Vi deriverar med produktregeln:

Ax) = 2V/1—R2+2(x+1) %:20—@%&“)

21—x—2x%) 2(1—2x)(x+1) 2(1—-2x)v/x+1

N V1—x2 V1—x '



1
Stationdra punkter dr x = 5 och x = —1. Teckenstudietabell:

x | -1 1/2
Al(x) o + 0 -
A(x) 0 / max Y\

1 1
Arean blir alltsa storst nédr x = 5 D4 blir arean A(E) =2 %\/ 3/4= gﬁ



