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Del A

1 Bestdam alla punkter Py pa kurvan y = x* 4 x + 1 sddana att tangenten, till kurvan, i Py
gar genom origo.

Svar. Tangenten till y = f(x) i punkten (a,a® + a + 1) har riktningskoefficient 2a + 1. D&
tangenten ska ga genom origo, blir dess ekvation y = (2a + 1)x. Tangenten ska ocksa g
genom punkten (a,a* + a + 1), vilket ger sambandet a> + a +1 = (2a + 1)a, dvs a* = 1.
a =1 ger punkten Py = (1,3), och a = —1 ger punkten Py = (—1,1). O

2 Bestdm, om det existerar, gransvirdet

. sin7x
11m 72.
=1 Inx

0
Svar. Uttrycket dr av typen o sd I” Hopitals regel gar att anvanda. Man far svaret — g O

x+1

3 Partialbraksuppdela uttrycket Prx

Svar. Faktorisera nimnaren x> + x = x(x* + 1), och ansétt

x+1 A Bx+C

X¥+x x  x2+17

dér A, B och C dr konstanter som ska bestimmas. Likheten ger sambandetx +1 = A (x2 +
1) + x(Bx + C), som medfératt A=1,B= —1och C =1.

x+1 1 1—x
Svar. —— =>4 -~
var x3 4 x x+x2+1

1—x
4. Besta 11 imitiva funkti till e
estdm alla primitiva funktioner t1 X+ p + 211

X om 1 x
sz+1 x2+1 x2+1
1
Svar: C + x? + In |x| + arctan x — > In(x* 4 1), (konstant C). O

Svar. Skriv och integrera termvis.
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10.

Beridkna 2 1
/ DY ()
1

x2

Soar. %(1 —In2). (Anvénd partiell integration.)

U
. Berdkna integralen
/ dx
e +1
genom anviandande av substitutionen u = e *.
d
Losning. Med den givna substitutionen far vi du = —udx, dvs dx = _ju. Vidare géller
e’ = —,sd vifar:
u
dx - ’%” du
= = - =—-In|1 C=—-In|1+¢*+C.
/ex—i—l /114_1_1 Tra n |1+ ul+ n|l4+e [+
Svar. —In|1+e¢ |+ C. O
. Avgor, med hjélp av en lamplig triangel, om det &r sant att
1
cos (arctan x) = —— x e R. (2)

Va1’

Losning. Latt = arctanx. Da &r tant = x, vilket illustreras i en ratvinklig triangel med

kateterna 1 och x. En sddan triangel har hypotenusan /1 + x2, och i samma triangel

1
utldser vi att cost = ——— O

V142

. Los differentialekvationen  y” +y' = 0.

Svar. y = A+ Be ¥, ddr A och B dr konstanter. (Den karakteristiska ekvationens rotter ar
0 och —1.) O

. Bestdm en 16sning till differentialekvationen vVi+y =2x+e .

Losning. Vi soker en partikularlosning yp. Ansitt yp = Cx? + Dx + Exe™*, dar C, D och
E ar konstanter. Dettager C =1,D = —2och E = —1.

Svar. En partikulérlosning ar yp = x* — 2x — xe”~.

Los differentialekvationen
y//_|_y/ — 2x_|_e—x

under begynnelsevillkoren y(0) = y'(0) = 0.



Losning. Motsvarande homogena differentialekvation y” + ' = 0 har 16sningen yy =
A+ Be™*. (Uppgift 8). Den allmédnna 16sningen ges av

y=vyy+yp=A+Be " +x*—2x—xe "

Insdttning av begynnelsevérdena iy ochiy’ ger A =3 och B = —3.
Svar.y = x* —2x+3 —e “(x +3). O

11. Visa att funktionen f(x) = x%, x > e, darinverterbar.
Losning. Anvénd logaritmisk derivering. Da fds

F(6) = f(x) - (1~ Inx).

For x > e sd blir detta uttryck negativt, vilket innebér att funktionen ar strangt avtagande
i det efterfragade intervallet. Darfor dr funktionen inverterbar dar. O

12. L4t f vara som i uppgift 11. Bestim inversens derivata i punkten v/2. (Dvs bestam g'(v/2),
dirg= f1)

Losning. Sok forst a sa att f(a) = v/2. Eftersom v/2 = 21/2 s& har vi a = 2. Berikna f’(2):

f1(2) = f(2)- % (1-1In2) = \f (1-1n2).
Nu géller att
' 1 22
gV = f(2)  1-m2
O
Del B

13. Los differentialekvationen xy’ + 2y = In x med villkoret y(1) = 1.

Losning. Ekvationen &r linjar av forsta ordningen och 16ses med integrerande faktor. Skriv

2 1 2
forst ekvationen pd formen y' + y; = HTx En primitiv funktion till po ar 21n x varfor den

integrerande faktorn (IF) blir e?n* = x2. Efter multiplikation med IF kan ekvationen
skrivas p
Iz (yx?) = xInx.
Darfor galler
) x? x?
yx- = /xlnxdx = [...partiell integration...] = Elnx vy +C,
1 1 C .. ) 5

ochy = 5 Inx — itz Villkoret y(1) = 1 medfor att C = 7
Svar.y = 1lnx 1 + =l

var.y = 5 1T e
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15.

Bestdm, om det existerar, gransvardet

) (e* —1) sint
im
t—0 tarctant+ cost —1

genom att Maclaurinutveckla de ingdende funktionerna.
Losning. Maclaurinutveckling av tédljaren T ger

T = (t+O(F)) (2t + O(#?)) = 2> + O(F),
och utveckling av ndimnaren N ger

2
N=t(t+0O(F)) +1—%+O(t4) —-1= %t2+(’)(t4).

Forkorta med 2 och braket kan skrivas

T 24 0(t) 2
— = — =4,dat — 0.
N % + O(#?) 1/2
Svar. 4. O
Undersok kurvan
X3 43xr—4
24 2x+1

med avseende pa definitionsmdngd, asymptoter, extrempunkter och konvexitet. Gor en
kurvskiss.

Losning. Braket kan faktoriseras

X432 —4 (x—1)(x+2)?

X2 42x+1 (x+1)2
och vi ser att funktionen ar definierad for x # —1. Ndara x = —1 (pa bada sidor) &r
funktionsvdrdena negativa. Gransviardena av funktionen da x ndrmar sig —1 blir —co.
Alltsa ér linjen x = —1 en lodrdt asymptot, nerdt pa bada sidor.
o 3x+5 NP
Med polynomdivision visas atty = x +1 — o1 Darfor géller att
3x+5
- =—— 3 +oo.
y—(x+1) x2+2x+1—>0,dax—> oo

Alltsd ar linjen y = x 4 1 en sned asymptot at bada hall.
Derivering m hj a kvotregeln ger

, (e +2) (P +x+4)
N (x +1)3
Faktorn x> + x + 4 saknar reella nollstillen, s& y' = 0 < x = —2. Teckenstudietabellen
behover innehdlla punkterna —2 (derivatans nollstélle) och x = —1 (punkt déar funktio-

nen dr odefinierad). Teckenstudietabell:



16.

x -2 -1
x+2 — 0 + + +
CHx+4 |+ + + + +
(x+1)°® |- - — 0 +
y + 0 — odef. +
y 0 max N\, odef. N
Funktionen har ett lokalt max vid x = —2, med vardet y = 0.

For att undersoka konvexitet deriverar vi en géng till. Efter férkortningar far man

n_ _g. Xt3

y == (x+1)%
sdy’ =0 <<= x = —3.For x < —3 géller att ¥’ > 0, sd kurvan &r konvex dér. For
x > —3 giller att y”" < 0, s8 i bade intervallet (—3, —1) och i intervallet (—1, c0) r kurvan
konkav. O

Avgor for var och en av foljande serier om den dr konvergent eller divergent:
(a) Y Vksin5 b Y ()
= k k

1
Losning. (a) Nér k dr stort sd ar E ndra 0, och for h ndra 0 galler att sinh ~ h. Vi har

1 1 1
ap = \/%smﬁ ~ Vk- 2 = B varfor vi provar att jimfora med serien Zbk dar
3
by = e Denna serie dr konvergent (p-serie) eftersom 5 > 1. Vi maste undersoka
kvoten Tk
by
1 |
ax \/I;smk—2 o 1 _ sing;
?k_T_kSIHE_ 1 —>1,

k372 2

ay
enligt ett kiant standardgransvarde, dd k — oo. Eftersom hm

L —1<oooch2bkéir

konvergent, s foljer nu att Z ay dr konvergent.
(b) For termen a;, géller (med ett standardgransviarde)

k—1\F 1\* L1
ak—<k> —<1—k> —> € —g,dak—>00.

Eftersom termerna inte gar mot 0, sd maste serien vara divergent.
Svar. (a) Konvergent. (b) Divergent. O



