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Till raknedvning nr 1

For att trdna upp férmagan att 16sa "tillampade” problem kommer ni till en del raknedv-
ningar att uppmanas att fundera pa ett sddant. Det behover inte direkt ha att géra med
den del av kursen som vi haller pa med just dér.

Till denna gang ger vi det har problemet. Forsok atminstone att formulera det som ett
matematiskt problem. Under rakne6vningen kan ni diskutera det med ldraren. Losningen
kraver ingen matematik som ni inte har hort talas om i gymnasieskolan.

Problem. Genom punkten (4,0) dras en rét linje, som tillsammans med z-axeln och
linjen 4 — y + 8 = 0 bildar en triangel med arean 12. Bestdm ekvationen for denna
rata linje.

Héar har ni en ganska allmént formulerad lathund for sadana hér situationer.

LOSNING AV TILLAMPADE PROBLEM

1. Las igenom problemet noga, garna flera ganger, for att fa en klar bild av vad
man kénner till och vad som &r sokt.

2. Rita en figur (om det 6verhuvudtaget ar mojligt).

3. Infor beteckningar for alla relevanta storheter. En del av storheterna ar variabla,
andra kan vara konstanta. Manga ganger dr det bdttre att beteckna dven de
konstanta med bokstaver, eftersom lésningen da blir lattare att forsta, an om
man sdatter in siffervirden pa ett alltfor tidigt stadium.

4. Skriv upp de samband som rader mellan inférda storheter. Detta innebéar att
man gor en matematisk modell, som beskriver situationen.

5. Ténk nu efter vilken sorts matematik som kan anvéandas for att 16sa problemet.
Ar det ett extremvéardesproblem? Eller vad? Formulera det givna problemet
som ett matematiskt problem.

6. Los det matematiska problemet.

7. Tolka den erhallna 16sningen, dvs. atervénd till problemets ursprungliga formu-
lering och formulera ett svar.

8. Tank efter om svaret ar rimligt: stammer det med vad sunda fornuftet och
erfarenheten sager?




Kapitel 1 handlar om det matematiska begrepp som karakteriserar den matematiska ana-
lysen, namligen grdnsvdarde. Olika typer av gransvarden anvénds for att definiera saker
som kontinuitet, derivata, integral m.m.

Lés igenom avsnitt 1.1. Ni har nog sett saker som liknar Ex. 1-3 i gymnasiebockerna.
Resonemanget om cirkelns area harstammar fran Archimedes (200-talet f.v.t.).

I avsnitt 1.2 definieras den forsta typen av gransvirde. Téank noga efter vad som star i
den inramade definitionen pa sidan 65. I den svenska 6verséttningen férekommer de tva
uttrycken ”godtyckligt ndra” och ”tillrackligt ndra”. Téank igenom vilken roll dessa fraser
spelar i sjilva definitionen!

En del av exemplen och évningarna pa avsnitt 1.2 kan tyckas ganska triviala och innehéalls-
16sa. Det beror pa att Adams inte arbetar med sarskilt manga typer av funktioner &n sa
lange. Det kommer mer spannande exempel pa gransviarden senare.

Lés i alla fall igenom avsnittet, och notera sarskilt vad som hénder i Ex. 2 och 4—-11.
Réknereglerna i Theorem 2—4 accepterar vi tills vidare utan bevis.

Ovningarna pa sid. 70-71 ir vildigt ménga, men méanga av dem &r inte sa svara.
Rékna en ordentlig dos av dem! Exempelvis féljande: 7, 11, 13, 21, 23, 25, 27, 31-33,
57-60, 75, 78. Ledning till 32: sitt x = ¢3.

I avsnitt 1.3 handlar det forst om gransvéarden da en variabel gar mot odndligheten. Ob-
servera att ”oandligheten” inte dr nagot matematiskt objekt. Nar ordet anvénds, ar det
for att markera att det inte finns nagon begrénsning (at hoger, eller at vanster, eller
vad det nu handlar om i sammanhanget). Definition 3 pa sid. 72 innehaller ocksa orden
?godtyckligt” och "tillrackligt”. Téank aterigen efter vilka roller de spelar i definitionen!

Las igenom Ex. 1-5 (liknande exempel bor ocksa ha givits pa foreldsningen). I anslutning
till Ex. 2: om man ska beridkna ett gransviarde da x — —oo, ar det ofta en god idé att
sitta x = —t och istéllet lata t — +oo. (Det &r mestadels mindre riskabelt att rdkna med
positiva tal 4&n med negatival) I Ex. 3 visas en mycket anvindbar metod for att berikna
griansvirde av en kvot: man bryter ut den dominerande termens ”storleksordning” ur
taljare och namnare, och forkortar sedan:
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P& liknande sitt kan man gora i Ex. 4:
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Notera ocksa i Ex. 5 hur man ibland kan hantera ett gransvérde av formen oo — c0”.
Man maste skriva om det pa nagot satt for att fa grepp om det.

Los 6vningarna 3, 5, 6, 7, 9, 10 pa sidan 77.

Andra halvan av avsnitt 1.3 handlar om ”oéndliga grénsvirden” eller (som vi brukar siga
i Sverige) oegentliga gransvarden. Ex. 6—10 sid. 74-75 visar pa ett antal olika fall av
detta. Begreppet asymptot aterkommer ocksa senare i kursen i andra situationer.

Lampliga 6vningar pa sid. 77-78: 15, 23, 30, 31. Titta ocksa pa 6vning 47—52.




Till raknedvning nr 2

Annu ett problem om rita linjer.

Problem. En rektangel AOBC med variabla sidor men fixerad omkrets (= 2a) har
sidorna OA och OB utefter de positiva koordinataxlarna. Fran hornet C' dras en
normallinje till diagonalen AB. Visa att denna passerar genom punkten (a,a).

Lés igenom avsnitt 1.4. Har finns manga viktiga och anviandbara idéer. Definitionerna pa
sid. 78—79 &r variationer pa ett och samma tema. Ex. 1—6 illustrerar definitionerna, och
det ar meningen att de skall kdnnas naturliga. Lite mer djupsinnigt ar Ex. 7.

Sats 8 ("max-min-satsen”) dr mycket viktig. Den kommer att anvindas flitigt nér vi kom-
mer till problemldsning i kapitel 3 och senare. Lés och begrunda Ex. 9. (Avsnittet om
grafisk bestdmning av max och min kan ni hoppa 6ver.) Sats 9 (”satsen om mellanlig-
gande varden”) kan tyckas sjalvklar, men den ar mycket anviandbar. Ex. 10 &r inte sa
overraskande, men Ex. 11 och 12 &r vérdefulla. Likasa den avslutande anmérkningen pa
sidan 85.

Gor foljande 6vningar pa sid. 86-87: 1-3, 5, 7, 13, 17, 19, 29, 30.

Avsnitt 1.5 innehaller mer precisa formuleringar av grénsvérdesdefinitionerna. Dessa &r
nodvindiga om man skall gora logiskt hallbara bevis for satser om gransvérden, t.ex.
raknereglerna i avsnitt 1.2. Avsnittet far betraktas som 6verkurs, men den som ar lite
mer teoretiskt intresserad kan girna titta ndrmare pa det.

Det fall som &r lattast att forsta dr nog det som behandlas i definition 10: gréansvarde da
variabeln gar mot odndligheten. Las Ex. 6!

Observera den logiska strukturen i gransvardesdefinitionen. Nér jag sager att
lim f(z) =L,
r—00
sa gor jag foljande utfdstelse:
Jag lovar hdarmed, att om nagon kommer och presenterar ett positivt tal € for mig, sa
kan jag alltid svara med ett tal R som har egenskapen: for alla x, som ar storre

an R, ar avstandet mellan f(z) och L mindre &n . (Och det spelar ingen roll
hur litet € dr, bara det &r positivt!)

For att kunna anvidnda definitionen maste man ha gissat sig till vad talet L ska ha for
varde, dvs. man maste gissa vad gransvardet ar innan man kan verifiera det.
I f6ljande exempel har vi ett gransviarde da x ska ga mot bade +o0o och —oo.
202+ 3
Exempel. Undersok xll}:?oof(x), da f(z) = 2271156

L6sning: Om man prévar med stora virden pa x ser man att viardena verkar ligga néra
2. Vi uppskattar avstandet mellan uttrycket och talet 2:
207 4+ 3z — 2(2* +1)| |3z — 2| o Blzf+2

241 241 — 2241

222 + 3z
2 +1
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Olikheten (x) géller sa snart |z| > 2. Det sista uttrycket ar latt att ta hand om. Om e &r
ett positivt tal, vilket som helst, sa géller att

4 4
—<e & |:1:|>g.
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Om vi sitter Ry = 4/¢ och R = max(2, Ry) (fér att ta hand om olikheten (x)), sa har vi
sa snart || > R, sa géller att |f(z) — 2| < e.
Detta betyder att har verifierat att det aktuella gransvardet existerar och &r lika med 27]

Den som ar intresserad av hur det har fungerar kan forsoka att géra samma sak med t.ex.
6vning 29 pa sid. 92.

Till raknedvning nr 3

Nu ska ni boérja studera kapitel 2. Awvsnitt 2.1 &r en forberedelse for definitionen av
derivata. Det handlar om hur en tangent till en kurva borde se ut. Nagra engelska ord:
cusp brukar kallas spets pa svenska; slope Gversatts med lutning. Det engelska ordet
tangent kan dessutom vara adjektiv: ”"the straight line tangent to the given curve” kan
oversattas "den réta linjen som tangerar den givna kurvan”.

Lé&s igenom avsnittet och 6va pa problem 3, 7, 15, 21, 23 pa sid. 99. Av dessa &ar 15
lite knepigare.

I avsnitt 2.2 kommer derivatan pa allvar. De flesta exemplen handlar om funktioner som
ni bor kanna till. Man kan redan har notera approximationsegenskapen:

Att f ar deriverbar for x = xg ar ekvivalent med foljande: Det existerar ett tal A och
en funktion p(h) sa att man har

f(@wo +h) = f(zo) + Ah + ho(h) och 0= 0(0) = lim o(h).

Talet A visar sig vara derivatan f'(zg). Termen ho(h) ar "felet” da man approximerar
f(xo+ h) genom att ga langs tangentlinjen i stéllet for att ga ldngs grafen av f. Podngen
med detta "fel” &r att det gar mot noll da h — 0 snabbare &n h sjalvt. Detta uttrycker
i formelform den geometriska innebérden av att en kurva har en tangent: linjen genom
punkten (zg, f(xo)) med lutningen A &r en "béttre” approximation till kurvan &n alla
andra linjer.

Stycket ”Derivatives have the Intermediate-Value Property” kan ni hoppa over.

Gor nagra 6vningar pa sid. 106—-107: 1-6, 45.

I avsnitt 2.3 har vi deriveringsreglerna fér summa, produkt, kvot osv. Framfor allt torde
regeln for kvot vara ny for manga av er. Lés igenom hela avsnittet och 6va pa (atminst-
one) 6vningarna 11, 13, 17, 25 pa sid. 114. Téank pa att man kanske kan skriva om
uttrycket innan man deriverar, for att forenkla rdkningarna! (Manga av Gvningarna hér
blir dessutom enklare nir man har tillgang till den allménna kedjeregeln, som kommer i
nésta avsnitt.)

Observera att det ofta kan vara idé att skriva om en kvot till en produkt, som i foljande
exempel:
2 -2

Exempel. Bestdm derivatan av f(x) = CESE
x



Losning: Skriv f(x) = (22 — 2)(z + 1)7%, sa ger regeln for derivering av en produkt att

@) = 2@+ 1)+ (@2 = 2) ()@ + 1) = (@ + 1) (2@ +1) + (2% - 2)(-4))

20% 4+ 2z —42® +8 8+ 2z — 22
(z+1)° (1)

Jamfor med hur invecklat det blir om man forséker med regeln for en kvot istéllet! O

Avsnitt 2.4 om kedjeregeln ger grunden till derivering av alla mer komplicerade funktioner.
Sa snart en funktion dr sammansatt av sadana ”delmoment” som man kan derivera, sa
kan man ocksa derivera den sammansatta funktionen. Till en borjan kan det underlitta
att infora hjalpbokstéver, som i Ex. 1-2, men snart lar man sig att klara sig utan dem.
Lés avsnittet noga, studera exemplen. En sammansatt funktion kan vara sammansatt i
manga steg efter varandral

Pa sid. 119 ridknar ni 6vningarna 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 18, 22, 23, 25. Uttryck
som innehaller belopp blir vanligen enklare att derivera om man foérst skriver om dem i
olika definitionsintervall.

Till raknedvning nr 4

Problem. I en triangel ABC &r sidan AB 4 c¢cm, sidan AC' 5 cm och sidan BC 6 cm.
Visa (utan tabell eller rdknare) att vinkeln A ar exakt dubbelt sa stor som vinkeln C.

Avsnitt 2.5: Derivatorna av sin och cos har ni nog sett tidigare. Nu tillkommer tan och
cot (medan sec och csc kan hoppas 6ver). Observera att derivatorna av tan och cot kan
skrivas pa flera sétt:

1

—tanx:7221+tan2$, ——cotr = ———
dx cos? x dr sin“ x

=—1—cot’x.

Skumma igenom texten i avsnitt 2.5 och gér 6vningarna 2, 3, 5, 7, 9, 13, 17, 21, 27,
29, 31, 45, 49 pa sid. 124-125.

(Obs. Pa grund av att det finns en massa trigonometriska formler hénder det ibland att
man far ett svar som inte stdmmer med facit, trots att det ar ratt! Man kan fa olika
utseende pa svaret, om man réknar pa olika satt. Tank darfor efter om det inte gar att

transformera ditt svar genom att anvénda ”trigonometriska ettan”, eller nagon formel for
dubbla vinkeln, eller. .. )

Hogre derivator i 2.6 dr knappast nagot svart. RAkna 6vningarna 5, 9, 15, 19 pa
sidan 129. (For nummer 9: Kom ihag att derivatan av tanz kan skrivas pa flera sitt!
Valj ett som ger enkla rakningar!)

Avsnitt 2.7 innehaller enkla tillampningar av derivator. Den forsta, ” Approximating small
changes”, &r en direkt tillimpning av ”approximationsegenskapen” (inramad ovan i sam-
band med avsnitt 2.2). Resten kan ni dock hoppa 6ver just nu, det aterkommer i kapitel
4 och i senare kurser i utbildningen. Gér 6vning 11 och 12 p4 sidan 135.

I avsnitt 2.8 presenteras medelvardessatsen. Det ar den sats som gor derivatan anvandbar;
den ligger bakom alla de vilkédnda sambanden mellan derivatans tecken och funktionens
vaxande osv.

I avsnitt 2.8 ska ni lasa allt utom Ex. 2—3 och sats 16. Man kan formulera sats 11 sa att
den giller aven om b < a:



Sats 11. Lat a och b vara (olika) tva reella tal. Antag att f ar deriverbar &verallt mellan
a och b och kontinuerlig pa det slutna intervallet med &ndpunkter a och b. D4 finns ett c,
som ligger mellan a och b, sa att

Beviset blir detsamma som i boken: om b < a later man bara a och b byta roller i
resonemanget.

Satsen kan anvéndas till undersokning av gransvarden:

V1 -1
Exempel. Berikna lim L

T— X

Losning: Satt f(x) = 1+ x. Téljaren i uttrycket kan da skrivas som f(z) — f(0).
Vidare ir f'(z) = 3(1 +2)~%/2. Anvind medelvirdessatsen med a = 0 och b = z, sa blir

1

fl@) = f(0) = (z = 0)f'(c) =z~ iTe

dar ¢ = ¢(x) ligger mellan 0 och z. Detta ger

vi+z—-1 1 1

1 7o
=5daxz — 0.
T 2\/ 14+c¢ Qﬂ 2
I sjalva gransévergangen anvander vi att kvadratsrotsfunktionen ar kontinuerlig. O

Terminologin i definition 6 sid. 128 &r inte helt lyckad. Vi bor halla oss till det normala
uttryckssattet, som ser ut sa héar:

Antag att f ar definierad pa ett intervall I, och att x1 och zo &r tva punkter i I.
(a) Om f(xg) > f(z1) sa snart xo > x1, séiger vi att f &r stringt vaxande pa I.

(b) Om f(z2) < f(x1) sa snart xo > x1, siger vi att f dr strangt avtagande pa I.
(c) Orn f(:cg) > f(x1) sa snart xg > x1, siger vi att f 4r vixande pa I.
(d) Om f(z2) < f(x1) sa snart xo > x1, séger vi att f dr avtagande pa I.

Observera att dessa definitioner inte har ett skvatt att géra med derivatan av f. De
handlar bara om att jamfora funktionsvdirden i olika punkter!!! Sats 12 handlar sedan om
hur derivatan (nér den existerar) kan anvéndas for att undersoka om f &r vixande eller
avtagande osv.

I sats 12 kan man skérpa resultatet nagot: om f/(x) = 0 i dndligt manga punkter och
f(x) > 0 for 6vrigt, sa ar f fortfarande strangt vixande. Ett exempel pa detta ar f(z) =
x3. Motsvarande giller for striangt avtagande. Sats 13 ir ocksa viktig.

Idéerna i detta avsnitt kan ofta anvandas nir man vill bevisa olikheter. Adams Ex. 2—3
kan ersattas med foljande:

Pastaende: sinx < x for alla x > 0.

Bevis: Sétt f(x) = en differens mellan leden i pastaendet, t.ex. f(z) = x —sinz. Da
galler ju att f'(z) = 1 — cosz, vilket & > 0 for alla 2, med likhet bara for de enstaka
vardena x = n - 2w, dar n ar heltal. Det betyder att f &r strdngt vaxande pa hela R.
Speciellt géller for > 0 att f(z) > f(0), dvs. x — sinz > 0, vilket 4r detsamma som att
sinx < x, vilket skulle bevisas. ]

Pastaende: For x > 0 galler att v1+2 <1+ g



Bevis: Sitt f(z) = differensen mellan vénsterled och hogerled i pastaendet, dvs. f(x) =
V1+a—1— 3z Dadr f(0) = 0. Vidare géller

1 1 1-I+a

f@o=sATs 2~ aits -

For x > 0 ar ju /1 + z sdkert ett tal som &r storre dn 1, och av detta foljer att f'(z) < 0
for x > 0. Men det betyder att f &r strangt avtagande i intervallet z > 0, sa att for z > 0
galler sikert f(z) < f(0) = 0. Men att f(z) < 0 &r ju ekvivalent med det som skulle
bevisas, och pastaendet dr alltsa sant. O

Enklaste beviset av den sista olikheten fas kanske genom att man jamfoér kvadraterna pa
olikhetens bada led. Visa sjilv att olikheten ocksa géller for —1 < x < 0.

Rékna 6vningar pa sid. 142: nummer 2, 5, 6, 9, 11.

Blandade problem 1

Nu sammanfattar och repeterar vi det som kursen hittills handlat om. Forsok 16sa foljande
problem, som dr av samma svarighetsgrad som tentamensproblem.

1. a) Los ekvationen 2sinz = tan 2x.
b) Los ekvationen In(e® + e*+1) = 1.

2. Lat funktionen f : R — R vara definierad av

f(x)_{\/:ﬂ—él—m—l\ da |z| > 2,

ar +b da |z| < 2.
Bestam konstanterna a och b sa att f blir kontinuerlig.

3. Visa att funktionen f: R — R, dar
f(z) =2?z|, —o0 <z < o0,
ar tva ganger deriverbar men inte tre ganger deriverbar i origo.

4. Undersok kontinuitet och deriverbarhet i origo av de funktioner f och g som defini-
eras av att f(0) = g(0) = 0 och

1
f(z) =zsin— resp. g(x)=x?sin—
x x

for x # 0. Undersok ocksa om ev. derivator ar kontinuerliga.
5. Bestam gransvardena

. $1/3—4 ' x
(@) Jim r g O Moy

6. *Lat f vara en reellvard funktion definierad pa ett intervall I, och antag att det
finns en konstant K > 0 sddan att |f(z1) — f(22)] < K|z1 — 22|? for alla x1, 29 € I
Vad kan man da siga om f? Bevisa ditt pastaende!



Till raknedvning nr 5

Problem. Bestam ekvationen for den rata linje genom origo, som tangerar kurvan
3
y=u1x+ 2.

Léas avsnitt 2.9 om implicit derivering. Ex. 1-5 visar olika aspekter av saken. Ex. 6 och
”The general power rule” dr mindre viktiga. Los 6vningarna 3, 5, 9, 11 pa sid. 147.
Har kan man fa svar som inte stdmmer med facit, om man rdknar pa ett annat sidtt &n
det som Adams har tankt sig. Hur kan det komma sig?

Avsnitt 2.10 hoppar vi 6ver nu. Avsnitt 2.11 kan ni ldsa igenom, om ni vill, men det
handlar om saker som kommer att tas upp i den forsta mekanikkursen.

Nu ar det dags att ga in i kapitel 3. Enligt rubriken handlar det om transcendenta
funktioner. Detta ar sadana funktioner som inte &r bildade genom sammanséttning av
andligt manga operationer av typerna addition/subtraktion, multiplikation, division och
potenser (med rationella exponenter). Nagra sadana funktioner har vi redan sett till: de
trigonometriska. Men det finns manga fler!

3.1: Det viktigaste har ar definition 2 och formeln for derivatan av invers funktion. I
princip bestdmmer man den inversa funktionen till y = f(z) genom att 16sa ut = ur denna
ekvation (och sedan ev. byta bokstéver). (Men i realiteten ar det langtifran alltid som
man verkligen kan 16sa ekvationen.) Lampliga 6vningar dr 9, 11 och 34, sid. 169.

3.2: Det som star i detta kapitel har ni kanske nosat pa tidigare, men det behéver nog tas
ordentligt i alla fall. Vad géller logaritmer, som brukar vara det som upplevs som svarast,
ska ni komma ihag att (néstan) allting finns gémt i den hér formeln:

log,z =u <= x=a",

som ocksa kan skrivas
x = a8 ?,

Med hjalp av denna kan man till exempel bevisa logaritmlagen (vi) sa hér:

A ena sidan dr z = @87 = (blogba)log“ ¥ = plogyalog, z

och a andra sidan ar =z = plozy®
Jamfor exponenterna i de bada hégerleden, sa foljer
logy alog, © = logy x,

vilket ar lagen (iv).

Ni bor arbeta er igenom alla 6vningarna 1-18 och 29-30 pa sid. 173. Det ar ofta
lampligt att kalla det sokta talet for nagot, t.ex. x. Som ett exempel visar vi har ett sitt
att 16sa nummer 6. Satt x = log4(%). Da ar 4% = é. Bade 4 och 8 dr ju potenser av 2, sa
det borde vara klokt att skriva om dem sa:

3.3: Har definieras den naturliga logaritmen och exponentialfunktionen pé allvar. Lés
igenom sid. 173-178, med ambitionen att forsta de stora dragen i hur man steg for steg
konstruerar allt det som i de tidigare studierna varit ganska odefinierat. Naturligtvis ska
ni inte lagga alla smadetaljer pa minnet. I Ex. 810 introduceras en anviandbar metod:



logaritmisk derivering, som kan underlitta hanteringen av uttryck med komplicerade fak-
torer och komplicerade potensuttryck. Aven pa detta avsnitt bor ni géra manga évningar:
In och e* hor till matematikens viktigaste funktioner. Sid. 181: nummer 1-16, 19—28,
31, 35, 41, 49, 57, 59. (Nummer 6 16ser man t.ex. sa hér:

e?neese 4 (In esmx)2 — T 4 (singz)? = cos?x + sinz = 1.)

Till raknebvning nr 6

3.4: Har finns sats 5, fyra viktiga ”standardgrinsvéirden”. I sammanhanget kan det vara
idé att gora en mer allmén jamforelse av hur fort olika funktioner vaxer da x — oo. Vi
definierar symbolen < genom att sidga
_ flz)
< = lim ——= =0.

fx) < g(x) A
Det kan utlésas ” f(x) ar svagare &n g(z)”. I sa fall kan man stélla upp t.ex. foljande
kedja:

2
1000 o 2@ 26 < g% < e < -

co<Inlnz <Inz <2’ <z <=z
Har star 6 som representant for ett godtyckligt tal mellan 0 och 1. Denna lista kan fort-
séttas godtyckligt langt at bade hoger och vénster, och mellan tva funktioner i listan kan
man alltid interpolera ett godtyckligt antal nya funktioner.

Med hjalp av denna lista kan man berdkna gransvérden, bl.a. som i foljande exempel:

2x 2
et 4+ -1
E l. Bestam lim —————.
xempe estdm lim — -5 e
Losning: Néar x ar stort dominerar exponentialtermerna i bade téljare och ndmnare. Da

bryter vi ut e2* och forkortar (jamfor riknedvning 1, sid. 2 i detta héfte):

2 z? 1 z? 1
2421 © (1+e%*€ﬂ> +%— =  140-0
= = _ s = =
2€2x+$35 ) .%’35 $35 240 2°

Det som star om exponentiell tillvaxt och avtagande bor dels vara inte helt obekant fran
tidigare, och dessutom kommer vi att ta detta senare i samband med en systematisk
behandling av differentialekvationer. Men den som &r intresserad av tillimpningar kan
redan nu ta en titt pa exemplen: biologi i Ex. 1, fysik i Ex. 2—3 och ekonomi i avsnittet
om Interest (= rénta).

I sats 6 sid. 186 kommer dnnu ett viktigt standardgrénsvarde, som faktiskt ar ett alter-
nativt sitt att definiera exponentialfunktionen. Det ska ni lara er. Logistisk tillvixt ar
intressant for biologer.

f)vningar pa sid. 188: 1-8 (samt, om ni har tid, de av 9-20 som ni tycker verkar

intressanta).

3.5: Har har vi en hop alldeles nya funktioner, som det géller att bli god vian med. Vi
undviker skrivsittet sin~! och skriver arcsin (osv.) i stiillet. Det riicker att man behérskar
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arcsin, arccos och arctan (méjligen dven arccot); arcsec och arccsc kan ni hoppa Gver
alldeles. Jag foreslar féljande formuleringar av definitionerna:

. . 1 1
y=arcsinr <=  siny=xzoch — 57 <y < gm,
y =arccosr <<= cosy=zoch0<y<m,

1 1
Yy = arctanx <~ tany =z och — g7 <y < gm.

Funktionen arccos anvinder man i geometrin nar man berdknar vinkeln mellan tva vek-
torer. Alla funktionerna dyker upp nar vi kommer till integraler, darfor att de har sa
enkla derivator. I praktiskt arbete med dem har man stor nytta av att rita ratvinkliga
trianglar, exempelvis nir man ska férvandla en av dem till nadgon annan. Vi kompletterar
bokens exempel med ett par till:

Exempel. Bevisa att arctan z = arcsin ——— for alla .

Va2 +1

Losning: Antag forst att z > 0. Rita en figur
som innehaller vinkeln 4 = arctanz. Det blir en
ratvinklig triangel med kateterna x och 1, som i fi-
guren till hoger. Pythagoras’ sats ger hypotenusan
lika med vz2 + 1. Man ser att sinu = z/vz2 + 1,
och eftersom uppenbarligen 0 < v < 7/2 maste da
u = arcsin(z/vx? + 1). Dérmed &r vi klara med
fallet x > 0. Om = = 0 ir bada sidor av pastaendet u
lika med 0, sa saken &r klar da ocksa. Om z > 0,
sitt y = —z och anvand att bade arcsin och arctan
ar udda funktioner. (Genomfor dettal) O

Exempel. Berdkna arctan 2 + arctan 3.

Loésning: Sétt u = arctan2, v = arctan3 och w = u + v. Da géller (varfor?)

1 1
aT < U<§7T och {tanu: 2
iT<v<gm tanv = 3

Det foljer att %71’ < w < 7. Vidare ger additionsformeln for tangens (Adams sid. 53, ldngst
ner):
tanu +tanv 243 )

tanw = tan(u +v) = = =— =—-1.

(u+v) 1 —-tanutanv 1-2-3 =5

Det sékta talet &r alltsa det tal w i intervallet |3, x| for vilket tanw = —1. Den sista
ekvationen har losningarna w = —%W +n - m, dar n ar ett godtyckligt heltal. Den enda
16sningen i det ratta intervallet far man for n = 1. Detta ger:

Svar: arctan2 + arctan 3 = %71 0

Ovningar pa sid. 197: 1-12, 22, 25, 31. (Rita figur l6nar sig nédstan alltid!) Fundera
dessutom pa foljande problem (16sningar i slutet av héftet):

1
(a) Bestdm arctanz + arctan — for alla x # 0.
x

(b) Beriikna arcsin 15 + 2arctan

L
10"

(c) Hur manga lésningar har ekvationen arctanx = 7 /47
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3.6: De hyperboliska funktionerna ar ”varianter” av exponentialfunktionen, som &ar ele-
ganta att anvanda i vissa situationer. Ni ska kunna deras definition, men behover inte
fordjupa er i saken. De inversa hyperboliska funktionerna kan ni helt hoppa 6ver. For
skojs skull kan ni géra 6vning 2 sid. 202. Det finns ett samband mellan dessa funktioner
och de trigonometriska; men for att klargora det behdver man komplexa tal.

3.7 hoppar ni 6ver nu. Det aterkommer vi till i slutet av kursen.

Nar ni kommit sa héar langt, har ni stott pa praktiskt taget alla deriveringsregler som
ingar i kursen. I slutet av detta héfte, pa sidan 77, finns ett antal blandade Gvningar pa
derivering, ”Stora deriveringskoret”. Det ar nyttigt att da och da bladdra fram den sidan
och ta nagra av problemen dar, for att halla deriveringsfardigheten i gang.

Till raknedvning nr 7

Kapitel 4 tar upp en del tillaimpningar av derivator. Avsnitt 4.1 innehaller nagra bra
exempel. Nar man ska 16sa problem som handlar om hastigheter av olika slag racker det
inte att bara studera en ”6gonblicksbild” av situationen. Man maste ”lata tiden ga” for
att kunna dra nagra slutsatser. Studera Ex. 1-2 och 4. Ovningar pa sid. 217: 1, 3,
11.

Avsnitt 4.2 hoppar vi 6ver (det kommer i en kurs i berdkningsvetenskap senare i utbild-
ningen).

Avsnitt 4.3 behandlar gréansviarden av typen ”70/0” och "oo/oc0” och ger tva effektiva
verktyg, ’'Hopitals regler, i satserna 3 och 4 for att berdkna sadana. Var bara noga med
att reglernas forutsattningar ar uppfyllda! Studera bokens Ex. 1-6 noga.

Ibland forenklas ett gréansvérde av typen lim, .o f(x) av variabelbytet ¢ = 1/x som trans-
formerar gransvéardet till ett gransvarde da ¢ gar mot 0. Exempelvis forenklas rékningarna
i Ex. 7 pa sid. 231 av ett sadant byte, som ger

3 cos 3t
3 In(1 in 3t ;
lim mln(l + sin 7> = lim n(l + sin 3¢) = lim 1+sindt _ 3,
T—00 x t—0 t t—0 1

och dar den nést sista likheten motiveras av I’'Hopitals regel.
Det &r emellertid inte alltid som en tillimpning av 1'Hopitals regel leder till framgang;

/
ibland kan faktiskt grinsvirdet lim 7. )
T—a g gg)
avsnitt 4.10 kommer vi att studera Taylorutveckling och nastan allt som kan berdknas
med hjalp av I’Hopitals regler kan ocksa berdknas med hjalp av Taylors formel och ofta

mycket enklare.
évningar sid. 232: 1, 3,4, 7, 9, 11, 13, 14, 15, 16, 17, 19.

vara krangligare dn ursprungsproblemet. 1

Avsnitt 4.4 om extremvarden ar det viktigaste avsnittet i kapitlet. Lés 4.2 t.o.m. Ex.
4 sid. 236; aterstoden av avsnittet ar inte fullt sa viktig. Observera ”tabellen” i Ex. 3
och 4, dar man redovisar derivatans tecken och drar slutsatser om hur f véxer och avtar.

(Den 6versta raden med EP, CP osv. dr ganska onddig. Man kan anvénda tecknet : for
att markera om f’ inte existerar, dvs. punkten &r singulér.)

f)vningar pa sid. 238-239: 1-3, 7, 13, 15, 19, 22, 29. Observera att om funktionen
ar enkel, kan man ofta klara sig utan derivering. Forsok t.ex. 16sa nummer 15 pa detta
satt!
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Avsnitt 4.5: Konkavitet och inflexionspunkter hor till allménbildningen, men &r inte lika
viktigt som max och min. Ofta blir andraderivatan s& komplicerad, att undersékning av
konkavitet kan vara svar att genomfora. Men studera garna Ex. 1-2.

C)vningar pa sid. 243: 9, 15.

I avsnitt 4.6 handlar det om hur man ritar lite krangligare kurvor.

For att finna sneda (inklusive vagriata) asymptoter kan man ibland klara av att skriva
kurvans ekvation pa formen

y=ax+b+ E(x), dir E(z) — 0dax — oo (eller — 00).

Detta ser man i Ex. 3-5. En mer allmin metod bestar i att man forst berdknar a =
limy/z. Om detta existerar (dndligt), kan det finnas en asymptot med lutningen a. For
att se om det verkligen &r sa berdknar man ocksa b = lim(y — ax). Om detta existerar
(dndligt), har man verkligen asymptoten y = ax + b. Se foljande exempel!

Exempel. Bestam ev. sneda asymptoter till kurvan y = v/4x2 + x.

Losning. Forst tar vi > 0. Da har vi forst

42 1
y:\/x—km:\/4+_>2 da x — +oo.
x x x

Detta visar att om det finns en sned asymptot at hoger, sa maste den ha lutningen 2. For
att avgoéra om asymptoten verkligen existerar, undersoker vi

42% + 1) — 42? x

—2x:\/4x2+x—2x:( -

4 Viz? +x+2x VAx2+ax+ 2z
1

i da x — +oo.

x 1
Co(Virm+2) VArQm+2 2420

Detta visar att linjen y = 2z + % ar asymptot at hoger. Pa liknande sétt kan man visa

att linjen y = —2x — % ar asymptot at vinster. Genomfor detta! (Det kan vara lampligt

att sitta x = —t och lata t — 400 i stéllet for x — —oo vid grénsvirdesberdkningarnal)

Andraderivatan ar ofta onodig att berdkna. Man kommer langt med forstaderivatan och
teckenstudium av den.

Gor 6vningar pa sid. 251-252: 7, 11, 13, 19, 30, 31, 37. Obs. fel markeringar pa
z-axeln i facit till nummer 37.

Avsnitt 4.7 behandlas inte i kursen, men las det gédrna &nda for att forsta att man inte
alltid kan lita pa grafritande minirdknare.

Till raknedvning nr 8

Problem. Genom punkten (2, 3) dras en rét linje ¢, som tillsammans med de positiva
koordinataxlarna avgransar en triangel. Vilken lutning ska ¢ ha for att triangelns area
ska Dbli sa liten som mojligt?

FExemplen pa "tillampade problem” i 4.8 &r bra. Det tonade avnittet pa sid. 259-260 kan
ses som ett viktigt specialfall av de allménna principerna fér problemldsning som finns pa
sidan 1 i detta héfte.

6vningar pa sid. 263—264: 1, 6, 7, 11, 15, 29.
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I avsnitt 4.9 kommer Adams (dntligen) in pa den approzimationsegenskap, som vi redan
har ndmnt tidigare. Det som kallas lineariseringen av f omkring en punkt x = a ar den
approximation av f som geometriskt betyder att grafen av f ersétts med sin tangent i
punkten. Om man inte ar sérskilt langt borta fran a, kan denna enkla approximation vara
fullt anvandbar. Lar texten t.o.m. Ex. 3. Resten av avsnittet kan hoppas 6ver just nu.
Rékna nagra problem pa sid. 271: nummer 3, 7, 11.

Avsnitt 4.10 handlar om en sorts fortsattning av idén i 4.9. Att approximera med en rat
linje, som i 4.9, &r ju detsamma som att approximera med ett polynom av forsta graden.
Nu vill man fixa forbattrade approximationer i nérheten av en punkt = a genom att
anvanda polynom P, (z) av grad n. Det visar sig att om man ser till att P,(z) har samma
viarde som f(z) i punkten a och att detsamma géller for derivatorna av ordning upp till
och med n, s far man ett entydigt bestamt polynom som approximerar f pa ett mycket
bra sétt just i ndrheten av x = a. Lés texten fram t.o.m. formuleringen av sats 12. Beviset
kan ni hoppa 6ver — vi kommer att ge ett annat bevis for saken senare i kursen. I Ex.
3—4 ser man hur Taylors formel kan anvindas for numerisk approximation. Fér vara
tillampningar kommer det néstan alltid att récka med den verision av resttermen som
kommer efter Definition 9. Sats 13 &r ocksa praktisk: den sdger att om man har hittat ett
polynom som approximerar lika bra som ett Taylorpolynom, sa maste det faktiskt vara
Taylorpolynomet. Detta anvénds i Ex. 5—6.

Observera hur O-symbolen fungerar. Har dr nagra exempel pa hur man kan rikna med
den:

Oz +0(x3) = 0(z%), O0@=®) +0(z*) = 0(z?),
O(z%) — 0(z%) = 0(z®), 230(z*) = O(2").

Nagra taylorpolynom som ideligen anvands kan redan nu vara bra att lara sig. De finns i
Table 5 pa sid. 277. For referensens skull kopierar vi listan hér (med létta justeringar):

ex:1+x+;?+§+---+i+0(:c"+l)
sinx:x—§+§_...+(_1)nlg:iﬁ+0(x2n+1)
cosz =1-— i + i? e (1) é:;' +0(2+2)
ln(l—i-m):3:—9622—i-:?_T+...+(_1)n—19§+0($n+1)
arctanz = r — x; + 9”:: — 4 (_1)n71 ;:L__ll +O(m2n+1)
(1+2)* = 1+1a!x+04(a2!— 1) x2+a(a—13)!(a—2) 2B (Z)xn+0($n+1)

évningar pa sid. 279-280: 1, 5, 7, 9, 18, 19, 25.
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Blandade problem 2

Sammanfattning och repetition av kapitel 3 och 4. Forsok 16sa dessa problem fore den
foreldsning d& de kommer att gas igenom!

7. Berikna foljande gransvarden:

10.

11.

12.

13.

1 1 in(2x) — 2
(a) lim r+1 ’ ®)  lim sin(2x) — 2z cos .
=0\ T In(1+z) a—0 2?In(l — 3z)
Rita kurvan
_ 22+ 22
ST

med angivande av ev. asymptoter och lokala extrempunkter.

Bevisa att olikheten tanx + 2Incosz > 0 galler for 0 < z < 7/2.
1

Lat f(x) =2+ — for 0 < x < 1. Visa att f har invers, och bestam f~!.
x

En rektangulér badbassing ar 20 m lang och 8 m bred. Dess botten &r ett lutande
plan, sa att bassdngen ar 1 m djup léngs ena kortdndan, 3 m djup ldngs den andra.
Man témmer vatten ur bassingen med en hastighet av 1 m® per minut. Hur snabbt
sjunker vattenytan i det 6gonblick da den djupa &ndan har ett vattendjup av (a) 2,5
m, (b) 1 m?

Bestam definitionsméngd och virdeméangd for funktionen

e’ +1
et —1°

fz) =

Bestédm derivatorna av foljande funktioner:

(a) f(z) = ﬁa

(b) g(x) = arctan f(x), dar f(z) & samma funktion som i (a).

(¢c) Med ledning av resultatet i (b), kan man finna nagot enklare sitt att skriva
funktionen ¢ 7

Till raknedvning nr 9

Problem. En vattentank har formen av en rat cirkuldr kon med spetsen nedat, med
basradie 10 m och djup 8 m. Tanken fylls pa med en hastighet av 1/10 m? per minut.
Med vilken hastighet stiger vattenytan i tanken i det 6gonblick da vattnet star 4 m
djupt?

Nu ska ni ta itu med motsatsen till derivering: integration. Under denna rubrik samman-
fattar man tva olika, men besliaktade, problem. Det forsta introduceras i avsnitt 2.10 i
Adams, som borjar pa sid. 147. Definition 7 ar viktig, och darfor formulerar vi den hér
pa svenska:
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Lat f vara en funktion definierad pa ett intervall /. En annan funktion F kallas
antiderivata eller primitiv funktion till f pa I, om F'(z) = f(x) for alla x € I.

Observera att begreppet antiderivata ar knutet inte bara till funktionen f utan ocksa till
intervallet /. En forklaring till att detta ar lampligt finns i sats 13 sid. 140, som inte ar
sann om man har en annan definitionsméngd. Se kommentaren efter Ex. 1 sid. 148.

Ex. 1-4 bor ni studera. Av de tonade formlerna pa sid. 149 kan ni lata bli (k) och (1),
kanske ocksa (j). De andra &r sadana som ni ska kénna till.

Slutet av avsnittet, om differentialekvationer och begynnelseviardesproblem, spar vi till
senare. Ova pa sid. 153, nummer 1-14. Kom ihag att kontrollera era svar genom att
”derivera tillbaka”!

Sedan hoppar ni till kapitel 5. Avsnitt 5.1 om summabeteckningen bér ni ha sett i algebran.
Om ni kdnner er osékra pa saken, kan det vara lampligt att géra nagra av évningarna pa
sid. 292.

I 5.2 diskuteras begreppet area. Pa sid. 293-294 ridknas upp fem egenskaper som ett
vettigt areabegrepp bor ha, och sedan diskuteras hur man ska forverkliga detta sa att man
kan tala om arean av forst polygonomraden och sedan omraden med krokta kurvor som
rand. (JAmfor Archimedes’ métning av cirkeln sid. 61-62!) Exemplen pa sid 295-298 &r
inte sarskilt nodvandiga att ta sig igenom. Det réicker att konstatera att man kan beridkna
vissa areor genom approximation med rektanglar och fiffigt rdknande — i senare avsnitt
far vi mer kraftfulla metoder for detta.

Definitionen av integral i avsnitt 5.3 &r principiellt viktig, men man ska inte hamra in
detaljerna i huvudet. De stora dragen ar dessa:

1. Dela in intervallet [a,b] 1 smaintervall.

2. Approximera f uppifran och nedifran med funktioner som ar konstanta pa varje sméa-
intervall. Dvs. approximera omradet mellan grafen av f och x-axeln uppifran och nedifran
med rektanglar.

3. Om det gar att gora differensen mellan dessa approximationer godtyckligt liten genom
att man gor indelningen av intervallet tillrackligt fin, finns det exakt ett tal I som ar <
alla ”6versummor” och > alla "undersummor”. Da séger vi att f &r integrerbar 6ver [a, b]
och talet I kallas integralen av f 6ver [a, b]:

I:/abf(x)dx.

Om f ar integrerbar, kan man berdkna I genom att genomféra approximationer for en
foljd av indelningar som blir allt finare; detta demonstreras i Ex. 2—3. Man kan ocksa
approximera med allménna Riemannsummor, som talas om pa sid. 303. Men for det mesta,
beriknar man integraler med helt annan teknik, som kommer i de féljande avsnitten.

Att en kontinuerlig funktion &r integrerbar (Theorem 2) far vi acceptera utan bevis. Dér-
emot ar det latt att bevisa att t.ex. en vdzande funktion ar integrerbar — se Gvning 17 sid.
305.

I avsnitt 5.4 har vi ett antal rakneregler for integraler. Notera de genvagar som kan finnas,
t.ex. om man kan tolka integralen som en area som man latt beraknar med elementara
metoder. Ex. 1 visar nagra sddana fall. Notera sarskilt att om f dr en udda funktion och
intervallet ar symmetriskt kring 0, sa blir integralen noll.
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Medelvardessatsen ar viktig, liksom definitionen av medelviardet av en funktion 6ver ett
intervall. Definition 5 ar ganska sjédlvklar och inte mycket att gora vasen av.

Ovningar pa sid. 310: 1, 3, 5, 7, 10, 11, 13. Alla dessa (utom den forsta) ska kunna
16sas med anvandning av symmetrier och kédnda areor!

Nagon har sagt att ”derivering dr ett rdknesdtt, men integration dr en konst.” Dvs. att
derivera dr nagot som man s smaningom goOr rutinméssigt, men att integrera kréver
mycket mer. Det finns till synes enkla integraler, som helt enkelt ar omdjliga att berdkna
med s.k. elementéra metoder (och nagra andra blir det inte fraga om i den hér kursen).

Exempel pa detta ar
e’ sinx
/ dx, /e_x2 dx, / dx.
T T

Och for att berdkna till synes valdigt lika integraler kan det krdvas vitt skilda metoder.
JAmfor t.ex. hur man berdknar

/ sin? x cos>zdxr och / sin® z cos® z dx.

(behandlas pa sid. 321-322).

I avsnitt 5.5 finns ” Analysens huvudsats”, som knyter ihop antiderivator och integraler.
Notera att satsen bestar av tva delar: den forsta handlar om derivatan av en integral,
den andra om integralen av en derivata. Studera alla exemplen i avsnittet och rakna
6vningarna 1, 3, 5, 7, 9, 13, 15, 17, 25, 33, 39, 41 pa sid. 315-316.

Till rakne6vning nr 10

Nu bor ni vara mogna for det hér problemet (som finns i Adams som problem 28 pa sidan
264):

Problem. En korridor med bredden ¢ m moéter vinkelrdtt en annan korridor med
bredd b m. Hur stor dr den maximala l&ngden av en smal (men mycket tung) stav,
som kan foras ldngs golvet fran den ena korridoren in i den andra?

Vi ska nu ga in pa mer avancerade metoder for integration. Substitution eller variabelbyte
behandlas i 5.6. For att man ska bli en bra integrerare géller det att lara sig att se vilket
variabelbyte som kan fungera for en given integral. Det bésta sédttet att lara sig detta ar
genom erfarenhet, dvs. att rikna manga exempel. Listan pa sid. 317 &r kanske lite onodigt
omfattande. Nummer 1-6 &r ju bara specialfall av nummer 7. Av de féljande behover ni
inte lara utantill nummer 13, 14 och 18-20. Daremot borde listan utckas med den mycket
anvandbara formeln

O
(1) [ EF dr=miwi+c.

Léas, med papper och penna redo for ev. kontrollrdkningar, Ex. 1-4. N&ar man réknar
bestamda integraler, skall granserna justeras pa det naturliga sattet: se Ex. 5—6.
Trigonometriska uttryck kommer sedan. Integralerna av tan och cot kan ses som fall av
(1), de bada 6vriga i rutan pa sid. 320 kan ni hoppa 6ver. Lis Ex. 7-9, men skippa Ex.
10.

Nér ni rdknar obestdmda integraler pa sid. 323, kom ihag det som star i inledningen till
dessa 6vningar: Ett svar kan se ut pa annat sitt dn i facit, men &nda vara réatt. (Och ett
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ganska sdkert siatt att kontrollera sig sjalv &r att kontrollderivera det svar man har fatt,
forutsatt att man deriverar ratt!). Gor ett rejilt urval av 6vningarna, t.ex. 1, 3, 5,
7,9, 12, 14-16, 23, 26, 39, 42.

I avsnitt 5.7 tillimpas integraler pa areaberdkningar. Studera exemplen. Notera att man
oftast maste gora en del forarbete innan man sdtter upp en integral, for att veta vilka
granser som géller osv. GO6r 0vningarna 3, 9, 13, 17, 25 pa sid. 327-328.

Kapitel 6 tar upp flera integrationstekniker. Avsnitt 6.1-3 maste ni arbeta mycket med.

”Integration by parts” kallas pa svenska partiell integration. Denna idé kan vara anvénd-
bar om integranden bestar av tva faktorer (eller ibland bara en faktor), dér den ena blir
"enklare” av att deriveras (eller ev. integreras) och den andra i varje fall inte blir vésentligt
"svarare” av att integreras (resp. deriveras). Ex. 1 och 2 innehaller ett antal bra exempel.
Hoppa over Ex. 3. I Ex. 4 har ni ett mer intrikat fall. I Ex. 5 visas hur man kan sétta
in integrationsgrinser allteftersom man raknar pa. Avsnittet om reduktionsformler kan ni
lasa igenom, men dgna inte alltfor mycken tid at det.

6vningar pa sid. 336-337: 1, 3, 5, 13, 19, 21.

I avsnitt 6.2 ges en systematisk metod for att integrera rationella funktioner. Det vikti-
gaste, och svaraste, momentet ar partialbraksuppdelning, som sammanfattas i Theorem 1
s. 344. For sikerhets skull redovisar vi hdar hela metoden pa svenska:

For att kunna integrera f(z) = P(x)/Q(x), gor foljande:

Utfor ev. divisionen; sedan aterstar att behandla fallet da gradtalet av P &r mindre &n
gradtalet av Q.

Faktorisera Q(x) i (reellt) irreducibla faktorer. (Detta kan i praktiken vara ett mycket
svart moment.)

Ansétt partialbrak efter foljande regler:

[a] En enkel faktor  — a ger en term av formen A/(x — a).

EEH multipel faktor (x — a)™ ger termer av formen

A, Ao n Ay
(x —a)" (x—a)®? z—a
Az + B
E kel fakt 2 b t f —_-—.
n enkel faktor x4 ax + b ger en term av formen P p———

@ En multipel faktor (22 + ax + b)" ger termer av formen

A,z + B, " Asx + Bg Aixz + By
(x%2 + ax + b)™ (x2+ax+0b)?2 22+ax+b’

Multiplicera med némnaren, férenkla, identifiera koefficienter osv.

Sedan kan termer av typerna a—c integreras, medan fall d hanvisas till formelsamlingar
och sadant.

Léas bokens Ex. 1 och 2. Av de tonade formlerna pa sid. 339 ar det angeldget att kunna
dem som har 2 + 1 i nimnarna; de &vriga kan klaras med ldmpliga omskrivningar och
partialbraksuppdelning. Ex. 3—8 visar upp olika saker som kan intraffa. Det viktigaste
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bor finnas med i de exempel som ges pa forelasningen. Rikna 6vningarna 1, 5, 9, 11,
13, 21, 25 pa sid. 345.

Till rakne6vning nr 11

1 6.3 kommer fler variabelbyten. Substitution med arcsin, Ex. 1-2, bor man kénna till.
Ex. 3 och 4 &ar mindre viktiga. Att komplettera kvadrater, som i Ex. 5, har man ofta
nytta av.

Om en integral innehaller uttryck av formen v/ ax 4 b 16nar det sig att forsoka med att sitta
u = vax + b; se Ex. 8. Liknande idéer anvinds i Ex. 9-10. Variabelbytet x = tan(6/2),
som avslutar avsnittet, &r daremot mindre anvandbart i praktiken, eftersom det oftast
leder till mycket komplicerade integraler.

Till bokens forslag pa variabelbyten kan man lédgga ett par till: Om en integrand kan
skrivas F'(e*), kan det vara en god idé att forsoka med u = €®*. Och om Inzx ingar i
integranden kan det lona sig att satta u = Inx. Vi demonstrerar detta:

e’ —1

e +1

Loésning: Sitt u = e®. Da éar du = e* dr = udz, dvs. de = du/u. Man far

e —1 u—1du u—1
dr = — = | ——— du,
et +1 u+1 u u(u+1)

som kan berdknas genom partialbraksuppdelning osv. (se avsnitt 6.3). Genomfor berik-

dx.

Exempel 1. Bestéim/

ningen! Kontrollera svaret genom att derivera! O
1

Exempel 2. Bestam / COSNT 1.
x

Loésning: Satt u = Inx, sa blir du = dx/x osv. Gor fardigt, kontrolleral O

Ova pa sid. 352-353: 1, 3, 17, 29, 33, 35.

Nar ni har kommit sa har langt, har ni stott pa alla de vanliga metoderna for ”elementér”
integration. Det ar da lampligt att bladdra fram till sidan 387, dar man finner en samling
blandade integraler. Har far man inte ledning till vilken metod som ska anvéandas genom
att problemet star efter ett visst avsnitt; utan nu géiller det att sjalv véalja integrations-
metod! GOr s& manga av dem som ni orkar! Nagra kan vara ganska svara. Fastna
da inte pa dem for lange utan ga vidare. Héar bor diskussion med kamraterna i gruppen
vara en mycket fruktbar arbetsform. Observera ocksa sammanfattningen av integrations-
metoder pa sid. 386-387. Pa sidan 77 i detta héafte finns dessutom ”Lilla integralkoret”,
nagra delvis ganska knepiga integraler att fundera pa da och da under resten av kursen.

Avsnitt 6.4 handlar om hur man anvénder hjalpmedel (datorprogram och formelsamlingar)
for att berdkna integraler. Om ni kommer at att anvinda MAPLE, kan ni gérna prova
och se hur det programmet klarar att berdkna olika integraler.

6.5. Generaliserade integraler siger vi pa svenska. Definitionerna 1 och 2 &r ganska
naturliga. Ex. 1-6 ar typiska. Av Theorem 2 skall man kénna till for vilka varden pa p
som integralerna ar konvergenta, daremot ar det onodigt att lara sig integralernas varden.
Sats 3, jamforelsesatsen eller jamforelsekriteriet, anvands for att undersoka konvergens av
integraler utan att man behdver kunna beridkna deras eventuella varden. Se Ex. 8-9.

Rakna 6vningarna 1, 3, 5, 15, 17, 31, 34 pa sid. 366—-367.
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Aterstoden av kapitel 6 ingar inte i kursen. Kapitel 7 handlar om olika anvindningar av
integraler. Det ar en vanlig missuppfattning att en integral alltid maste betyda en area. Sa
ar det inte alls. Den kan ocksa betyda en volym, en massa, ett arbete, ett troghetsmoment
och en massa annat.

7.1. Rotationsvolym bor vara bekant fran gymnasiet, och ni boér kunna ldsa avsnittet
utan att stanna upp sarskilt mycket. Den allménna idén for volymsberakning presenteras
med borjan pa sid. 391, och det speciella fallet med rotationskroppar foljer efter. Meto-
den med cylindriska skal bygger pa en annan idé. Det rdtta sdttet att komma thag den
har sortens formler dr att forsta idén eller metoden, och vid behov rekontruera formeln.
(Trigonometriska formler ska man kunna utantill, men inte sana hér!) Lés exemplen och
rakna t.ex. Ovningarna 5, 7, 19, 21 pa sidan 398.

7.2. Har finns fler exempel pa skivningsmetoden. Ex. 1 och 2 ar bra. Ex. 3 ar knepigare
— lds det girna, men fastna inte i det om det kdnns svart. (Ni kommer att fa mer
praktiska metoder att hantera komplicerade kroppar i Flerdim-kursen.) évningar pa
sid. 402: nummer 11 och 15. Den som har talang for att teckna figurer kan kanske
finna inspiration att forsoka rita figurer till fler av 6vningarna — en del kroppar som
beskrivs dar verkar vara ganska intrikat utformade!

7.3. Baglingd av en kurva beskriven pa formen y = f(z), a < x < b. Harledningen
behover inte kommas ihag i den ”strikta” versionen som inleder avsnittet, utan kom ihéag
”Leibniz-resonemanget” pa sidan 405. Ex. 1-4 visar att baglangden i praktiken ofta &r
svar att berdkna. Vi hoppar 6ver rotationsarea pa sidan 407 f. (dven om det egentligen
inte &r sérskilt svart). Ovningar 1, 3, 7, 12 pa sid. 409.

Aterstoden av kap. 7 ingar inte i kursen, Men den som #r intresserad av fysik kan titta
igenom 7.4-6, i 7.7 finns ett par tillampningar pa ekonomi och ekologi, och i 7.8 finns
grunderna till sannolikhetskalkylen. Det som star i 7.9 kommer vi att ta upp senare.

Blandade problem 3

Sammanfattning av integrationskapitlen! Nagra problem som kommer att riknas pa en
foreldsning. Forbered dig genom att forsoka 16sa dem sjalv forst!

14. Berdkna integralen

16
/ de'
9 £U+\/>—6

15. Berdkna integralerna

2 1
2
a) / 2% — x| du, b) / SLCOSTL

L L (T a2

16. Bestdm volymen av den kropp, en s.k. torus, som uppstar da omradet
22 — 4x + y? + 3 < 0 roterar kring y-axeln.

17. Berakna integralerna

(a) /1 arcsin \/|z| dz, (b) /”/2 : sin 2x

5 axr
-1 0 1 +Sinfl))2
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18. Undersck om foljande generaliserade integraler dr konvergenta, och bestdm véardet
om de ar det:

© 6x+4 ® (24 cosz)Vat +1
L s S b d
a) /2 $3+.’I]2—2 € ) /0 (12_'_1) /x+1 x

xT —T
19. Beriikna langden av kurvbagen y = eT fran z = 0 till z = a.

Till rakne6vning nr 12

Till denna lektion ska ni arbeta med kapitel 9. Rubriken ar ”Foljder och serier”.

9.1. En talfoljd ar, informellt, en foljd av tal, som man rdknar upp och skriver komma-
tecken emellan:
ai,ag,az, . ...

Mer formellt kan en talfoljd uppfattas som en funktion definierad pa de positiva heltalen:
n +— an. | definition 1 pa sidan 496 finns en massa terminologi, som beskriver olika
egenskaper som en talfoljd kan ha. Observera ocksa det uttryckssétt som inférs pa nésta
sida: wultimately decreasing (etc. ), pa svenska sa smaningom avtagande (osv.). Konver-
gensdefinitionen ar en version av samma gransvardesdefinition som ni sett redan i kapi-
tel 1. Raknereglerna pa férgad bakgrund sidan 499 &r ocksé versioner av motsvarande
rakneregler for funktioner av en kontinuerlig variabel.

Las Ex. 1-7. Ex. 7 kan ocksa goras med hjalp av Taylorutveckling pa foljande séitt:
1
Example 7. Berdkna lim narctan —.
n—oo n
Lo6sning. Nér n ar stort, 4r 1/n néra 0. Vi kan da anvinda Taylorapproximationen
arctanz = x + O(z?®) och far

1 1 1 1
narctan — :n< +O(3)) = 1+O<—2> —1 dan— occ.
n n n n

O]

Sats 1 ar kanske inte sa méarkvardig, men resultatet nedanfor pa sidan 500 &r mycket
betydelsefullt (mérkligt nog har det inte fatt rubriken Theorem, vilket det borde ha). Allt
som star pa sid. 501-502 &r ldsvért.

évningar pa sidan 502: nummer 1, 5, 9, 11, 15, 17, 19, 21, 25, 27, 31. Det
viktigaste i dvningarna 1-11 ar deluppgift (d), dvs. att avgora om foljderna ar konvergenta
eller ej (och, om de &r konvergenta, att bestimma grinsvirdena). Rétt manga av dessa
ovningar kan uppfattas som repetition av saker som gjordes redan i kapitel 1.

Nu har ni gatt igenom alla metoder for berdkning av gransvarden, som ingar i kursen.
Det kan vara ldmpligt med en sammanfattning. Vi anvander den bokstavskonvention, som
siger att bokstaver i stil med n, m, k och liknande betyder heltal, sa att det handlar om
talfoljder; medan x, y, t o.dyl. star for kontinuerliga, reella variabler.

Allmanna idéer.

1. Forsok med "direkt inséttning” (om uttrycket &r kontinuerligt). Om det blir ett obe-
stiamt uttryck av typ 0/0, co/o0, co — 0o, 1%, oc? etc., fortsitt med t.ex.:

2. Bryt ut dominerande storleksordningar och forkorta (om det &ar ett brak).
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3. Om z — a, substituera z = a + t; om z — —oo, sitt x = —t.
4. Instdngningssatsen, om det gar att uppskatta uttrycket uppat och nedat.

5. 'Hopitals regel och Taylorutveckling.

Standardgransvarden.

Da z — oo:
a

1 T
lim = =0 (b>1). lim n—ax =0(a>0). lim arctanz = g lim <1—|—a) =e”.

z—00 HT T—00 I T—00 T—00 €T
Dan — oo:
a™ n!

lim Ya=1(a>0). lim Yn=1. lim — =0. lim — =0.
Da x — 0:

i r—1 In(1
lim 2% — 1, Jim & T T G ) BTN 2%Inz =0 (a>0).
z—0 X x—0 xT z—0 X r—0+

Pa sidan 7?7 i detta hafte finns ett ”gransvardeskor”. Nu ar ni mogna att drabba sam-
man med alla problemen dir. Men tag inte alla pa en gang, utan se det som nagot att
aterkomma till da och da.

9.2. En serie ar ett forsck att addera oandligt manga tal. Det ar inte detsamma som en
talfoljd: skiljetecknet mellan talen &ar plus i stallet for komma:

00
a1+a2+a3+...:Zak.
k=1

Det ar en pedagogisk olycka att serier kallas for serier, eftersom vardagligt sprakbruk
knappast skiljer pa ”f6ljd” och ”serie”. FEtt bra uttryck i stéllet for serie skulle vara
generaliserad summa, analogt med generaliserad integral. Men det gar knappast att nu
andra pa ett manghundraarigt matematikerbruk. . .

Nu géller det verkligen att ni forstar hur symbolen > fungerar. Ett exempel: Féljande
tva uttryck ar faktiskt precis samma sak:

= 1 1
P L D Db~y
k=1 k=2

Ty den véanstra av dem kan uttydas sa hér:

i;_i L SN SR B
k2t k k(k+1) 1-2 23 34 ’

och den hogra sa har:

i 1 _i LS SN SR B

kK2 —k “~k(k—-1) 21 3-2 4-3
k=2 k=2

Om man har svart att forsta en likhet mellan tva summor kan det ofta underlatta att pa

det har sattet skriva ut nagra termer i borjan av serien.

Léas texten i 9.2, med definitioner och exempel. Den geometriska serien hor till allmén-
bildningen, inklusive formeln for summan nér den dr konvergent. (Ex. 2 ar av sdrskilt
intresse for ekonomiintresserade.) Ex. 3 &r kanske lite mer kuriost &n de 6vriga. En
mycket viktig sats &r Theorem 4. Den borde egentligen formuleras s& hér:
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Sats 4. Om a,, inte gar mot 0 da n — oo, sa &r serien )~ a, divergent.

Detta dr namligen det enda satt som resultatet kan anvindas pa i praktiken. Som papekas
i texten efter satsen kan det mycket vél vara sa att a,, — 0 men likafullt > a,, &r divergent.

De avslutande satserna 5-7 ar enkla men viktiga. Man anvander dem ideligen nar man
undersoker seriers konvergens. Ovningar pa sid. 509: 1, 5, 7, 16.

Till raknedvning nr 13

9.3. Har finns ett antal "kriterier” som kan anvandas for att avgora om en positiv serie
(dvs. en serie med ickenegativa termer) adr konvergent eller divergent. Att bestdmma
summan av en konvergent serie ar i allménhet ett mycket svart problem, som man ofta
far avsta fran att 16sa. Integralkriteriet anvinds framst for att avgora konvergensen hos
den sa kallade p-serien:

=1
E — konvergerar <—- p > 1,
npb
n=1
och serien
oo
S
P
o n(ln n)

som omnamns pa sid. 511 (och som ocksa den ar konvergent precis om p > 1). Dessa bor
man komma ihag som standardserier som man jamfér andra serier med. Och detta gor
man vanligen med hjilp av nagon version av jamforelsekriterierna (Theorem 9 och 10).
Ex. 3—5 visar hur det kan ga till. Rot- och kvotkriterierna i slutet av avnittet &r mer
sallan anvandbara. De innebér i sjalva verket jamforelse med geometriska serier, och for
att de skall ge besked maste termerna vara endera mycket snabbt avtagande eller snabbt
vixande. GOr 6vningarna 1-12, 15-26 pa sid. 519, atminstone dem med udda
nummer.

9.4. Har studeras serier med termer av varierande tecken. En sadan serie kan transformeras
till en positiv serie genom att man sétter belopp pa alla termerna. Om den serie man da
far ar konvergent, sa &r &dven den ursprungliga serien konvergent (Theorem 13). I detta
fall sdger man att den ursprungliga serien ar absolutkonvergent. Men det finns ocksa serier
som konvergerar utan att vara absolutkonvergenta; de ségs vara betingat eller wvillkorligt
konvergenta. Forklaringen till denna terminologi dr att sadana serier har en karaktar av
”obestdmt uttryck” av formen co — oco. Se ”Rearranging...” pa sid. 524.

For att understka absolutkonvergens kan man anvédnda alla metoderna fran avsnitt 9.3.
For betingad konvergens har vi bara en metod i kursen, som ges av sats 14 (som ibland
kallas Leibniz’ sats). Lés Ex. 1 och 3—6. Los 6vningarna 1, 3, 5, 7, 11, 17 pa sid.
525-526.

Pa sidan 77 i detta héafte finns ”Stora seriekoret”, som innehaller ett antal problem som
kan vara lampliga att repetera hela det har avsnittet med. En del av dem, framfor allt pa
slutet, ar ganska svara och far ses som utmaningar for speciellt drivna problemlosare.

Avsnitt 9.5 handlar om potensserier. Léas fram till och med formuleringen av sats 19 om
termvis derivering och integrering pa sid. 531, samt studera Ex. 4—6 pa sid. 533-534.
Los 6vningarna 1, 3, 21 pa sid. 536.

Avsnitt 9.6-9 ingar inte i kursen.
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Till raknedvning nr 14

Nu ska det handla om ordinéra differentialekvationer, ODE. En differentialekvation (DE)
ar en ekvation som innehaller en obekant funktion (t.ex. y) tillsammans med en eller flera
av dess derivator. Att ldsa en DE innebér att bestimma alla funktioner y som satisfierar
ekvationen.

DE anvéands for att beskriva manga fenomen i naturen och tekniken. De kan ocksa uppsta
ur rent geometriska problem. Har ar ett sadant, som ni bor fundera pa hur det ska
formuleras som en DE. Lite senare kommer ni ocksa att kunna lésa den.

Problem. Kurvan y = f(x) ligger helt i forsta kvadranten (z > 0, y > 0). Om man
drar en tangent till kurvan, sa kommer den alltid att skéra bada koordinataxlarna pa
sa satt att tangeringspunkten ligger mitt emellan skdrningspunkterna. Bestam alla
kurvor som har denna egenskap!

I kursen ingar tre enkla men viktiga typer av ODE: separabla, linjira av forsta ordningen
och linjdra av andra ordningen med konstanta koefficienter. I Adams finns de behandlade
pa olika stédllen i boken, men vi har foredragit att ta dem i ett sammanhang. Nagra
overgripande saker finns i avsnitt 17.1 pa sid. 938 och framat. Ni kan borja med att
snabbt skumma igenom det for terminologins skull (om ens det). Sedan gar vi rakt pa
den forsta sortens ODE, separabla ekvationer. Om dem kan man lésa i avsnitt 7.9, sidan
445 och framat.

En separabel ekvation &r en ekvation som kan skrivas pa formen

) Py =) eller ofy) P = v().

Om funktionerna ¢ och ¢ har primitiva funktioner ® resp. ¥, sa att alltsa ®'(y) = p(y)
och ¥'(x) = ¢ (x), kan ekvationen skrivas

d d
P’ = s — (P = —U(x).
W)y =V'(z) 7 () = - V(z)
Om tva funktioner har samma derivata, skiljer de sig som mest med en konstant, dvs.
P(y) = ¥(x) + C. Om man anvander skrivsittet [ (y)dy for en primitiv funktion till
¢ (och motsvarande for 1)), betyder detta att man rent formellt kan fa 16sningen till (2)
genom att multiplicera med symbolen dx och integrera:

[ewiy= [ viw)a.

Linjara ODE av forsta ordningen kommer dérnést. Att ekvationen &r linjdr betyder att
varje term i ekvationen innehaller den obekanta funktionen y endast i formen y eller v/,
dvs. ekvationen kan skrivas pa formen

Ex. 1-6 rekommenderas.

a(z)y +b(x)y = c(z).

Hér ska man léra sig metoden, inte den fardiga formeln mitt pa sidan 449. Om man
exempelvis har ekvationen

y cosx+ysine =1, —7w/2<z<7/2,

ska man alltsd gora sa har:
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1. Dividera med cos z, sa att koefficienten for v’ blir 1:

1
y/ +ytanz = .
cos T
2. Bestam en primitiv funktion p(x) till koefficienten f6r y: hér kan vi ta pu(x) = —Incosx

(kontrolleral).
3. Den integrerande faktorn ér sedan e*(®); i vart exempel far vi
1

e—lncosx _ )
COS T

Ekvationen multipliceras med denna.

4. Vinsterledet kommer d& att vara derivatan m.a.p. z av produkten av den integrerande
faktorn och den sokta funktionen:

1 1 sinz d 1
VL = —(y +ytanx) =/ +y—s :<y )
CoS X cos x cos?x  dxr \” cosx

Ekvationen kan alltsa skrivas

d 1 1 Y
—ly = & =tanx + C.
dx \” cosx cos? cos T

Nu har vi i princip 16st ekvationen. Det aterstar bara att 10sa ut y:
y=sinz + Ccosz.

L6s 6vningar pa sidan 452: nummer 1, 2, 3, 5, 7, 9, 11. En del av dem ar bade
separabla och linjira. Los dem i sa fall pa bada satten, for 6vningens skull!

Till rakne6vning nr 15

Den tredje sortens ODE som vi tar upp ar av typen

Y +ay' + by = g(t),

dér a och b ar konstanter och g(t) ar en given funktion. (Att vi anvénder ¢ som oberoende
variabel beror pa att den néstan alltid i tillimpningarna betyder tiden.)

Forst betraktar vi det fall da hogerledet ar 0; man sédger da att ekvationen ar homogen.
Detta behandlas i avsnitt 3.7 och l6sningsmetoden &r rent mekanisk. Las Ex. 1—4 pa sid.
202-203. En viktig fysikalisk tillimpning ar harmonisk svingning i Ex. 5—6.

Los ovningarna 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13 och 15 pa sid. 209.

Nu aterstar inhomogena linjdra ekvationerna av andra ordningen med konstanta koeffi-
cienter, dvs. ekvationer av typen

Y +ay +by = g(t), (IH)

dér g(t) inte ar identiskt noll. Sadana ekvationer behandlas av Adams pa ett mer generellt
sitt i avsnitt 17.6 pa sid. 961 och framat. Hér foljer en sammanfattning for fallet med
konstanta koefficienter.
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Man studerar ekvationen (IH) tillsammans med motsvarande homogena ekvation
y' +ay +by =0. (H)

Det &ar praktiskt att hir anvdnda uttryckssdtt fran den linjdra algebran. Vi later D
beteckna deriveringsoperatorn, dvs. D &r en operator som forvandlar en funktion y till
dess derivata y':

Dy =1
Lat vidare I vara identitetsoperatorn, dvs. den operator som beskrivs av Iy = y. Med
hjalp av D och I definierar vi en operator L sa har:

L=D?+aD+0bl, dvs. L(y) = (D?>+aD+bl)y= D*y+aDy+by=1y"+ay +by.

Lemma. L &r en linjar operator, dvs. och y; och yo ar funktioner och «; och as ar
skalérer (dvs. tal), sa géller

L(oqyr + aoy) = a1 L(y1) + caL(y2).

Bevis. Resultatet foljer av att derivering ar en linjar operation. Utskrivet ser beviset ut
sd:
L(caiyr + asy2) = (aayr + aoya)” + a(arys + azye) + blaiyr + asys)
= a1y + agyy + aagys + acsys + baryr + basys
= (aayi +aaryy +baryr) + (@ayy + acayh + bazys)
a1 (y! + ayy + by1) + az(yy + ayh + byz) = a1L(y1) + aaL(y2).

Med operatorn L kan vi formulera oss sa hér: y ar en 16sning till (H) precis om L(y) = 0,
och y ar 16sning till (IH) precis om L(y) = g.

Sats 1. Méngden av 16sningar till (H) ar ett linjart rum av dimension 2.

Bevis. I vart och ett av de tre fallen (beroende pa rétterna till den karakteristiska ekvatio-
nen) kan den allménna 16sningen skrivas som en linjarkombination av tva ”baslosningar”,
dér koefficienterna &r godtyckliga tal. I fall 1 (skilda reella rétter 71 och r9) har vi t.ex.
y = Cre"t + Core™!. Losningsmingden spinns alltsd upp av ”vektorerna” y; = e"* och
yo = et och dessa #r linjirt oberoende (ingen av dem #r en konstant multipel av den
andra). Pa liknande sétt ser det ut i de bada andra fallen. O

Nu kommer huvudsatsen om losningarna till (IH):

Sats 2. Lat yp vara en 16sning till (IH). Da géller att en funktion y &r 16sning till (IH)
om och endast det finns en 16sning yy till (H) sa att y = yp + yg.

En sadan speciell 16sning yp brukar kallas en partikuldrlosning till (IH).

Bevis. Antag forst att y dr en 16sning till (IH). Sétt z = y — yp. Pa grund av lineariteten
galler da

L(z) = L(y —yp) = L(y) — L(yp) =g — g =0,

vilket betyder att z &r en l6sning till (H), som vi kan dopa om till yg. Déarmed &r
implikationen visad at ena hallet.

Antag sedan att y ar en funktion av formen yp + yp, dér yg ar en 16sning till (H). Da far
vi

L(y) = L(yp +yu) = L(yp) + L(yu) =g +0 =g,
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vilket betyder att y dr en losning till (IH). Detta visar implikationen at andra hallet.
Beviset ar klart! O

For att finna alla l16sningar till (IH) racker det alltsa med att forst 16sa (H) fullstandigt
och sedan finna en 16sning till (IH). Det senare kan man ofta gora genom s.k. intelligenta
gissningar. En god princip ar att tdnka efter: vilken sorts uttryck kan det vara, som néar
det satts in i vansterledet ger det resultat som vi har i hogerledet? Man kan anvinda
féljande observation:

Funktioner av typerna
polynom, e** och A cosat + Bsin ot

samt summor och produkter av dessa typer, har derivator som ocksa &r summor och
produkter av samma sorts funktioner.

Man kan formulera detaljerade regler for hur man ska gissa yp, men det kan vara onodigt
att memorera sddana regler. Man klarar sig ofta med lite sunt fornuft och den inramade
iakttagelsen ovan. Om det forsta forscket misslyckas, kan det 16na sig att gora ett nytt
férs6k dar man multiplicerar det forsta med ¢. Vi ger nagra exempel.

Exempel 1. Bestim en partikulérlosning till v + 3y’ + 2y = t2.
Lésning: Det borde kunna finnas en l6sning som &r ett andragradspolynom. Ansétt darfor
yp = at? 4 bt + ¢, derivera och siitt in:
yp = 2at + b, yp = 2a,
t2 = o + 3yp + 2yp = 2a + 3(2at + b) + 2(at® + bt +c)
= 2at® 4 (6a + 2b)t + (2a + 3b + 2¢).

Identifikation av koefficienter ger ekvationssystemet

2a =1, 6a+2b=0, 2a+6b+2c=0,

som hlar der; ent;;diga l6sningen a = %, b= —%, c = %. En partikulédrlosning ar alltsa
Exempel 2. Samma problem for 3" 4 3y’ + 2y = e?.

Lésning: En vettig gissning #r att det borde finnas en l6sning av formen yp = ae®’.
Derivering och inséttning visar att det gar bra om a = 1—12 (genomfor det!). O

Exempel 3. Samma problem for y” + 3y’ + 2y = e~ *.

Lésning: Om man forsoker med yp = ae™! blir man snopen — sitter man in denna ansats
i ekvationen blir vansterledet lika med noll, och det gar inte att vélja a s att det blir
lika med hogerledet. Orsaken till detta dr att funktionen e~! dr en av l6sningarna till
motsvarande homogena ekvation. I denna situation brukar det 16na sig att multiplicera
den misslyckade ansatsen med t och forsoka igen (kontrollera rdkningarna):

yp =ate™', yp=a(l =)™, yp=at—2)e,
et =alt—2)e " +3a(l —t)e " +2ate™t =aet(t —2+3(1 —t) +2t) =ae "
Med a = 1 har vi funnit en 16sning! O

Som exempel 3 visar, ar det en god idé att biorja med att bestdmma losningarna till den
homogena ekvationen, innan man ansatter en partikulérlosning. En ansats som har samma
form som en 16sning till den homogena ekvationen fungerar inte!
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Forelasningsanteckningarna bor ge ytterligare exempel pa sadant har.

Observera att det nastan alltid gar att kontrollera 16sningen av en DE genom att man
deriverar och séatter in i ekvationen. Det ar darfor inte sarskilt ursdktligt att komma med
en felaktig 16sning!

Nagra 6vningar pa inhomogena ekvationer:

1. Bestam en partikulirlosning till differentialekvationen y” +y = g(t), da g(t) ges av
(a) t, (b) e, (c) te?, (d) sint, (e) sin 2t.

2. Bestam alla losningar till y” + 4y’ + 5y = 10.

3. Bestam alla losningar till y” — 4y’ + 4y = 2t + 8.

4. Bestdm alla 16sningar till 3" — 4y = te! + sin 2t.

yp = —%sith.
2. y=2+e 2(Cycost+ Cysint).
3. y=1(t+5)+eX(C1 + Cat).

4. y = —et(%t + %) — %sin 2t + Cre?t + Cge*%.)

e, (c) yp = (3t — 55)e*. (d) yp = —Ltcost. (e)

(S

Blandade problem 4

Sammanfattning och repetition av de sista kursavsnitten. Dessa problem kommer att
behandlas vid en av de sista foreldsningarna.

X VErl—VEk—1
k

20. Undersok om serien

ar konvergent eller divergent.
k=1

21. Bestam de varden pa det reella talet a for vilka foljande serier konvergerar:

> a" 21 /a—4Y
22T ()

22. Berédkna arean av det plana omrade som innesluts av HELGE vON KOCHs snoflinge-
kurva!

23. Bestam den 16sning till differentialekvationen
(x+1)(x+2)y —y=1 (x>-1),
som uppfyller y(0) = 2.
24. Bestam den allménna l6sningen differentialekvationen

y//_ﬁy/+9y: €3x+1_

25. En vattenreservoar med volymen 1000 m? har blivit fororenad av ett visst dmne sa
att dettas koncentration #r 0,02 viktsprocent. Den dagliga forbrukningen &r 20 m3,
och detta ersitts kontinuerligt med rent vatten. Det &ar ocksa sténdigt i rorelse, sa
att man kan anta att koncentrationen ar konstant inom hela reservoaren vid samma
tidpunkt. Efter hur manga dagar har koncentrationen sjunkit till 10~ viktsprocent?



26. For vilka varden pa parametern o konvergerar serien

i(i —sin%
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Stora deriveringskoret

Bestdm derivatorna av foljande funktioner. (Kom ihag att det ofta lonar sig att skriva om

uttrycket fore derivering!)

10.

13.

16.

19.
22.

25.

28.

3
223 — 5 + =
x
3z —1
5

e (2% — 21 + 2)

Inx

sin 3z

Vr+yzT

x
— arctan —
a a

arcsin V1 — e2®

11.

14.

17.

20.

23.

26.

29.

6.

9.

12.

15

21.

24.

27.

1— 22

5

zlnxr —x

sin® z

1

. (1+ 22)V1 + 22
18.

In ta (f_i_ﬁ)
ntan 5 T2

arcsin(sin z)

e Inz

(:ES + x)arcsin T
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Lilla integralkoret

Berdkna foljande integraler/primitiva funktioner (1-12; med * markeras extra knepiga
uppgifter):

4 2 0o
1 d
1./ |22 — 4| dz 2./Hdaj 3./ _
0 (x —1)2 1 2?42z
t 1 3 4
4. /(ln|x|)2dm 5./“7”;r dx 6./ °
Cos* T 3z +1

o0 d 3 b d
7./ 3 23: 8./ (x —1)Inzdx 9*./ < , a<b
0o wH+at+r+1 1 a V(x—a)b—x)
10. /cosxcostdm 11*. /cosxcosQ:ccos?)azd:c 12./ V1—e e Vdy
0

Konvergerar eller divergerar foljande integraler (13-15)7

T dx *  zdx 0
13. / 14. / —— 15, / La —arctanz) dx
0 Vsinz 0 er+VT 0 (2 )

3n

1 k

16. Berdk ansvardet li —g in —.
erakna gransvirdet lim n s sin o

=n

17. En kropp har som basyta en ellips med halva storaxeln a och halva lillaxeln b. Varje
snitt vinkelrdtt mot storaxeln skér ut en liksidig triangel, Bestdm kroppens volym!
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Stora gransvardeskoret

Undersok om foljande gransvirden (1-29) existerar, och bestdm dem om de gor det!

1.

4.

7.

10.

13.

16.

19.

22.

25.

28.

i 423 + 22 + 1

im ———

z—o0 23 — 22 + 2
28n

lim —

z—oo n!

n n

et —e”
hm ETe——
n—oo e + e~ "

1 n+100
lim (1 + >
n—oo n
i ¢ n3+3
im arctan ———
n—o0 22 +n+1
i -1
lim sm(;r )
z—1 x4 —1

arcsinxz — %77

lim
a—1/2 €% — /e
. cosx — 1
lim

z—0 ln(l + x) — X

lim v2n+1

n—oo

lim V/ne® +n

n—oo

100
2. zlirgo Vr(Vz+1-z). 3. nlingow
In2 - Yp3 In n?
5.l MYRE VP Vn 6. lim —n
n—oo g — /n3 4 9on3/2 n—oo 2+ Inn
n_ ,—n In(2"™ + 3
]. m c—-¢ 9. lim M
n——oo e 4 e~ n—00 ln(4" + 5)
1 . 1Y\
11. nl:n;(l + Y 100) 12. nh—>120<1 + 2n>
9 ) .
14. Tim arfztanx 15. Tim sin z sin 7z
—0 3sin2x x—0 6(cosx — 1)
3 o 1 r _ sinx
17, 1im = 500/7) 18, lim ————
2—0 12 + cos zd 2—0 r —sinx
1 — 1 1
20. lim _SmErmE 21. lim 2° <tan - — )
z—0 arctanxr — x x—*+o0 x x
x 1 In(1 —z) + 2?
23. li e — 24. 1i 0
xl—%(w—l lna;) :clg%)(l—i—x)”—l—a?Q (n>0)
26. lim /n?+7 27. lim (VI+vV2+--+yn)/"
n—oo n—oo
1 1
29. lim a;3< — )
z—0 T —sinx xr — arctanx

30. Sétt a1 = v/2 och definiera a,, rekursivt genom a,, = /2 + a,,_1. Visa att foljden {a,}
ar konvergent och bestdm gransvardet.

31. Visa att talfoljden {a,} ar konvergent och bestdm grénsvérdet om

a) a

an
1+ap,

)

) an+1 ==

DO

0=

1
b) ap = —35, an+1 =

3an, — 1
an +1
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Stora seriekoret

Konvergerar eller divergerar foljande serier (1-20)7

=1 - 1 > kvVk
Ly L ) P 33
7/6 5/3 3
k=1k/ k1<k+13)/ k=2 k—1(k+2)
4. — .
kElnlnk g Z 2k 6 Z ek — ek—1
k=3 k=1 k=1
X (—1)k >, 7999 \ < (k-1
7. _ 8. — 9.
Z arctan k Z 1000 k
k=1 k=1 k=1
00 Sjn21 00 00 tan1
10. _k 11.2‘/k+1;‘/k_1 12. 1 k’f
— InVk iy o
= /2 k41 = 1 Nt .
1353 (k “mi 1) 143 sin(reos ) 15. 3 k (e}/k - mt/m)
k=1 k=1 k=1
o0 1 —2kInk oo (_1)k+1 oo (_1)k
16. ) (1 + > 17%. ) " In <1 + ) 18%, ) —————
k=2 k k=1 vk k=1 Vi A+ (-1)kH
> 1 > 2
19. — 20. —(Ink)
9 Z (lnk)lnk 0 Z €
k=3 k=1
21. Ar serien > ay konvergent, dar ap = = / s ?

22.

23.

2

e

25.

26.

1 a
an ar roten till ekvationen e* = ¢!/ 4+ =. Undersok om serien E —~ &r konvergent.
n \/ﬁ

Visa att ekvationen ™ 4+ nx — 1 = 0 har exakt en positiv rot a,. Konvergerar > a,?

[e9) k
b 1
For vilka a och b ar ,;_1 <a + % + <1 + k> ) konvergent?

1 1 1
For vilka « ar Z \F exp ( (1 + 3 + 3 4t n>) konvergent?

For vilka a konvergerar
o0 [e.e]

a) Y (Vk-1)%, b)Y (VE-1)* 7

k=1 k=1
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Losningar till extradvningar

Riaknebvning 5. (a) Antag forst att > 0. Da kan vi rita (gér det!) en rétvinklig
triangel med en katet lika med 1 och den andra lika med x. Den vinkel som star emot
denna katet dr da lika med arctan z, och den andra icke réta vinkeln dr arctan(1/z). Men
summan av dessa vinklar ar ju en rat, dvs. vi har visat att

1 T
arctan x + arctan — = 5 om x > 0.

x
Om x < 0 séatter vi y = —x och anvéander att arctan ar en udda funktion:
1 1
arctan x + arctan — = arctan(—y) + arctan — = — arctany — arctan —
x - Y
1 T
= — <arctany + arctan 7> = ——.
Y 2

Svar: Uttrycket &r lika med (sgnz) - g .

(b) Forst beraknar vi den andra termen. S&tt u = arctan . D& &r det klart att 0 < u <
7/4 och tanu = 5. Det foljer att 0 < 2u < 7/2 och

21t Z 2
tan 2u = anz; = 101 :—0,
1 — tan“u 1— 150 99

sa att 2u = arctan 98 Sedan forvandlar vi den forsta termen till en arctan genom att rita

en ratvinklig triangel. Det dr uppenbart att 0 < arcsin 101 < 7/2, och vinkeln ligger i en
triangel med hypotenusan 101 och motstaende katet 99. Pythagoras’ sats ger den andra
kateten lika med v/1012 — 992 \/10201 — 9801 = v/400 = 20. Det uttryck vi ska beriikna
och problem (a) visar att detta &r lika med /2.

ar alltsa lika med arctan —|— arctan 20

Svar: Uttrycket ar lika med /2.

99’

(c) Detta kan redovisas pa manga satt. Ett dr att notera att f(z) = arctanz ar stréngt
vixande, sa att den kan anta vérdet m/4 hdgst en gang; vidare har f virdeméngden
| —7/2, /2], vilket betyder att den antar virdet 7 /4 minst en gang. Alltsa har ekvationen
precis en l6sning (ndmligen x = 1).

Svar: Ekvationen har en losning.



Svar till Stora deriveringskoret

1+ 2?2

w

1

9. Inxz

8377/8

12. 3sin?zcosx

15. —

18.

COsS T

3x

(1+ 22)572

33

21. sgn (cosz) (z # g +nm, ne€Z)

(V)T

3
1. 622 — 10z — = 2. x%(2% — 1)(72 — 3)
5—12 1
g 22 5. ——
x 3%/ 02
7. 2%e” 8. zcosz +sinz
10. — ! 11. na(azx + b)"!
" z(lnx)? '
13. 3cos 3z 14. cotz
16, 2T+l T
C4/2? yayz Ca? -1
1 —1
19. —— 20, ————
a? + z2 lz|vr2 — 1
e’ xIn?2
22, —— 23, ———
V1 — ez 2v/1 + 22

25. 2%(Inz + 1)
x

1
V1—z2
100 100

28. l_I(z2 +n) Z $22i -

n=1 n=1

27. (xS +x)arcsinz <

Svar till Lilla integralkoret
1. 16.
3. $In3.
5. %tanza: +tanz + C.
7. w/4.

9. .

11. isin(jx—l— 1—1651114:54— %sin2x+ %3:4—0.

13. Konv.

15. Div.

17. 4‘3/§ ab?.

322 +1
In(z3 + x) + srtl arcsin 3:)
2+

26. pSinT (Smx + Cosxlnx)

2. z42ln|z -1 —

4. z(In|z])? — 2z In|z| + 22 + C.

24. z*(Inz + 1)

29. sgnzx, x #0

6. Divergent.

8. 2In3.

2
— +C.
av—l+

10. %sinyﬂ— %sin3x+0.

14. Konv.

16. 2(008

12. 7/4.
3 —cos3

).



Svar till Stora gransvardeskoret

1. 2. 2. 3. 3. 0.

6. 2. 7. 1. 8. —1.
11. e. 12. (/e 13. 7/2.
16. 3. 17. 0. 18. 1.
21. 1. 22. 1. 23. 3.
26. 1. 27. 1. 28. e.
31.a)2. b) 1.
Svar till Stora seriekoret

1. Konv. 2. Konv. 3. Div.

5. Konv. 6. Konv. (med summa 2_6

e [e—

8. Konv. (med summa = 999) 9. Div.
11. Konv. 12. Div. 13. Konv.
15. Konv.&16. Kom. Div. 18. Div
19. Konv. 20. Konv. 21. Div.
23. Div. 24. Div., resp. konv.

26. a > 3 (integraluppskatta > 7).

28. Konv. 29. Gransvardet = 1.

31. Om a, > 0: ja; annars: ej sdkert.32. Motex. for € = 0 t.ex. a, =

o[ O

14. 1

g.
19. 2/v/3e.

24. —1/n.
29. 3.

4. Div.
7. Div.
10. Div.

14. Konv.

22. Konv.

10.
15.

25.
30.

D=
o -

25. a=—e, b=r¢/2.

27. a) a>1,b) a > 3.

30. K =

N — ol

n(lnn)?’

Wl
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