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Till rakne6vning nr 1

I introduktionskursen har vi tagit upp en del av de saker som behandlas i kapitel P i
boken. Nu ska ni gé& igenom hela detta kapitel, och det blir kanske lite omtagningar. Men
det skadar nog inte.

I avsnitt P1 introduceras reella tal, som &r sa att sdga ramaterialet for den matematiska
analysen. En ordentlig definition av reella tal har vi inte plats med; en sddan finner den
intresserade i algebrabokens appendix. Vi ndjer oss annars med att tdnka oss de reella
talen som representanter for punkterna pa en tallinje.

Léas igenom avsnitt P1 och notera beteckningarna for olika sorters intervall. Olikheter spe-
lar en viktig roll i matematisk analys. I algebraboken, avsnitt 0.4, behandlas ocksa olik-
heter, och ni kan gédrna studera den texten som ett alternativ till Adams. Rdaknereglerna
pa sid. 4 ska ni behérska. Regel 4 dr den lomskaste av dem. Det kan ofta vara vettigt att
undvika att ens behova anvidnda den. Studera Ex. 2 pa sid. 6.

I Ex. 3 l6ses ett par s.k. dubbla olikheter. Aven hir kan man med fordel illustrera 16s-
ningarna med hjélp av tallinjer. Ocksa i Ex. 4-5 visar sig teckenstudietabell vara ett bra
hjdlpmedel.

Absolutbeloppet av ett reellt tal dr ett mycket viktigt begrepp. Det anvinds ofta for att
beskriva avstind mellan tal. Avstdndet mellan punkterna x och y ges av |x — y|. Rakne-
reglerna pd sid. 9 dr viktiga — de kommer att anvédndas ideligen framigenom! I Ex. 7-9
visas hur man kan hantera uttryck som innehaller absolutbelopp. Ibland kan en olikhet
eller en ekvation direkt tolkas som ett pastdende om avstand (Ex. 8 och Ex. 9), annars far
man soka rétt pd de »brytpunkter«, ddr uttrycket innanfor beloppsstrecken byter tecken,
och sedan studera utsagan mellan dessa brytpunkter. Vi ger ett exempel.

’Exempel. Los ekvationen |x 4 5| — 2|x| = 1 (). ‘

Losning: Brytpunkterna &r x = —5 och x = 0. Detta ger tre delar av x-axeln att un-
dersoka:

: D4 ér |[x + 5| = x +5 och |x| = x. Ekvationen 4r d& ekvivalent med att x +
5—-2x =1, dvs. x = 4. Eftersom 4 > 0 har vi funnit en 16sning (som dessutom latt
kontrolleras genom insittning i ekvationens vinsterled).

: D4 ér fortfarande |[x + 5| = x +5, men |x| = —x. Vifarnux +5—2(—x) =

1, dvs. 3x = —4 och l6sningen x = — %, som ocksa den ligger i ritt intervall och alltsd &r
en 16sning.



: Nu sdger (*) samma sak som —x — 54 2x = 1, dvs. x = 6. Men detta x-vérde

ligger inte i det intervall som vi nu studerar, det &r en falsk rot.

Svar: Ekvationen har l6sningarna x; = 4 och x; = —%.

(Sjalva brytpunkterna kan foras till vilket som helst av de bada intervallen, eftersom |0 =
0=-0)

Pa avsnitt P1 bor ni 16sa ett antal 6vningar sid. 11. En del har ni kanske redan gjort under
introduktionskursen. Se till att ni har forsokt 16sa nummer 7-12, 13, 15,17, 19, 21, 27, 29,
31, 33, 35, 37, 39, 41, 43. Dessutom f6ljande problem (16sning till detta finns i slutet av
haftet):

e Los ekvationen |x + 1| + [x — 1] = |x|.

Till rakne6vning nr 2

For att trana upp formdgan att 16sa »tillimpade« problem kommer ni till en del rakne6v-
ningar att uppmanas att fundera pa ett sddant. Det behdver inte direkt ha att gbra med
den del av kursen som vi héller pa med just dar.

Till denna gang ger vi det hdr problemet. Férsok atminstone att formulera det som ett ma-
tematiskt problem. Under rdknedvningen kan ni diskutera det med ldraren. Losningen
krdver ingen matematik som ni inte har hort talas om i gymnasieskolan.

Problem. Tva personer befinner sig pa var sin av tva mot varandra vinkelrdta végar,
bada 10 km fran vagkorset. De ror sig i riktning mot detta, den ena med 10 km/h,
den andra med 5 km/h. Nir dr avstandet mellan dem som minst, och var befinner
de sig da?

Har har ni en ganska allmént formulerad lathund fo6r sddana hér situationer.

LOSNING AV TILLAMPADE PROBLEM

1. Las igenom problemet noga, gdrna flera ganger, for att fa en klar bild av vad
man kédnner till och vad som &r sokt.

2. Rita en figur (om det 6verhuvudtaget dr mojligt).

3. Infor beteckningar for alla relevanta storheter. En del av storheterna dr variabla,
andra kan vara konstanta. Mdnga gdnger iir det biittre att beteckna iven de konstan-
ta med bokstiver, eftersom losningen dd blir littare att forstd, dn om man sitter in
siffervirden pd ett alltfor tidigt stadium.

4. Skriv upp de samband som rdder mellan inférda storheter. Detta innebér att
man gor en matematisk modell, som beskriver situationen.

5. Tank nu efter vilken sorts matematik som kan anvandas for att 16sa problemet.
Ar det ett extremvédrdesproblem? Eller vad? Formulera det givna problemet som
ett matematiskt problem.

6. Los det matematiska problemet.

7. Tolka den erhéllna 16sningen, dvs’'dtervand till problemets ursprungliga formu-
lering och formulera ett svar.

8. Tank efter om svaret dr rimligt: stimmer det med vad sunda fornuftet och er-
farenheten siger?




Nu atergér vi till genomgangen av Adams. Vi gdr igenom avsnitt P2. Avstandsformeln pa
sidan 13 &r viktig. De olika sdtten att beskriva rita linjer likasd. Ett par engelska ord: det
som Adams kallar inclination kan vi kalla lutningsvinkel, medan slope ar riktningskoefficient
eller helt enkelt lutning.

Observera att en rét linje kan preciseras pa flera olika sétt:
e Genom lutning och skidrning med y-axeln: y = kx + m (om linjen inte &r lodrét)
e Genom lutning och en punkt: y — yo = k(x — x¢) (om linjen inte &r lodrét)

Yi—Yo (x_

e Genom tvd punkter: y — yo =
X1 — X0

x0) (om xg # x1)

e Speciellt, genom skdrningarna med bada axlarna: se 6vning 35!

Omvint galler att en forstagradsekvationi x och y, dvs. en ekvation av formen Ax + By =
C (dér inte bdde A och B &r noll) alltid betyder en rét linje i planet.

(")thingar pa sidi8-19: 1, 3, 5, 7, 8, 9, 11; udda nummer 13-33; 35-37; 41, 43, 45. I Startbo-
ken finns det hér pa sidorna 80-86, och dér finns ocksa flera 6vningar.

Fortsdtt med avsnitt P3. Det forsta, inkl. Ex. 1-4, handlar om cirklar och cirkelskivor. Skilj
pa dessa begrepp: en cirkel dr en kurva, medan omrddet innanfor en cirkel kallas cirkelski-
va. Sedan kommer definitionen av en parabel uppe pa sidan 21. Parabelns speglingsegen-
skaper dr viktig allmédnbildning. Skalning och forflyttning av grafer bor ni kdnna till och
forsta. Slutligen hor det till allménbildningen att veta vad en ellips och en hyperbel ar f6r
nagot. Pa sid. 25 rdknar ni problem 3, 7, 15, 17, 41, 47, 49.

I avsnitt P4 definieras vad en funktion dr. Det dr det viktigaste begreppet i hela analys-
kursen, sa slarva inte forbi det! Studera Ex. 2-5. Ndgra ord med svensk oversaittning:

domain definitionsmangd
range vardemangd

Likasa Ex. 6: Nar man skall rita grafen av en funktion rdcker det inte med att pricka in
nagra punkter. Man madste ocksa veta hur »snéll« grafen kan vara mellan dessa punkter.
Metoder for att undersoka detta dr en viktig del av analysen. Studera dven Ex. 7-8.

Los foljande 6vningar pa sid. 35:1, 3,5, 7, 8. Ovning 8 dr ett bra amne for en diskussion
med hela gruppen.

Pa sidan 31 talas om jimna och udda funktioner. Dessa symmetribegrepp &r ofta till stor
hjélp ndr man héller pa med analys. Lar er darfor att kdnna igen denna typ av egenskap.
(Observera £.0. att en »godtycklig« funktion i allmédnhet varken dr udda eller jamn.) Det
som stdr om spegling (reflection) i mer allménna fall dr inte lika viktigt och kan gas forbi.
Ovningar pa sid. 35: 11, 13,15, 17, 19, 21 (bry er bara om att svara p4 om dessa funktioner
ar udda eller jamna), 33, 37.

Pa sid. 34 visas ur man definierar funktioner i det formelhanterande datorprogrammet
MAPLE. Det ér ett bra hjalpmedel i manga sammanhang, men vi kommer inte aktivt att
syssla med det under kursens gang.

Léas avsnitt P5. Det svéraste hédr 4r sammanséttning (»composition«) av funktioner. Stu-
dera Ex. 3-5. I Ex. 6 och 7 definieras ett par speciella funktioner, Heaviside och signum,
som da och dd kommer att anvidndas i det kommande. Ex. 10-11 &r ocksa véarda att be-
trakta. Ovningar sid. 41-42: 5, 7, 25, 29, 33.

Avsnitt P6 innehdller sddant som repeterades under introduktionskursen. Definition 6
och de skuggade formlerna pa sid. 45—46 skall man kunna utantill (och kunna illustrera
med hjélp av figur). Kom ihag att enhetscirkeln alltid &r ett utméarkt stod ndr man haller



pd med trigonometriska funktioner. Notera att sin dr en udda funktion och cos dr en jamn
funktion.

Virdena i tabell 5 pa sid. 47 ska man ocksd kunna komma ihdg med hjdlp av att rita en
lamplig triangel och/eller en enhetscirkel. Additionsformlerna i Theorem 1 kan tyckas
vara svara att memorera, men det ir inte svart att komma ihdg t.ex. den forsta och den
tredje. (Och kan man dem, sa kan man rekonstruera de 6vriga.) De skuggade formlerna
péa sid. 48 dr ocksd sddana som man mdste ha med sig vart man gar.

Vissa formler maste man lira sig utantill om man skall kunna losa matematiska problem ndgot
sd nir effektivt. Det ricker inte att siga att »de stdr ju i formelsamlingen «: om man inte kan
dem, kommer man sannolikt inte ens att leta efter dem i formelsamlingen! De trigonometriska
formlerna dr en del av det matematiska spriket. Om man ska behdva sla i ordboken
for vart och vartannat »ord«, blir konversationen haltande och budskapet kommer
inte fram!

Utover sinus och cosinus dr det framforallt tangens som man skall kdnna ndrmare till;
mdojligen ocksa cotangens. Daremot rdcker det att kunna definitionerna av sec och csc —de
anvands sdllan, och kan da lika gdrna skrivas som 1/cos respektive 1/sin.

Las igenom Ex. 8-11 och notera sinus- och cosinussatserna i Theorem 2.

Trigonometriska ekvationer dr ekvationer som innehéller trigonometriska funktioner av en
obekant. Detta behandlas just inte i Adams, men man behdover inte sdllan kunna 16sa en
sddan ekvation som exempelvis

cos 2x = sin 2x. (1)

Just denna ekvation kan man 16sa pa flera sitt. Vi ger ett par alternativ:

Losning 1: Vi kan dividera ekvationen med cos 2x. Innan vi gor det maste vi dock tanka
pa mojligheten att cos2x = 0. Men i sa fall &r ju sin 2x endera 1 eller —1 (varfor?) och da
kan ju ekvationen inte vara uppfylld. Alltsd kan vi lugnt gora divisionen, och resultatet
blir den ekvivalenta ekvationen

tan2x = 1.

Men denna ar 1att att I0sa: den ar ekvivalent med att

2x = g +nm  for ndgot heltal n,

och dividerar vi med 2 far vi att

x=3 +n- g for nagot heltal n.

Losning 2: Skriv om hogerledet med hjilp av regeln sin = cos(37 — 6):
T
cos2x = COS(E - Zx).

Om tv4 vinklar har samma cosinus maste de svara mot positioner pa enhetscirkeln som
ligger pd samma lodréta linje, dvs.

+2x = g —2x+n-2mr  for nagot heltal n.
Om plustecknet géller, har vi

4x:§+n~27r &S x=

®|
+
=

N[



Om minustecknet géller, far vi i stéllet
T
0= —=+n-2m,
> n-27m

vilket inte &r sant for ndgot heltal n. Detta fall ger alltsa inga losningar. O

Losningarna till ekvationen kan illustreras pa en enhetscirkel:

57t/8+n-2mw

7w/8+n-2mw

97 /84n-27

137t/8+n-27

Ovningar pé trigonometriska funktioner (om ni inte redan har gjort dem): rikna alla
med udda nummer 1-29 sid, 55-56. Detta behover ni kanske inte gora i ett svep, utan
atervand till det da och da under ndgon veckas tid.

Los dessutom ndagra trigonometriska ekvationer:

o Los fullstindigt ekvationerna (a) cos x = %, (b) sinx = %ﬁ, (c) sinx = cos x,
(d) cos2x = cos3x, (e)cos2x = sin3x.

Till raknedvning nr 3

Som 6vning pa réta linjer kan ni fundera pa foljande:

Problem. Genom punkten (4,0) dras en rét linje, som tillsammans med x-axeln och
linjen 4x — y + 8 = 0 bildar en triangel med arean 12. Bestim ekvationen for denna
réta linje.

Kapitel 1 handlar om det matematiska begrepp som karakteriserar den matematiska ana-
lysen, namligen grinsvirde. Olika typer av gransvarden anvands for att definiera saker
som kontinuitet, derivata, integral m.m.

Las igenom avsnitt 1.1. Ni har nog sett saker som liknar Ex. 1-3 i gymnasiebdckerna.
Resonemanget om cirkelns area hiarstammar frdn Archimedes (200-talet f.v.t.).

Iavsnitt 1.2 definieras den forsta typen av gransvarde. Tank noga efter vad som star i den
inramade definitionen nere pa sidan 63. I den svenska oversattningen forekommer de tva
uttrycken »godtyckligt ndra« och »tillrackligt ndra«. Tank igenom vilken roll dessa fraser
spelar i sjdlva definitionen!

En del av exemplen och 6vningarna pd avsnitt 1.2 kan tyckas ganska triviala och in-
nehallslosa. Det beror pd att Adams inte arbetar med sdrskilt ménga typer av funktioner
dn sa lange. Det kommer mer spdnnande exempel pa gransviarden senare.

Lés i alla fall igenom avsnittet, och notera sdrskilt vad som hander i Ex. 2 och 4-11.

Har forekommer ofta att man faktoriserar polynom. For att gora detta kan man anvianda
faktorsatsen for polynom, som séger att ett polynom p(x) innehéller en faktor (x — a) om



och endast om p(a) = 0. Exempel: om p(x) = x> — 2x + 1, s ser man att p(1) = 0. Alltsa
maste p(x) kunna skrivas som en produkt av (x — 1) och ett annat polynom g(x). Man
kan bestaimma q(x) genom polynomdivision, som ingdr i algebrakursen. Men ofta kan man
ta en genvidg. Man inser att g(x) mdste vara av andra graden, sé att

p(x) =x® —2x+1=(x—1)(ax* + bx +c)

for vissa tal a, b och c. Det dr mycket latt att forsta att @ maste vara 1 och ¢ maste vara —1
(hur da?), sa det aterstar bara att bestimma b:

X —2x+1=(x—1)(x*+bx—1).

Och b maste faktiskt vara 1, for att produkten ska bli ritt (varfor?). Alltsa ar p(x) =
(x —1)(x?2 + x — 1). Om man sedan behover faktorisera andragradspolynomet vidare,
tdr man l6sa en andragradsekvation osv.

Réiknereglerna i Theorem 2—4 accepterar vi tills vidare utan bevis.

Ovningarna pa sid. 70-71 4r vildigt manga, men méanga av dem &r inte sa svara. Rikna
en ordentlig dos av dem! Exempelvis foljande: 7, 11, 13, 21, 23, 25, 27, 31-33, 57-60, 75,
78. Ledning till 32: sitt x = 2.

I avsnitt 1.3 handlar det forst om gréansvarden da en variabel gar mot odandligheten. Ob-
servera att »odndligheten« inte &r ndgot matematiskt objekt. Nar ordet anvéands, ar det
for att markera att det inte finns nagon begransning (at hoger, eller at vénster, eller vad
det nu handlar om i sammanhanget). Definition 4 pa sid. 72 innehaller ocksa orden »god-
tyckligt« och »tillrackligt«. Tank aterigen efter vilka roller de spelar i definitionen!

Las igenom Ex. 1-5 (liknande exempel bor ocksa ha givits pa foreldsningen). I anslut-
ning till Ex. 2: om man ska berdkna ett gransvarde dd x — —oo, dr det ofta en god
idé att sdtta x = —t och istdllet lata t — —+o0. (Det 4r mestadels mindre riskabelt att
rdakna med positiva tal &n med negativa!) I Ex. 3 visas en mycket anviandbar metod for att
berdkna gransvarde av en kvot: man bryter ut den dominerande termens »storleksordning«
ur téljare och ndmnare, och férkortar sedan:

1 3 1 3

202 —x+43 xz(z—fr;) B

32 +5 5\ 5 ~ 3+0 3
x
x2(3+?) 3+ 5
Pa liknande sdtt kan man gora i Ex. 4:
2 2
seea  MO43) 1 StLseo Lo
2x3 —1 3(o 1 x2 5 1 20 2 :
RGP RIS

Notera ocksa i Ex. 5 hur man ibland kan hantera ett gransvirde av formen »co — co«. Man
maste skriva om det pa ndgot sitt for att fa grepp om det. Los 6vningarna 3, 5, 6,7, 9, 10
pa sidan 77-78.

Andra halvan av avsnitt 1.3 handlar om »odndliga gransvarden« eller (som vi brukar
sdga i Sverige) oegentliga gransvarden. Ex. 6-10 sid. 74-76 visar pa ett antal olika fall av
detta. Begreppet asymptot aterkommer ocksa senare i kursen i andra situationer.
Ovningar pa sid. 77-78: 15, 23, 30, 31. Titta ocksa pa dvning 47-52.

Till rakne6vning nr 4



Annu ett problem om réta linjer.

Problem. En rektangel AOBC med variabla sidor men fixerad omkrets (= 2a) har
sidorna OA och OB utefter de positiva koordinataxlarna. Fran hérnet C dras en nor-
mallinje till diagonalen AB. Visa att denna passerar genom punkten (a,4a).

Léas igenom avsnitt 1.4. Har finns ménga viktiga och anvandbara idéer. Definitionerna pa
sid. 79-80 dr variationer pa ett och samma tema. Ex. 1-6 illustrerar definitionerna, och
det d&r meningen att de skall kdnnas naturliga. Lite mer djupsinnigt dr Ex. 7.

Sats 8 (»max-min-satsen«) dr mycket viktig. Den kommer att anvédndas flitigt ndr vi kom-
mer till problemlosning i kapitel 3 och senare. Lds och begrunda Ex. 9. (Avsnittet om
grafisk bestaimning av max och min kan ni hoppa 6ver.) Sats 9 (»satsen om mellanlig-
gande vdrden«) kan tyckas sjdlvklar, men den dr mycket anvandbar. Ex. 10 dr inte sa
overraskande, men Ex. 11 och 12 dr vdrdefulla. Likasa den avslutande anméarkningen pa
sidan 87. Gor foljande 6vningar pa sid. 87 f.: 1-3, 5, 7, 13, 17, 19, 29, 30.

Avsnitt 1.5 innehdller mer precisa formuleringar av gransvérdesdefinitionerna. Dessa dr
nodviandiga om man skall gora logiskt hdllbara bevis for satser om gransvérden, t.ex.
raknereglerna i avsnitt 1.2. Avsnittet far betraktas som 6verkurs, men den som ér lite mer
teoretiskt intresserad kan girna titta nirmare pa det.

Det fall som &r lattast att forsta 4r nog det som behandlas i definition 11: gransvérde da
variabeln gar mot odndligheten. Las Ex. 6!

Observera den logiska strukturen i gransviardesdefinitionen. Nér jag sager att

lim f(x) =1L,

X—00
sa gor jag foljande utfiistelse:

Jag lovar hirmed, att om ndgon kommer och presenterar ett positivt tal e for mig, sd
kan jag alltid svara med ett tal R som har egenskapen: for alla x, som dr storre dn
R, dr avstandet mellan f(x) och L mindre dn e. (Och det spelar ingen roll hur
litet € dr, bara det &r positivt!)

For att kunna anvédnda definitionen maste man ha gissat sig till vad talet L ska ha for
varde, dvsmhan maste gissa vad gransvirdet dr innan man kan verifiera det.

I foljande exempel har vi ett gransvarde dd x ska g mot bade +co och —co.
N . 2x% + 3x
Exempel. Undersok xlirilwf(x), da f(x) = il
Losning: Om man provar med stora vdrden pad x ser man att vardena verkar ligga néra
2. Vi uppskattar avstandet mellan uttrycket och talet 2:

2 +3x —2(x* +1)|  [3x -2 C 3 +2

241 X24+1 7 x2+1

2x2 43
m_z‘:

F -2 = | T

(*)
9 3fx|+x] _dixl _ 4
- X241 «x? |x|

Olikheten (x) géller sa snart |x| > 2. Det sista uttrycket &r litt att ta hand om. Om ¢ &r ett
positivt tal, vilket som helst, sa géller att

4 4
—<e & |x|>g.

|x]



Om vi sétter Ry = 4/¢ och R = max(2, Ry) (for att ta hand om olikheten (%)), sd har vi
s snart |x| > R, sa giller att |f(x) — 2| < e.
Detta betyder att har verifierat att det aktuella gransvardet existerar och &r lika med 2. O

Den som dr intresserad av hur det hér fungerar kan forsoka att gora samma sak med t.ex.
ovning 29 pa sid. 94.

Till raknedvning nr 5

Nu ska ni borja studera kapitel 2. Avsnitt 2.1 &dr en forberedelse for definitionen av deri-
vata. Det handlar om hur en tangent till en kurva borde se ut. Ndgra engelska ord: cusp
brukar kallas spets pa svenska; slope 6versitts med lutning. Det engelska ordet tangent
kan dessutom vara adjektiv: »the straight line tangent to the given curve« kan 6versittas
»den rdta linjen som tangerar den givna kurvan«. Lds igenom avsnittet och 6va pa pro-
blem 3, 7,15, 21, 23 pa sid. 102. Av dessa dr 15 lite knepigare.

I avsnitt 2.2 kommer derivatan pa allvar. De flesta exemplen handlar om funktioner som
ni bor kdnna till. Man kan redan hér notera approximationsegenskapen:

Att f &r deriverbar for x = x¢ dr ekvivalent med foljande: Det existerar ett tal A och
en funktion ¢(h) sa att man har

f(xo+h) = f(x0) + Ah+ho(h) och 0=0(0)= ;lzif(l)g(h)'

Talet A visar sig vara derivatan f’(xp). Termen ho(h) &r »felet« d& man approximerar
f(xo + 1) genom att ga langs tangentlinjen i stéllet for att gd langs grafen av f. Podngen
med detta »fel« ar att det gar mot noll dd & — 0 snabbare &n & sjdlvt. Detta uttrycker
i formelform den geometriska innebdrden av att en kurva har en tangent: linjen genom
punkten (xg, f(x9)) med lutningen A &r en »béttre« approximation till kurvan &n alla
andra linjer.

Stycket »Derivatives have the Intermediate-Value Property « kan ni hoppa 6ver. Gor
ndgra ovningar pa sid. 110-111: 1-6, 43.

I avsnitt 2.3 har vi deriveringsreglerna fér summa, produkt, kvot osv. Framfor allt torde
regeln for kvot vara ny fér manga av er. Lds igenom hela avsnittet och 6va pa (atminst-
one) ovningarna 11, 13, 17, 25 pa sid. 119. Tank pa att man kanske kan skriva om ut-
trycket innan man deriverar, for att forenkla rdkningarna! (Mdnga av 6vningarna har
blir dessutom enklare ndr man har tillgdng till den allménna kedjeregeln, som kommer i
nésta avsnitt.)

Observera att det ofta kan vara idé att skriva om en kvot till en produkt, som i f6ljande
exempel:
Exempel. Bestdm derivatan av f(x) = ﬁ

pel. TSR

Lésning: Skriv f(x) = (x2 —2)(x + 1) 7%, sa ger regeln fér derivering av en produkt att

f1x) = 2x(x+ 1)+ (2 =2) () (x +1) 77 = (x+ 1) (2x(x + 1) + (62— 2)(—4))

2x% +2x — 4x* +8 84 2x — 2x?
(x+1)° o (x+1)




Jamfoér med hur invecklat det blir om man férsoker med regeln for en kvot istédllet! O

Avsnitt 2.4 om kedjeregeln ger grunden till derivering av alla mer komplicerade funktio-
ner. Sa snart en funktion 4r sammansatt av sddana »delmoment« som man kan derivera,
sd kan man ocksa derivera den sammansatta funktionen. Till en borjan kan det underlétta
att infora hjalpbokstidver, som i Ex. 1-2, men snart ldr man sig att klara sig utan dem. Lés
avsnittet noga, studera exemplen. En sammansatt funktion kan vara ssmmansatt i manga
steg efter varandra!

Pa sid. 125 rdknar ni 6vningarna 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 18, 22, 23, 25. Uttryck som innehaller
belopp blir vanligen enklare att derivera om man forst skriver om dem i olika definitions-
intervall.

Till raknedvning nr 6

Problem. I en triangel ABC &r sidan AB 4 cm, sidan AC 5 cm och sidan BC 6 cm.
Visa (utan tabell eller rdknare) att vinkeln A &r exakt dubbelt s stor som vinkeln C.

Avsnitt 2.5: Derivatorna av sin och cos har ni nog sett tidigare. Nu tillkommer tan och
cot (medan sec och csc kan hoppas 6ver). Observera att derivatorna av tan och cot kan
skrivas pa flera sitt:

d
:1+tan2x, ——cotx = ——— = —1—cot?x.

—tanx = 3
dx sin” x

dx cos? x
Skumma igenom texten i avsnitt 2.5 och gor 6vningarna 2, 3, 5,7, 9, 13, 17, 21, 27, 29, 31,
45, 49 pa sid. 131 £. (Obs.: pd grund av att det finns en massa trigonometriska formler
hinder det ibland att man far ett svar som inte stimmer med facit, trots att det dr ratt!
Man kan fa olika utseende pa svaret, om man rdaknar pa olika sitt. Tank darfor efter om
det inte gdr att transformera ditt svar genom att anvidnda »trigonometriska ettan«, eller
nagon formel for dubbla vinkeln, eller...)

I avsnitt 2.6 presenteras medelvéardessatsen. Det dr den sats som gor derivatan anvand-
bar: den ligger bakom alla de vilkdnda sambanden mellan derivatans tecken och funk-
tionens viaxande osv.

T avsnitt 2.6 ska ni ldsa allt utom Ex. 2-3 och sats 16. Man kan formulera sats 11 s§ att den
géller &ven om b < a:

Sats 11. Lat a och b vara (olika) tva reella tal. Antag att f dr deriverbar 6verallt mellan a

och b och kontinuerlig pa det slutna intervallet med d&ndpunkter a och b. D4 finns ett c,
som ligger mellan a och b, sa att

fb) = f(a) = (b —a)f'(c).

Beviset blir detsamma som i boken: om b < a later man bara a och b byta roller i resone-
manget.

Satsen kan anvéndas till undersdkning av gransvarden:

V1 -1
Exempel. Berdkna lim %

x—0

Losning: Sitt f(x) = /1 + x. Tdljaren i uttrycket kan da skrivas som f(x) — f(0). Vidare
ar f'(x) = 1(1+x)~/2. Anvénd medelvérdessatsen med a = 0 och b = x, sa blir

1

f(x) = £(0) = (x = 0)f'(c) R
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dédr ¢ = ¢(x) ligger mellan 0 och x. Detta ger

Vitx—1_ 1 1,

=sdax — 0.

= — =3
x 2V1+c  2V1

I sjdlva gransovergdngen anvander vi att kvadratsrotsfunktionen &r kontinuerlig. O

Terminologin i definition 5 sid. 135 &r inte helt lyckad. Vi bor halla oss till det normala
uttrycksséttet, som ser ut sa har:

Antag att f dr definierad pa ett intervall I, och att x; och x, &r tva punkteri I.
(@) Om f(x2) > f(x1) s snart x, > x7, sdger vi att f dr stringt vixande pa I.
(b) Om f(x2) < f(x1) s snart xp > x1, sédger vi att f &r strdngt avtagande pd I.
(c) Om f(x2) > f(x1) sa snart xp > xq, sdger vi att f dr vixande pa I.

(d) Om f(x2) < f(x1) sa snart xp > x1, sdger vi att f 4r avtagande p4 I.

Observera att dessa definitioner inte har ett skvatt att gora med derivatan av f. De handlar bara
om att jimfora funktionsvirden i olika punkter!!! Sats 12 handlar sedan om hur derivatan
(ndr den existerar) kan anvandas for att underscka om f dr viaxande eller avtagande osv.

I sats 12 kan man skérpa resultatet nadgot: om f’(x) = 0 i dndligt manga punkter och
f(x) > 0 for 6vrigt, sd ar f fortfarande strangt vixande. Ett exempel pa detta dr f(x) =
x3. Motsvarande géller for stringt avtagande. Sats 13 &r ocksd viktig.

Idéerna i detta avsnitt kan ofta anviandas nir man vill bevisa olikheter. Adams Ex. 2-3 kan
ersittas med foljande:

Pastiende: sinx < x for alla x > 0.

Bevis: Sitt f(x) = en differens mellan leden i pastaendet, t.ex. f(x) = x — sin x. D4 géller
juatt f'(x) = 1 — cosx, vilket & > 0 for alla x, med likhet bara for de enstaka védrdena
x = n - 27, dér n dr heltal. Det betyder att f ar strangt vdaxande pa hela R. Speciellt giller
for x > 0 att f(x) > f(0), dvs. x — sinx > 0, vilket 4r detsamma som att sin x < x, vilket
skulle bevisas. O
X

5

Bevis: Sitt f(x) = differensen mellan vénsterled och hogerled i pastdendet, dvs. f(x) =
V14 x—1—1x. Dadr f(0) = 0. Vidare géller

/() 1 1 1-Vi+x
. BT

Pastaende: For x > 0 géller att /1 +x <1+

T o/Irx 2

For x > 0 dr ju /1 + x sédkert ett tal som &r storre dn 1, och av detta f6ljer att f'(x) < 0
for x > 0. Men det betyder att f ar strangt avtagande i intervallet x > 0, sd att for x > 0
géller sikert f(x) < f(0) = 0. Men att f(x) < 0 dr ju ekvivalent med det som skulle
bevisas, och pastdendet ar alltsa sant. O
Visa sjélv att den sista olikheten ocksa géller for —1 < x < 0.

Rékna dvningar pa sid. 139: nummer 2, 5, 6, 9, 11.
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Blandade problem 1

Nu sammanfattar och repeterar vi det som kursen hittills handlat om. Forsok 16sa folj-
ande problem, som dr av samma svdrighetsgrad som tentamensproblem. De kommer att
rdknas igenom pa foreldsning nummer 10 (om planeringen héller!).

1. a) Los ekvationen 2 sin x = tan 2x.
b) Los ekvationen In(e* + e**1) = 1.

2. Lat funktionen f : R — R vara definierad av

Flx) = Vxz—4—|x—1| d&|x| > 2,
~ lax+b da |x| <2

Bestdm konstanterna a och b sa att f blir kontinuerlig.

3. Visa att funktionen f : R — R, dér
flx) =x|x|, —o0 < x< oo,
dr tva ganger deriverbar men inte tre ganger deriverbar i origo.

4. Undersok kontinuitet och deriverbarhet i origo av de funktioner f och g som defini-
eras av att f(0) = g(0) = 0 och

.1
2 sin —
b

1
flx) = xsin; resp. g(x) =x
for x # 0. Undersok ocksa om ev. derivator dr kontinuerliga.

5. Bestdm gransvirdena

x1/3 — 4 . X

lim * = b) 1 .
@ D m—g ® MR

6. *Lat f vara en reellvdrd funktion definierad p4 ett intervall I, och antag att det finns
en konstant K > 0 sadan att |f(x1) — f(x2)| < K|x; — x2/* for alla x1,x, € I. Vad
kan man da sidga om f? Bevisa ditt pastdende!

Till raknedvning nr 7

Problem. Bestim ekvationen for den rita linje genom origo, som tangerar kurvan
3
y=x+2.

Avsnitt 2.7 innehdller enkla tillimpningar av derivator. Den forsta, » Approximating
small changes«, dr en direkt tillampning av »approximationsegenskapen« (inramad ovan
i samband med avsnitt 2.2). Resten kan ni dock hoppa 6ver just nu, det dterkommer i
kapitel 4 och i senare kurser i utbildningen. Gor 6vning 7 och 8 pa sidan 145.

Hogre derivator i 2.8 dr knappast ndgot svart. Rikna 6vningarna 5, 9, 15, 19 pa sidan
150. (For nummer 9: Kom ihdg att derivatan av tan x kan skrivas pa flera sitt! Valj ett
som ger enkla rakningar!)



12

Las avsnitt 2.9 om implicit derivering. Ex. 1-5 visar olika aspekter av saken. Ex. 6 och
»The general power rule« dr mindre viktiga. Los 6vningarna 3, 5, 9, 11 pa sidi56. Har
kan man fd svar som inte stimmer med facit, om man rdknar pa ett annat satt &n det som
Adams har tdnkt sig. Hur kan det komma sig?

Avsnitt 2.10 hoppar vi 6ver nu. Avsnitt 2.11 kan ni ldsa igenom, om ni vill, men det hand-
lar om saker som kommer att tas upp i den forsta mekanikkursen.

Nu &r det dags att ga in i kapitel 3. Enligt rubriken handlar det om transcendenta funktio-
ner. Detta dr sddana funktioner som inte dr bildade genom sammanséttning av dndligt
manga operationer av typerna addition/subtraktion, multiplikation, division och poten-
ser (med rationella exponenter). Ndgra sddana funktioner har vi redan sett till: de trigo-
nometriska. Men det finns ménga fler!

3.1: Det viktigaste hdr dr definition 2 och formeln for derivatan av invers funktion. I
princip bestimmer man den inversa funktionen till y = f(x) genom att 16sa ut x ur
denna ekvation (och sedan evbyta bokstéver). (Men i realiteten ar det langtifran alltid
som man verkligen kan 16sa ekvationen.) Limpliga 6vningar dr 9, 11 och 34, sid. 180.

3.2: Det som star i detta kapitel har ni kanske nosat pa tidigare, men det behover nog
tas ordentligt i alla fall. Man finna flera 6vningar pa de hir sakerna i »startboken«. Vad
gdller logaritmer, som brukar vara det som upplevs som svdrast, ska ni komma ihdg att
(ndstan) allting finns gomt i den hédr formeln:

log,.x=u <+ «x=4a"

som ocksa kan skrivas
x = al%8*,

Med hjélp av denna kan man till exempel bevisa logaritmlagen (vi) sa har:
A ena sidan iar x = 108, ¥ — (blogb”)logﬂ r_ plog, alog, x
och & andra sidan ar x = plogy
Jamfor exponenterna i de bada hogerleden, sé foljer
log, alog, x = log, x,

vilket dr lagen (iv).

Ni bor arbeta er igenom alla vningarna 1-18 och 29-30 pa sid. 185 f. Det &r ofta lampligt
att kalla det sokta talet for nagot, t.ex. x. Som ett exempel visar vi hér ett sitt att 16sa
nummer 6. Sitt x = log, (%) Da dr 4* = %. Bédde 4 och 8 dr ju potenser av 2, sa det borde
vara klokt att skriva om dem sa:

F=1l & @)=1/2% & 22=23 & 2u%=-3 & x=-

N

3.3: Hér definieras den naturliga logaritmen och exponentialfunktionen pa allvar. Las ige-
nom sid. 186-191 och definition 7 pa sidan 192, med ambitionen att forsta de stora dragen
i hur man steg for steg konstruerar allt det som i de tidigare studierna varit ganska odefi-
nierat. Naturligtvis ska ni inte ldgga alla smadetaljer pd minnet. I Ex. 8-10 introduceras
en anvdndbar metod: logaritmisk derivering, som kan underldtta hanteringen av uttryck
med komplicerade faktorer och komplicerade potensuttryck. Aven pa detta avsnitt bor
ni gdra manga dvningar: In och e* hor till matematikens viktigaste funktioner. Sid. 195:
nummer 1-16, 19-28, 31, 35, 41, 49, 57, 59. (Nummer 6 16ser man t.exsa hér:

g2incosx (llnes'i”)2 = oY 4 (ginx)? = cos? x + sin2x = 1.)
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Till raknedvning nr 8

3.4: Har finns sats 5, fyra viktiga »standardgransvirden«. I sammanhanget kan det vara
idé att gora en mer allmén jamforelse av hur fort olika funktioner vixer dd x — oo. Vi
definierar symbolen < genom att sdga

fx) < g(x) = lim ——= =

Det kan utldsas » f(x) &r svagare dn g(x) «. I sa fall kan man stilla upp t.ex. foljande kedja:

2
1000 oo <o < ¥ <x¥ <e¥ <

o <Inlnx <Inx <x° <x <x
Har stdr 6 som representant for ett godtyckligt tal mellan 0 och 1. Denna lista kan fort-
sdttas godtyckligt ldngt at bdde hoger och vianster, och mellan tva funktioner i listan kan
man alltid interpolera ett godtyckligt antal nya funktioner.

Med hjélp av denna lista kan man berdkna gréansvarden, bl.a. som i féljande exempel:

2x 2
L et
Exempel. Bestam Jiny —5 v 235

Losning: Nar x dr stort dominerar exponentialtermerna i bade tiljare och ndamnare. Da
bryter vi ut % och forkortar (jamfor raknedvning 3, sid. 5 i detta hifte):

2 (1 x2 1 1 x2 1
€2x+x2—1 e (+€2x_62x> +62x_62x 1+0-0 1
- — _— —————— = 5
202 4 135 35 35 240 2
( ) 2+ 2x
e

O

Det som star om exponentiell tillviaxt och avtagande bor dels vara inte helt obekant fran
tidigare, och dessutom kommer vi att ta detta senare i samband med en systematisk
behandling av differentialekvationer. Men den som é&r intresserad av tillimpningar kan
redan nu ta en titt pa exemplen: biologi i Ex. 1, fysik i Ex. 2-3 och ekonomi i avsnittet om
Interest (= ranta).

I sats 6 sid. 201 kommer dnnu ett viktigt standardgrdnsvarde, som faktiskt &r ett alter-
nativt sdtt att definiera exponentialfunktionen. Det ska ni ldra er. Logistisk tillvaxt dr
intressant for biologer.

C)Vﬂingar pa sid. 203: 1-8 (samt, om ni har tid, de av 9-20 som ni tycker verkar intres-
santa).

3.5: Hér har vi en hop alldeles nya funktioner, som det géller att bli god van med. Vi
undviker skrivsittet sin~! och skriver arcsin (osv.) i stéllet. Det ricker att man behirskar
arcsin, arccos och arctan (mojligen dven arccot); arcsec och arccsc kan ni hoppa over all-
deles. Jag foreslér foljande formuleringar av definitionerna:

y =arcsinx <=  siny = x och —%ngyg%ﬂ,
y =arccosx <= cosy=xoch0<y<m,
y =arctanx <= tany = xoch —%n<y<%7r.

Funktionen arccos anvdnder man i geometrin ndr man berdknar vinkeln mellan tva vek-
torer. Alla funktionerna dyker upp ndr vi kommer till integraler, darfor att de har sé enkla



14

derivator. I praktiskt arbete med dem har man stor nytta av att rita ratvinkliga trianglar,
exempelvis ndr man ska férvandla en av dem till ndgon annan. Vi kompletterar bokens
exempel med ett par till:

. . X ..
Exempel. Bevisa att arctan x = arcsin —— for alla x.

Va2 +1

Losning: Antag forst att x > 0. Rita en figur som

innehéller vinkeln u = arctan x. Det blir en rit-

vinklig triangel med kateterna x och 1, som i fi-

guren till hoger. Pythagoras’ sats ger hypotenusan

lika med vx2 4+ 1. Man ser att sinu = x/vVx2+1,

och eftersom uppenbarligen 0 < u < 71/2 madste

dd u = arcsin(x/v/x?+1). Darmed é&r vi klara x
med fallet x > 0. Om x = 0 &dr bada sidor av
pastaendet lika med 0, s saken &r klar dd ocksa. 1
Om x > 0, sdtt y = —x och anvéand att bdde arcsin

och arctan ar udda funktioner. (Genomfor detta!)

O

Exempel. Berdkna arctan 2 + arctan 3.

Losning: Sitt u = arctan2, v = arctan 3 och w = u + v. Da géller (varfor?)

In<u<lin och {tanuzZ
Im<v<in tanv =3

Det foljer att 371 < w < 7. Vidare ger additionsformeln for tangens (Adams sid. 50,
langst ner):

tanu + tanv 243 5

tanw = tan(u +0) = = = — =-1.

(u+2) 1—tanutanv 1-—-2-3 =5

Det sokta talet ar alltsd det tal w i intervallet ]%7‘(, | for vilket tanw = —1. Den sista
ekvationen har l6sningarna w = —%7‘( +n - 7, ddr n dr ett godtyckligt heltal. Den enda
16sningen i det rétta intervallet far man for n = 1. Detta ger:

Svar: arctan2 + arctan 3 = %ﬁ. O

Ovningar pa sid. 213-214: 1-12, 22, 25, 31. (Rita figur l6nar sig néstan alltid!) Fundera
dessutom pa foljande problem (16sningar i slutet av héftet):

1
o(a) Bestdm arctan x + arctan p for alla x # 0.

o(b) Berdkna arcsin % + 2 arctan %.

¢(c) Hur manga l6sningar har ekvationen arctan x = 7r/47?

3.6: De hyperboliska funktionerna &dr »varianter« av exponentialfunktionen, som ér ele-
ganta att anvidnda i vissa situationer. Ni ska kunna deras definition, men behover inte
fordjupa er i saken. De inversa hyperboliska funktionerna kan ni helt hoppa 6ver. For

skojs skull kan ni gora 6vning 2 sid. 218. Det finns ett samband mellan dessa funktioner
och de trigonometriska; men for att klargora det behdver man komplexa tal.

3.7 hoppar ni 6ver nu. Det dterkommer vi till i slutet av kursen.

Nar ni kommit sd har langt, har ni stott pa praktiskt taget alla deriveringsregler som
ingdr i kursen. I slutet av detta héfte, pa sidan ??, finns ett antal blandade évningar pa
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derivering, »Stora deriveringskoret«. Det dr nyttigt att da och dd bladdra fram den sidan
och ta ndgra av problemen dér, for att halla deriveringsfardigheten i gang.

Till raknedvning nr 9

Kapitel 4 tar upp en del tillimpningar av derivator. Avsnitt 4.1 innehdller nagra bra ex-
empel. Nar man ska losa problem som handlar om hastigheter av olika slag racker det
inte att bara studera en »dgonblicksbild« av situationen. Man maste »lata tiden ga« for
att kunna dra nagra slutsatser. Studera Ex. 1-2 och 4. Ovningar pa sid. 237: 1, 3, 11.

Extremvéardesproblem, avsnitt 4.2 och 4.3, dr de viktigaste avsnitten i kapitlet. Las 4.2
t.o.m. Ex. 4 sid244; dterstoden av avsnittet dr inte fullt s viktig. Observera »tabellen« i
Ex. 3 och 4, ddr man redovisar derivatans tecken och drar slutsatser om hur f vixer och
avtar. (Den 6versta raden med EP, CP osv. dr ganska onddig. Man kan anvinda tecknet :
for att markera om f” inte existerar, dvspunkten &r singulér.)

f)vningar pa sid247: 1-3, 7, 13, 15, 19, 22, 29. Observera att om funktionen &r enkel, kan
man ofta klara sig utan derivering. Forsok t.ex. 16sa nummer 15 pé detta sitt!

Avsnitt 4.3: Konkavitet och inflexionspunkter hor till allménbildningen, men &r inte lika
viktigt som max och min. Ofta blir andraderivatan sa komplicerad, att undersokning av
konkavitet kan vara svér att genomfora. Men studera gdrna Ex. 1-2. Ovningar pa sid.
251: 9, 15.

I avsnitt 4.4 handlar det om hur man ritar lite krdngligare kurvor.

For att finna sneda (inklusive vagréta) asymptoter kan man ibland klara av att skriva
kurvans ekvation pa formen

y=ax+b+E(x), dirE(x)— 0dax — oo (eller — c0).

Detta ser man i Ex. 3-5. En mer allmédn metod bestdr i att man forst berdknar a = limy/ x.
Om detta existerar (dndligt), kan det finnas en asymptot med lutningen a. For att se om
det verkligen dr sa berdknar man ocksa b = lim(y — ax). Om detta existerar (dndligt), har
man verkligen asymptoten y = ax + b. Se foljande exempel!

Exempel. Bestim ev. sneda asymptoter till kurvan y = v/4x2 + x.

Losning. Forst tar vi x > 0. Da har vi forst

y VAxZ+x

1
\/4+—>2 da x — Ho0.
x X X

Detta visar att om det finns en sned asymptot at hoger, sd maste den ha lutningen 2. For
att avgodra om asymptoten verkligen existerar, undersoker vi

4x% + x) — 4x? x
—2x:\/4x2—|—x—2x=( =
Y VAx2 +x+2x  VAxZ 4+ x+2x

1 1

X 1
W(Virm+2) ATz 2ez

da x — +o0.

Detta visar att linjen y = 2x + } dr asymptot at hoger. P4 liknande sitt kan man visa att
linfeny = —2x — % dr asymptot at vanster. Genomfor detta! (Det kan vara lampligt att
sdtta x = —t och lata t — 4-o0 i stdllet for x — —oo vid gransvardesberdkningarna!)
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Andraderivatan ar ofta onddig att berdkna. Man kommer langt med forstaderivatan och
teckenstudium av den.

Gor ovningar pa sid. 262: 7, 11, 13, 19, 30, 31, 37. Obs. fel markeringar pa x-axeln i facit
till nummer 37.

Till rakne6vning nr 10

Problem. Genom punkten (2, 3) dras en rét linje ¢, som tillsammans med de positiva
koordinataxlarna avgréansar en triangel. Vilken lutning ska ¢ ha for att triangelns area
ska bli sd liten som mojligt?

Exemplen pa »tillimpade problemy i 4.5 dr bra. Det tonade avnittet pa sid 264-5 kan ses
som ett viktigt specialfall av de allmédnna principerna for problemlosning som finns pa
sidan 2 i detta héfte.

Ovningar pa sid. 269-270: 1, 6, 7, 11, 15, 27.
Avsnitt 4.6 hoppar vi 6ver (det kommer i en kurs i numerisk analys senare i utbildningen).

I avsnitt 4.7 kommer Adams (dntligen) in pa den approximationsegenskap, som vi redan
har namnt tidigare. Det som kallas lineariseringen av f omkring en punkt x = a dr den
approximation av f som geometriskt betyder att grafen av f ersdtts med sin tangent i
punkten. Om man inte &r sarskilt ldngt borta fran a, kan denna enkla approximation
vara fullt anvandbar. Lar texten t.o.m. Ex. 3. Resten av avsnittet kan hoppas 6ver just nu.
Rdkna nagra problem pa sid. 284: nummer 3, 7, 11.

Avsnitt 4.8 handlar om en sorts fortsdttning av idén i 4.7. Att approximera med en rat
linje, som i 4.7, &r ju detsamma som att approximera med ett polynom av forsta graden.
Nu vill man fixa forbattrade approximationer i ndrheten av en punkt x = a2 genom att
anvidnda polynom P, (x) av grad n. Det visar sig att om man ser till att P, (x) har samma
varde som f(x) i punkten a och att detsamma géller f6r derivatorna av ordning upp till
och med 7, sa far man ett entydigt bestamt polynom som approximerar f pa ett mycket
bra sétt just i ndrheten av x = a. Lds texten fram t.o.m. formuleringen av sats 10. Be-
viset kan ni hoppa 6ver — vi kommer att ge ett annat bevis for saken senare i kursen. I
Ex. 3-4 ser man hur Taylors formel kan anvdndas for numerisk approximation. For véra
tillimpningar kommer det néstan alltid att rdcka med den verision av resttermen som
kommer efter Definition 9. Sats 11 dr ocksa praktisk: den sdger att om man har hittat ett
polynom som approximerar lika bra som ett Taylorpolynom, s maste det faktiskt vara
Taylorpolynomet. Detta anvands i Ex. 5-6.

Observera hur O-symbolen fungerar. Har dr ndgra exempel pa hur man kan rdkna med
den:

O} +0(x*) = 0(x%), O(x*) +0(x*) = 0(x%),
O(x°) —0(x°) = O(x°), x°0(x) = O(x7).

Négra taylorpolynom som ideligen anvands kan redan nu vara bra att ldra sig. De finns
mot bldtonad bakgrund pa sid. 290. For referensens skull kopierar vi listan hér (med lédtta
justeringar):
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2,3 A
ex:1+x+5+§+ O (x
sinx = x — ;Cj + J; e (=1 (;lzn_;y +0(a2r)
Cosx:1_§+ﬁ—"'+(—1)”(;2:)!4—0(362”“)
ln(1+x):x—x22+3;3_T+...+(_1)n—li+o(xn+1)
arctanx:x—x33+3;5_...+(_1)n—123‘:1_11+o(x2n+1)
(14 x)° :1+:c!x+o¢(a2!—1) x2+«x(zx—13)!(a—2) x3+---+<z>x”+0(x”“)

I avsnitt 4.9 berdknas vissa typer av gransvarden. Kom ocksd ihdg foljande standard-
gransvarden, som kan gora det hela lite snabbare i vissa fall:
sinx

x _ 1
lim 1 im0ty
x—0 X x—0 X x—0 X

=1

Om man ska undersoka ett gransvdrde da x — a, kan det ofta vara idé att byta variabel
ochsdttat = x —a (dvs. x = a+t). Att x — a dr da detsamma som att t — 0, och den
situationen &r ofta enklare att hantera.

tan 3x

Exempel 1. lim =?

x—0 X

tan 3x sin3x  sin3x 3 3

x  xcos3x  3x  cos3x 1

. ¥ —x—cosx
Exempel 2. lim ————— =7
x—0 X

Hér tar vi till Taylor. ¥ = 1+ x + 1x2 4+ O(x3), cosx = 1 — 1x2 + O(x*) ger

e —x—cosx l4+x+3224+0(x%) —x—1+ 322 —0(x*)
x2 B x2
2 3 (A
:x—l—O(x; O(x):1+O(x)—>1.
X

Studera ocksa bokens Ex. 1-2 och de exempel som ges pa foreldsningen!

Adams tar upp ett par satser, Th. 12 och 13, som kallas 1'Hopitals regler. Dessa ir onodiga

att lira sig. Nastan allt som kan goras med dem, kan ocksd goras med Taylors formel, och risken

for fel dr betydligt mindre med Taylors formel. Har ger vi ndgra exempel pa detta, som kan

ersdtta bokens losningar av vissa av Ex. 5-8. (Ex. 9 kan ni hoppa over.)

2x —

Example 5. (a) Berdkna lim xizn .
x—(m/2)— COS=X

Losning: Sitt x — 71/2 = t, sd ska t — 0—. Namnaren blir cos?(t + 71/2) =

= cos?(7t/2 — (—t)) = sin?(—t) = sin’ , och vi far

2x — 7T 2t t 2

cos2 x sin2t sint sint’
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Den forsta faktorn gar mot 1 och den andra mot —oo, vilket ger samma resultat som i
Adams. Men denna 16sning innehéller inget »hokus-pokus«, som 1'Hopital snarast dr. O

Example 6. Berdkna lim <1 - '1 )
x—0+\ X  sinx

Losning. Vi skriver om uttrycket genom att sétta pd ett brakstreck och taylorutveckla:

1 1 siny —x _ x— P +0(x°%) —x  2¥(—¢+0(x?))

x sinx xsinx  x(x+0(x3))  x2(1+0(x2))
1 2 1
—< +0(x%) —=
— 4. _6 .6 —
-t +O(x2) — 03 0
da x — 0+ (eller, for den delen, dd x — 0 6verhuvudtaget). O

Example 7 ska 6verhuvud taget inte goras med I'Hopital, eftersom de dr kdnda standard-
gransvdarden. Example 8 kan goras som i Adams eller direkt sd hér:

= 50 =1ddx —0+.
Har anvands att exponentialfunktionen dr kontinuerlig. O

Ovningar sid. 298: 1, 3, 4, 7,9, 11, 13, 14, 15, 16, 17, 19.

Blandade problem 2

Sammanfattning och repetition av kapitel 3 och 4. Forsok 1osa dessa problem fore den
foreldasning da de kommer att gds igenom!

7. Berdkna foljande gransvarden:

. (x+1 1 . sin(2x) — 2xcos x
@ 31{1&1)( x  In(1+ x))' (b) alclg(l) x?In(1 —3x)

8. Rita kurvan
_ x2 4 2x
YT 1

med angivande av ev. asymptoter och lokala extrempunkter.

9. Bevisa att olikheten tan x +2Incos x > 0 géller for 0 < x < 71/2.

1
10. Lat f(x) = x + p for 0 < x < 1. Visa att f har invers, och bestdm f 1.

11. En rektanguldr badbassidng dr 20 m 1dng och 8 m bred. Dess botten dr ett lutande
plan, sd att bassdngen dr 1 m djup ldngs ena kortdndan, 3 m djup lings den andra.
Man tommer vatten ur bassangen med en hastighet av 1 m® per minut. Hur snabbt
sjunker vattenytan i det 6gonblick d4 den djupa dndan har ett vattendjup av (a) 2,5
m, (b) 1 m?

12. Bestam definitionsmédngd och vardeméangd for funktionen

_ex+1
ey —1°

f(x)
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13. Bestdm derivatorna av foljande funktioner:

X

a) f(x) = ——,
(c) Med ledning av resultatet i (b), kan man finna ndgot enklare sitt att skriva funk-
tionen g ?

(b) g(x) = arctan f(x), dér f(x) & samma funktion som i (a).

Till rakne6vning nr 11

Problem. En vattentank har formen av en rét cirkuldr kon med spetsen nedat, med
basradie 10 m och djup 8 m. Tanken fylls pa med en hastighet av 1/10 m® per minut.
Med vilken hastighet stiger vattenytan i tanken i det dgonblick da vattnet stdr 4 m
djupt?

Nu ska ni ta itu med motsatsen till derivering: integration. Under denna rubrik samman-
fattar man tva olika, men besldktade, problem. Det forsta introduceras i avsnitt 2.10 i
Adams, som bdrjar pd sid. 156. Definition 7 ar viktig, och dérfor formulerar vi den hér pa
svenska:

Lat f vara en funktion definierad pa ett intervall I. En annan funktion F kallas anti-
derivata eller primitiv funktion till f pd I, om F'(x) = f(x) for alla x € I.

Observera att begreppet antiderivata dr knutet inte bara till funktionen f utan ocksa till
intervallet I. En forklaring till att detta dr lampligt finns i sats 13 sid. 137, som inte dr sann
om man har en annan definitionsmédngd. Se kommentaren efter Ex. 1 sid. 157.

Ex. 1-4 bor ni studera. Av de tonade formlerna pa sid. 158 kan ni lata bli (k) och (1), kanske
ocksa (j). De andra &dr sddana som ni ska kénna till.

Slutet av avsnittet, om differentialekvationer och begynnelseviardesproblem, spar vi till
senare. Ova pa sid. 162, nummer 1-14. Kom ihag att kontrollera era svar genom att »de-
rivera tillbaka«!

Sedan hoppar ni till kapitel 5. Avsnitt 5.1 om summabeteckningen bor ni ha sett i alge-
bran. Om ni kidnner er osdkra pa saken, kan det vara lampligt att géra nadgra av 6vning-
arna pa sid. 307.

I 5.2 diskuteras begreppet area. Pa sid. 309 rdknas upp fem egenskaper som ett vettigt
areabegrepp bor ha, och sedan diskuteras hur man ska férverkliga detta sa att man kan
tala om arean av forst polygonomrdden och sedan omraden med krokta kurvor som
rand. (Jamfor Archimedes” métning av cirkeln sid. 60-61!) Exemplen pa sid 311-314 dr
inte sdrskilt nodvandiga att ta sig igenom. Det rdcker att konstatera att man kan berdkna
vissa areor genom approximation med rektanglar och fiffigt rdknande — i senare avsnitt
far vi mer kraftfulla metoder for detta.

Definitionen av integral i avsnitt 5.3 dr principiellt viktig, men man ska inte hamra in
detaljerna i huvudet. De stora dragen &r dessa:

1. Dela in intervallet [a, b] i smaintervall.

2. Approximera f uppifran och nedifran med funktioner som &r konstanta pa varje sma-
intervall. Dvs. approximera omradet mellan grafen av f och x-axeln uppifran och nedi-
frdn med rektanglar.

3. Om det gar att gora differensen mellan dessa approximationer godtyckligt liten genom
att man gor indelningen av intervallet tillrackligt fin, finns det exakt ett tal I som dr <
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alla »6versummor« och > alla »undersummor«. Da sdger vi att f &dr integrerbar 6ver
[a,b] och talet I kallas integralen av f 6ver [a, b]:

I= /abf(x)dx.

Om f &r integrerbar, kan man berdkna I genom att genomféra approximationer for en
foljd av indelningar som blir allt finare; detta demonstreras i Ex. 2-3. Man kan ocksa ap-
proximera med allmédnna Riemannsummor, som talas om pa sid. 319. Men for det mesta
berdknar man integraler med helt annan teknik, som kommer i de f6ljande avsnitten.

Att en kontinuerlig funktion dr integrerbar (Theorem 2) far vi acceptera utan bevis. Dar-
emot dr det ldtt att bevisa att t.ex. en vixande funktion dr integrerbar — se 6vning 17 sid.
321.

I avsnitt 5.4 har vi ett antal rakneregler for integraler. Notera de genvégar som kan finnas,
t.exom man kan tolka integralen som en area som man ldtt berdknar med elementéra
metoder. Ex. 1 visar ndgra sddana fall. Notera sarskilt att om f dr en udda funktion och
intervallet &r symmetriskt kring 0, s blir integralen noll.

Medelvirdessatsen ér viktig, liksom definitionen av medelvirdet av en funktion 6ver ett
intervall. Definition 5 dr ganska sjdlvklar och inte mycket att gora védsen av.

(")vningar pa sid. 327: 1, 3, 5, 7, 10, 11, 13. Alla dessa (utom den forsta) ska kunna l6sas
med anvédndning av symmetrier och kdnda areor!

Négon har sagt att »derivering dr ett ritknesitt, men integration dr en konst«. Dvsatt derive-
ra dr ndgot som man sd smaningom gor rutinmaéssigt, men att integrera kraver mycket
mer. Det finns till synes enkla integraler, som helt enkelt 4r omdjliga att berdkna med
s.kélementdra metoder (och ndgra andra blir det inte frdga om i den hér kursen). Exem-

pel pa detta ar
x :
/ ¢ dx, /e‘xz dx, / S X dx.
x x

Och for att berdkna till synes vildigt lika integraler kan det krédvas vitt skilda metoder.
Jamfor t.ex. hur man berdknar

/ sin? x cos® xdx och / sin? x cos® x dx.

(behandlas pa sid. 339-340).

I avsnitt 5.5 finns » Analysens huvudsats«, som knyter ihop antiderivator och integraler.
Notera att satsen bestar av tva delar: den forsta handlar om derivatan av en integral,
den andra om integralen av en derivata. Studera alla exemplen i avsnittet och riakna
ovningarna 1, 3,5, 7,9, 13, 15, 17, 25, 33, 39, 41 pa sid. 333.

Till rakne6vning nr 12

Nu bor ni vara mogna for det hir problemet (som finns i Adams som problem 24 pa sidan
270):

Problem. En korridor med bredden a4 m moéter vinkelrdtt en annan korridor med
bredd b m. Hur stor &r den maximala ldngden av en smal (men mycket tung) stav,
som kan foras langs golvet fran den ena korridoren in i den andra?
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Vi ska nu ga in pa mer avancerade metoder for integration. Substitution eller variabelbyte
behandlas i 5.6. For att man ska bli en bra integrerare géller det att ldra sig att se vilket
variabelbyte som kan fungera for en given integral. Det bésta séttet att ldra sig detta dr
genom erfarenhet, dvs. att rakna manga exempel. Listan pa sid. 334 &dr kanske lite onodigt
omfattande. Nummer 1-6 dr ju bara specialfall av nummer 7. Av de f6ljande behover ni
inte ldra utantill nummer 13, 14 och 18-20. Daremot borde listan utdkas med den mycket
anvandbara formeln

PO 0
[ g dx=mnlf@I+C @)

Las, med papper och penna redo for ev. kontrollrdkningar, Ex. 1-4. Nar man raknar
bestimda integraler, skall granserna justeras pa det naturliga sattet: se Ex. 5-6.

Trigonometriska uttryck kommer sedan. Integralerna av tan och cot kan ses som fall av
(2), de bada 6vriga i rutan pa sid. 334 kan ni hoppa over. Lis Ex. 7-9, men skippa Ex. 10.

Naér ni rdknar obestdmda integraler pd sid. 341, kom ihag det som star i inledningen till
dessa 6vningar: Ett svar kan se ut pd annat sétt &n i facit, men dndd vara ritt. (Och ett
ganska sdkert sitt att kontrollera sig sjdlv dr att kontrollderivera det svar man har fatt,
forutsatt att man deriverar ratt!). Gor ett rejdlt urval av 6vningarna, tex. 1,3, 5,7, 9, 12,
14-16, 23, 26; 39, 42.

I avsnitt 5.7 tillimpas integraler pa areaberdkningar. Studera exemplen. Notera att man
oftast mdste gora en del forarbete innan man séitter upp en integral, for att veta vilka
granser som géller osv. Gor 6vningarna 3, 9, 13, 17, 25 pa sid. 346.

Kapitel 6 tar upp flera integrationstekniker. Avsnitt 6.1-3 maste ni arbeta mycket med.

»Integration by parts« kallas pa svenska partiell integration. Denna idé kan vara anvand-
bar om integranden bestar av tva faktorer (eller ibland bara en faktor), dar den ena blir
»enklare« av att deriveras (eller evintegreras) och den andra i varje fall inte blir vdsentligt
»svarare« av att integreras (respderiveras). Ex. 1 och 2 innehaller ett antal bra exempel.
Hoppa 6ver Ex. 3. I Ex. 4 har ni ett mer intrikat fall. I Ex. 5 visas hur man kan sétta in
integrationsgréanser allteftersom man rdknar pd. Avsnittet om reduktionsformler kan ni
lasa igenom, men dgna inte alltfor mycken tid at det.

Ovningar pé sidan 355: 1, 3, 5,13, 19, 21.
I 6.2 kommer fler variabelbyten. Substitution med arcsin, Ex. 1-2, bor man kdnna till. Ex.

3 och 4 dr mindre viktiga. Att komplettera kvadrater, som i Ex. 5, har man ofta nytta av.

Om en integral innehaller uttryck av formen v/ax + b 16nar det sig att forsoka med att
sidtta u = v/ax + b: Ex. 6. Liknande idéer anvédnds i Ex. 7-8. Variabelbytet x = tan(6/2),
som avslutar avsnittet, &r ddremot mindre anvandbart i praktiken, eftersom det oftast
leder till mycket komplicerade integraler.

Till bokens forslag pa variabelbyten kan man ldgga ett par till: Om en integrand kan
skrivas F(e™), kan det vara en god idé att forsoka med u = e™. Och om Inx ingar i
integranden kan det 16na sig att sdtta # = In x. Vi demonstrerar detta:

e’ —
eX +
Losning: Sitt u = e*. D4 dr du = e* dx = udx, dvs. dx = du/u. Man far

er—1 u—1du u—1
[O g [t
eX+1 u+1 u u(u+1)
som kan berdknas genom partialbrdksuppdelning osv. (se avsnitt 6.3). Genomfor berdk-
ningen! Kontrollera svaret genom att derivera! a

1
Exempel 1. Bestim / 7 dx.
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1
Exempel 2. Bestaim / cosxn % dx.
Losning: Sitt u = In x, sa blir du = dx/x osv. Gor fardigt, kontrollera! O

Ova pa sid. 363: 1, 3, 17, 29, 33, 35.

Till raknedvning nr 13

I avsnitt 6.3 ges en systematisk metod for att integrera rationella funktioner. Det vikti-
gaste, och svaraste, momentet ar partialbriksuppdelning, som sammanfattas i Theorem 1 s.
371. For sakerhets skull redovisar vi har hela metoden pé svenska:

For att kunna integrera f(x) = P(x)/Q(x), gor foljande:

Utfor ev. divisionen; sedan aterstdr att behandla fallet da gradtalet av P dr mindre dn
gradtalet av Q.

Faktorisera Q(x) i (reellt) irreducibla faktorer. (Detta kan i praktiken vara ett mycket
svart moment.)

Ansitt partialbrak efter foljande regler:

[a] En enkel faktor x — a ger en term av formen A/ (x —a).

@En multipel faktor (x —a)" ger termer av formen

Ay A A
(x —a)r (x—a)2 x—a’
Ax+ B
E kel faktor x2 b t f —_ .
n enkel faktor x~ 4 ax + b ger en term av ormenx2+ax+b

@ En multipel faktor (x? + ax + b)" ger termer av formen

A,x + By, Arx + By A1x + By
(x2+ax+b)" (x24ax+b)2  xX24+ax+b’

Multiplicera med ndmnaren, forenkla, identifiera koefficienter osv.

Sedan kan termer av typerna a—c integreras, medan fall d hdnvisas till formelsamlingar
och sddant.

Las bokens Ex. 1 och 2. Av de tonade formlerna pa sid. 365 dr det angelédget att kunna
dem som har x> + 1 i ndimnarna; de 6vriga kan klaras med lampliga omskrivningar och
partialbrdksuppdelning. Ex. 3-8 visar upp olika saker som kan intrédffa. Det viktigaste
bor finnas med i de exempel som ges pa foreldsningen. Rikna évningarna 1, 5, 9, 11, 13,
21, 25 pé sid. 372.

Nar ni har kommit s hir langt, har ni stott pa alla de vanliga metoderna for »elementéar«
integration. Det dr da lampligt att bldddra fram till sidan 404, dar man finner en samling
blandade integraler. Har far man inte ledning till vilken metod som ska anvdndas genom
att problemet stdr efter ett visst avsnitt; utan nu géller det att sjdlv vilja integrationsme-
tod! Gor sa manga av dem som ni orkar! Ndgra kan vara ganska svéra. Fastna da inte
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pa dem for lange utan gd vidare. Har bor diskussion med kamraterna i gruppen vara en
mycket fruktbar arbetsform. Observera ocksd sammanfattningen av integrationsmetoder
pa sidan 404. P4 sidan ?? i detta héfte finns dessutom »Lilla integralkoret«, ndgra delvis
ganska knepiga integraler att fundera pa dd och da under resten av kursen.

Avsnitt 6.4 handlar om hur man anvédnder hjidlpmedel (datorprogram och formelsam-
lingar) for att berdkna integraler. Om ni kommer at att anvanda MAPLE, kan ni gdrna
prova och se hur det programmet klarar att berdkna olika integraler.

6.5. Generaliserade integraler sdger vi pd svenska. Definitionerna 1 och 2 dr ganska na-
turliga. Ex. 1-6 dr typiska. Av Theorem 2 skall man kédnna till for vilka varden pa p som
integralerna dr konvergenta, daremot dr det onodigt att ldra sig integralernas viarden. Sats
3, jamforelsesatsen eller jamforelsekriteriet, anvands for att undersoka konvergens av inte-
graler utan att man behover kunna berdkna deras eventuella varden. Se Ex. 8-9. Riakna
ovningarna 1, 3, 5, 15, 17, 31, 34 pa sidan 384.

Aterstoden av kapitel 6 ingér inte i kursen. Kapitel 7 handlar om olika anvindningar av
integraler. Det dr en vanlig missuppfattning att en integral alltid mdste betyda en area. Sa
ar det inte alls. Den kan ocksa betyda en volym, en massa, ett arbete, ett troghetsmoment
och en massa annat.

7.1. Rotationsvolym bor vara bekant frdn gymnasiet, och ni bor kunna ldsa avsnittet utan
att stanna upp sarskilt mycket. Den allmédnna idén for volymsberdkning presenteras med
borjan pa sid. 408, och det speciella fallet med rotationskroppar foljer efter. Metoden med
cylindriska skal bygger pa en annan idé. Det riitta siittet att komma ihdig den hiir sortens form-
ler dir att forstd idén eller metoden, och vid behov rekontruera formeln. (Trigonometriska formler
ska man kunna utantill, men inte sdna hér!) Las exemplen och rdkna t.ex. dvningarna 5,
7,19, 21 pa sidan 416.

7.2. Har finns fler exempel pd skivningsmetoden. Ex. 1 och 2 &r bra. Ex. 3 dr knepigare —
lds det gdrna, men fastna inte i det om det kdnns svart. (Ni kommer att f4 mer praktiska
metoder att hantera komplicerade kroppar i Flerdim-kursen.) Ovningar pa sid. 420-421:
nummer 11 och 15. Den som har talang for att teckna figurer kan kanske finna inspiration
att forsoka rita figurer till fler av 6vningarna — en del kroppar som beskrivs dar verkar
vara ganska intrikat utformade!

7.3. Baglingd av en kurva beskriven pa formen y = f(x), a < x < b. Hérledningen
behover inte kommas ihdg i den »strikta« versionen som inleder avsnittet, utan kom
ihag »Leibniz-resonemanget« pa sidan 423. Ex. 14 visar att bdglangden i praktiken ofta
ar svar att berdkna. Vi hoppar 6ver rotationsarea pa sidan 426 f. (dven om det egentligen
inte ar sarskilt svart). ﬁvningar 1,3,7,12 pa sid. 428.

Aterstoden av kap, 7 ingar inte i kursen, Men den som é&r intresserad av fysik kan titta
igenom 7.4-6, i 7.7 finns ett par tillimpningar pa ekonomi och ekologi, och i 7.8 finns
grunderna till sannolikhetskalkylen. Det som star i 7.9 kommer vi att ta upp senare.

Blandade problem 3

Sammanfattning av integrationskapitlen! Nagra problem som kommer att rdknas pa en
foreldasning. Forbered dig genom att férsdka l6sa dem sjdlv forst!

14. Berédkna integralen

16 \/}
——dx.
/9 x++x—6 *
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15. Berédkna integralerna

2 1 2x cos mtx
3 _ -_—
a) /_2|x x| dx, b) /_1 {102 dx.

16. Bestdm volymen av den kropp, en s.k. torus, som uppstar da omradet
x? —4x +y? + 3 < 0 roterar kring y-axeln.

17. Berdkna integralerna

1 ' m/2 gin2x
(a) /  aresin \/m dx, (b) /0 (1+sinx)? dx.

18. Undersok om foljande generaliserade integraler dr konvergenta, och bestam viardet
om de dr det:

®  6x+4 ® (24 cosx)Vat+1
a) /372513@ b) / dx
2 X Hx2-2 0 (¥2+1)Vx+1

X —X
19. Berdkna ldngden av kurvbagen y = % fran x = 0 till x = a.

Till raknedvning nr 14

Till denna lektion ska ni arbeta med kapitel 9. Rubriken &r »Foljder och serier«.

9.1. En talfoljd ar, informellt, en f6ljd av tal, som man rdknar upp och skriver komma-
tecken emellan:

ai,az,as,....

Mer formellt kan en talf6ljd uppfattas som en funktion definierad pa de positiva hel-
talen: n — a,. I definition 1 pa sidan 520 finns en massa terminologi, som beskriver
olika egenskaper som en talfoljd kan ha. Observera ocksé det uttryckssdtt som infors pa
nésta sida: ultimately decreasing (etc), pa svenska sd smdningom avtagande (osv.). Konver-
gensdefinitionen &r en version av samma gransvardesdefinition som ni sett redan i ka-
pitel 1. Rdknereglerna pa fargad bakgrund sidan 523 dr ocksd versioner av motsvarande
rakneregler for funktioner av en kontinuerlig variabel.

Las Ex. 1-6. Ex. 7 bor goras pa annat satt:

1
Example 7. Berdkna lim n arctan s

n—oo
Losning. Nér n dr stort, 4r 1/7 néra 0. Vi kan dd anvianda Taylorapproximationen
arctan x = x + O(x%) och far

narc’caml = n(l +O(13>> =1 —|—O(i2> —1 dan — oco.

n n n n 0
Sats 1 dr kanske inte sd markviardig, men resultatet langst ner pa sidan 524 &ar mycket
betydelsefull (méarkligt nog har den inte fatt rubriken Theorem, vilket den borde ha).
Allt som star pa sid. 525-526 &r lasvart. Ovningar pa sidan 526-527: nummer 1, 5, 9,
11, 15, 17, 19, 21, 25, 27, 31. Det viktigaste i 6vningarna 1-11 ar deluppgift (d), dvsatt
avgora om foljderna dr konvergenta eller ej (och, om de dr konvergenta, att bestimma
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gransvardena). Ratt manga av dessa 6vningar kan uppfattas som repetition av saker som
gjordes redan i kapitel 1.

Nu har ni gatt igenom alla metoder for berdkning av gransvérden, som ingar i kursen.
Det kan vara lampligt med en sammanfattning. Vi anvander den bokstavskonvention, som
sdger att bokstdver i stil med n, m, k och liknande betyder heltal, s att det handlar om
talfoljder; medan x, y, t o.dyl. star for kontinuerliga, reella variabler.

Allminna idéer.

1. Forsok med »direkt insdttning« (om uttrycket dr kontinuerligt). Om det blir ett obe-
stamt uttryck av typ 0/0, 00 /00, 0o — 0, 1%, oo? etc., fortsitt med t.ex.:

2. Bryt ut dominerande storleksordningar och férkorta (om det dr ett brak).
3.0m x — a, substituerax = a+t;om x — —oo, sdtt x = —t.
4. Instaingningssatsen, om det gar att uppskatta uttrycket uppat och nedat.

5. Medelvérdessatsen och Taylorutveckling.

Standardgransvarden.
Da x — oo:
im X Z0@k>1). lim ™ —0@>0. lmarctany=2. fim(1+2) =
gy =00 =1 Jim e =0@>0. fimarctanx =5 Jn{lty) =<
Dan — oo:
a n!
lim /a=1(>0). lim ¢Yn=1 lim — =0. lim — =0.
n—o0 n—o0 n—oo 1! n—oo pht
Dax — 0:
i -1 In(1
im ™ 21 m S 21 im0 0 him ' inx = 0@ > 0).
x—0 X x—0 X x—0 X x—0+

P& sidan ?? i detta hifte finns ett »gransvardeskor«. Nu dr ni mogna att drabba sam-
man med alla problemen ddr. Men tag inte alla pa en gang, utan se det som nagot att
aterkomma till da och da.

9.2. En serie dr ett forsok att addera odndligt manga tal. Det dr inte detsamma som en
talfoljd: skiljetecknet mellan talen &r plus i stdllet f6r komma:

[ee]

m+ataz+---= Zak~
k=1

Det dr en pedagogisk olycka att serier kallas for serier, eftersom vardagligt sprakbruk
knappast skiljer pa »foljd« och »serie«. Ett bra uttryck i stéllet for serie skulle vara gene-
raliserad summa, analogt med generaliserad integral. Men det gar knappast att nu dndra
pa ett manghundradrigt matematikerbruk. ..

Nu géller det verkligen att ni forstar hur symbolen ) fungerar. Ett exempel: Foljande tva
uttryck ar faktiskt precis samma sak:

1 <1
Tk och Zikz—k'

agk:

=

k

Il
—_

Ty den viénstra av dem kan uttydas sa har:

i 1 _i LR S S S
Zkrk Hk(k+1) 1.2 23 3.4
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och den hogra s hir:

BRI S SE SR I
SEk—k &Zkk-1) 2-1 3.2 43

Om man har svért att forsta en likhet mellan tvd summor kan det ofta underlétta att pa
det hér sdttet skriva ut ndgra termer i borjan av serien.

Léas texten i 9.2, med definitioner och exempel. Den geometriska serien hor till allmén-
bildningen, inklusive formeln fé6r summan néir den &r konvergent. (Ex. 2 dr av sarskilt
intresse for ekonomiintresserade.) Ex. 3 dr kanske lite mer kuriost d4n de 6vriga. En myc-
ket viktig sats d&r Theorem 4. Den borde egentligen formuleras sa har:

Sats 4. |Om a,, inte gar mot 0 dd n — oo, sa &r serien ), ; a, divergent.

Detta dr nimligen det enda sédtt som resultatet kan anvidndas pa i praktiken. Som papekas
i texten efter satsen kan det mycket vél vara sa att 4, — 0 men likafullt ) a,, dr divergent.

De avslutande satserna 5-7 dr enkla men viktiga. Man anvander dem ideligen ndr man
undersoker seriers konvergens. Ovningar pa sid. 534: 1, 5, 7, 16.

Till rakne6vning nr 15

9.3. Har finns ett antal »kriterier« som kan anvédndas for att avgéra om en positiv se-
rie (dvs. en serie med ickenegativa termer) dr konvergent eller divergent. Att bestimma
summan av en konvergent serie dr i allmanhet ett mycket svart problem, som man ofta far
avsta fran att 16sa. Integralkriteriet anvands framst for att avgora konvergensen hos den
sd kallade p-serien:

[ee]

1
) v konvergerar <= p > 1,

n=1
och serien
(o)
1
=y n(lnn)”

som omndmns verst pd sid. 537 (och som ocksa den &r konvergent precis om p > 1).
Dessa bor man komma ihdg som standardserier som man jamfér andra serier med. Och
detta gor man vanligen med hjélp av ndgon version av jamforelsekriterierna (Theorem 9
och 10). Ex. 3-5 visar hur det kan ga till. Rot- och kvotkriterierna i slutet av avnittet 4r mer
sdllan anvandbara. De innebdr i sjdlva verket jamforelse med geometriska serier, och for
att de skall ge besked madste termerna vara endera mycket snabbt avtagande eller snabbt
védxande. Gor 6vningarna 1-12, 15-26 pa sid. 545, dtminstone dem med udda nummer.

9.4. Har studeras serier med termer av varierande tecken. En sddan serie kan transforme-
ras till en positiv serie genom att man sitter belopp pa alla termerna. Om den serie man
da far dr konvergent, s dr &ven den ursprungliga serien konvergent (Theorem 13). I detta
fall siger man att den ursprungliga serien &r absolutkonvergent. Men det finns ocksa serier
som konvergerar utan att vara absolutkonvergenta; de sdgs vara betingat eller villkorligt
konvergenta. Forklaringen till denna terminologi dr att sidana serier har en karaktdr av
»obestdmt uttryck« av formen co — co. Se »Rearranging. .. « pa sid. 551-552.

For att undersoka absolutkonvergens kan man anvédnda alla metoderna fran avsnitt 9.3.
For betingad konvergens har vi bara en metod i kursen, som ges av sats 14 (som ibland
kallas Leibniz’ sats). Las Ex. 1 och 3-6. Los 6vningarna 1, 3, 5, 7, 11, 17 pa sid. 553.
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Pa sidan ?? i detta hifte finns »Stora seriekoret«, som innehéller ett antal problem som
kan vara lampliga att repetera hela det hér avsnittet med. En del av dem, framfor allt pa
slutet, dr ganska svara och far ses som utmaningar for speciellt drivna problemlosare.

Avsnitt 9.5-7 ingar inte i kursen. I avsnitt 9.8 dterkommer vi till Taylors formel, om sa
bara for att gora ett bevis for satsen (som jag tycker &r mer handfast &n det bevis som
finns i avsnitt 4.8).

Till rakne6vning nr 16

Nu ska det handla om ordinéra differentialekvationer, ODE. En differentialekvation (DE)
ar en ekvation som innehaller en obekant funktion (t.ex. y)tillsammans med en eller flera
av dess derivator. Att [osa en DE innebdr att bestimma alla funktioner y som satisfierar
ekvationen.

DE anvinds for att beskriva ménga fenomen i naturen och tekniken. De kan ockséd upp-
std ur rent geometriska problem. Hir ar ett sddant, som ni bor fundera pd hur det ska
formuleras som en DE. Lite senare kommer ni ocksd att kunna l6sa den.

Problem. Kurvan y = f(x) ligger helt i férsta kvadranten (x > 0, y > 0). Om man
drar en tangent till kurvan, sa kommer den alltid att skdra bada koordinataxlarna pa
s sdtt att tangeringspunkten ligger mitt emellan skdrningspunkterna. Bestdm alla
kurvor som har denna egenskap!

I'kursen ingar tre enkla men viktiga typer av ODE: separabla, linjiira av forsta ordningen och
linjira av andra ordningen med konstanta koefficienter. I Adams finns de behandlade pé olika
stdllen i boken, men vi har foredragit att ta dem i ett ssammanhang. Nagra évergripande
saker finns i Appendix IV pa sid. A-23 och framat. Ni kan borja med att snabbt skumma
igenom det for terminologins skull (om ens det). Sedan gér vi rakt pd den forsta sortens
ODE, separabla ekvationer. Om dem kan man ldsa i avsnitt 7.9, sidan 465 och framat.

En separabel ekvation &r en ekvation som kan skrivas pa formen

Py = p(x) eller p(y) 2 = (). ®

Om funktionerna ¢ och i har primitiva funktioner ® resp. ¥, sa att alltsa ®'(y) = ¢(y)
och ¥/(x) = ¥(x), kan ekvationen skrivas

Py =¥ e (@) = (),

Om tvé funktioner har samma derivata, skiljer de sig som mest med en konstant, dvs.
®(y) = ¥(x) + C. Om man anvinder skrivsittet [ ¢(y) dy for en primitiv funktion till
@ (och motsvarande for ¢), betyder detta att man rent formellt kan f& 16sningen till ()
genom att multiplicera med symbolen dx och integrera:

/qv(w dy = /¢<X) dx.

Ex. 1-6 rekommenderas.

Linjara ODE av forsta ordningen kommer dérndst. Att ekvationen ar linjir betyder att
varje term i ekvationen innehéller den obekanta funktionen y endast i formen y eller v/,
dvs. ekvationen kan skrivas pa formen

a(x)y +b(x)y = c(x).
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Har ska man ldra sig metoden, inte den fardiga formeln uppe péd sidan 470. Om man
exempelvis har ekvationen

ycosx+ysinx =1, —m/2<x<m/2,

ska man alltsa gora sa har:

1. Dividera med cos ¥, sa att koefficienten f6r v’ blir 1:

/
tanx = .
y+y Ccos X

2. Bestdm en primitiv funktion y(x) till koefficienten for y: hédr kan vita y(x) = —Incosx
(kontrollera!).

3. Den integrerande faktorn ar sedan e"(¥); i vart exempel far vi

1

—Incosx _
COs X

e

Ekvationen multipliceras med denna.

4. Vansterledet kommer dd att vara derivatan m.a.p. x av produkten av den integrerande
faktorn och den sokta funktionen:

1 sin x d 1
VL. = ! t = = — .
Cosx(y +ytanx) =y cosx+ycoszx dx <y cosx)

Ekvationen kan alltsa skrivas

d(y ! >— ! & Y —tanx+C.

dx\7 cosx )~ cos?x cos x
Nu har vi i princip 16st ekvationen. Det dterstdr bara att 16sa ut y:
y =sinx + Ccos x.

Los ovningar pa sidan 472: nummer 1, 2, 3, 5, 7, 9, 11. En del av dem é&r bade separabla
och linjdra. Los dem i sd fall pd bdda sdtten, fér 6vningens skull!

Till rakne6vning nr 17

Den tredje sortens ODE som vi tar upp &r av typen

y' +ay +by = g(t),

dér a och b dr konstanter och g(t) dr en given funktion, (Att vi anvdnder t som oberoende
variabel beror pd att den néstan alltid i tillimpningarna betyder tiden.) Forst betraktar
vi det fall da hogerledet dr 0; man sdger da att ekvationen ar homogen. Detta behandlas i
avsnitt 3.7. Harledningen av 16sningen i Adams &r inte klanderfri — han lutar sig mot ett
resultat som finns i en 6vning efter avsnittet. Man kan gora pa helt andra sétt ocksd. Man
kan exempelvis skriva om ekvationen till ett par ekvationer av forsta ordningen, som
16ses med integrerande faktor. Hur man nu viljer att motivera det, sa ar i varje fall den
fardiga 1osningsmetoden rent mekanisk. Las Ex. 1-4 pa sid. 221-222. En viktig fysikalisk
tillimpning &r harmonisk sviangning i Ex. 5-6. Los 6vningarna 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13 och 15
pa sidan 228.
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Nu aterstar inhomogena linjdra ekvationerna av andra ordningen med konstanta koeffici-
enter, dvsékvationer av typen

v +ay' +by = g(t), (IH)

dér g(t) inte dr identiskt noll. Detta behandlas inte alls i Adams, utan vi gar hér igenom
den bakomliggande teorin.

Man studerar ekvationen (IH) tillsammans med motsvarande homogena ekvation
v +ay' +by=0. (H)

Det ar praktiskt att hdr anvanda uttryckssitt fran den linjira algebran. Vi later D beteckna

deriveringsoperatorn, dvs. D dr en operator som forvandlar en funktion y till dess derivata
/

y"

Dy =y
Lat vidare I vara identitetsoperatorn, dvs. den operator som beskrivs av Iy = y. Med
hjélp av D och I definierar vi en operator L sd har:

L=D*+aD+bl, dvs. L(y)=(D?>+aD+bl)y = D*y+aDy+by =y" +ay +by.

Lemma. L &r en linjér operator, dvs. och y; och y, dr funktioner och a1 och a5 dr skaldrer
(dvs. tal), sa géller

L(w1y1 + a2y2) = a1 L(y1) + aaL(y2).

Bevis. Resultatet foljer av att derivering &r en linjar operation. Utskrivet ser beviset ut sa:

L(aryr + azy2) = (a1y1 + azy2)” + a(aryr + azy2)’ + b(aryr + azy2)

a1y + aoyh + angyy + angyh + baqyr + bagys

= (aqyf + asyy| + bagyq) + (aqyy + anoyh + bagys)

= a1(yy +ayy + by1) + az2(y3 + ayy +by2) = a1L(y1) + a2 L(y2).

O

Med operatorn L kan vi formulera oss sa hér: y dr en 16sning till (H) precis om L(y) = 0,
och y &r 16sning till (IH) precis om L(y) = g.

Sats 1. Midngden av 16sningar till (H) &r ett linjart rum av dimension 2.

Bevis. I vart och ett av de tre fallen (beroende pa rotterna till den karakteristiska ek-
vationen) kan den allmédnna 16sningen skrivas som en linjirkombination av tva »bas-
l6sningar«, ddr koefficienterna dr godtyckliga tal. I fall 1 (skilda reella rétter 71 och r7) har
vitex.y = Cretf + Cre™!. Losningsméngden spéanns alltsd upp av »vektorerna« y; = et
och y, = €', och dessa ar linjart oberoende (ingen av dem &r en konstant multipel av
den andra). Pa liknande sitt ser det ut i de bada andra fallen. ad

Nu kommer huvudsatsen om lésningarna till (IH):

Sats 2. Lat yp vara en 16sning till (IH). D& géller att en funktion y &r 16sning till (IH) om
och endast det finns en 16sning vy till (H) sa atty = yp + yp.

En sadan speciell 16sning yp brukar kallas en partikulirlosning till (IH).

Bevis. Antag forst att y dr en 16sning till (IH). Sdtt z = y — yp. P& grund av lineariteten
galler da

L(z) =Ly —yp) =L(y) —L(yp) =g — 8 =0,
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vilket betyder att z dr en 16sning till (H), som vi kan dopa om till y. Darmed 4r implika-
tionen visad at ena hallet.

Antag sedan att y dr en funktion av formen yp + yp, ddr yy dr en 16sning till (H). Da far
vi

L(y) =L(yp+yu) =L(yp) +L(yy) =8+0=g,
vilket betyder att y dr en 16sning till (IH). Detta visar implikationen at andra hallet. Bevi-
set ar klart! .

For att finna alla l16sningar till (IH) rdcker det alltsd med att forst 16sa (H) fullstindigt
och sedan finna en 16sning till (IH). Det senare kan man ofta goéra genom s.k. intelligenta
gissningar. En god princip ar att tdnka efter: vilken sorts uttryck kan det vara, som nér det
sétts in i vansterledet ger det resultat som vi har i hogerledet? Man kan anvénda foljande
observation:

Funktioner av typerna
polynom, e och A cos at + Bsinat

samt summor och produkter av dessa typer, har derivator som ocksé dr summor och
produkter av samma sorts funktioner.

Man kan formulera detaljerade regler for hur man ska gissa yp, men det kan vara onodigt
att memorera sadana regler. Man klarar sig ofta med lite sunt fornuft och den inramade
iakttagelsen ovan. Om det forsta forsoket misslyckas, kan det 16na sig att gora ett nytt
forsok dar man multiplicerar det forsta med x. Vi ger nagra exempel (se dven Ex. 7 i
Adams, sid. 226).

Exempel 1. Bestdm en partikulrldsning till y” + 3y’ + 2y = #2.
Losning: Det borde kunna finnas en 16sning som ar ett andragradspolynom. Ansatt darfor
yp = at? 4+ bt + ¢, derivera och sitt in:

yp =2at+1b, yp = 2a,

=y} +3yp +2yp = 2a + 3(2at + b) + 2(at® + bt +c)
= 2at® + (6a + 2b)t + (2a + 3b + 2¢).
Identifikation av koefficienter ger ekvationssystemet
2a0=1, 6a+2b=0, 2a+6b+2c=0,
som har den entydiga losningen a = 1, b = —3, ¢ = 7. En partikulirlosning &r alltsa
=12 3;,47

yp = 5t st+ 7 O
Exempel 2. Samma problem for v + 3y’ + 2y = 2.
Losning: En vettig gissning ar att det borde finnas en 16sning av formen yp = ae*. Deri-
vering och insédttning visar att det gdr bra om a = 75 (genomfor det!). O
Exempel 3. Samma problem for y” + 3y’ + 2y = e "

Lasning: Om man forsoker med yp = ae™! blir man snopen - sitter man in denna ansats
i ekvationen blir vénsterledet lika med noll, och det gar inte att vélja a sa att det blir
lika med hogerledet. Orsaken till detta dr att funktionen e™! &r en av l6sningarna till
motsvarande homogena ekvation. I denna situation brukar det 16na sig att multiplicera
den misslyckade ansatsen med t och férsoka igen (kontrollera rakningarna):

yp=ate !, yp=a(l—te !, y}=a(t—2)",
et =a(t—2)e " +3a(1—t)e ' +2ate =ae ' (t—2+3(1—1t)+2t) =ae "
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Med a = 1 har vi funnit en 16sning! O

Som exempel 3 visar, dr det en god idé att borja med att bestimma losningarna till den ho-
mogena ekvationen, innan man ansitter en partikuldrlosning. En ansats som har samma
form som en 16sning till den homogena ekvationen fungerar inte!

Foreldsningsanteckningarna bor ge ytterligare exempel pd sadant hér.

Observera att det ndstan alltid gar att kontrollera 16sningen av en DE genom att man de-
riverar och sdtter in i ekvationen. Det dr darfor inte sarskilt ursaktligt att komma med en
felaktig 1osning!

Négra 6vningar pa inhomogena ekvationer:

1. Bestdm en partikuldrlsning till differentialekvationen y” +y = ¢(t), d& g(t) ges av
(@) t, (b) €%, (c) te*, (d) sint, (e) sin 2.

2. Bestam alla l6sningar till y” 4 4y’ + 5y = 10.

3. Bestdm alla 1sningar till y’ — 4y’ + 4y = 2t + 8.

4. Bestam alla 1sningar till y” — 4y = te' + sin 2t.

(SYAR: L@uyp=t®yp =21 (yp = (3t—5)e*. (d) yp = —itcost. (e) yp =
—3sin 2t.

2.y =2+e?(Cycost+ Cysint).
3.y = 3(t+5) 4+ % (Cy + Cot).
4y=—e'(3t+3) — §sin2t + Cre? + Cre ™)

Blandade problem 4

Sammanfattning och repetition av de sista kursavsnitten. Dessa problem kommer att be-
handlas vid en av de sista foreldsningarna.

X Vk+1—vVk—1
20. Undersdk om serien Z + .

k=1

ar konvergent eller divergent.
21. Bestdm de vdrden pd det reella talet a for vilka f6ljande serier konvergerar:

)°°a” b)°°1 a—4Y
DL Do)

n=1

22. Berdkna arean av det plana omrdde som innesluts av HELGE VON KOCHs snoflinge-
kurva!

23. Bestdm den 16sning till differentialekvationen
(x+1)(x+2)y —y=1 (x> -1),
som uppfyller y(0) = 2.
24. Bestim den allménna I6sningen differentialekvationen

]/” —6]//+9]/ — e3x _1_1‘
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25. En vattenreservoar med volymen 1000 m® har blivit férorenad av ett visst mne sa
att dettas koncentration &r 0,02 viktsprocent. Den dagliga férbrukningen ar 20 m?,
och detta ersdtts kontinuerligt med rent vatten. Det dr ocksa stdandigt i rorelse, sd
att man kan anta att koncentrationen dr konstant inom hela reservoaren vid samma
tidpunkt. Efter hur manga dagar har koncentrationen sjunkit till 107> viktsprocent?

26. For vilka viarden pd parametern a konvergerar serien

Till raknedvning nr 18

Till den hér gdngen finns inget fardigt program. Nu ér det tillfdlle att repetera och sam-
manfatta. Exempelvis kan man l6sa en gammal tenta.

Lycka till med din egen tentamen!

Stora deriveringskoret

Bestam derivatorna av foljande funktioner. (Kom ihag att det ofta 16nar sig att skriva om
uttrycket fore derivering!)

3 x
. 3 _ 2 e 2. 3(42 1 2
1. 2x° —5x +x x°(x ) 11—
3x —1
4. T3 5. Ux 6. \/\V/Vx
7. e¥(x* —2x+2) 8. xsinx 9. xlnx—x
1 .3
10. — 11. (ax+b)" 12. sin’x
Inx
1
13. sin3x 14. In(sinx) 15

(14 22)V1 + 22
1_
16. /x+ x 17. In a 18. lntan<g+%>

1+4+x
1 x .1 o
19. Earctan; 20. aresin 21. arcsin(sin x)
22. arcsiny/1 — 2 23. (V2)Vi+¥ 24, e¥Inx
25. «x* 26. xSn¥ 27. (a3 + x)aresinx
100
28. [[(x*+n) 29. x|
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Lilla integralkoret

Berdkna foljande integraler/primitiva funktioner (1-12; med * markeras extra knepiga
uppgifter):

4 o
1./ X% — 4| dx 2/ - “ 3./ _dx
0 1 x2+2x
3
4./(1n]x|)2dx 5. /tanx2+1 6./ ax
Cos 3x+1

© d b
7./ 3 zx 8./ (x —1)Inxdx 9*./ ax ,a<
0 xX>+x24+x+1 1 a /(x—a)(b—x)
10./cosxc052xdx 11*./cosxc052xcos3xdx 12./ V1—e e Vdy
0

Konvergerar eller divergerar foljande integraler (13-15)?

®©  xdx 00
13/ 14./ _xax 15,/ 17— arctanx) dx
Yo 0 TR , (270~ arctanz)

16. Berdkna gransvardet hm Z sm —

17. En kropp har som basyta en ellips med halva storaxeln a och halva lillaxeln b. Varje
snitt vinkelratt mot storaxeln skér ut en liksidig triangel, Bestim kroppens volym!
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Stora gransvardeskoret

Undersok om féljande gransviarden (1-29) existerar, och bestim dem om de gor det!

1 lim 4x3 4+ 2x +1
lim ——— —
x—00 2x3 — x2 42
28n
4. lim —
x—oo 11!
n__ ,—n
7. 1lim &—°
n—oo g - =1

1\H100
10. lim (1 + n)

n—oo

3
13. lim arctan m+3

n—oo
sin(x — 1)
x2—1
1

arcsin x — s

16. lim

x—1

19. i
x—l>Ilr}2 ex — \/E
22 fim 08 ¥ —1

x—0In(1+4x) — x

5. lim

22 +n+1

X 1
23. li -
xlg}<x—1 lnx>

2. lim Va(Vx+1-vx).

ny/n+ vn2 — vn3
n—oo 4 _ ,5/7,13 + 2;,13/2
el — M

8. lim —
H——co el 4 g—N

1 n
11. '1113.}0(1 + — 100)

2 arctan x

14. i
xlg(l) 3sin2x
3 .
17, lim XS (1/%)
x—0 x2 4 cos x°
sinx — x

20. Im ————
x—0 arctanx — x

24. lim

100

In 12
6. li
e 2+Inn

15. lim sin x sin 7x
x—06(cosx — 1)

X sin x

. er —e
18. lim ———
x—0 X —SInXx

21. lim 3 <tem1 — 1)

x—+oo X X
In(1— x) + x2

=0 (14 x)" —1— x2

(n>0)

lim /n?2+7

n—o00

. 1 1
lim %3 . —
x—0 X —Ssinx X — arctan x

30. Sitt a; = /2 och definiera a, rekursivt genom a, = /2 + a,_. Visa att foljden {a, }
ar konvergent och bestdm gransvéardet.

25. lim v2n +1 26.

n—oo

27. lim (V14 V24 -+ /n)'"
n—oo

28. lim /ne" +n 29.

n—oo

31. Visa att talfoljden {a,} dr konvergent och bestim grénsvérdet om

3a, —1
b)ﬂoz_%,an+1: an—i—l'
n

1 .
a) ap = 5 dn41 = ;



Stora seriekoOret

Konvergerar eller divergerar foljande serier (1-20)?

% it & (1om)
sin? %

71' COS

—_
W
*
e
N
=1 N
|
5
| =
T T
JEY SN
~
[‘18

16. <1 + ) 17*. In (1 + >
k=2 k k=1 \/E

> 1 d 2
19. 20. Y e~ (Ink)
k;?: (lnk)lnk k;
21. Ar serien Y a; konvergent, dar a; = 1 / ‘ d—x ?
‘ k gt Gk =32 |, Inx
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S
5 Vk—1(k+2)?

= (1)
6'k;ek—ek*1

00 k—1 k
9. ()
L%

o tan —

k

12.

kg:z Ink

15. k; k (e1/k = esn1/0))

(=
Z \[+( )k+1

1
22. ay dr roten till ekvationen e¥ = e!/" —|— . Understk om serien Z NG ar konvergent.

23. Visa att ekvationen x" + nx — 1 = 0 har exakt en positiv rot a,. Konvergerar }_a,?

b
k

00 k
24. For vilka a och b ar Z (a + -+ (1 + ;{) > konvergent?

k=1

= 1 1 1
25. Forvilkawar ) — —a(1+=+=4---
Or vi azxarn:1 nexp( a( —|—2 3—|—

26. For vilka a konvergerar

)Y (Vk—1)", By (VE-1)" 2
k=1 k=1

1
+ n)) konvergent?
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Losningar till extradvningar

Lektion 1. Los ekvationen |x 4+ 1| + |x — 1| = |x].
Losning: Har har vi brytpunkterna x = £1 och x = 0. Dessa delar in x-axeln i fyra

intervall, och vi tar ett i sander:

: For dessa x &r ekvationen ekvivalent med (x +1)+ (x —1) = x & 2x =
x <& x=0,vilket dr en falsk 16sning (ligger i fel intervall).

: Nu géller att [x — 1| = —(x — 1) = 1 — x, och ekvationen kan skrivas om till
(x+1)+ (1 —x) =x <= 2= x, vilket ocksd blir en falsk 16sning.

: For dessa x sdger ekvationen samma saksom (x +1)+ (1—x) = —x &

2=—x <& x= —2;falsk16sning.

: Nu dr ekvationen ekvivalentmed —(x +1) + (1 —x) = —x & —2x= —x,
dvsvi far Iosningen x = 0 som aterigen &r falsk.

Sammantaget har vi visat att den givna ekvationen saknar losningar.

Svar: Ekvationen saknar losningar.

Lektion 2. For alla dessa problem géller att man bor rita en enhetscirkel som stod. Vi
genomfor 16sningen fullstandigt for (d): Los ekvationen cos 2x = cos 3x.

Losning: Om tvd vinklar har samma cosinus sa
ligger motsvarande punkter pa enhetscirkeln pa
samma lodrita linje. |1 | Endera ligger de da pa “sam-
ma plats”:

2x =3x+n-2m,

dér n &r ett godtyckligt heltal. Har 16ser vi ut x =
—n - 27. Eftersom heltalet n dr godtyckligt kan man
lika gdrna skriva detta pa den snyggare formen
x = n-27m.|2| Eller ligger de i "motsatta positio-

s,

ner :

2x = —3x+mn-27,

déar n ater ar ett godtyckligt heltal; ur detta kan vilosa 5x = n -2, dvs. x = n - %71 Nar
vi ska sammanfatta 16sningarna till ett svar, kan vi notera att den forsta skaran l6sningar
faktiskt finns med som en delmédngd av den andra: fér n = 5m, ddr m &r heltal, blir
ndamligen

n‘gn:Sm‘%n:m-Zn.
Vi kan alltsa skriva:
Svar: Ekvationen (d) har lésningarna x = n - 27, ddr n genomldper alla heltal.
De ovriga 6vningarna i lektion 2 har féljande svar:
@x==xn/3+n-2m,n e Z.
(b)Delsx =n/3+n-2n,n € Z,delsx =2n/3+n-2m,n € Z.
(Qx=mn/44n-m,ne€Z.

(e)Delsx = /10+n- %n, neZdelsx=rmn/2+n-2m,n € Z. (Faktum ar att den andra
skaran ocksd hir rdkar vara en delmédngd av den forsta!)
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Lektion 7. (a) Antag forst att x > 0. Da kan vi rita (gor det!) en ratvinklig triangel med en
katet lika med 1 och den andra lika med x. Den vinkel som star emot denna katet dr da
lika med arctan x, och den andra icke rita vinkeln dr arctan(1/x). Men summan av dessa
vinklar &r ju en rdt, dvsvi har visat att

1 T
arctanx + arctan— = — omx > 0.
x

2
Om x < 0 sétter vi y = —x och anvénder att arctan dr en udda funktion:
1 1 1
arctan x + arctan T arctan(—y) + arctan —y = —arctany — arctan —

——(ar tany + ar tan1>——E
= C Y C ” =5

Svar: Uttrycket &r lika med (sgnx) - g .

(b) Forst berdknar vi den andra termen. Satt u = arctan 11—0. Dadrdetklartatt0 < u < /4
och tanu = 5. Det foljer att 0 < 2u < 7/2 och

2t Z 2
tan2u = anlzl =10 = E,
1—tan“u 1— 1% 99

sd att 2u = arctan % . Sedan forvandlar vi den forsta termen till en arctan genom att rita

en ritvinklig triangel. Det dr uppenbart att 0 < arcsin ;57 < 71/2, och vinkeln ligger i en
triangel med hypotenusan 101 och motstdende katet 99. Pythagoras’ sats ger den andra
kateten lika med /1012 — 992 = /10201 — 9801 = /400 = 20. Det uttryck vi ska berdkna
ar alltsa lika med arctan % + arctan %, och problem (a) visar att detta dr lika med 77/2.

Svar: Uttrycket &r lika med 7t/2.

(c) Detta kan redovisas pa manga sétt. Ett dr att notera att f(x) = arctanx dr strangt
vdxande, sa att den kan anta vérdet 71/4 higst en gang; vidare har f virdemédngden | —
7t/2, 1t/2][, vilket betyder att den antar virdet 7r/4 minst en gang. Alltsd har ekvationen
precis en 16sning (ndmligen x = 1).

Svar: Ekvationen har en 16sning.
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Svar till Stora deriveringskoret

3 1+ x?
2 2(,2 2
5—12x 1 1
4. T 5. m 6- W
7. x%e* 8. x cos x + sin x 9.Inx
1
10. ~na)? 11. na(ax +b)"*~1 12. 3sin® x cos x
13. 3 cos 3x 14. cot x 15— %
: : (1t x2)52
16, 2VEHL 17 18,
4\/x% + x/x x=—1 oS X
1 -1 T
19. —— 20. —— 21. — z
9 o 0 Vi1 sgn(cosx)(x;é2—|—n7'(,n€ )
e’ xIn2 A2
22— 23, ————(V2)VI** 24. x*(Inx +1
V1— e 2\/1—|—x2( ) ( )
25. x*(Inx + 1) 26. xSinx <s1;1x + cosx1In x)
. 1 3x2+1
27. (x3 4 x)aresinx <m In(x® + x) + % arcsin x>
00 100 5y
ZS.H(x +n)2x2+n 29.sgnx, x #0
n=1 n=1
Svar till Lilla integralkoret
2
1. 16. 2.x+2In|x—1| — —— +C.
x—1
3.3In3. 4. x(In |x])? — 2xIn |x| 4+ 2x + C.

5.l tan?x + tanx + C. 6. Divergent.

7.7/4. 8.31In3.

9. 7. 10. 3 sinx + £ sin3x + C.
11. 57 sin6x + ¢ sin4x + g sin2x 4 x + C. 12. /4.

13. Konv. 14. Konv.

15. Div. 16.2(cos 5 — cos 3).

17. 43 ab?.

3



Svar till Stora gransvardeskoret

1.2. 2. 3. 3.0.
6. 2. 7.1. 8. —1.
11.e. 12. \/e. 13. 7t/2.
16. 3. 17.0. 18. 1.
21. 3. 22.1. 23. 3.
26. 1. 27.1. 28. e.
3l.a)2. b)1
Svar till Stora seriekoret
1. Konv. 2. Konvw. 3. Div.
5. Konv. 6. Konv. (med summa 62__6 1)
8. Konv. (med summa = 999) 9. Div.
11. Konv. 12. Diwv. 13. Konv.
15. Konv.&16. KonV7. Div. 18. Div
19. Konv. 20. Konv. 21. Diw.
23. Div. 24. Div., resp. konv.
26. « > 3 (integraluppskatta Y 7).
28. Konv. 29. Gransvéardet = 1.

31. Om a, > 0:ja; annars: ej sdkert. 32. Motex. for e = 0 t.ex. a, =

4.0 5.5
9.3. 10.e
14. 1. 15. —
19.2/+/3e. 20. 1.
24. —1/n. 25.1.
29.3. 30. 2.
4. Div.

7. Div.

10. Diw.

14. Konv.

22. Konv.

25.a=—e,b=c¢e/2.
27.a)a >1,b)a > %
30.K = 3.

1
n(lnn)?’

WIN
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