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Till rakne6vning nr 1

For att trdna upp formdgan att 16sa »tillimpade« problem kommer ni till en del rdknedv-
ningar att uppmanas att fundera pa ett sddant. Det behover inte direkt ha att géra med
den del av kursen som vi hdller pa med just dar.

Till denna gang ger vi det hir problemet. Forsok atminstone att formulera det som ett ma-
tematiskt problem. Under rdknedvningen kan ni diskutera det med ldraren. Losningen
kraver ingen matematik som ni inte har hort talas om i gymnasieskolan.

Problem. Genom punkten (4,0) dras en rit linje, som tillsammans med x-axeln och
linjen 4x — y + 8 = 0 bildar en triangel med arean 12. Bestim ekvationen for denna
réta linje.

Haér har ni en ganska allmént formulerad lathund f6r sddana hér situationer.

LOSNING AV TILLAMPADE PROBLEM

1. Las igenom problemet noga, gédrna flera ganger, for att fa en klar bild av vad
man kédnner till och vad som &r sokt.

2. Rita en figur (om det 6verhuvudtaget dr mojligt).

3. Infor beteckningar for alla relevanta storheter. En del av storheterna ar variabla,
andra kan vara konstanta. Mdnga gdnger dr det biittre att beteckna iven de konstan-
ta med bokstiiver, eftersom losningen dd blir littare att forstd, dn om man sitter in
siffervirden pd ett alltfor tidigt stadium.

4. Skriv upp de samband som rdder mellan inférda storheter. Detta innebdr att
man gor en matematisk modell, som beskriver situationen.

5. Tank nu efter vilken sorts matematik som kan anvdndas for att 16sa problemet.
Ar det ett extremvardesproblem? Eller vad? Formulera det givna problemet som
ett matematiskt problem.

6. Los det matematiska problemet.

7. Tolka den erhdllna 16sningen, dvs'atervand till problemets ursprungliga formu-
lering och formulera ett svar.

8. Tank efter om svaret dr rimligt: stimmer det med vad sunda fornuftet och er-
farenheten sdger?




Kapitel 1 handlar om det matematiska begrepp som karakteriserar den matematiska ana-
lysen, namligen grinsvirde. Olika typer av gransvdrden anvands for att definiera saker
som kontinuitet, derivata, integral m.m.

Las igenom avsnitt 1.1. Ni har nog sett saker som liknar Ex. 1-3 i gymnasiebdckerna.
Resonemanget om cirkelns area hiarstammar frdn Archimedes (200-talet f.v.t.).

I avsnitt 1.2 definieras den forsta typen av gransvarde. Tank noga efter vad som star i
den inramade definitionen pd sidan 63. I den svenska 6verséttningen forekommer de tva
uttrycken »godtyckligt ndra« och »tillrackligt ndra«. Tank igenom vilken roll dessa fraser
spelar i sjdlva definitionen!

En del av exemplen och dvningarna pa avsnitt 1.2 kan tyckas ganska triviala och in-
nehéllslosa. Det beror pa att Adams inte arbetar med sérskilt ménga typer av funktioner
dn sa lange. Det kommer mer spannande exempel pa gransvdrden senare.

Las i alla fall igenom avsnittet, och notera sarskilt vad som hidnder i Ex. 2 och 4-11.
Réknereglerna i Theorem 2—4 accepterar vi tills vidare utan bevis.

Ovningarna pa sid. 6870 ér véldigt manga, men manga av dem é&r inte s& svara. Rédkna
en ordentlig dos av dem! Exempelvis foljande: 7, 11, 13, 21, 23, 25, 27, 31-33, 57-60, 75,
78. Ledning till 32: sitt x = 2.

I avsnitt 1.3 handlar det forst om gréansvarden da en variabel gér mot odndligheten. Ob-
servera att »odndligheten« inte dr ndgot matematiskt objekt. Néar ordet anvands, dr det
for att markera att det inte finns ndgon begransning (at hoger, eller at vénster, eller vad
det nu handlar om i sammanhanget). Definition 3 pa sid. 71 innehaller ocksa orden »god-
tyckligt« och »tillrdackligt«. Tank aterigen efter vilka roller de spelar i definitionen!

Las igenom Ex. 1-5 (liknande exempel bor ocksa ha givits pa foreldsningen). I anslut-
ning till Ex. 2: om man ska berdkna ett gransvdrde da x — —oo, dr det ofta en god
idé att sdtta x = —t och istillet lata t — +oo. (Det 4r mestadels mindre riskabelt att
rdakna med positiva tal 4n med negativa!) I Ex. 3 visas en mycket anvandbar metod for att
berdkna gransvirde av en kvot: man bryter ut den dominerande termens »storleksordning«
ur tdljare och ndmnare, och forkortar sedan:

2 x2(2—1+3) 2143
2x—x+3 x | x2) x x2%2—0+0_2

3x2+5 5 5 3+0 3
x(3+;> 3+
Pa liknande sitt kan man gora i Ex. 4:
2 2
ez H(03) 1 5y 050 sy
2031 5y 1 2, 1 2-0 2
i) T

Notera ocksa i Ex. 5 hur man ibland kan hantera ett gransvérde av formen »co — co«. Man
maste skriva om det pa ndgot sitt for att fa grepp om det. Los 6vningarna 3, 5, 6,7, 9, 10
pa sidan 75.

Andra halvan av avsnitt 1.3 handlar om »odndliga gransvéarden« eller (som vi brukar
sdga i Sverige) oegentlign gransvarden. Ex. 6-10 sid. 73-74 visar pa ett antal olika fall av
detta. Begreppet asymptot aterkommer ocksa senare i kursen i andra situationer.
Ovningar pa sid. 75-76: 15, 23, 30, 31. Titta ocksé pa 6vning 47-52.

Till rakne6vning nr 2



Annu ett problem om réta linjer.

Problem. En rektangel AOBC med variabla sidor men fixerad omkrets (= 2a) har
sidorna OA och OB utefter de positiva koordinataxlarna. Fran hérnet C dras en nor-
mallinje till diagonalen AB. Visa att denna passerar genom punkten (a,4a).

Léas igenom avsnitt 1.4. Har finns ménga viktiga och anvandbara idéer. Definitionerna pa
sid. 77-78 dr variationer pa ett och samma tema. Ex. 1-6 illustrerar definitionerna, och
det d&r meningen att de skall kdnnas naturliga. Lite mer djupsinnigt dr Ex. 7.

Sats 8 (»max-min-satsen«) dr mycket viktig. Den kommer att anvédndas flitigt ndr vi kom-
mer till problemlosning i kapitel 3 och senare. Lds och begrunda Ex. 9. (Avsnittet om
grafisk bestimning av max och min kan ni hoppa 6ver.) Sats 9 (»satsen om mellanlig-
gande vdrden«) kan tyckas sjdlvklar, men den dr mycket anvandbar. Ex. 10 dr inte sa
overraskande, men Ex. 11 och 12 dr vdrdefulla. Likasa den avslutande anméarkningen pa
sidan 87. Gor foljande 6vningar pa sid. 85-86: 1-3, 5, 7, 13, 17, 19, 29, 30.

Avsnitt 1.5 innehdller mer precisa formuleringar av gransvérdesdefinitionerna. Dessa dr
nodviandiga om man skall gora logiskt hédllbara bevis for satser om gransvérden, t.ex.
raknereglerna i avsnitt 1.2. Avsnittet far betraktas som 6verkurs, men den som ér lite mer
teoretiskt intresserad kan girna titta nirmare pa det.

Det fall som &r lattast att forsta 4r nog det som behandlas i definition 11: gransvérde da
variabeln gar mot odndligheten. Las Ex. 6!

Observera den logiska strukturen i gransviardesdefinitionen. Nér jag sager att

lim f(x) =1L,

X—00
sa gor jag foljande utfiistelse:

Jag lovar hirmed, att om ndgon kommer och presenterar ett positivt tal e for mig, sd
kan jag alltid svara med ett tal R som har egenskapen: for alla x, som dr storre dn
R, dr avstandet mellan f(x) och L mindre dn e. (Och det spelar ingen roll hur
litet € dr, bara det &r positivt!)

For att kunna anvédnda definitionen maste man ha gissat sig till vad talet L ska ha for
varde, dvsmhan maste gissa vad gransvirdet dr innan man kan verifiera det.

I foljande exempel har vi ett gransvarde dd x ska g mot bade +oco och —co.
N . 2x% + 3x
Exempel. Undersok xlirilwf(x), da f(x) = il
Losning: Om man provar med stora vdrden pd x ser man att vardena verkar ligga néra
2. Vi uppskattar avstandet mellan uttrycket och talet 2:

2 +3x —2(x* +1)|  [3x -2 C 3 +2

241 X24+1 7 x2+1

2x2 43
m_z‘:

F -2 = | T

(*)
9 3fx|+x] _dixl _ 4
- X241 «x? |x|

Olikheten (x) géller sa snart |x| > 2. Det sista uttrycket &r litt att ta hand om. Om ¢ &r ett
positivt tal, vilket som helst, sa géller att

4 4
—<e & |x|>g.

|x]



Om vi sétter Ry = 4/¢ och R = max(2, Ry) (for att ta hand om olikheten (%)), sd har vi
s snart |x| > R, sa giller att |f(x) — 2| < e.
Detta betyder att har verifierat att det aktuella gransvardet existerar och &r lika med 2. O

Den som dr intresserad av hur det hér fungerar kan forsoka att gora samma sak med t.ex.
ovning 29 pa sid. 91.

Till raknedvning nr 3

Nu ska ni borja studera kapitel 2. Avsnitt 2.1 &dr en forberedelse for definitionen av deri-
vata. Det handlar om hur en tangent till en kurva borde se ut. Ndgra engelska ord: cusp
brukar kallas spets pa svenska; slope 6versitts med lutning. Det engelska ordet tangent
kan dessutom vara adjektiv: »the straight line tangent to the given curve« kan 6versittas
»den rdta linjen som tangerar den givna kurvan«. Lds igenom avsnittet och 6va pa pro-
blem 3, 7,15, 21, 23 pa sid. 98. Av dessa dr 15 lite knepigare.

I avsnitt 2.2 kommer derivatan pa allvar. De flesta exemplen handlar om funktioner som
ni bor kdnna till. Man kan redan hér notera approximationsegenskapen:

Att f &r deriverbar for x = x¢ dr ekvivalent med foljande: Det existerar ett tal A och
en funktion ¢(h) sa att man har

f(xo+h) = f(x0) + Ah+ho(h) och 0=0(0)= ;lzif(l)g(h)'

Talet A visar sig vara derivatan f’(xp). Termen ho(h) &r »felet« d& man approximerar
f(xo + 1) genom att ga langs tangentlinjen i stéllet for att gd langs grafen av f. Podngen
med detta »fel« &r att det gar mot noll dd & — 0 snabbare &n & sjdlvt. Detta uttrycker
i formelform den geometriska inneb6rden av att en kurva har en tangent: linjen genom
punkten (xg, f(x9)) med lutningen A &r en »béttre« approximation till kurvan &n alla
andra linjer.

Stycket »Derivatives have the Intermediate-Value Property « kan ni hoppa 6ver. Gor
ndgra ovningar pa sid. 105-106: 1-6, 43.

I avsnitt 2.3 har vi deriveringsreglerna f6r summa, produkt, kvot osv. Framfor allt torde
regeln for kvot vara ny fér manga av er. Lds igenom hela avsnittet och 6va pa (atminst-
one) ovningarna 11, 13, 17, 25 pa sid. 113. Tank pa att man kanske kan skriva om ut-
trycket innan man deriverar, for att forenkla rdkningarna! (Mdnga av 6vningarna har
blir dessutom enklare ndr man har tillgdng till den allménna kedjeregeln, som kommer i
nésta avsnitt.)

Observera att det ofta kan vara idé att skriva om en kvot till en produkt, som i f6ljande
exempel:
Exempel. Bestdm derivatan av f(x) = ﬁ

pel. TSk

Lésning: Skriv f(x) = (x2 —2)(x + 1) 7%, sa ger regeln fér derivering av en produkt att

f1x) = 2x(x+ 1)+ (2 =2) () (x +1) 77 = (x+ 1) (2x(x + 1) + (62— 2)(—4))

2x% +2x — 4x* +8 84 2x — 2x?
(x+1)° o (x+1)




Jamfoér med hur invecklat det blir om man férsoker med regeln for en kvot istédllet! O

Avsnitt 2.4 om kedjeregeln ger grunden till derivering av alla mer komplicerade funktio-
ner. Sa snart en funktion 4r sammansatt av sddana »delmoment« som man kan derivera,
sd kan man ocksa derivera den sammansatta funktionen. Till en borjan kan det underlétta
att infora hjalpbokstaver, som i Ex. 1-2, men snart ldr man sig att klara sig utan dem. Lés
avsnittet noga, studera exemplen. En sammansatt funktion kan vara ssmmansatt i manga
steg efter varandra!

Pa sid. 118 rdknar ni 6vningarna 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 18, 22, 23, 25. Uttryck som innehaller
belopp blir vanligen enklare att derivera om man forst skriver om dem i olika definitions-
intervall.

Till raknedvning nr 4

Problem. I en triangel ABC &r sidan AB 4 cm, sidan AC 5 cm och sidan BC 6 cm.
Visa (utan tabell eller rdknare) att vinkeln A &r exakt dubbelt s stor som vinkeln C.

Avsnitt 2.5: Derivatorna av sin och cos har ni nog sett tidigare. Nu tillkommer tan och
cot (medan sec och csc kan hoppas 6ver). Observera att derivatorna av tan och cot kan
skrivas pa flera sitt:

d
:1+tan2x, ——cotx = ——— = —1—cot?x.

—tanx = 3
dx sin” x

dx cos? x
Skumma igenom texten i avsnitt 2.5 och gor 6vningarna 2, 3, 5,7, 9, 13, 17, 21, 27, 29, 31,
45, 49 pa sid. 123 £. (Obs.: pd grund av att det finns en massa trigonometriska formler
hinder det ibland att man far ett svar som inte stimmer med facit, trots att det dr ratt!
Man kan fa olika utseende pa svaret, om man rdaknar pa olika sitt. Tank darfor efter om
det inte gdr att transformera ditt svar genom att anvidnda »trigonometriska ettan, eller
nagon formel for dubbla vinkeln, eller...)

I avsnitt 2.6 presenteras medelvéardessatsen. Det dr den sats som gor derivatan anvand-
bar: den ligger bakom alla de vilkdnda sambanden mellan derivatans tecken och funk-
tionens viaxande osv.

T avsnitt 2.6 ska ni ldsa allt utom Ex. 2-3 och sats 16. Man kan formulera sats 11 s§ att den
géller &ven om b < a:

Sats 11. Lat a och b vara (olika) tva reella tal. Antag att f dr deriverbar 6verallt mellan a

och b och kontinuerlig pa det slutna intervallet med d&ndpunkter a och b. D4 finns ett c,
som ligger mellan a och b, sa att

fb) = f(a) = (b—a)f'(c).

Beviset blir detsamma som i boken: om b < a later man bara a och b byta roller i resone-
manget.

Satsen kan anvéndas till undersdkning av gransvéarden:

V1 -1
Exempel. Berdkna lim %

x—0

Losning: Sitt f(x) = /1 + x. Tdljaren i uttrycket kan da skrivas som f(x) — f(0). Vidare
ar f'(x) = 1(1+x) /2. Anvénd medelvérdessatsen med a = 0 och b = x, sa blir

1

f(x) = £(0) = (x = 0)f'(c) R



dédr ¢ = ¢(x) ligger mellan 0 och x. Detta ger

Vitx—1_ 1 1,

=sdax — 0.

= — =3
x 2V1+c  2V1

I sjdlva gransovergdngen anvander vi att kvadratsrotsfunktionen &r kontinuerlig. O

Terminologin i definition 5 sid. 127 &r inte helt lyckad. Vi bor halla oss till det normala
uttrycksséttet, som ser ut sa har:

Antag att f dr definierad pa ett intervall I, och att x; och x, &r tva punkteri I.
(@) Om f(x2) > f(x1) sd snart x, > x7, sdger vi att f dr stringt vixande pa I.
(b) Om f(x2) < f(x1) sé snart xp > x1, sdger vi att f &r strdngt avtagande pd I.
(c) Om f(x2) > f(x1) sd snart xp > xq, sdger vi att f dr vixande pa I.

(d) Om f(x2) < f(x1) sa snart x > x1, sdger vi att f dr avtagande pa I.

Observera att dessa definitioner inte har ett skvatt att gora med derivatan av f. De handlar bara
om att jimfora funktionsvirden i olika punkter!!! Sats 12 handlar sedan om hur derivatan
(ndr den existerar) kan anvéandas for att underscka om f dr viaxande eller avtagande osv.

I sats 12 kan man skérpa resultatet nadgot: om f’(x) = 0 i dndligt manga punkter och
f(x) > 0 for 6vrigt, sd ar f fortfarande strangt vixande. Ett exempel pa detta dr f(x) =
x3. Motsvarande giller for stringt avtagande. Sats 13 &r ocksd viktig.

Idéerna i detta avsnitt kan ofta anviandas nir man vill bevisa olikheter. Adams Ex. 2-3 kan
ersittas med foljande:

Pastiende: sinx < x for alla x > 0.

Bevis: Sitt f(x) = en differens mellan leden i pastdendet, t.ex. f(x) = x — sin x. D4 géller
juatt f'(x) = 1 — cosx, vilket & > 0 for alla x, med likhet bara for de enstaka védrdena
x = n -2, ddr n ar heltal. Det betyder att f ar strangt viaxande pa hela R. Speciellt giller
for x > 0 att f(x) > f(0), dvs. x — sinx > 0, vilket 4r detsamma som att sin x < x, vilket
skulle bevisas. O
X

5

Bevis: Sitt f(x) = differensen mellan vénsterled och hogerled i pastdendet, dvs. f(x) =
V14 x—1—1x. Dadr f(0) = 0. Vidare géller

) 1 1 1-Vitx
flx EEVET

Pastaende: For x > 0 géller att /1 +x <1+

T o/irx 2

For x > 0 dr ju /1 + x sédkert ett tal som &r storre dn 1, och av detta f6ljer att f'(x) < 0
for x > 0. Men det betyder att f ar strangt avtagande i intervallet x > 0, sd att for x > 0
géller sikert f(x) < f(0) = 0. Men att f(x) < 0 &r ju ekvivalent med det som skulle
bevisas, och pastdendet ar alltsa sant. O

Enklaste beviset av den sista olikheten fds kanske genom att man jamfor kvadraterna pa
olikhetens bada led. Visa sjdlv att olikheten ocksa géller for —1 < x < 0.

Rékna dvningar pa sid. 131: nummer 2, 5, 6, 9, 11.



Blandade problem 1

Nu sammanfattar och repeterar vi det som kursen hittills handlat om. Forsok 16sa folj-
ande problem, som &dr av samma svarighetsgrad som tentamensproblem.

1.

a) Los ekvationen 2 sin x = tan 2x.
b) Los ekvationen In(e* + e¥*1) = 1.

Lat funktionen f : R — R vara definierad av

f(x) = {\/x2—4—\x—1| da |x| > 2,

ax+b da |x| <2.
Bestdm konstanterna a och b sa att f blir kontinuerlig.
Visa att funktionen f : R — R, ddr
f(x) =x%x|, —o0<x< oo,
dar tva ganger deriverbar men inte tre ganger deriverbar i origo.

Undersok kontinuitet och deriverbarhet i origo av de funktioner f och ¢ som defini-
eras av att f(0) = g(0) = 0 och

flx) = xsin% resp. g(x) = x* sin%

for x # 0. Undersok ocksa om ev. derivator ar kontinuerliga.

Bestam gransvérdena

x1/3 — 4 X
im >, (b l .
@ lm g © Mo

*Lat f vara en reellviard funktion definierad pa ett intervall I, och antag att det finns
en konstant K > 0 sadan att |f(x1) — f(x2)| < K|x; — x2/* for alla x1,x, € I. Vad
kan man da sdga om f? Bevisa ditt pastdende!

Till raknedvning nr 5

Problem. Bestim ekvationen for den rdta linje genom origo, som tangerar kurvan
— 43
y=x"+2.

Avsnitt 2.7 innehaller enkla tillimpningar av derivator. Den forsta, » Approximating
small changes«, dr en direkt tillimpning av »approximationsegenskapen« (inramad ovan
i samband med avsnitt 2.2). Resten kan ni dock hoppa 6ver just nu, det dterkommer i
kapitel 4 och i senare kurser i utbildningen. Gor 6vning 7 och 8 pa sidan 136.

Hogre derivator i 2.8 dr knappast ndgot svart. Rikna 6vningarna 5, 9, 15, 19 pa sidan
140. (For nummer 9: Kom ihdg att derivatan av tan x kan skrivas pa flera sitt! Valj ett
som ger enkla rdkningar!)

Las avsnitt 2.9 om implicit derivering. Ex. 1-5 visar olika aspekter av saken. Ex. 6 och
»The general power rule« dr mindre viktiga. Los dvningarna 3, 5, 9, 11 pa sidi45. Har



kan man fd svar som inte stimmer med facit, om man réknar pa ett annat satt an det som
Adams har tiankt sig. Hur kan det komma sig?

Avsnitt 2.10 hoppar vi 6ver nu. Avsnitt 2.11 kan ni ldsa igenom, om ni vill, men det hand-
lar om saker som kommer att tas upp i den forsta mekanikkursen.

Nu &r det dags att gé in i kapitel 3. Enligt rubriken handlar det om transcendenta funktio-
ner. Detta dr sddana funktioner som inte dr bildade genom sammansattning av dndligt
manga operationer av typerna addition/subtraktion, multiplikation, division och poten-
ser (med rationella exponenter). Nagra sddana funktioner har vi redan sett till: de trigo-
nometriska. Men det finns manga fler!

3.1: Det viktigaste hdr dr definition 2 och formeln for derivatan av invers funktion. I
princip bestimmer man den inversa funktionen till y = f(x) genom att 16sa ut x ur
denna ekvation (och sedan evbyta bokstdver). (Men i realiteten dr det ldngtifrdn alltid
som man verkligen kan 16sa ekvationen.) Limpliga 6vningar ar 9, 11 och 34, sid. 167.

3.2: Det som stdr i detta kapitel har ni kanske nosat pd tidigare, men det behover nog
tas ordentligt i alla fall. Man finna flera 6vningar pa de hér sakerna i »startboken«. Vad
gdller logaritmer, som brukar vara det som upplevs som svdrast, ska ni komma ihdg att
(ndstan) allting finns gomt i den hédr formeln:

log,.x=u <+ «x=4a"

som ocksd kan skrivas
x = al%8:~,

Med hjélp av denna kan man till exempel bevisa logaritmlagen (vi) sa har:

. . log x
A ena sidan dr x = al°8* = (blogb“) 8 _ plog,alog, x

och & andra sidan dr x = plogyx
Jamfor exponenterna i de bada hogerleden, sa foljer
log, alog, x = log, x,

vilket dr lagen (iv).

Ni bor arbeta er igenom alla 6vningarna 1-18 och 29-30 pa sid. 171 Det &r ofta lampligt
att kalla det sokta talet for nagot, t.ex. x. Som ett exempel visar vi hér ett sitt att 16sa
nummer 6. Sitt x = log, (3 ). D& 4r 4* = }. Bade 4 och 8 &r ju potenser av 2, s det borde
vara klokt att skriva om dem sé:

F=1l & @)=1/2% o 22=23 & 2u%=-3 & x=-

N

3.3: Har definieras den naturliga logaritmen och exponentialfunktionen pa allvar. Las
igenom sid. 171-176, med ambitionen att forsta de stora dragen i hur man steg for steg
konstruerar allt det som i de tidigare studierna varit ganska odefinierat. Naturligtvis ska
ni inte ldgga alla smddetaljer pd minnet. I Ex. 8-10 introduceras en anvandbar metod: lo-
garitmisk derivering, som kan underldtta hanteringen av uttryck med komplicerade fak-
torer och komplicerade potensuttryck. Aven pé detta avsnitt bor ni géra manga évningar:
In och e* hor till matematikens viktigaste funktioner. Sid. 179: nummer 1-16, 19-28, 31,
35,41, 49, 57, 59. (Nummer 6 l6ser man t.exsa hér:

eZlncosx + <lnesinx)2 — elncoszx + (sinx)z — C052x +sin2x — 1)




Till raknedvning nr 6

3.4: Har finns sats 5, fyra viktiga »standardgransvarden«. I ssmmanhanget kan det vara
idé att gora en mer allmén jamforelse av hur fort olika funktioner vixer dd x — oo. Vi
definierar symbolen < genom att sdga

fx) < g(x) = lim ——

Det kan utldsas » f(x) dr svagare dn g(x) «. I sa fall kan man stilla upp t.ex. foljande kedja:

2
1000 o <o <X <x¥ <Y <

s <Inlnx <Inx < x® <x < x
Har star 6 som representant for ett godtyckligt tal mellan 0 och 1. Denna lista kan fort-
sdttas godtyckligt ldngt at bdde hoger och vénster, och mellan tva funktioner i listan kan
man alltid interpolera ett godtyckligt antal nya funktioner.

Med hjélp av denna lista kan man berdkna gréansvéarden, bl.a. som i foljande exempel:

o et —1
Exempel. Bestdm }ggo 2T L

Losning: Nar x ar stort dominerar exponentialtermerna i bade téljare och ndamnare. D
bryter vi ut e och férkortar (jamfor raknedvning 3, sid. 5 i detta hifte):

SRRV
e2x er_)l—f—O—O 1

202 + x3%B 35 - 35 240

( ) 2t O
Det som star om exponentiell tillvaxt och avtagande bor dels vara inte helt obekant fran
tidigare, och dessutom kommer vi att ta detta senare i samband med en systematisk
behandling av differentialekvationer. Men den som é&r intresserad av tillimpningar kan
redan nu ta en titt pd exemplen: biologi i Ex. 1, fysik i Ex. 2-3 och ekonomi i avsnittet om
Interest (= rdnta).

I sats 6 sid. 184 kommer dnnu ett viktigt standardgrdnsvarde, som faktiskt &r ett alter-
nativt sdtt att definiera exponentialfunktionen. Det ska ni ldra er. Logistisk tillvaxt dr
intressant for biologer.

Ovningar pa sid. 187: 1-8 (samt, om ni har tid, de av 9-20 som ni tycker verkar intres-
santa).

3.5: Hér har vi en hop alldeles nya funktioner, som det géller att bli god vdan med. Vi
undviker skrivséttet sin~! och skriver arcsin (osv.) i stillet. Det ricker att man behérskar
arcsin, arccos och arctan (mgjligen dven arccot); arcsec och arccsc kan ni hoppa éver all-
deles. Jag foreslar foljande formuleringar av definitionerna:

y = arcsinx <=  siny = x och —%ﬂﬁyﬁ%ﬂ,
y =arccosx <= cosy=xoch0<y<m,
y=arctanx <= tany=xoch —in <y < im

Funktionen arccos anvdnder man i geometrin ndr man berdknar vinkeln mellan tva vek-
torer. Alla funktionerna dyker upp nar vi kommer till integraler, darfor att de har sé enkla
derivator. I praktiskt arbete med dem har man stor nytta av att rita ratvinkliga trianglar,
exempelvis ndr man ska forvandla en av dem till ndgon annan. Vi kompletterar bokens
exempel med ett par till:
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. . X ..
Exempel. Bevisa att arctan x = arcsin —— for alla x.

Va2 +1

Losning: Antag forst att x > 0. Rita en figur som

innehaller vinkeln u = arctanx. Det blir en rat-

vinklig triangel med kateterna x och 1, som i fi-

guren till hoger. Pythagoras’ sats ger hypotenusan

lika med vx2 4+ 1. Man ser att sinu = x/vVx2+1,

och eftersom uppenbarligen 0 < u < 71/2 madste

dd u = arcsin(x/v/x2 +1). Darmed é&r vi klara x
med fallet x > 0. Om x = 0 ar bada sidor av
pastdendet lika med 0, sa saken dr klar da ocksa. 1
Om x > 0, sdtt y = —x och anvand att bade arcsin

och arctan dr udda funktioner. (Genomfétr detta!)

O
Exempel. Berdkna arctan 2 + arctan 3.

Losning: Sitt u = arctan2, v = arctan 3 och w = u + v. Da géller (varfor?)
%71'<M<%7T och {tanuzz
Im<v<in tanv = 3

Det foljer att 377 < w < 7. Vidare ger additionsformeln for tangens (Adams sid. 50,
langst ner):

tanu +tanv  2+3 5

tanw = tan(u +v) = = =—=-1

(+2) l1—-tanutanv 1-2-3 -5

Det sokta talet ar alltsd det tal w i intervallet ]%7‘[, | for vilket tanw = —1. Den sista
ekvationen har losningarna w = —17 +n - 7, dér n ar ett godtyckligt heltal. Den enda
16sningen i det rétta intervallet far man f6r n = 1. Detta ger:

Svar: arctan 2 + arctan3 = %n. O

(")vningar pa sid. 187-188: 1-12, 22, 25, 31. (Rita figur l6nar sig néstan alltid!) Fundera
dessutom pa foljande problem (I6sningar i slutet av héftet):

1
o(a) Bestam arctan x 4 arctan p for alla x # 0.

o(b) Berdkna arcsin % + 2arctan %.
¢(c) Hur manga 16sningar har ekvationen arctan x = 71/47?

3.6: De hyperboliska funktionerna &r »varianter« av exponentialfunktionen, som &r ele-
ganta att anvdnda i vissa situationer. Ni ska kunna deras definition, men behover inte
fordjupa er i saken. De inversa hyperboliska funktionerna kan ni helt hoppa 6ver. For
skojs skull kan ni gora 6vning 2 sid. 200. Det finns ett samband mellan dessa funktioner
och de trigonometriska; men for att klargdra det behdver man komplexa tal.

3.7 hoppar ni 6ver nu. Det aterkommer vi till i slutet av kursen.

Nar ni kommit sd hér langt, har ni stott pa praktiskt taget alla deriveringsregler som
ingdr i kursen. I slutet av detta héfte, pd sidan 28, finns ett antal blandade 6vningar pa
derivering, »Stora deriveringskoret«. Det &r nyttigt att da och dé& bladdra fram den sidan
och ta ndgra av problemen dér, for att hdlla deriveringsfardigheten i gang.

Till raknedvning nr 7



11

Kapitel 4 tar upp en del tillimpningar av derivator. Avsnitt 4.1 innehéller nagra bra ex-
empel. Ndar man ska l6sa problem som handlar om hastigheter av olika slag rdacker det
inte att bara studera en »6gonblicksbild« av situationen. Man maste »lata tiden ga« for
att kunna dra nagra slutsatser. Studera Ex. 1-2 och 4. Ovningar pa sid. 214: 1, 3, 11.

Extremviardesproblem, avsnitt 4.2 och 4.3, dr de viktigaste avsnitten i kapitlet. Las 4.2
t.o.m. Ex. 4 sid244; terstoden av avsnittet ar inte fullt s& viktig. Observera »tabellen« i
Ex. 3 och 4, ddr man redovisar derivatans tecken och drar slutsatser om hur f véxer och
avtar. (Den 6versta raden med EP, CP osv. dr ganska onddig. Man kan anvidnda tecknet :
for att markera om f’ inte existerar, dvspunkten &r singulér.)

(")thingar pa sid. 222: 1-3, 7, 13, 15, 19, 22, 29. Observera att om funktionen &r enkel, kan
man ofta klara sig utan derivering. Forsok t.ex. 16sa nummer 15 pé detta sétt!

Avsnitt 4.3: Konkavitet och inflexionspunkter hor till allmédnbildningen, men &r inte lika
viktigt som max och min. Ofta blir andraderivatan sa komplicerad, att undersokning av
konkavitet kan vara svér att genomféra. Men studera gdrna Ex. 1-2. Ovningar pa sid.
227:9,15.

I avsnitt 4.4 handlar det om hur man ritar lite krdngligare kurvor.

For att finna sneda (inklusive vagréta) asymptoter kan man ibland klara av att skriva
kurvans ekvation pa formen

y=ax+b+E(x), dirE(x)— 0dadx — oo (eller — c0).

Detta ser man i Ex. 3-5. En mer allmén metod bestér i att man forst berdknar a = limy/ x.
Om detta existerar (dndligt), kan det finnas en asymptot med lutningen a. For att se om
det verkligen dr sd berdknar man ocksa b = lim(y — ax). Om detta existerar (dndligt), har
man verkligen asymptoten y = ax + b. Se foljande exempel!

Exempel. Bestim ev. sneda asymptoter till kurvan y = v/4x? + x.

Losning. Forst tar vi x > 0. D4 har vi forst

y_ VAax2 + x

1
:\/4—1——>2 da x — +o0.
X x X

Detta visar att om det finns en sned asymptot at hoger, sd maste den ha lutningen 2. For
att avgodra om asymptoten verkligen existerar, undersoker vi

4x? + x) — 4x? x

—2x:\/4x2+x—2x:( =

s VAxZ +x+2x  V4Ax2+x+2x
1 1

X 1
x<\/m+2> T VAt(/v+2 242 *

da x — +o0.

Detta visar att linjen y = 2x + } dr asymptot at hoger. P4 liknande sitt kan man visa att
linjen y = —2x —  &r asymptot t véanster. Genomfor detta! (Det kan vara lampligt att
sdtta x = —t och lata t — 4-o0 i stédllet for x — —oo vid gransvardesberdkningarna!)
Andraderivatan ar ofta onodig att berdkna. Man kommer langt med forstaderivatan och
teckenstudium av den.

Gor évningar pa sid. 236: 7, 11, 13, 19, 30, 31, 37. Obs. fel markeringar pa x-axeln i facit
till nummer 37.

Till raknedvning nr 8
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Problem. Genom punkten (2,3) dras en rét linje £, som tillsammans med de positiva
koordinataxlarna avgransar en triangel. Vilken lutning ska ¢ ha for att triangelns area
ska bli sa liten som mojligt?

Exemplen pa »tillaimpade problem« i 4.5 &r bra. Det tonade avnittet pa sid 238-9 kan ses
som ett viktigt specialfall av de allmédnna principerna fér problemlésning som finns pa
sidan 2 i detta héfte.

Ovningar pa sid. 242-243: 1, 6, 7, 11, 15, 27.
Avsnitt 4.6 hoppar vi 6ver (det kommer i en kurs i numerisk analys senare i utbildningen).

I avsnitt 4.7 kommer Adams (dntligen) in pa den approximationsegenskap, som vi redan
har ndmnt tidigare. Det som kallas lineariseringen av f omkring en punkt x = a &r den
approximation av f som geometriskt betyder att grafen av f ersétts med sin tangent i
punkten. Om man inte dr sdrskilt langt borta fran 4, kan denna enkla approximation
vara fullt anvédndbar. Lar texten t.o.m. Ex. 3. Resten av avsnittet kan hoppas 6ver just nu.
Rdkna nagra problem pa sid. 256: nummer 3, 7, 11.

Avsnitt 4.8 handlar om en sorts fortsdttning av idén i 4.7. Att approximera med en rét
linje, som i 4.7, &r ju detsamma som att approximera med ett polynom av forsta graden.
Nu vill man fixa férbéttrade approximationer i ndrheten av en punkt x = a genom att
anvanda polynom P, (x) av grad n. Det visar sig att om man ser till att P,(x) har samma
védrde som f(x) i punkten a och att detsamma géller f6r derivatorna av ordning upp till
och med 7, sa far man ett entydigt bestimt polynom som approximerar f pa ett mycket
bra sétt just i ndrheten av x = a. Lds texten fram t.o.m. formuleringen av sats 10. Be-
viset kan ni hoppa over — vi kommer att ge ett annat bevis for saken senare i kursen. I
Ex. 3-4 ser man hur Taylors formel kan anvandas for numerisk approximation. For véra
tillampningar kommer det néstan alltid att rdicka med den verision av resttermen som
kommer efter Definition 9. Sats 11 dr ocksd praktisk: den sdger att om man har hittat ett
polynom som approximerar lika bra som ett Taylorpolynom, sd mdste det faktiskt vara
Taylorpolynomet. Detta anvédnds i Ex. 5-6.

Observera hur O-symbolen fungerar. Har dr ndgra exempel pa hur man kan rdkna med
den:

O(x®) +0(x%) = 0(x%), O®) +0(x*) = 0(x%),
O(x°) — O(x°) = O(x°), x°0(x*) = O(x).

Négra taylorpolynom som ideligen anvands kan redan nu vara bra att ldra sig. De finns
i Table 4 pad sid. 262. For referensens skull kopierar vi listan hér (med litta justeringar):

=1 ’ X3 x" O n+1
e R TR TR R e R Sl CA
i o n1 X 2n+1
Slnx:x—g—{—ﬁ_..._}_(_l) m_’_o(x )
2 2 n X 242
cosx:l—i+ﬂ_...+(_1) (2n)!+o(x )
x? x3 x4 A
ln(1+x):x—3+?—Z+...+(_1)n—1;+o(xn+1)
3 5 2n—1
arctanx = x—%+%_...+(_1)n—1zxni_1+o(x2n+1)
-1 —1)(a—2
(1+x)oc = 1+ﬁx+“(a2' )Xz—l—a(lx 3)[(6( )x3++ <z>xn+o(xn+l)
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I avsnitt 4.9 berdknas vissa typer av gransvarden. Kom ocksd ihdg foljande standard-
gransvarden, som kan gora det hela lite snabbare i vissa fall:

. .
Hm S mC Tl g Ot
x—0 X x—0 X x—0 X

=1.

Om man ska undersoka ett gransvarde da x — a, kan det ofta vara idé att byta variabel
och sidttat = x —a (dvs. x = a + t). Att x — a dr da detsamma som att { — 0, och den
situationen dr ofta enklare att hantera.

tan 3x _,

Exempel 1. lim
x—0 X

tan3x  sin3x  sin3x 3 3
x  xcos3x  3x  cos3x 1

. e¥—x—cosx
Exempel 2. lim — =?
x—0 X

Har tar vi till Taylor. e¥ = 1+ x + 1x2 4+ O(x%), cosx = 1 — 222 + O(x*) ger

e —x—cosx l4+x+3224+0(x%) —x—1+ 322 —0(x*)
x2 B x2
2 3\ _ O 44
:x—l—O(x; O(x):1+O(x)—>1.
P

Studera ocksa bokens Ex. 1-2 och de exempel som ges pa foreldsningen!

Adams tar upp ett par satser, Th. 12 och 13, som kallas 1"'Hopitals regler. Dessa dr onddiga
att lira sig. Nastan allt som kan goras med dem, kan ocksd goras med Taylors formel, och risken
for fel dr betydligt mindre med Taylors formel. Har ger vi nagra exempel pa detta, som kan
ersitta bokens losningar av vissa av Ex. 5-8. (Ex. 9 kan ni hoppa &ver.)

2x — 711

Example 5. (a) Berdkna lim .
P @) x—(7/2)— COS? X

Losning: Sitt x — 71/2 = t, sd ska t — 0—. Namnaren blir cos?(t + 71/2) =

= cos?(mm/2 — (—t)) = sin®(—t) = sin®¢t, och vi far

2x — 71T 2t t 2

cos2 x sin2t sint sint’

Den forsta faktorn gar mot 1 och den andra mot —oo, vilket ger samma resultat som i
Adams. Men denna 16sning innehdller inget »hokus-pokus«, som I'Hopital snarast dr. O

1 1
Example 6. Berdkna lim < — = >
x—0+\ X  sinx

Losning. Vi skriver om uttrycket genom att sétta pd ett brakstreck och taylorutveckla:
11 sinx —x _ x— 3 +0(xX°) —x  x¥*(—;+0(x?))
x sinx xsinx  x(x+0(x3))  x2(140(x2))
1 1
et ol G0 B
14+ 0(x?) 1

=0

da x — 0+ (eller, for den delen, dd x — 0 6verhuvudtaget). O
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Example 7 ska 6verhuvud taget inte goras med I'Hopital, eftersom de &r kdnda standard-
griansviarden. Example 8 kan goras som i Adams eller direkt sa har:

= 0 =1dadx —0+.
Har anvands att exponentialfunktionen ar kontinuerlig. O

Ovningar sid. 269-270: 1, 3,4, 7,9,11, 13, 14, 15, 16, 17, 19.

Blandade problem 2

Sammanfattning och repetition av kapitel 3 och 4. Forsok 16sa dessa problem fore den
foreldasning da de kommer att gds igenom!

7. Berdkna foljande gransvarden:

. (x+1 1 . sin(2x) — 2x cos x
1 — 1 .
@ xlir(l)< x In(1+ x))' (b) st S In(1 —3x)

8. Rita kurvan
B X% 4 2x
YT a1

med angivande av ev. asymptoter och lokala extrempunkter.

9. Bevisa att olikheten tan x + 2Incos x > 0 géller for 0 < x < 71/2.

1
10. Lat f(x) = x + p for 0 < x < 1. Visa att f har invers, och bestdm f~1.

11. En rektanguldr badbassdng dr 20 m ldng och 8 m bred. Dess botten éar ett lutande
plan, sd att bassdngen dr 1 m djup ldngs ena kortdndan, 3 m djup lings den andra.
Man tommer vatten ur bassiangen med en hastighet av 1 m? per minut. Hur snabbt
sjunker vattenytan i det 6gonblick dd den djupa dndan har ett vattendjup av (a) 2,5
m, (b) 1 m?

12. Bestdm definitionsmédngd och vardeméngd for funktionen

fl) =511

13. Bestam derivatorna av foljande funktioner:

X

a) f(x) = ——,
(c) Med ledning av resultatet i (b), kan man finna ndgot enklare sétt att skriva funk-
tionen g?

(b) g(x) = arctan f(x), dér f(x) & samma funktion som i (a).

Till raknedvning nr 9
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Problem. En vattentank har formen av en rét cirkuldr kon med spetsen nedat, med
basradie 10 m och djup 8 m. Tanken fylls pad med en hastighet av 1/10 m® per minut.
Med vilken hastighet stiger vattenytan i tanken i det 6gonblick da vattnet star 4 m
djupt?

Nu ska ni ta itu med motsatsen till derivering: integration. Under denna rubrik samman-
fattar man tva olika, men besldktade, problem. Det forsta introduceras i avsnitt 2.10 i
Adams, som bdrjar pd sid. 145. Definition 7 ar viktig, och dérfor formulerar vi den hér pa
svenska:

Lat f vara en funktion definierad pa ett intervall I. En annan funktion F kallas anti-
derivata eller primitiv funktion till f pd I, om F'(x) = f(x) for alla x € I.

Observera att begreppet antiderivata dr knutet inte bara till funktionen f utan ocksa till
intervallet I. En forklaring till att detta ar lampligt finns i sats 13 sid. 128, som inte dr sann
om man har en annan definitionsmadngd. Se kommentaren efter Ex. 1 sid. 146.

Ex. 1-4 bor ni studera. Av de tonade formlerna pé sid. 147 kan ni lata bli (k) och (1), kanske
ocksa (j). De andra dr sddana som ni ska kédnna till.

Slutet av avsnittet, om differentialekvationer och begynnelseviardesproblem, spar vi till
senare. Ova pa sid. 151, nummer 1-14. Kom ihag att kontrollera era svar genom att »de-
rivera tillbaka«!

Sedan hoppar ni till kapitel 5. Avsnitt 5.1 om summabeteckningen bor ni ha sett i alge-
bran. Om ni kidnner er osdkra pa saken, kan det vara lampligt att géra ndgra av 6vning-
arna pa sid. 278.

I 5.2 diskuteras begreppet area. Pa sid. 309 rdknas upp fem egenskaper som ett vettigt
areabegrepp bor ha, och sedan diskuteras hur man ska forverkliga detta sa att man kan
tala om arean av forst polygonomrdden och sedan omrdden med krokta kurvor som
rand. (Jamfor Archimedes” métning av cirkeln sid. 60-61!) Exemplen pa sid 281-284 dr
inte sdrskilt nodvandiga att ta sig igenom. Det rdcker att konstatera att man kan berdkna
vissa areor genom approximation med rektanglar och fiffigt raknande — i senare avsnitt
far vi mer kraftfulla metoder for detta.

Definitionen av integral i avsnitt 5.3 dr principiellt viktig, men man ska inte hamra in
detaljerna i huvudet. De stora dragen &r dessa:

1. Dela in intervallet [a, b] i smdintervall.

2. Approximera f uppifran och nedifran med funktioner som &r konstanta pa varje sma-
intervall. Dvs. approximera omradet mellan grafen av f och x-axeln uppifran och nedi-
frdn med rektanglar.

3. Om det gar att gora differensen mellan dessa approximationer godtyckligt liten genom
att man gor indelningen av intervallet tillrdckligt fin, finns det exakt ett tal I som dr <
alla »oversummor« och > alla »undersummor«. Da sdger vi att f &ar integrerbar 6ver
[a,b] och talet I kallas integralen av f 6ver [a, b]:

1= /abf(x)dx.

Om f &r integrerbar, kan man berdkna I genom att genomféra approximationer for en
foljd av indelningar som blir allt finare; detta demonstreras i Ex. 2-3. Man kan ocksa ap-
proximera med allmédnna Riemannsummor, som talas om pa sid. 289. Men f6r det mesta
berdknar man integraler med helt annan teknik, som kommer i de f6ljande avsnitten.
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Att en kontinuerlig funktion dr integrerbar (Theorem 2) far vi acceptera utan bevis. Déar-
emot dr det l4tt att bevisa att t.ex. en vixande funktion &r integrerbar — se 6vning 17 sid.
291.

Iavsnitt 5.4 har vi ett antal rdkneregler f6r integraler. Notera de genvagar som kan finnas,
t.exom man kan tolka integralen som en area som man ldtt berdknar med elementédra
metoder. Ex. 1 visar ndgra sddana fall. Notera sarskilt att om f dr en udda funktion och
intervallet &r symmetriskt kring 0, sd blir integralen noll.

Medelvérdessatsen dr viktig, liksom definitionen av medelvardet av en funktion over ett
intervall. Definition 5 dr ganska sjdlvklar och inte mycket att gora védsen av.

(")vningar pa sid. 296: 1, 3, 5, 7, 10, 11, 13. Alla dessa (utom den forsta) ska kunna l6sas
med anvdndning av symmetrier och kidnda areor!

Naégon har sagt att »derivering ir ett riknesitt, men integration dr en konst«. Dvsatt derive-
ra dr nagot som man sd smaningom gor rutinmassigt, men att integrera kraver mycket
mer. Det finns till synes enkla integraler, som helt enkelt 4r omgjliga att berdkna med
s.kélementdra metoder (och nagra andra blir det inte frdga om i den hér kursen). Exem-

pel pa detta ar
' .
/ e dx, /e_x2 dx, / Sth X dx.
x x

Och for att berdkna till synes valdigt lika integraler kan det krdvas vitt skilda metoder.
Jamfor t.ex. hur man berdknar

/sinzxcoszxdx och /sin2 x cos® x dx.

(behandlas pa sid. 339-340).

I avsnitt 5.5 finns » Analysens huvudsats«, som knyter ihop antiderivator och integraler.
Notera att satsen bestar av tva delar: den forsta handlar om derivatan av en integral,
den andra om integralen av en derivata. Studera alla exemplen i avsnittet och rakna
ovningarna 1, 3, 5,7, 9,13, 15, 17, 25, 33, 39, 41 pa sid. 301-302.

Till raknedvning nr 10

Nu bér ni vara mogna for det hir problemet (som finns i Adams som problem 26 pa sidan
243):

Problem. En korridor med bredden 2 m moter vinkelrdtt en annan korridor med
bredd b m. Hur stor d&r den maximala ldngden av en smal (men mycket tung) stav,
som kan foras langs golvet fran den ena korridoren in i den andra?

Vi ska nu ga in pa mer avancerade metoder for integration. Substitution eller variabelbyte
behandlas i 5.6. For att man ska bli en bra integrerare géller det att ldra sig att se vilket
variabelbyte som kan fungera for en given integral. Det bésta sittet att ldra sig detta ar
genom erfarenhet, dvs. att rdkna manga exempel. Listan pa sid. 302-303 dr kanske lite
onodigt omfattande. Nummer 1-6 dr ju bara specialfall av nummer 7. Av de féljande
behover ni inte ldra utantill nummer 13, 14 och 18-20. Daremot borde listan utokas med
den mycket anvdndbara formeln

JHE
[ Frg dx=mmlf@)I+C. 1)
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L&s, med papper och penna redo for ev. kontrollrdkningar, Ex. 1-4. Nar man rdknar
bestdmda integraler, skall granserna justeras pa det naturliga séttet: se Ex. 5-6.

Trigonometriska uttryck kommer sedan. Integralerna av tan och cot kan ses som fall av
(2), de bdda 6vriga i rutan pa sid. 303 kan ni hoppa 6ver. Lis Ex. 7-9, men skippa Ex. 10.

Nar ni raknar obestdmda integraler pa sid. 309, kom ihdg det som stér i inledningen till
dessa 6vningar: Ett svar kan se ut pd annat sétt &n i facit, men dndd vara ritt. (Och ett
ganska sdkert satt att kontrollera sig sjdlv ar att kontrollderivera det svar man har fatt,
forutsatt att man deriverar ratt!). Gor ett rejdlt urval av 6vningarna, tex. 1,3, 5,7, 9, 12,
14-16, 23, 26; 39, 42.

I avsnitt 5.7 tillampas integraler pd areaberdkningar. Studera exemplen. Notera att man
oftast mdste gora en del forarbete innan man sitter upp en integral, for att veta vilka
granser som géller osv. Gor 6vningarna 3, 9, 13, 17, 25 pa sid. 313-314.

Kapitel 6 tar upp flera integrationstekniker. Avsnitt 6.1-3 maste ni arbeta mycket med.

»Integration by parts« kallas pa svenska partiell integration. Denna idé kan vara anvand-
bar om integranden bestar av tva faktorer (eller ibland bara en faktor), dar den ena blir
»enklare« av att deriveras (eller evintegreras) och den andra i varje fall inte blir vdsentligt
»svarare« av att integreras (respderiveras). Ex. 1 och 2 innehaller ett antal bra exempel.
Hoppa 6ver Ex. 3. I Ex. 4 har ni ett mer intrikat fall. I Ex. 5 visas hur man kan sétta in
integrationsgréanser allteftersom man rdknar pd. Avsnittet om reduktionsformler kan ni
lasa igenom, men dgna inte alltfor mycken tid at det.

f)vningar pa sid. 321-322: 1, 3, 5, 13, 19, 21.
1 6.2 kommer fler variabelbyten. Substitution med arcsin, Ex. 1-2, bor man kdnna till. Ex.

3 och 4 4r mindre viktiga. Att komplettera kvadrater, som i Ex. 5, har man ofta nytta av.

Om en integral innehaller uttryck av formen v/ax + b 16nar det sig att forsoka med att
sdtta u = v/ax + b: Ex. 6. Liknande idéer anvénds i Ex. 7-8. Variabelbytet x = tan(6/2),
som avslutar avsnittet, &r ddremot mindre anvandbart i praktiken, eftersom det oftast
leder till mycket komplicerade integraler.

Till bokens forslag pa variabelbyten kan man ldgga ett par till: Om en integrand kan
skrivas F(e™), kan det vara en god idé att forsoka med u = . Och om Inx ingar i
integranden kan det 16na sig att sdtta # = In x. Vi demonstrerar detta:

dx.

e*—1
e*+1
Losning: Sitt u = e*. Da dr du = e dx = udx, dvs. dx = du/u. Man far

/ex—ldx_/u—ldu_/ u—1 du
e+1 " Ju+lu S ouw+1)

som kan berdknas genom partialbrdksuppdelning osv. (se avsnitt 6.3). Genomfor berdk-

Exempel 1. Bestdm /

ningen! Kontrollera svaret genom att derivera! O
coslnx

Exempel 2. Bestim / . dx.

Losning: Sitt 1 = Inx, sd blir du = dx/x osv. Gor fardigt, kontrollera! O

Ova pa sid. 328: 1, 3, 17, 29, 33, 35.

Till rakne6vning nr 11
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I avsnitt 6.3 ges en systematisk metod for att integrera rationella funktioner. Det vikti-
gaste, och svaraste, momentet dr partialbriksuppdelning, som sammanfattas i Theorem 1 s.
336. For sdkerhets skull redovisar vi hir hela metoden pé svenska:

For att kunna integrera f(x) = P(x)/Q(x), gor foljande:

Utfor ev. divisionen; sedan aterstdr att behandla fallet da gradtalet av P dr mindre dn
gradtalet av Q.

Faktorisera Q(x) i (reellt) irreducibla faktorer. (Detta kan i praktiken vara ett mycket
svart moment.)

Ansitt partialbrak efter foljande regler:

[a] En enkel faktor x — a ger en term av formen A/ (x — a).

@En multipel faktor (x —a)" ger termer av formen

& + + 4 + A1
ooy e Txma
A B
En enkel faktor x2 +ax + b ger en term av formen #—;—f—b'

@ En multipel faktor (x? + ax + b)" ger termer av formen

Anx + By - Axx+ By Aix+ By
(x2 +ax +b)" (x2+ax+b)?2 x24+ax+b’

Multiplicera med ndmnaren, forenkla, identifiera koefficienter osv.

Sedan kan termer av typerna a—c integreras, medan fall d hédnvisas till formelsamlingar
och sddant.

Las bokens Ex. 1 och 2. Av de tonade formlerna pa sid. 330-331 dr det angeldget att kunna
dem som har x> + 1 i ndmnarna; de 6vriga kan klaras med lampliga omskrivningar och
partialbrdksuppdelning. Ex. 3-8 visar upp olika saker som kan intrédffa. Det viktigaste
bor finnas med i de exempel som ges pa foreldsningen. Rikna évningarna 1, 5, 9, 11, 13,
21, 25 pa sid. 336.

Nar ni har kommit sa hir langt, har ni stott pa alla de vanliga metoderna for »elementar«
integration. Det dr da lampligt att bldddra fram till sidan 365, dar man finner en samling
blandade integraler. Har far man inte ledning till vilken metod som ska anvidndas genom
att problemet star efter ett visst avsnitt; utan nu géller det att sjdlv vélja integrationsme-
tod! Gor sa manga av dem som ni orkar! Ndgra kan vara ganska svdra. Fastna da inte
pa dem for lange utan gd vidare. Hér bor diskussion med kamraterna i gruppen vara en
mycket fruktbar arbetsform. Observera ocksd sammanfattningen av integrationsmetoder
pa sidan 365. Pa sidan 29 i detta héfte finns dessutom »Lilla integralkoret«, ndgra delvis
ganska knepiga integraler att fundera pd da och dd under resten av kursen.

Avsnitt 6.4 handlar om hur man anvédnder hjalpmedel (datorprogram och formelsam-
lingar) for att berdkna integraler. Om ni kommer at att anvanda MAPLE, kan ni gdrna
prova och se hur det programmet klarar att berdkna olika integraler.

6.5. Generaliserade integraler sdger vi pa svenska. Definitionerna 1 och 2 dr ganska na-
turliga. Ex. 1-6 dr typiska. Av Theorem 2 skall man kdnna till for vilka varden pd p som
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integralerna dr konvergenta, daremot dr det onodigt att ldra sig integralernas varden. Sats
3, jamforelsesatsen eller jamforelsekriteriet, anvands for att undersoka konvergens av inte-
graler utan att man behover kunna berdkna deras eventuella varden. Se Ex. 8-9. Riakna
ovningarna 1, 3, 5, 15, 17, 31, 34 pa sidan 347.

Aterstoden av kapitel 6 ingér inte i kursen. Kapitel 7 handlar om olika anvandningar av
integraler. Det dr en vanlig missuppfattning att en integral alltid mdste betyda en area. Sa
ar det inte alls. Den kan ocksa betyda en volym, en massa, ett arbete, ett troghetsmoment
och en massa annat.

7.1. Rotationsvolym bor vara bekant fran gymnasiet, och ni bor kunna ldsa avsnittet utan
att stanna upp sarskilt mycket. Den allmédnna idén for volymsberdkning presenteras med
borjan pa sid. 369, och det speciella fallet med rotationskroppar foljer efter. Metoden med
cylindriska skal bygger pa en annan idé. Det ritta sittet att komma ihdg den hiir sortens form-
ler dr att forstd idén eller metoden, och vid behov rekontruera formeln. (Trigonometriska formler
ska man kunna utantill, men inte sdna hér!) Las exemplen och rdkna t.ex. dvningarna 5,
7,19, 21 pa sidan 376.

7.2. Har finns fler exempel pd skivningsmetoden. Ex. 1 och 2 &r bra. Ex. 3 dr knepigare —
lds det gdrna, men fastna inte i det om det kdnns svart. (Ni kommer att f& mer praktis-
ka metoder att hantera komplicerade kroppar i Flerdim-kursen.) Ovningar pa sid. 380:
nummer 11 och 15. Den som har talang for att teckna figurer kan kanske finna inspiration
att forsoka rita figurer till fler av 6vningarna — en del kroppar som beskrivs dér verkar
vara ganska intrikat utformade!

7.3. Béglingd av en kurva beskriven pa formen y = f(x), 2 < x < b. Hérledningen
behover inte kommas ihdg i den »strikta« versionen som inleder avsnittet, utan kom
ihag »Leibniz-resonemanget« pa sidan 383. Ex. 1-4 visar att baglangden i praktiken ofta
ar svar att berdkna. Vi hoppar 6ver rotationsarea pa sidan 385 f. (dven om det egentligen
inte &r sarskilt svart). ()Vt\ingar 1, 3,7,12 pa sid. 387.

Aterstoden av kap, 7 ingar inte i kursen, Men den som é&r intresserad av fysik kan titta
igenom 7.4-6, i 7.7 finns ett par tillimpningar pa ekonomi och ekologi, och i 7.8 finns
grunderna till sannolikhetskalkylen. Det som star i 7.9 kommer vi att ta upp senare.

Blandade problem 3

Sammanfattning av integrationskapitlen! Nagra problem som kommer att rdknas pa en
foreldsning. Forbered dig genom att forsoka 1osa dem sjalv forst!

14. Berdkna integralen

16
/ de.
9 x++x—6

15. Berdkna integralerna

2 1 2xcos tx
3
—x|d b —— dx.
a) /_zlx x| dx, ) /_1 Ao ™

16. Bestdm volymen av den kropp, en s.k. torus, som uppstar da omradet
x? — 4x + y? + 3 < 0 roterar kring y-axeln.
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17. Berédkna integralerna

1 ) m/2  sin2x
(a) /_1 arcsin 4/ |x| dx, (b) /0 mdx

18. Undersok om f6ljande generaliserade integraler dr konvergenta, och bestam virdet
om de dr det:

®  6x+4 ® (24 cosx)Vat+1
0T R b / d
) ) wiara B S

. . ef et .
19. Berdkna langden av kurvbagen y = — fran x = 0 till x = a.

Till rakne6vning nr 12

Till denna lektion ska ni arbeta med kapitel 9. Rubriken &r »Foljder och serier«.

9.1. En talfoljd &r, informellt, en f6ljd av tal, som man rdknar upp och skriver komma-
tecken emellan:

a,ax,as,....

Mer formellt kan en talf6ljd uppfattas som en funktion definierad pa de positiva hel-
talen: n — a,. I definition 1 pa sidan 472 finns en massa terminologi, som beskriver
olika egenskaper som en talfoljd kan ha. Observera ocksa det uttryckssatt som infors pa
nasta sida: ultimately decreasing (etc), pa svenska sd smdningom avtagande (osv.). Konver-
gensdefinitionen &r en version av samma gransvardesdefinition som ni sett redan i ka-
pitel 1. Rdknereglerna pa fargad bakgrund sidan 475 &r ocksa versioner av motsvarande
rakneregler for funktioner av en kontinuerlig variabel.

Las Ex. 1-6. Ex. 7 bor goras pa annat satt:

1
Example 7. Berdkna lim 7 arctan pt

n—oo
Losning. Ndr n dr stort, 4r 1/7 ndra 0. Vi kan d& anvanda Taylorapproximationen
arctan x = x + O(x?) och far
1 1 1 1
narctan — = n( +O<3)> =1 +O(—2) —1 ddn— oo
n n n n 0

Sats 1 dr kanske inte s markvirdig, men resultatet nedanfor pa sidan 476 ar mycket bety-
delsefullt (méarkligt nog har det inte fatt rubriken Theorem, vilket det borde ha). Allt som
star pa sid. 477-478 ar lasvart. (")vningar pa sidan 478: nummer 1, 5, 9, 11, 15, 17, 19, 21,
25, 27, 31. Det viktigaste i ovningarna 1-11 &r deluppgift (d), dvsatt avgora om foljderna
ar konvergenta eller ej (och, om de dr konvergenta, att bestimma gransvardena). Ratt
manga av dessa ovningar kan uppfattas som repetition av saker som gjordes redan i ka-
pitel 1.

Nu har ni géatt igenom alla metoder f6r berdkning av gransvarden, som ingar i kursen.
Det kan vara lampligt med en sammanfattning. Vi anvander den bokstavskonvention, som
sdger att bokstadver i stil med n, m, k och liknande betyder heltal, s& att det handlar om
talfoljder; medan x, y, t o.dyl. star f6r kontinuerliga, reella variabler.
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Allminna idéer.

1. Forsok med »direkt insdttning« (om uttrycket dr kontinuerligt). Om det blir ett obe-
staimt uttryck av typ 0/0, 0c0/0c0, 00 — 00, 1%, ool etc., fortsitt med t.ex.:

2. Bryt ut dominerande storleksordningar och forkorta (om det &r ett brak).
3.0m x — g, substituera x = a + t; om x — —oo, sdtt x = —{.
4. Instingningssatsen, om det gar att uppskatta uttrycket uppét och nedat.

5. Medelviardessatsen och Taylorutveckling.

Standardgransvarden.
Da x — oo:
im > —0@p>1). lim ™" —0(@>0). limarctanx= 2. Ii 14 9) e
P Co e T oD ardany =ae s MUy T
Dan — oo:
a’ n!

lim /a=1(>0). lim ¢n=1 lim — =0. lim — =0.
n—0o0 n—o0 n—oo 1! n—oo nMt
Dax — 0:

. v
im 3™ 21 im Sl o1 im POEY 0 i xfnx = 0@ > 0).
x—0 X x—0 X x—0 X x—0+

Pa sidan 30 i detta héfte finns ett »gransvardeskor«. Nu &dr ni mogna att drabba sam-
man med alla problemen dér. Men tag inte alla pa en géng, utan se det som nagot att
aterkomma till dd och da.

9.2. En serie dr ett forsok att addera odndligt médnga tal. Det &r inte detsamma som en
talfoljd: skiljetecknet mellan talen &r plus i stdllet f6r komma:

amta+az+---= Zak.
k=1

Det &r en pedagogisk olycka att serier kallas for serier, eftersom vardagligt sprakbruk
knappast skiljer pa »foljd« och »serie«. Ett bra uttryck i stéllet for serie skulle vara gene-
raliserad summa, analogt med generaliserad integral. Men det gar knappast att nu dandra
pa ett manghundradrigt matematikerbruk. ..

Nu géller det verkligen att ni forstar hur symbolen ) fungerar. Ett exempel: Foljande tva
uttryck ar faktiskt precis samma sak:

1 S |
Tk och kgzikz—k'

(agk

»
Il
—

Ty den védnstra av dem kan uttydas sa har:

i 1 _i L S S S
Stk =k(k+1) 1.2 2.3 3.4 ’

och den hogra sa har:

iL—i LR S S S
Ek—k Hk(k-1) 21 3.2 43

Om man har svart att forstd en likhet mellan tvd summor kan det ofta underlatta att pa
det har sattet skriva ut ndgra termer i borjan av serien.
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Léas texten i 9.2, med definitioner och exempel. Den geometriska serien hor till allméan-
bildningen, inklusive formeln for summan nér den ar konvergent. (Ex. 2 ar av sdrskilt
intresse for ekonomiintresserade.) Ex. 3 dr kanske lite mer kuriost &n de 6vriga. En myc-
ket viktig sats dr Theorem 4. Den borde egentligen formuleras sa har:

Sats 4. |Om a,, inte gar mot 0 dd n — oo, sa dr serien )’ ; a, divergent.

Detta dr ndmligen det enda sdtt som resultatet kan anvédndas pa i praktiken. Som papekas
i texten efter satsen kan det mycket vél vara sa att a, — 0 men likafullt }_ a,, dr divergent.

De avslutande satserna 5-7 dr enkla men viktiga. Man anvander dem ideligen ndr man
undersoker seriers konvergens. Ovningar pa sid. 484-485: 1, 5, 7, 16.

Till raknedvning nr 13

9.3. Har finns ett antal »kriterier« som kan anvéandas for att avgdra om en positiv se-
rie (dvs. en serie med ickenegativa termer) dr konvergent eller divergent. Att bestimma
summan av en konvergent serie dr i allmédnhet ett mycket svart problem, som man ofta far
avstd fran att 16sa. Integralkriteriet anvands framst for att avgora konvergensen hos den
sd kallade p-serien:

=1
) — konvergerar <= p >1,
n=1 np
och serien
i -
=y n(lnn)”

som omndmns pa sid. 487 (och som ocksa den dr konvergent precis om p > 1). Dessa
bor man komma ihdg som standardserier som man jamfor andra serier med. Och detta
gor man vanligen med hjilp av ndgon version av jamforelsekriterierna (Theorem 9 och
10). Ex. 3-5 visar hur det kan ga till. Rot- och kvotkriterierna i slutet av avnittet 4r mer
sédllan anvandbara. De innebar i sjdlva verket jimforelse med geometriska serier, och for
att de skall ge besked madste termerna vara endera mycket snabbt avtagande eller snabbt
viaxande. Gor ovningarna 1-12, 15-26 pa sid. 494, dtminstone dem med udda nummer.

9.4. Har studeras serier med termer av varierande tecken. En sddan serie kan transforme-
ras till en positiv serie genom att man sitter belopp pa alla termerna. Om den serie man
da far dr konvergent, s dr &ven den ursprungliga serien konvergent (Theorem 13). I detta
fall siger man att den ursprungliga serien &r absolutkonvergent. Men det finns ocksa serier
som konvergerar utan att vara absolutkonvergenta; de sidgs vara betingat eller villkorligt
konvergenta. Forklaringen till denna terminologi &r att sddana serier har en karaktar av
»obestamt uttryck« av formen co — co. Se »Rearranging. .. « pa sid. 500.

For att undersoka absolutkonvergens kan man anvinda alla metoderna fran avsnitt 9.3.
For betingad konvergens har vi bara en metod i kursen, som ges av sats 14 (som ibland
kallas Leibniz’ sats). Lds Ex. 1 och 3-6. Los 6vningarna 1, 3, 5, 7, 11, 17 pa sid. 501.

Pa sidan 31 i detta héfte finns »Stora seriekoret«, som innehdller ett antal problem som
kan vara lampliga att repetera hela det har avsnittet med. En del av dem, framfor allt pa
slutet, 4r ganska svdra och far ses som utmaningar for speciellt drivna problemldsare.

Avsnitt 9.5-7 ingar inte i kursen. I avsnitt 9.8 aterkommer vi till Taylors formel, om sa
bara for att gora ett bevis for satsen (som jag tycker dr mer handfast dn det bevis som
finns i avsnitt 4.8).
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Till raknedvning nr 14

Nu ska det handla om ordinéra differentialekvationer, ODE. En differentialekvation (DE)
ar en ekvation som innehédller en obekant funktion (t.ex. y)tillsammans med en eller flera
av dess derivator. Att [0sa en DE innebér att bestimma alla funktioner y som satisfierar
ekvationen.

DE anvinds for att beskriva manga fenomen i naturen och tekniken. De kan ocksa upp-
std ur rent geometriska problem. Hir ar ett sddant, som ni bor fundera pd hur det ska
formuleras som en DE. Lite senare kommer ni ocksd att kunna l6sa den.

Problem. Kurvan y = f(x) ligger helt i férsta kvadranten (x > 0, y > 0). Om man
drar en tangent till kurvan, s kommer den alltid att skidra bada koordinataxlarna pa
sd sdtt att tangeringspunkten ligger mitt emellan skdrningspunkterna. Bestim alla
kurvor som har denna egenskap!

I kursen ingar tre enkla men viktiga typer av ODE: separabla, linjira av forsta ordningen och
linjiira av andra ordningen med konstanta koefficienter. I Adams finns de behandlade pa olika
stdllen i boken, men vi har foredragit att ta dem i ett sammanhang. Nagra overgripande
saker finns i avsnitt 17.1 pa sid. 900 och framat. Ni kan borja med att snabbt skumma
igenom det for terminologins skull (om ens det). Sedan gar vi rakt pa den forsta sortens
ODE, separabla ekvationer. Om dem kan man ldsa i avsnitt 7.9, sidan 422 och framat.

En separabel ekvation &r en ekvation som kan skrivas pa formen

)y = p(x) eller ()Y = p(x). @

Om funktionerna ¢ och i har primitiva funktioner ® resp. ¥, sa att alltsa ®'(y) = ¢(y)
och ¥/(x) = ¢(x), kan ekvationen skrivas

Py =V(x) & (@)= 1H().

Om tvé funktioner har samma derivata, skiljer de sig som mest med en konstant, dvs.
®(y) = ¥(x) + C. Om man anvinder skrivsittet [ ¢(y) dy for en primitiv funktion till
@ (och motsvarande for ), betyder detta att man rent formellt kan fa 16sningen till (3)
genom att multiplicera med symbolen dx och integrera:

/ ¢(y)dy = / P(x) dx.

Ex. 1-6 rekommenderas.

Linjara ODE av forsta ordningen kommer dédrndst. Att ekvationen ar linjir betyder att
varje term i ekvationen innehéller den obekanta funktionen y endast i formen y eller y/,
dvs. ekvationen kan skrivas pa formen

ax)y' + b(x)y = c(x).

Har ska man lédra sig metoden, inte den fardiga formeln mitt pa sidan 426. Om man exem-
pelvis har ekvationen

Yy cosx+ysinx=1, —-m/2<x<m/2,

ska man alltsd gora sa har:
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1. Dividera med cos x, sd att koefficienten for i’ blir 1:

/
tanx = .
y+y Ccos x

2. Bestdm en primitiv funktion p(x) till koefficienten for y: hiar kan vi ta pt(x) = — Incos x
(kontrollera!).

3. Den integrerande faktorn ar sedan e*(*); i vart exempel far vi

1
cosx’

e~ Incos x —

Ekvationen multipliceras med denna.

4. Vansterledet kommer dé att vara derivatan m.a.p. x av produkten av den integrerande
faktorn och den sokta funktionen:

VL. = (¢ +ytanx) = y'—— 4y 20 d<y : >

COS X COS X cos?x  dx \”7 cosx

Ekvationen kan alltsa skrivas

d(y ! >— ! & Y —tanx+C.

dx\” cosx) ~ cos?x cos x
Nu har vi i princip 16st ekvationen. Det aterstdr bara att 16sa ut y:
y = sinx + Ccos x.

Los 6vningar pa sidan 429: nummer 1, 2, 3, 5, 7, 9, 11. En del av dem é&r bade separabla
och linjdra. Los dem i s& fall pa bada satten, for 6vningens skull!

Till raknedvning nr 15

Den tredje sortens ODE som vi tar upp &r av typen

y' +ay +by =g(t),

dér a och b dr konstanter och g(t) dr en given funktion, (Att vi anvédnder t som oberoende
variabel beror pa att den néastan alltid i tillampningarna betyder tiden.) Forst betraktar
vi det fall da hogerledet dr 0; man sdger da att ekvationen ar homogen. Detta behandlas i
avsnitt 3.7. Harledningen av 16sningen i Adams &r inte klanderfri — han lutar sig mot ett
resultat som finns i en 6vning efter avsnittet. Man kan gora pa helt andra sétt ocksd. Man
kan exempelvis skriva om ekvationen till ett par ekvationer av forsta ordningen, som
16ses med integrerande faktor. Hur man nu véljer att motivera det, sd dr i varje fall den
tardiga 16sningsmetoden rent mekanisk. Las Ex. 1-4 pa sid. 202-203. En viktig fysikalisk
tillaimpning &r harmonisk sviangning i Ex. 5-6. Los 6vningarna 1, 3, 5,7, 9, 11, 13 och 15
pa sid. 206-207.

Nu aterstar inhomogena linjdra ekvationerna av andra ordningen med konstanta koeffici-
enter, dvsékvationer av typen

y' +ay +by =g(t), (IH)

dér g(t) inte dr identiskt noll. Detta behandlas inte alls i Adams, utan vi gér hér igenom
den bakomliggande teorin.



25

Man studerar ekvationen (IH) tillsammans med motsvarande homogena ekvation
y'+ay +by=0. (H)

Det ar praktiskt att hdar anvanda uttryckssitt fran den linjira algebran. Vi later D beteckna

deriveringsoperatorn, dvs. D dr en operator som forvandlar en funktion y till dess derivata
y"

Dy =y
Lat vidare I vara identitetsoperatorn, dvs. den operator som beskrivs av Iy = y. Med
hjélp av D och I definierar vi en operator L s hér:

L=D*+aD+bl, dvs. L(y)=(D*+aD+bl)y= D*y+aDy+by=y" +ay +by.

Lemma. L &r en linjdr operator, dvs. och y; och y, dr funktioner och a; och a5 dr skaldrer
(dvs. tal), sa géller

L(w1y1 + aoy2) = a1L(y1) + a2L(y2).

Bevis. Resultatet foljer av att derivering dr en linjar operation. Utskrivet ser beviset ut sa:

L(myr + a2y2) = (a1y1 + aoy2)” + a(arys + a2y2)' + b(aryr + azy2)
= ay] + agyh + angy| + anoyy + bagyy + bagy,
= (aqy] + asyy| + bayyq) + (aayy + anoyh + bagys)
= a1(yy +ayy +byr) + a2 (y7 +ayy + by2) = a1L(y1) + a2L(y2). §

Med operatorn L kan vi formulera oss sa hér: y dr en 16sning till (H) precis om L(y) = 0,
och y &r 16sning till (IH) precis om L(y) = g.

Sats 1. Médngden av 16sningar till (H) &r ett linjart rum av dimension 2.

Bevis. I vart och ett av de tre fallen (beroende pa rotterna till den karakteristiska ek-
vationen) kan den allménna 16sningen skrivas som en linjirkombination av tva »bas-
16sningar«, ddr koefficienterna dr godtyckliga tal. I fall 1 (skilda reella rétter 71 och 1) har
vitex.y = Ciet 4+ Cre™!. Losningsméngden spanns alltsd upp av »vektorerna« y; = ™!
och y, = ¢!, och dessa ér linjirt oberoende (ingen av dem &r en konstant multipel av
den andra). Pa liknande sitt ser det ut i de bada andra fallen. ad

Nu kommer huvudsatsen om l6sningarna till (IH):

Sats 2. Lt yp vara en 16sning till (IH). Da géller att en funktion y &r 16sning till (IH) om
och endast det finns en 16sning yy till (H) sé att y = yp + yH.

En sddan speciell 16sning yp brukar kallas en partikulirlosning till (IH).

Bevis. Antag forst att y dr en 16sning till (IH). Sdtt z = y — yp. P& grund av lineariteten
galler da

L(z) =Ly —yp) = L(y) — Llyr) =8 g =0,
vilket betyder att z dr en 16sning till (H), som vi kan dopa om till yy. Darmed &r implika-
tionen visad 4t ena hallet.

Antag sedan att y dr en funktion av formen yp + yp, dédr yy dr en 16sning till (H). D4 far
Vi

L(y) = L(yr +yu) = L(yp) + L(yn) =g +0 =g,
vilket betyder att y dr en 16sning till (IH). Detta visar implikationen &t andra hallet. Bevi-
set ar klart! O
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For att finna alla 1osningar till (IH) rdcker det alltsd med att forst 16sa (H) fullstindigt
och sedan finna en 16sning till (IH). Det senare kan man ofta gora genom s.k. intelligenta
gissningar. En god princip ar att tdnka efter: vilken sorts uttryck kan det vara, som nér det
sétts in i vansterledet ger det resultat som vi har i hogerledet? Man kan anvénda foljande
observation:

Funktioner av typerna
polynom, e och A cosat + Bsinat

samt summor och produkter av dessa typer, har derivator som ocksa dr summor och
produkter av samma sorts funktioner.

Man kan formulera detaljerade regler f6r hur man ska gissa yp, men det kan vara onodigt
att memorera sddana regler. Man klarar sig ofta med lite sunt férnuft och den inramade
iakttagelsen ovan. Om det forsta forsdket misslyckas, kan det l6na sig att gora ett nytt
forsok dar man multiplicerar det forsta med x. Vi ger ndgra exempel.

Exempel 1. Bestdm en partikuldrlésning till y” + 3y’ + 2y = #2.

Losning: Det borde kunna finnas en 16sning som dr ett andragradspolynom. Ansétt darfor
yp = at? + bt + ¢, derivera och sitt in:

y}) =2at+b, y}l, = 2a,
2 =y} + 31} + 2yp = 2a + 3(2at + b) + 2(at* + bt + c)
= 2at® + (6a + 2b)t + (2a + 3b + 2¢).

Identifikation av koefficienter ger ekvationssystemet

2a0=1, 6a+2b=0, 2a+6b+2c=0,

NI—
NI

som har den entydiga l6sningena = 5, b = —5, ¢ = %. En partikuldrlosning ar alltsa
yp=at? =3+ 1 O
Exempel 2. Samma problem for v + 3y’ + 2y = 2.

Losning: En vettig gissning &r att det borde finnas en 16sning av formen yp = ae*t. Deri-
vering och insdttning visar att det gdr bra om a = 75 (genomfor det!). O

Exempel 3. Samma problem f6r iy’ + 3y’ + 2y = e~ '.

Lasning: Om man forsoker med yp = ae™! blir man snopen - sitter man in denna ansats
i ekvationen blir vénsterledet lika med noll, och det gar inte att vélja a sa att det blir
lika med hogerledet. Orsaken till detta dr att funktionen e™! &r en av ldsningarna till
motsvarande homogena ekvation. I denna situation brukar det 16na sig att multiplicera
den misslyckade ansatsen med t och férsoka igen (kontrollera rakningarna):

yp=ate”!, yp=a(l-t)e !, yp=a(t-2)e",
et =a(t—2)e " +3a(1—t)e ' +2ate " =ae'(t—2+3(1—t)+2t) =ae "

Med a = 1 har vi funnit en 16sning! O

Som exempel 3 visar, dr det en god idé att borja med att bestimma 16sningarna till den ho-
mogena ekvationen, innan man ansitter en partikuldrlosning. En ansats som har samma
form som en 16sning till den homogena ekvationen fungerar inte!

Foreldsningsanteckningarna bor ge ytterligare exempel péd sddant hér.
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Observera att det ndstan alltid gar att kontrollera 16sningen av en DE genom att man de-
riverar och sétter in i ekvationen. Det &r darfor inte sarskilt ursiktligt att komma med en
felaktig 10sning!

Négra 6vningar pa inhomogena ekvationer:

1. Bestdm en partikuldrlsning till differentialekvationen y” +y = ¢(t), d& g(t) ges av
(@t (b)e*, (c)te*, (d)sint, (e)sin2t.

2. Bestam alla l6sningar till y” 4 4y’ + 5y = 10.

3. Bestdam alla 1sningar till y” — 4y’ + 4y = 2t + 8.

4. Bestdm alla 16sningar till y”/ — 4y = te! + sin 2t.

(SVAR: 1. @) yp = t. (b) yp = 2e*. (@ yp = (3t — %)e*. (d) yp = —3tcost. (e) yp =
1 .
—3sin 2t.

2.y =2+e?(Cycost+ Cysint).
3.y = 3(t+5) 4+ % (Cy + Cot).
4.y=—e'(3t+2) — Lsin2t + Cre? + Cre™2)

Blandade problem 4

Sammanfattning och repetition av de sista kursavsnitten. Dessa problem kommer att be-
handlas vid en av de sista foreldsningarna.

S Vk+1—+vVk—1,

20. Undersok om serien ) . ar konvergent eller divergent.
k=1

21. Bestdm de vérden pd det reella talet a for vilka foljande serier konvergerar:

> g 2 1 (a—4Y
LS v L)

n=1 n

22. Berdkna arean av det plana omrdde som innesluts av HELGE VON KOCHs snoflinge-
kurva!

23. Bestam den l9sning till differentialekvationen
(x+D(x+2)y —y=1 (x> -1),
som uppfyller y(0) = 2.
24. Bestdm den allménna l6sningen differentialekvationen

y"—6y’+9y=€3x+1-

25. En vattenreservoar med volymen 1000 m? har blivit férorenad av ett visst smne sa
att dettas koncentration &r 0,02 viktsprocent. Den dagliga férbrukningen &r 20 m?,
och detta ersétts kontinuerligt med rent vatten. Det &dr ocksa standigt i rorelse, sa
att man kan anta att koncentrationen dr konstant inom hela reservoaren vid samma
tidpunkt. Efter hur manga dagar har koncentrationen sjunkit till 10~> viktsprocent?
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26. For vilka vdarden pd parametern a konvergerar serien

Stora deriveringskoret

Bestdm derivatorna av foljande funktioner. (Kom ihag att det ofta 16nar sig att skriva om
uttrycket fore derivering!)

3 X
3 2 3 (42 2
1. 2x° —5x —|—; 2. x(x*—1) 3. T2
3x—1 s
4. —5 5 Vx 6. VX
7. e (x? —2x+2) 8. «xsinx 9. xlnx—x
1 . 3

10. — 11. (ax+b)" 12. sin’x

Inx

1
13. sin3x 14. In(sinx 15.
( ) (1+x2)vV1+x2
1—x x 7
16. 17. . -+ —
6. Vxt/x 7. Iy 18 lntan(2+4)

1
19. B arctan g 20. arcsin p 21. arcsin(sinx)
22. arcsin /1 — e 23. (V2)Vi+¥ 24, ¢¥Inx
25. x* 26. xSin¥ 27, (x3 4 x)aresina

100
28. [](x*+n) 29. x|
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Lilla integralkoret

Berdkna foljande integraler/primitiva funktioner (1-12; med * markeras extra knepiga
uppgifter):

4 0
1./ X% — 4| dx 2/ - “ 3./ _dx
0 1 x2+2x
3
4./(1n]x|)2dx 5. /tanx2+1 6./ ax
Cos 3x+1

© d b
7./ 3 zx 8./ (x —1)Inxdx 9*./ ax ,a<
0 xX>+x24+x+1 1 a /(x—a)(b—x)
10./cosxc052xdx 11*./cosxc052xcos3xdx 12./ V1—e e Vdy
0

Konvergerar eller divergerar foljande integraler (13-15)?

®©  xdx 00
13/ 14./ _xax 15,/ 17— arctanx) dx
Yo 0 FEA , (270 arctanz)

16. Berdkna gransvardet hm Z sm —

17. En kropp har som basyta en ellips med halva storaxeln a och halva lillaxeln b. Varje
snitt vinkelratt mot storaxeln skér ut en liksidig triangel, Bestim kroppens volym!
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Stora gransvardeskoret

Undersok om féljande gransviarden (1-29) existerar, och bestim dem om de gor det!

1 lim 4x3 4+ 2x +1
lim ——— —
x—00 2x3 — x2 42
28n
4. lim —
x—oo 11!
n__ ,—n
7. 1lim &—°
n—oo g - =1

1\H100
10. lim (1 + n)

n—oo

3
13. lim arctan m+3

n—oo
sin(x — 1)
x2—1
1

arcsin x — s

16. lim

x—1

19. i
x—l>Ilr}2 ex — \/E
22 Tim 08 ¥ —1

x—0In(1+4x) — x

5. lim

22 +n+1

X 1
23. li -
xlg}<x—1 lnx>

2. lim Va(Vx+1-vx).

ny/n+ vn2 — vn3
n—oo 4 _ ,5/7,13 + 2;,13/2
el — M

8. lim —
H——co el 4 g—N

1 n
11. '1113.}0(1 + — 100)

2 arctan x

14. i
xlg(l) 3sin2x
3 .
17, lim 2 $(1/%)
x—0 x2 4 cos x°
sinx — x

20. Im ————
x—0 arctanx — x

24. lim

100

In 12
6. li
e 2+Inn

15. lim sin x sin 7x
x—06(cosx —1)

X sin x

. er —e
18. lim ———
x—0 X —SsInXx

21. lim 3 <tem1 — 1)

x—+oo X X
In(1— x) + x2

=0 (14 x)" —1— x2

(n>0)

lim /n?2+7

n—o00

. 1 1
lim %3 . —
x—0 X —Ssinx X — arctan x

30. Sitt a; = /2 och definiera a, rekursivt genom a, = /2 + a,_. Visa att foljden {a, }
ar konvergent och bestdm gransvéardet.

25. lim v2n +1 26.

n—oo

27. lim (V14 V24 -+ /n)'"
n—oo

28. lim /ne" +n 29.

n—oo

31. Visa att talfoljden {a,} dr konvergent och bestim grénsvérdet om

3a, —1
b)ﬂoz_%,an+1: an—i—l'
n

1 .
a) ap = 5 dn41 = ;



Stora seriekoOret

Konvergerar eller divergerar foljande serier (1-20)?

% it & (1om)
sin? %

71' COS

—_
W
*
e
N
=1 N
|
5
| =
T T
JEY SN
~
[‘18

16. <1 + ) 17*. In (1 + >
k=2 k k=1 \/E

> 1 d 2
19. 20. Y e~ (Ink)
k;?: (lnk)lnk k;
21. Ar serien Y a; konvergent, dar a; = 1 / ‘ d—x ?
‘ k gt G =32 |, Inx

31

S
5 Vk—1(k+2)?

= (1)
6'k;ek—ek*1

00 k—1 k
9. ()
L%

o tan —

k

12.

kg:z Ink

15. k; k (e1/k = esn1/0))

(=
Z \[+( )k+1

1
22. ay dr roten till ekvationen e¥ = e!/" —|— . Understk om serien Z NG ar konvergent.

23. Visa att ekvationen x" + nx — 1 = 0 har exakt en positiv rot a,. Konvergerar }_a,?

b
k

00 k
24. For vilka a och b ar Z (a + -+ (1 + ;{) > konvergent?

k=1

= 1 1 1
25. Forvilkawar ) — —a(1+=+=4---
Or vi azxarn:1 nexp( a( —|—2 3—|—

26. For vilka a konvergerar

)Y (Vk—1)", By (VE-1)" 2
k=1 k=1

1
+ n)) konvergent?
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Losningar till extradvningar

Ridknedvning 5. (a) Antag forst att x > 0. D4 kan vi rita (gor det!) en ratvinklig triangel
med en katet lika med 1 och den andra lika med x. Den vinkel som star emot denna katet
ar da lika med arctan x, och den andra icke rita vinkeln dr arctan(1/x). Men summan av
dessa vinklar dr ju en rét, dvsvi har visat att

1 7T
arctanx + arctan— = — omx > 0.
X

2
Om x < 0 sdtter vi y = —x och anvénder att arctan dr en udda funktion:
1 1 1
arctan x + arctan - arctan(—y) + arctan — = — arctan y — arctan —
= (arctan + arctan 1) =

Svar: Uttrycket dr lika med (sgn x) -

S

(b) Forst berdknar vi den andra termen. Satt u = arctan %. Daéardetklartatt0 < u < 71/4
och tanu = ;5. Det foljer att 0 < 2u < 71/2 och

2
tan2u = Ztamz‘ _ w0 _20
1 —tan®u 1_11W 99

s att 2u = arctan 23 . Sedan forvandlar vi den férsta termen till en arctan genom att rita

en ritvinklig triangel. Det dr uppenbart att 0 < arcsin 15y < 71/2, och vinkeln ligger i en
triangel med hypotenusan 101 och motstdende katet 99. Pythagoras’” sats ger den andra
kateten lika med /1012 — 992 V 10201 — 9801 = /400 = 20. Det uttryck vi ska berékna
ar alltsa lika med arctan + arctan 2 99, och problem (a) visar att detta dr lika med 7t/2.

Svar: Uttrycket &r lika med /2.

(c) Detta kan redovisas pa mdnga sitt. Ett 4r att notera att f(x) = arctanx ar strangt
véxande, sé att den kan anta vérdet 7r/4 hogst en gang; vidare har f virdeméingden | —
nt/2,7/2[, vilket betyder att den antar véardet 71/4 minst en gang. Alltsa har ekvationen
precis en 16sning (ndmligen x = 1).

Svar: Ekvationen har en 16sning.



Svar till Stora deriveringskoret

10. —

13.

16.

19.

22.

25.

27.

28.

.6x2 —10x — =

3
x2

5—12x

x(Inx)?

3 cos3x

2y/x+1
4/x2 + x+/x

1
a% 4 x2
ex

V1—e?*
x*(Inx+1)

(x3 + x)arcsinx (

100 100
[T +n) ),
n=1 n=1

v1—x?

xX24+n

2. x%(x® —1)(7x*> - 3)

1
" 3v/x2

8. xcosx +sinx

11. na(ax + b)"!

14. cot x
1
17. ————
x2 -1
-1
20, ————
|x[vx2 —1

1+ x2
(1 —x2)2
1

6. <77

9. Inx

3.

12. 3sin? x cos x

15

18.
COS X

(1+x2)5/2

33

21.sgn (cos x) (x # g +nm,n € Z)

23 xIn?2 (\6)\/1_1_7

21 + 22

26. xsinx <s11;x + cosxIn x)

Svar till Lilla integralkoret

1.

3.

5.

7.

16.

1
§1n3.
Jtan?x +tanx + C.

/4.

9. m.

11. 55 sin6x + ¢ sin4x + §sin2x + ;x + C.

13. Konv.

15. Div.

17.

4\3/5 ab?.

3x2+1
In(x3 -
n(x’ +x) + X3+ x

arcsin x

2.x4+2In|x—1| -

4. x(In|x])? — 2xIn |x| 4+ 2x + C.

24. x*(Inx + 1)

)

29.sgnx, x #0

2
x—1

6. Divergent.

8.31In3.

10. %sinx—i— %sian—i— C.

14. Konv.

16.2 (cos

12. /4.

I —cos3).

— +C.
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Svar till Stora gransvardeskoret

1.2. 2.3 3.0.
6.2. 7. 1. 8. —1.
11.e. 12. y/e. 13. 7t /2.
16. 3. 17.0. 18. 1.
21. 3. 22.1. 23. 3.
26. 1. 27. 1. 28. e.
31.a)2. b)1

Svar till Stora seriekoret

1. Konv. 2. Konw. 3. Div.

5. Konv. 6. Konv. (med summa 62__6 1)

8. Konv. (med summa = 999) 9. Div.

11. Konv. 12. Diwv. 13. Konv.

15. Konv.&16. Koni7. Div. 18. Div

19. Konv. 20. Konv. 21. Diwv.

23. Div. 24. Div., resp. konv.

26.« > 3 (integraluppskatta Y~ 7).

28. Konv. 29. Gransvéardet = 1.

31. Om a, > 0:ja; annars: ej sdkert. 32. Motex. for e = 0 t.ex. a, =

O =

NI= O
= 1
NI—

)
o uor
S'h.

14. 1.
19.2/+/3e.
24. —1/n.
29.3

—_
WIN

N
N o

W

4. Div.
7. Div.

10. Div.
14. Konv.

22. Konv.
25.a = —e,b=c¢/2.
27.a)a >1,b)a > %
30.K = 3.

1
n(lnn)?’




