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Linjiart beroende och linjirt oberoende

0.1 Definition. Lat v7,... v, vara vektorer i ett linjart rum. En linjirkombination av

dem &ar en summa

—

MU 4+ AU

dér A, ..., A\, dr konstanter (reella tal). O

T. ex. &r vektorn (3,5) i 2-rummet en linjirkombination av vektorerna e; = (1,0) och
e = (0,1):
(3,5) = 3e1 +5es.

Kom ihag att nollvektorn 0 #r vektorn av langd 0. I 2-rummet &r 0 = (0,0), och i
ﬁ
3-rummet & 0 = (0,0,0).

0.2 Definition. Vektorerna vy, ... v, kallas linjdrt oberoende om:

MO+ AT = 0 medfératt Ay =--- =X\, =0. O

Att vektorerna vy, ...v, &r linjart oberoende innebér alltsa att nci}vektorn endast kan
skrivas pa ett enda sitt som en linjirkombination av dem, ndmligen 0 = 0-v7 +---+0-2,.

0.3 Exempel. Vektorerna v; = (1,3) och v, = (1,0) #r linjért oberoende:
Antag att A\;v; + Ayvs = (0,0), dvs A(1,3) + Xo(1,0) = (0,0). Da &r A\; + Xy = 0 och
3A1 + 0- Ay = 0, vilket medfor att Ay =0 och Ay =0. O

0.4 Exempel. Eftersom (0,0,) = 4(1,3) — 2(2,6) sa ar vektorerna (1, 3) och (2,6) inte
linjart oberoende. O

En méangd vektorer som inte ar linjart oberoende kallas linjdrt beroende:

0.5 Definition. Vektorerna vy, ..., kallas linjirt beroende om det finns tal \q, ..., A\,
ej alla = 0, sa att .
Mo+ Mo, =0. O

0.6 Exempel. Vektorerna v; = (1,2,4), 13 = (3,0,2) och v3 = (0,3,5) &r linjirt
beroende, eftersom nollvektorn kan skrivas som en icketrivial linjarkombination av dem:

307 — vs — 203 = (0,0,0). O

Ett annat sitt att kidnna igen att en méngd vektorer &r linjért beroende ar att se att en
av dem kan skrivas som en linjarkombination av de 6vriga. I ovanstaende exempel har vi
t ex vy = 301 — 27s.
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0.7 Pastaende. Vektorerna vi,...v, dr linjirt beroende om och endast om nagon av
dem kan skrivas som en linjdrkombination av de dvriga.



Bevis. (=): Anta de ér linjirt beroende, skriv 0 = M7 + ... A\yUn. Vilj ett index i
s& att \;, # 0. Nu ser vi att v, ir en linjirkombination av de 6vriga:

1
U_i(: = _)\_(Z AzUZ)
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(<=): Antag att t ex v; &r en linjirkombination av de 6vriga vs, ..., v, . Sig

Ul = Moz + o+ Ay

for nagra reella tal Ay, ..., \,. Da giller ju
H
U — X3 — -+ — M= 0,
sa vektorerna vy, Us, ..., 0, ar linjirt beroende. O

0.8 Definition. [v7,...7,] #r en bas i 2-rummet (eller 3-rummet) om vektorerna
U1, .. 0, uppfyller:

(i) v1,...v, ar linjart oberoende;

(ii) varje vektor i 2-rummet (resp 3-rummet) kan skrivas som en linjarkombination av
— —
Viy...0,. 0O

0.9 Exempel. [e], &] #r en bas i 2-rummet, dir e; = (1,0) och &; = (0,1). O

0.10 Exempel. Vektorerna v; = (1,3), och v = (1,0) utgor en bas i 2-rummet. Vi har
redan visat att de dr linjirt oberoende. Observera att e; = vs, och att e; = %U—f — %v_ﬁ

Eftersom e; och e; kan uttrycka alla vektorer, ser vi nu att dven v1 och U3 kan gora det.
T. ex. kan vektorn (5,7) skrivas

—

U1 +

—

1, 1
(5,7) = 5ei + 7es = 503 + T(30 — 203) = .
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Alltsa #r [v7, 3] en bas i 2-rummet. O

Man kan visa att varje bas i 2-rummet bestar av tva vektorer, och att varje bas
i 3-rummet bestar av tre vektorer. Man visar ocksa att varje uppséttning av tva linjért
oberoende vektorer i 2-rummet ar en bas i 2-rummet (och att tre linjért oberoende vektorer
i 3-rummet &r en bas i 3-rummet).

Ovningar
1. Avgor om foljande vektorer ér linjart beroende eller linjart oberoende.

a) v1 = (1,2,4), vo = (3,0,2), v3 = (0,3,5).
b) v = (1,—-1,2), vo = (2,1, —1), vy = (1,2, —1).

2. For vilka viarden pa det reella talet a ar foljande vektorer linjart oberoende?

a) v1 = (1,1,0), vo = (1,2,a), v3 = (—1,0,1).
b) vy =(1,1,1), v = (a,1,2), v3 = (1,2,2).

SVAR: 1a) Linjédrt beroende. b) Linjért oberoende.
2a) Om a = 1: linjért beroende. For a # 1: linjirt oberoende.
2b) Linjért oberoende for alla a.



