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Skrivtid: 8-13. Till̊atna hjälpmedel: Bifogat blad inneh̊allande regler för sekventkalkylen. Moti-
vera samtliga lösningar noga. Maximalpoäng för uppgifterna anges inom parentes. För betygen
Godkänd/Väl godkänd krävs vanligen 18 respektive 28 poäng.

1. L̊at L = 〈P,Q, f〉 vara ett spr̊ak av typ τ = 〈1, 2; 2; 0〉. Betrakta strukturen N =
〈N, PN , QN , fN 〉 med de naturliga talen som universum, där PN = {n ∈ N : n primtal },
QN = {(n,m) : n < m} och fN (n,m) = n + m. Översätt följande till predikatlogiska
satser i spr̊aket L:

a) Varje naturligt tal är summan av tv̊a primtal.

b) Om det finns ett största primtal, s̊a finns för varje naturligt tal ett mindre naturligt
tal. (5)

2. L̊at M vara det tre-ställiga minoritetskonnektivet, dvs M(p, q, r) är falsk i valueringen v
om och endast om högst en av p, q och r är falsk i valueringen v.
Visa att {M,⊥} är en funktionellt komplett mängd av konnektiver. Ange ocks̊a en formel
p̊a disjunktiv normalform (DNF) som är ekvivalent med M(p, q, r). (5)

3. Om D är ett bevisträd i naturlig deduktion i satslogiken, l̊at h(D) beteckna höjden av
trädet D (dvs längden av den längsta grenen i D).

a) Ange en rekursiv definition av h(D).

b) För varje n ≥ 2, ange ett bevisträd Dn s̊adant att h(Dn) = n. (5)

4. Konstruera bevisträd i naturlig deduktion som visar följande.

(a) ¬p −→ (q ∨ r), ¬q −→ (p ∨ ¬r), q −→ p ` p
(b) ` ∀x

(
P (x) −→ Q(y)

)
←→

(
∃xP (x) −→ Q(y)

)
(5)

5. Avgör med hjälp av sekventkalkyl om följande utsagor p̊a formen Γ |= ϕ gäller. Motivera
noggrant! För en utsaga som inte gäller avläs ett motexempel fr̊an sekventträdet.

(a) ∃xP (x) −→ Q(c) |= ∀x
(
P (x) −→ Q(x)

)
b) ∀x

(
R(x) −→ R(F (x))

)
, ∃xR(x) |= ∃xR(F (F (x))) (5)

Var god vänd!



6. L̊at P och Q vara ett-ställiga relationssymboler. Visa p̊a valfritt sätt att

` ∃x
(
P (x) ∧Q(x)

)
−→ ∃xP (x) ∧ ∃xQ(x)

och att
6` ∃xP (x) ∧ ∃xQ(x) −→ ∃x

(
P (x) ∧Q(x)

)
.

Motivera noggrant! (4)

7. L̊at ϕ1, ϕ2 och σ vara följande formler i spr̊aket L = 〈P , Q, R, c〉 av typ τ = {1, 2, 1;−; 1}.

ϕ1 :∀x∀y
(
P (x) ∧Q(x, y) −→ R(y)

)
ϕ2 :∃x

(
P (x) ∧Q(x, c)

)
σ :∃z R(z)

a) Visa genom att resonera semantiskt, dvs medelst strukturer, att ϕ1, ϕ2 |= σ.

b) Använd sekventkalkyl för att visa att ϕ1, ϕ2 |= σ.

c) Konstruera ett bevisträd i naturlig deduktion som visar att ϕ1, ϕ2 ` σ. (6)

8. a) Definiera vad som menas med att en delmängd Γ av PROP är maximalt konsistent.

b) En delmängd Γ av PROP kallas fullständig om för varje σ i PROP det gäller antingen
att Γ ` σ eller Γ ` ¬σ.
Visa att varje maximalt konsistent delmängd Γ av PROP är fullständig. (5)

LYCKA TILL !


