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Pierre Lelong 1912—2011

Christer O. Kiselman

Pierre Lelong avled den 12 oktober 2011 i Paris. Han var fédd den 14 mars 1912,
likasa i Paris. Ocksa hans mor och far levde linge. Hans nédrmaste ar hustrun
France Lelong och hans fyra barn med hans forsta fru Jacqueline Lelong-Ferrand
samt barnbarn. Hans familj harstammade fran Alsace och var, som han en gang
berattade for mig, av tradition ateister i flera generationer.

Bland matematiker var Lelong mest kdnd som en pionjér inom teorin for flera
komplexa variabler och framfor allt som den som infort de plurisubharmoniska funkt-
ionerna och skrivit mycket om dem. Men i fransk politik var han kénd och respekt-
erad som Charles de Gaulles radgivare under tva viktiga ar alldeles i borjan av
den femte republiken. Det marktes bl.a. nar han kom till Sverige for att sitta i
betygsndmnden for Leif Abrahamsson 1982 och da fick sin resa betald av franska
utrikesdepartementet. Jag hade av det skélet kontakt med franska diplomater i
Stockholm, som undrade hur jag kunde ha en sa viktig gést.

Lelong valdes in som korresponderande ledamot av franska Vetenskapsakademi-
en 1980 och som ledamot 1985 — ett ganska sent erkdnnande. Han hade flera ordnar,
bl.a. La Légion d’honneur (Hederslegionen), dar han blev chevalier (riddare) 1959,
officier (officer) 1967 och till slut commandeur (kommendor).

Lelongs matematik

Av Lelongs mycket stora produktion under mer én sextio ar, 1937-1999, kan jag bara
ta upp en liten del. I MathSciNet ar han forfattare till 108 arbeten, till vilka man
bor ldgga ett fran 1937 och ett fran 1938 som inte &r med dér; om man lagger till
Related Publications blir det 129 traffar. Hans tre viktigaste insatser anser jag vara
inforandet av klassen av plurisubharmoniska funktioner (1942), Lelongtalet (1950)
och hans resultat om integration pa en analytisk mangd (1957a, 1957b). Men de &r
langt ifran de enda.

Plurisubharmoniska funktioner

Den klass av funktioner som nu kallas plurisubharmoniska introducerades av Kiyoshi
Oka (1942) och Pierre Lelong (1942), som arbetade oberoende av varandra i Japan
respektive Frankrike. I sjalva verket utforde Oka sitt forskningsarbete redan 1935
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(Toshio Nishino, personligt meddelande 1997-10-03) vid Universitetet i Hiroshima,
dar han var bitradande professor 1932-1938, medan Lelong var Chargé de conférences
i mekanik i Paris. De tva mottes aldrig.

Oka anvédnde termen fonctions pseudoconvexes — de lever helst i pseudokon-
vexa omraden — medan Lelong myntade den term som nu anvénds, fonctions
plurisousharmoniques, for att betona sambandet med subharmoniska funktioner:
de ar subharmoniska pa manga satt. Och detta framgar klart av definitionen: en
funktion definierad i en 6ppen méngd i rummet av flera komplexa variabler ar pluri-
subharmonisk om dess restriktion till varje komplex rat linje ar subharmonisk, och
om den dessutom ar uppat halvkontinuerlig (det sista dr samma krav som for sub-
harmoniska funktioner).

Om h ar en holomorf funktion, sa ar log |h| plurisubharmonisk, och det ar ett
forsta viktigt samband med de holomorfa funktionerna. Men de plurisubharmoniska
funktionerna &r lattare att manipulera; exempelvis &r maximum av tva plurisub-
harmoniska funktioner i samma klass, och nagot sadant tillater inte de holomorfa
funktionerna. Denna egenskap visar att dessa funktioner ér souples, mjuka, jamfort
med de klassiska objekten, som &r stela och darfor svarare att snickra med. I en
artikel (1994) beskriver Lelong dessa objets souples och hur de har vuxit fram under
1900-talet. De plurisubharmoniska funktionerna ér urtypen for dessa mjuka objekt.
De liknar i vissa avseenden de konvexa funktionerna, i andra de subharmoniska.

En viktig egenskap ar att klassen ar invariant under holomorfa koordinatbyten:
det innebar att funktionen &r subharmonisk inte bara pa komplexa réta linjer utan
pa varje holomorf kurva. Detta gor att klassen kan definieras ocksa pa en komplex
mangfald.

Jag har hort att matematikerna kring Bourbaki ansag att Lelongs funktionsklass
var en ganska ointressant generalisering av de subharmoniska funktionerna av en
komplex variabel. Men de fick tdnka om nar det visade sig att denna funktionsklass
spelade en viktig roll i den teori for d-operatorn som Lars Hérmander utvecklade
(1965), och som pa ett naturligt satt kom till anvéindning som viktsfunktioner i de
Hilbertrum av funktioner och differentialformer som Lars konstruerade for att 16sa
en rad klassiska problem inom flera komplexa variabler.

Lelongtalet eller le nombre densité

Det matematiska objekt som &dr mest forknippat med Lelongs namn &r onekligen
Lelongtalet hos en plurisubharmonisk funktion i en punkt. Det &dr en generalisering
av multipliciteten hos ett nollstélle till en holomorf funktion och kan definieras pa
flera satt: som en densitet eller som en lutning hos en konvex funktion.

Laplacen A f av en plurisubharmonisk funktion f dr ett matt, och detta matt har
en vildefinierad massa [p(.,) Af iklotet B(c,r) med medelpunkt i ¢ och radie r; den
ar en vixande funktion av r. I sin uppsats (1950) visade Lelong att &ven om man
dividerar denna massa med volymen hos klotet B(0,r)NC"~! av dimension 2n—2, s&
blir resultatet en véixande funktion av r, d.v.s. kvoten [z, Af/vol(B(0,7)NC" 1),
som &r medeldensiteten av Af i klotet, dr en vixande funktion av r. (Densitet ar



Pierre Lelong 1912—2011 3

ju massa per volymsenhet, men det géller att ta volymen i ritt dimension.) Darfor
existerar gransvardet
Jen ™
B(c,r)

li .
0 vol(B(0,r) N Cr~1)

Detta tal, alltsa den punktvisa densiteten i ¢, kallade Lelong for le nombre densité
(densitetstalet), medan alla andra kallar det for Lelongtalet for f i punkten c. Lelong
sjalv undvek oftast termen le nombre de Lelong, utan skrev vanligen just le nombre
densité; ibland sade han ”le nombre vous savez” (talet ni vet).

En annan definition betraktar supremum g(t) av f 6ver klotet B(c, ') med radie
r = e!. Det visar sig di att ¢ ar en vixande konvex funktion av ¢, och gransvardet
lim,,_ o g(t)/t existerar darfor. Detta gréansvirde ar ocksa lika med v(c).

Lelongtalet har visat sig vara en mycket viktig storhet inom den komplexa analys-
en och har generaliserats pa flera sitt. Ett viktigt samband med analytiska méangder
ar att méngden dér en plurisubharmonisk funktions Lelongtal ar minst lika med en
viss konstant dr en analytisk méangd: det ar Sius sats, bevisad av Yum-Tong Siu

(1974).

vi(c) =

Integration pa en analytisk mangd

En analytisk méngd ar lokalt den gemensamma nollstallesmangden till en familj
av holomorfa funktioner: man kan beskriva den som en analytisk mangfald med
singulariteter. Ett problem var att integrera en differentialform som é&r definierad
pa en sadan méngd dven Over de singuldra punkterna.

Lelong loste detta problem (1957a, 1957b): han tog integration 6ver de reguljara
punkterna, betraktade denna operation som en strom i Georges de Rhams mening
och utvidgade sedan denna pa ett lampligt satt 6ver hela den analytiska méangden.
Han inforde slutna positiva strommar och visade resultat om fortsédttning av sadana.
Dessa strommar blev sedan ett mycket studerat objekt i komplex analys; ocksa de
hor till de mjuka objekt som jag talat om tidigare.

Indikatorn for en hel funktion

En hel funktion véxer i odndligheten, och for att mata denna tillvixt har man sedan
lange anvant begreppen ordning och typ. Men dessa sidger inget om hur funktionen
uppfor sig i olika riktningar: de tar endast hansyn till den varsta riktningen. Vi vet
ju att till exempel cosinusfunktionen cosz = %(eiz + e %), z € C, kan uppskattas
med | cos z| < e™*l: den vixer fort i de imaginira riktningarna men ér begrinsad
i de reella. Logaritmen kan uppskattas med log| cos z| < |Im z|, en konvex funktion
av z. I uppskattningen |Im z| < |z| 4r vénsterledet men inte hogerledet kansligt for
riktingen.

[ flera variabler har man till exempel den hela funktionen h(z) = cos /27 + 23,

z = (21, 29) € C? som uppfyller
< ‘Im \/ 22+ 22

log |h(2)] = log |cos \/2? + 22 = ¢(2),
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dar hogerledet inte langre ar en konvex funktion: vi har till exempel (i, £1) = 0,
medan ¢(7,0) = 1. Vi har en uppskattning

\Im Va2 + 22l < Jlal + [zl = 2]l

dar vansterledet men inte hogerledet ar kansligt for i vilken riktning man gar ut.
For att beskriva tillvaxten i olika riktningar infor man indikatorn p;, for en hel
funktion h av exponentialtyp genom

1
pr(z) = limsup - log |h(tz)], zeC".
t—oo 1

Det &r ett viktigt resultat att den minsta uppat halvkontinuerliga majoranten pj till
pp, ar plurisubharmonisk, dér

pr(z) = limjupph(w), ze C".

Vidare ar det klart att p; ar positivt homogen: pj(tz) = tpi(z) for t > 0, z € C™.
Fragan ar nu om varje positivt homogen plurisubharmonisk funktion f ar indikatorn
for nadgon hel funktion, alltsda om det finns h sa att p; = f. Lelong (1966) visade
att det ar sa under ett extra antagande, ndmligen nar f &r komplext homogen,
f(tz) =t|f(z), t € C, z € C™

André Martineau (1966, 1967) och jag (1967) loste det allménna problemet nér
f bara ér positivt homogen. Martineau gjorde det dven allménnare for funktioner
av andlig ordning och andlig typ. Lelong skrev i sin Notice: "j’ai été devancé
simultanément par le suédois C.-O. Kiselman et le regretté A. Martineau” (jag blev
distanserad samtidigt av svensken C. O. Kiselman och den saknade A. Martineau)
(Lelong 1973:17).

Séminaire Lelong

Lelong ledde under manga ar en seminarieserie, oftast kallad Séminaire Lelong.

Seminarieféredragen publicerades. De forsta sju volymerna var fran aren 1957/58
till och med 1966/67 och gavs ut av fakulteten i Paris med titeln Séminaire d’Analyse
dirigé par Pierre Lelong. Dérefter kom de ut i Springers serie Lecture Notes in
Mathematics, totalt 15 volymer. De forsta nio (med numren 71, 116, 205, 275, 332,
410, 474, 524, 578) hade titeln Séminaire Pierre Lelong (Analyse); de foljande tre
(624, 822, 919) hette Séminaire Pierre Lelong — Henri Skoda (Analyse) och de sista
tre (1028, 1198, 1295) Séminaire d’Analyse P. Lelong — P. Dolbeault — H. Skoda.
Totalt blev det 22 volymer fran aren 1957/58 till 1985-1986.

Lelongs seminarier borjade alltid klockan 13:45, medan alla andra seminarier
efter lunch borjade 13:30. Lelong menade att man inte hann &dta lunch nir man
skulle ga pa ett sa tidigt seminarium. Darfor gav han sig sjalv och alla deltagare en
extra, tydligen mycket viktig, kvart.
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Moten med Pierre Lelong

Jag har triffat Pierre Lelong manga ganger under fyrtio ar, mest i Frankrike och
Sverige, men dven i andra lander, och ndmner har endast nagra fa av dessa tillfallen.

Forsta gangen jag triaffade honom var 1966, da vi bada deltog i en fyra veckor
lang konferens i La Jolla i Kalifornien, American Mathematical Society 1966 Summer
Institute on Entire Functions and Related Parts of Analysis, 1966-06-27—07-22.
Hans davarande hustru Jacqueline Lelong-Ferrand (som ogift Jacqueline Ferrand)
var ocksd med. De skildes senare, och Pierre gifte om sig med France Fages (nu
France Lelong), som han var gift med till sin dédH Béade Jacqueline Ferrand och
France Lelong ar matematiker.

Den andra gangen var i mars 1968, niar han bjod in mig till sitt seminarium
i Paris. Jag var da géstprofessor i Nice pa initativ av André Martineau (1930—
1972). Jag holl mitt foredrag 1968-03-13. Jag talade senare ytterligare tre ganger
pa Lelongs seminarium.

Pierre Lelong var fakultetsopponent nar Urban Cegrell disputerade 1975-05-23.

I maj 1981 organiserade Gérard Coeuré och Henri Skoda en stor konferens i
Wimereux i norra Frankrike med anledning av Lelongs pensionering. Enligt nagra
var maten dar inte sa bra. Mot slutet av konferensen drog Lelong undan Larry
Gruman i ett horn och sade: ”Gruman, on aurait mieux fait d’organiser ce colloque
chez vous.” (Gruman, det skulle ha varit battre att organisera den hér konferensen
hos er; Larry Gruman, personligt meddelande 2011-10-30). Det handlade da inte
om organisationen av motet eller om matematiken, utan om maten. Larry bodde
da i departementet Gers i sodra Frankrike, vars cuisine Pierre Lelong uppskattade
mycket under sina manga bestk dérﬁ

Lelong promoverades till hedersdoktor vid Uppsala universitet 1981-06-05. Han
blev utsedd att halla tacktalet for de sjutton hedersdoktorerna vid middagen pa
Uppsala slott. Hans tal var en uppvisning i fransk talekonst. Efter en inledning
dér han beklagade sig 6ver plagan att behova sitta pa sig frack — en klagan dock
sa subtilt inlindad att troligen mycket fa av middagsatarna uppfattade den som en
klagan — kom det manga hogstdmda lovord om vetenskapen i allmédnhet och om
matematiken i synnerhet:

Puis-je dire que pour moi elle est la plus profondément humaine des sciences, la plus
universelle aussi et qu’elle est aussi celle ou les désirs de 'imagination, et parfois méme
sa fantaisie, trouvent le mieux a s’accomplir, précisément fortifiées par la présence
des regles de la logique 7 (Far jag séga att den [matematiken] for mig dr den djupast

IN&r jag manga ar senare berdttade att jag skilt mig och nu var tillsammans med en annan
kvinna, moéttes jag av ett tydligt gillande: det &r OK att skilja sig och gifta om sig — en gang,
mais pas plus que ¢a (men inte mer dn si).

2Gers ligger i den historiska regionen Armagnac, som ir en del av det historiska landskapet och
hertigdomet Gascogne. Gaslever (foie gras) och armagnac &r viktiga produkter. Om Gers skriver
Le petit Larousse (1967): "Le Gers est un département essentiellement agricole, ol la population,
dispersée en hameaux et en fermes, pratique une polyculture complexe [...]” (Gers ar visentligen
ett departement for jordbruk, dér befolkningen, som &r spridd i smé byar och i bondgardar, prakt-
iserar en komplex polykultur). Steget fran en komplex polykultur till plurikomplex analys verkar
vara kort.
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ménskliga av vetenskaperna, likasa den mest universella, och att den ocksa &r den
dar var forestallningsformagas onskningar, ibland till och med dess fantasier, kan
forverkligas bést, forstarkt och preciserad genom nérvaron av logikens regler?) (Pierre
Lelong 1981-06-05)

Men han luftade ocksa kritik mot Sveriges forskningspolitik:

Puis-je dire, Monsieur le Recteur, que cette excellence des recherches et cette place
que tiens votre pays dans le domaine des mathématiques ne vous empechent pas
d’étre bien séveres : on m’assure que vous maintenez longtemps dans l'attente d’un
poste de professeur de jeunes docteur dont ’étranger a reconnu le mérite [?] (Far
jag sédga, Herr rektor, att denna framstaende forskning och den plats som Ert land
har inom matematiken inte hindrar er fran att vara mycket strénga: man forsikrar
mig att ni later unga doktorer, vilkas meriter utlandet redan erként, vinta linge pa
en professur[?]) (Pierre Lelong 1981-06-05)

Dagen efter for vi pa en batutflykt med start i Spillersboda: Urban hade en stor
bat, en ombyggd fiskebat fran norra Upplandskusten, och tog Pierre Lelong, Dan
Shea, Bengt Josefson och mig med pa en stralande tur i skdrgarden. Vi besokte
Angso nationalpark.

Som redan namnts var Lelong ledamot i betygsndmnden for Leif Abrahamsson
nar denne disputerade 1982-11-13. Han gjorde da en tur i Sverige under en vecka,
1982-11-07—14, med besok i Lund (Lars Garding och Lars Hormander), Uppsala
(Urban Cegrell, Christer Kiselman), Stockholm (Lars Inge Hedberg), Linkoping
(Bengt Josefson) och sa Uppsala igen for Leifs disputation. Allt betalades av
Frankrikes utrikesdepartement.

Ar 1986 gjorde Lelong ett besok i Sverige inom ramen for ett utbyte mellan
den svenska och den franska vetenskapsakademien. Han besokte Umea universitet,
Uppsala universitet och Vetenskapsakademien i Stockholm under en vecka, 1986-
10-02—009.

Lawrence Gruman (mera kand som Larry) samarbetade med Lelong och skrev
en bok (Lelong & Gruman 1986) om hela funktioner. Den innehaller mycket om
dessa funktioners tillvaxt i oandligheten, funktioner med reguljar tillviaxt, 16sningar
till ekvationen i90U = 6, samband mellan en funktions tillvixt i odndligheten och
dess nollstallesytas tillvaxt m.m.

Den som sist samarbetade med Lelong var Alexander Rashkovskii, nu i Stavanger.
De publicerade ett gemensamt arbete 1999, Alexander Gversatte en uppsats av
Lelong till engelska, och de diskuterade mycket.

Med anledning av Larrys pensionering ordnade Université Paul Sabatier i Tou-
louse en konferens i maj 2002, dar Lelong framtradde i hogform med ett matematiskt
foredrag.

Vid en konferens i Paris for Henri Skoda i september 2005 holl Lelong ett langt
tal for Henri vid en mottagning 2005-09-15, men inte nagot matematiskt foredrag.
Den forsta dagen av konferensen, 2005-09-12, var han med pa féormiddagen. Jag
talade med honom under lunchen och féljde honom sedan ut pa gatan till hans bil,
en kraftigt krockskadad Citroén BX. Han kérde ensam hem i Paristrafiken, 93 ar
gammal.



Pierre Lelong 1912—2011 7

Charles de Gaulle

General Charles de Gaulle (1890-1970) installerades som president i den femte
republiken 1959-01-08, och samma dag foérordnade han Pierre Lelong som Con-
seiller technique au Secrétariat général de la Présidence de la République (Teknisk
radgivare vid republikens presidents kansli). Lelongs ansvarsomrade var Recherche
scientifique, Education nationale et Santé publique (Vetenskaplig forskning, offentlig
utbildning pa alla nivaer samt hélso- och sjukvard), alltsdé motsvarande flera min-
isterier. Lelong hade denna funktion under tva ar, till 1961-01-08.

Den fjarde republikens sista ar, fore de Gaulle och den femte republiken, kdnne-
tecknades av svaga regeringar som ofta byttes ut. En massa drenden fastnade och
blev liggande ar efter ar i avsaknad av en kraftfull nationell ledning.

Nér sa de Gaulle kom till makten lossnade manga arenden och en rad viktiga
beslut kunde fattas. Lelong hamnade mitt bland dessa, troligen redan under hosten
1958 innan de Gaulle tilltratt och han sjalv blivit formellt utndmnd: den femte
republikens konstitution tradde i kraft 1958-10-04 efter en folkomrostning 1958-09-
28.

La Halle aux vins

Ett av de drenden som fastnat under den fjarde republiken var problemet kring
La Halle auz vins, ett kvarter dgnat at vinforsdljning sedan 1666, mycket centralt
belaget i Paris’ femte arrondissement. Parisuniversitetet tnskade komma till detta
omrade, men vinhandlarna hade i manga ar blockerat denna stréavan. Med de Gaulle
blev det en 16sning, och universitetet kunde ta 6ver nastan hela kvarteret. Man sade
linge "la Faculté des Sciences de la Halle aux vins”. Numera ar det Paris VI och
Paris VII som ligger dér. Jag tror att Lelong spelade en viktig roll for detta beslut
att frigora kvarteret for utbildning och forskning.

Foredragning for presidenten

En kvéll satt Lelong hemma och rittade skrivningar da det ringde fran Elysée—
palatset. Han satte sig i sin bil och korde dit. Generalen forklarade problemet, som
rorde de katolska privatskolorna: skulle de ha bidrag fran staten?

Den franska staten ar sedan linge en lekmannastat: laicité &r en viktig princip;
staten skall inte understodja nagon religion.

Lelong ténkte pa problemet — det kan inte ha varit lange, ty de Gaulle ville ha
svar direkt. Lelong svarade att han ansag att de katolska privatskolorna borde fa
statsunderstod. Generalen: "Je suis de votre avis.” (Jag delar Eder asikt.) Motet
var slut. Saken var avgjord. Lelong kérde hem och fortsatte att rédtta skrivningar.

Georges Pompidou

Aven sedan han ldmnat funktionen som radgivare at de Gaulle hade Pierre Lelong
manga uppdrag for den hogsta statsledningen. Georges Pompidou (1911-1974) var
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premidrminister aren 1962-1968 och president 1969-1974. Minst en gang fore-
drog Lelong budgeten for all forskning i Frankrike for Pompidou nér denne var
premidrminister. Han skriver:

Je puis dire aujourd’hui que le projet spatial fut par mes soins retardé d’un an pour
faire passer le projet de la biologie moléculaire. (Jag kan i dag siga att rymdforsk-
ningen genom mina atgéarder blev forsenad med ett ar for att sldppa fram satsningen
pa molekyldrbiologi.) (Lelong 1993:2)

Lelong och Pompidou sade tu till varandra. Pompidou var mindre an ett ar dldre &n
Lelong och skrevs in vid Ecole normale supérieure 1931, samma ar som Lelong. De
var alltsa skolkamrater och dérfor du och bror med varandra resten av livet Pl For
att klargora detta for mig berédttade Lelong nagot som Pompidou sagt aldrig genom
indirekt anforing (Och da sade Pompidou till mig att jag borde gora si eller s&) utan
alltid genom direkt anféring: Och da sade Pompidou till mig: « Tu dois faire ceci et
cela)y.

Aven i skrift anvinde Lelong denna citatteknik for att peka pa intimiteten i
deras relation. Han citerar Pompidou sa har:

¢« Penses-tu qu’il faut vraiment faire I’Espace 7 » me disait-il alors qu’il était Premier
Ministre. (”Anser du att vi verkligen maste gora Rymden?” [d.v.s. acceptera ett
stort rymdforskningsprogram| sade han till mig néir han var premiérminister.) (Pierre
Lelong 1993:2)

Sa motstandet mot rymdforskningen fanns kanske hos Pompidou redan innan Lelong
foredrog budgeten.

Tva visdomsord

Utan att vara tillfragad gav Pierre Lelong mig och andra ett rad om hur man skall
se pa sin pensionering: man skall latsas som ingenting och bara fortsitta att forska
som vanligt. Over en fjardedel av Lelongs matematiska publikationer har tillkommit
sedan han fyllt 69 ar.

Det andra visdomsord som kommer for mig ar detta: Den storsta dra som kan
tillkomma en matematiker i denna vérld ar att hans eller hennes resultat blir sa
allmént accepterade och sa kénda att alla anser dem vara fullstandigt sjalvklara och
banala. Och sa ar det nog: man kan inte forstda matematik, man kan bara bli van
vid den, och det man ar van vid uppfattar man som sjélvklart ndr man vél har lart
sig det. Hjarnan har helt enkelt programmerats om.

I skrift kommer han néara detta i sitt tacktal i Wimereux i maj 1981:

En mathématiques l'indispensable processus d’assimilation est un processus de tri-
vialisation. (I matematiken &r den oundvikliga assimilationsprocessen en trivialiser-
ingsprocess.) (Lelong 1982:191)

De plurisubharmoniska funktionerna ar kanske just en sadan sjalvklar struktur.

3Det dr kanske onddigt att tilligga att ndgot liknande inte kan ténkas nir de giller de Gaulle,
som sade wvous till sin egen fru.
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